
úÁ�ÉÓËÉ ÎÁÕÞÎÙÈÓÅÍÉÎÁÒÏ× ðïíé�ÏÍ 429, 2014 Ç.å. ç. ðÒÉÌÅ�ËÉÎÁï ë÷áäòá�éþîùè æïòíáè, ðïòïöäåîîùèæõîëãéñíé îåêíáîá
§1. ÷×ÅÄÅÎÉÅ É ×Ó�ÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ÷ ÒÁÂÏÔÁÈ îÅÈÁÒÉ, áÌÅÎÉ�ÙÎÁ, äÀÒÅÎÁ, ûÉÆÆÅÒÁ É ÄÒÕÇÉÈ ÍÁ-ÔÅÍÁÔÉËÏ× ÉÚÕÞÁÌÉÓØ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ÆÏÒÍÙ, ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÙÈÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÆÕÎË�ÉÊ çÒÉÎÁ ÉÌÉ òÏÂÅÎÁ [1{4℄. äÕÂÉÎÉÎÙÍ ÒÁÚ-×ÉÔ ÅÍËÏÓÔÎÏÊ �ÏÄÈÏÄ Ë ÉÚÕÞÅÎÉÀ Ó×ÏÊÓÔ× ÔÁËÉÈ ÆÏÒÍ [5℄ É �ÏËÁÚÁÎÁÉÈ ÒÏÌØ × �ÏÌÕÞÅÎÉÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÅÏÒÅÍ ÉÓËÁÖÅÎÉÑ ÄÌÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈÆÕÎË�ÉÊ [6, 7℄. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊÛÉÒÏËÏ �ÒÉÍÅÎÑÌÉÓØ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÅÍËÏÓÔÅÊ ×ÙÒÏÖÄÁ-ÀÝÉÈÓÑ ËÏÎÄÅÎÓÁÔÏÒÏ× É ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔØ ÅÍËÏÓÔÉ [8, 9℄. ÷ÍÅÓÔÅ Ó ÔÅÍ ×Ó×ÑÚÉ Ó ×Ï�ÒÏÓÁÍÉ ÔÅÏÒÉÉ ÍÅÔÏÄÁ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÏÊ ÍÅÔÒÉËÉ (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉ-ÍÅÒ, [10℄), Á ÔÁËÖÅ ÔÅÏÒÉÉ �ÏÔÅÎ�ÉÁÌÁ [11℄, ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØÉÚÕÞÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ îÅÊÍÁÎÁ. ÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÅ ÉÚÕÞÁÀÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁ-ÔÉÞÎÙÅ ÆÏÒÍÙ, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ îÅÊÍÁÎÁ. íÎÏÇÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÔÁËÉÈ ÆÏÒÍ (ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔØ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ, �Ï×ÅÄÅÎÉÅ �ÒÉ ËÏÎÆÏÒÍ-ÎÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ É Ô.Ä.) ×ÙÔÅËÁÀÔ ÉÚ ÉÈ Ó×ÑÚÉ Ó ÅÍËÏÓÔØÀ ×ÙÒÏÖÄÁ-ÀÝÅÇÏÓÑ ËÏÎÄÅÎÓÁÔÏÒÁ. ÷ ÄÁÎÎÏÊ ÚÁÍÅÔËÅ �ÒÅÄÌÁÇÁÅÔÓÑ ÄÒÕÇÏÊ Ó�ÏÓÏÂ�ÏÌÕÞÅÎÉÑ �ÏÄÏÂÎÙÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ×, ÏÓÎÏ×ÁÎÎÙÊ ÎÁ ÉÚÕÞÅÎÉÉ ÉÎÔÅÇÒÁ-ÌÁ äÉÒÉÈÌÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÉ ÆÕÎË�ÉÊ îÅÊÍÁÎÁ. ðÒÅÉÍÕÝÅÓÔ×ÏÔÁËÏÇÏ Ó�ÏÓÏÂÁ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ× ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ Ï�ÉÓÙ×ÁÔØÓÌÕÞÁÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á × �ÏÌÕÞÁÅÍÙÈ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÈ [12, 13℄. éÄÅÑ ÄÁÎÎÏÇÏ�ÏÄÈÏÄÁ ÔÁËÖÅ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÷. î. äÕÂÉÎÉÎÕ É ×ÏÓÈÏÄÉÔ Ë ÒÁÂÏÔÅ [12℄.÷ ËÁÞÅÓÔ×Å �ÒÉÌÏÖÅÎÉÑ ÄÏËÁÚÁÎÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÉÓËÁÖÅÎÉÑ ÄÌÑ ËÏÎÆÏÒÍÎÙÈÉ ÏÄÎÏÌÉÓÔÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ, ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÑÀÝÁÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ × [7℄ ÎÁÓÌÕÞÁÊ ËÏÎÅÞÎÏÓ×ÑÚÎÙÈ ÏÂÌÁÓÔÅÊ.ðÕÓÔØ G { ËÏÎÅÞÎÏÓ×ÑÚÎÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ ÎÁ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÊ ÓÆÅÒÅ Cz ÂÅÚ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË ÌÉÂÏ ×ÓÑ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÁÑ �ÌÏÓËÏÓÔØ. ÷ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ sG ÏÚÎÁÞÁÅÔ ËÏÍ�ÁËÔÉÆÉËÁ�ÉÀ G �ÏÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ �ÒÏÓÔÙÈëÌÀÞÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á: ÆÕÎË�ÉÑ îÅÊÍÁÎÁ, Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ, ÏÄÎÏÌÉÓÔÎÏÅ ÏÔÏ-ÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÔÅÏÒÅÍÙ ÉÓËÁÖÅÎÉÑ, ÕÇÌÏ×ÁÑ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ.òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅ òÏÓÓÉÊÓËÏÇÏ ÎÁÕÞÎÏÇÏ ÆÏÎÄÁ,�ÒÏÅËÔ No. 4-11-00022. 157



158 å. ç. ðòéìåðëéîáËÏÎ�Ï× ëÁÒÁÔÅÏÄÏÒÉ, ÇÒÁÎÉ�Á �G { ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔØ �ÒÏÓÔÙÈ ËÏÎ�Ï×.ðÏÄ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØÀ ÂÕÄÅÍ �ÏÎÉÍÁÔØ ÌÀÂÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ × sG ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï.÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ, ÅÓÌÉ ÜÔÏ ÎÅ ×ÙÚÏ×ÅÔ ÎÅÄÏÒÁÚÕÍÅÎÉÊ, ÂÕÄÅÍ ÏÔÏÖÄÅ-ÓÔ×ÌÑÔØ ÜÌÅÍÅÎÔ sG, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÔÏÞËÅ G, Ó ÓÁÍÏÊÜÔÏÊ ÔÏÞËÏÊ, Á ÎÏÓÉÔÅÌØ ÄÏÓÔÉÖÉÍÏÊ ÇÒÁÎÉÞÎÏÊ ÔÏÞËÉ É ÓÁÍÕ ÜÔÕÔÏÞËÕ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ÂÕË×ÏÊ. ÷ ÓÌÕÞÁÅ ÖÏÒÄÁÎÏ×ÏÊÏÂÌÁÓÔÉ G �ÏÎÑÔÉÑ ÚÁÍÙËÁÎÉÑ sG É ÇÒÁÎÉ�Ù �G ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ Ó ÏÂÙÞÎÙ-ÍÉ, Á ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ × sG ÅÓÔØ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ × Cz ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÓ sG.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏÊ ÔÏÞËÉ. ðÕÓÔØ g - ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÏÄÎÏÌÉÓÔ-ÎÏÅ ËÏÎÆÏÒÍÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ G ÎÁ ÖÏÒÄÁÎÏ×Õ ÏÂÌÁÓÔØ D, ÏÇÒÁÎÉ-ÞÅÎÎÕÀ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÖÏÒÄÁÎÏ×ÙÈ ËÒÉ×ÙÈ. �ÏÞËÕz0 ∈ G ÎÁÚÏ×ÅÍ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏÊ ÄÌÑ sG, ÅÓÌÉ z0 ∈ G ÌÉÂÏ z0 ∈ �G Ñ×ÌÑÅÔ-ÓÑ ÄÏÓÔÉÖÉÍÏÊ ÇÒÁÎÉÞÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ É ÎÁÊÄÅÔÓÑ �G(z0), 0 < �G(z0) 6 2,ÔÁËÏÅ, ÞÔÏg(z)− g(z0)= {(z − z0)�D(z0)=�G(z0)((z0) + o(1)) �ÒÉ z → z0 6=∞; z ∈ G;(1=z)�D(z0)=�G(z0)((z0) + o(1)) �ÒÉ z → z0 =∞; z ∈ G; (1)ÇÄÅ (z0) 6= 0 É �D(z0) = {2; z0 ∈ G;1; z0 ∈ �G:îÅ ÕÍÅÎØÛÁÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, ÍÙ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ g(z0) 6= ∞. ñÓÎÏ, ÞÔÏ×ÓÅ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÅ ÔÏÞËÉ ÏÂÌÁÓÔÉ G Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÍÉ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ îÅÊÍÁÎÁ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ó�ÅÒ-×Á ÖÏÒÄÁÎÏ×Õ ÏÂÌÁÓÔØ G ⊂ Cz , ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÁÎÁ-ÌÉÔÉÞÅÓËÉÈ ËÒÉ×ÙÈ. ðÕÓÔØ '(z) { ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑÎÁ �G, ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ
∫�G '(z)|dz| = −�:ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÄÌÑ � ∈ sG ÞÅÒÅÚ NG;'(z; �) ÆÕÎË�ÉÀ ÏÔ z ∈ sG, ÕÄÏ×ÌÅÔ×Ï-ÒÑÀÝÕÀ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ:1) NG;'(z; �), ËÁË ÆÕÎË�ÉÑ z, ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÁÑ × G \ {�} É ÄÉÆÆÅÒÅÎ-�ÉÒÕÅÍÁ ÎÁ �G \ {�};



ï ë÷áäòá�éþîùè æïòíáè 1592) NG;'(z; �) + 1� log |z− �| { ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ × ÏËÒÅÓÔÎÏÔÉÔÏÞËÉ � 6= ∞, ÁNG;'(z; �)− 1� log |z| { ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ × ÏËÒÅÓÔ-ÎÏÓÔÉ � =∞; ÚÄÅÓØ � = 1 ÄÌÑ ÇÒÁÎÉÞÎÏÊ ÔÏÞËÉ � É � = 2 ÄÌÑ ×ÎÕÔÒÅÎ-ÎÅÊ ÔÏÞËÉ �;3) �NG;'(z;�)�n = '(z) ÎÁ �G, ÇÄÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÂÅÒÅÔÓÑ �Ï ×ÎÅÛÎÅÊÎÏÒÍÁÌÉ Ë G.ïÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ îÅÊÍÁÎÁ NG(z; �) ÏÂÌÁÓÔÉ G Ó �ÏÌÀÓÏÍ ×ÔÏÞËÅ � ÎÁÚÏ×ÅÍ ÌÀÂÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÕÀ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ 1){3)ÄÌÑ ËÁËÉÈ-ÎÉÂÕÄØ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ '(z). ëÏÎÅÞÎÏ, ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑÆÕÎË�ÉÑ îÅÊÍÁÎÁ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ '(z). ëÁË�ÏËÁÚÁÎÏ × [9℄, Ä×Å ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ îÅÊÍÁÎÁ NG;'1(z; �) ÉNG;'2(z; �) Ó×ÑÚÁÎÙ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ NG;'2(z; �) = NG;'1(z; �) + h(z) +(�), ÇÄÅ h(z); (�) { ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ. ÷ ÒÁÍËÁÈ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÙÎÁÓ ÂÕÄÕÔ ÉÎÔÅÒÅÓÏ×ÁÔØ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÆÕÎË�ÉÊ ×ÉÄÁ n
∑k=1 ÆkNG;'(z; zk), ÇÄÅn

∑k=1 Æk = 0. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÔÁËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ '(z), �Ï-ÜÔÏÍÕ ÍÙ Ï�ÕÓËÁÅÍ ' × ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÉ ÆÕÎË�ÉÉ îÅÊÍÁÎÁ.ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ G { �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ËÏÎÅÞÎÏÓ×ÑÚÎÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ ÓÆÅÒÙ sCzÂÅÚ ÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË. ïÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ îÅÊÍÁÎÁÄÌÑ ÜÔÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ Ó �ÏÍÏÝØÀ ËÏÎÆÏÒÍÎÏÇÏ É ÏÄÎÏÌÉÓÔÎÏÇÏÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f ÎÁ ÖÏÒÄÁÎÏ×Õ ÏÂÌÁÓÔØ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÍÉËÒÉ×ÙÍÉ, �Ï ÆÏÒÍÕÌÅNG(z; �) = Nf(G)(f(z); f(�)):÷ sG ×ÙÂÅÒÅÍ ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔØ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÈ ÔÏÞÅË Z = {zk}nk=1, ÏÂÏÚÎÁ-ÞÉÍ �k = �G(zk) É Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ×ÅÌÉÞÉÎÙNkl(G;Z) = NG(zk; zl); k 6= l;Nkl(G;Z) = limz→zk(NG(z; zk) + 1�k log |z − zk|); k = l; zk 6= ∞;Nkl(G;Z) = limz→zk(NG(z; zk)− 1�k log |z|); k = l; zk = ∞äÌÑ G = sCz �ÏÌÁÇÁÅÍNkl(sCz; Z) = −
12 log |zk − zl|; ÅÓÌÉ k 6= l; zk 6= ∞; zl 6=∞;Nkl(sCz; Z) = 0 × �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ.



160 å. ç. ðòéìåðëéîáï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ �ÏÔÅÎ�ÉÁÌØÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ. ðÕÓÔØ Z = {zk}nk=1 { ÎÁ-ÂÏÒ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÈ ÔÏÞÅË sG, � = {Æk}nk=1 { ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÕÄÏ×ÌÅ-Ô×ÏÒÑÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÀ n
∑k=1 Æk = 0: (2)÷×ÅÄÅÍ ÆÕÎË�ÉÀu(z) = u(z;G;Z;�) = n

∑k=1 ÆkNG(z; zk);ËÏÔÏÒÕÀ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ �ÏÔÅÎ�ÉÁÌØÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ ÄÌÑ ÏÂÌÁÓÔÉ G ÉÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔÅÊ Z;�: ÷ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÑÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÔÏÞÅË zkÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑu(z) = −
Æk�k log |z − zk|+ ak + o(1); z → zk; z ∈ G; (3)ÇÄÅ ak =∑l=1 ÆlNkl(G;Z); k = 1; : : : ; n:äÌÑ zk = ∞ ÌÏËÁÌØÎÙÊ �ÁÒÁÍÅÔÒ (z − zk) ÎÕÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ 1=z.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ �ÏÞÔÉ ËÒÕÇÏ×. äÌÑ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÔÏÞËÉ z0 ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÊÓÆÅÒÙ Cz ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ E(z0; r) ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ËÒÕÇ Ó �ÅÎÔÒÏÍ × ÔÏÞ-ËÅ z0 ÒÁÄÉÕÓÁ r > 0. ÷ ÓÌÕÞÁÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ Ï�ÒÅÄÅ-ÌÉÍ E(∞; r) = {z : |z| > 1=r}. ðÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÏÂÌÁÓÔÅÊrE(z0; r); z0 ∈ Cz, ÚÁ×ÉÓÑÝÅÅ ÏÔ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ r, 0 < r < r0, ÎÁÚÏ×ÅÍÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉ ËÒÕÇÏ×ÙÍ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉrj(r); 0 < r < r0; j = 1; 2, ÔÁËÉÅ ÞÔÏE(z0; r1(r)) ⊂ rE(z0; r) ⊂ E(z0; r2(r)) (4)É rj(r) ∼ r �ÒÉ r → 0; j = 1; 2. üÌÅÍÅÎÔ rE(z0; r) ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉ ËÒÕ-ÇÏ×ÏÇÏ ÓÅÍÅÓÔ×Á ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ �ÏÞÔÉ ËÒÕÇÏÍ Ó �ÅÎÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ z0ÒÁÄÉÕÓÁ r. ÷ÓÀÄÕ ÎÉÖÅ ÄÌÑ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ G ⊂ Cz É ÔÏÞËÉ z0 ∈ G××ÅÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ U(z0; r; G) = rE(z0; r), ÇÄÅ r ÎÁÓÔÏÌØËÏ ÍÁÌÏ, ÞÔÏrE(z0; r) ⊂ G; ÄÌÑ ÄÏÓÔÉÖÉÍÏÊ ÇÒÁÎÉÞÎÏÊ ÔÏÞËÉ z0 ÏÂÌÁÓÔÉ G ÏÂÏÚÎÁ-ÞÉÍ ÞÅÒÅÚ U(z0; r; G) ÚÁÍÙËÁÎÉÅ × sG Ó×ÑÚÎÏÊ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑG⋂ rE(z0; r), �ÒÉÍÙËÁÀÝÅÊ Ë ÔÏÞËÅ z0.



ï ë÷áäòá�éþîùè æïòíáè 161ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ I(v;G) ÉÎÔÅÇÒÁÌ äÉÒÉÈÌÅ ÆÕÎË�ÉÉ v �Ï ÏÂÌÁÓÔÉG,I(v; G) = ∫∫G |∇v|2dxdy:óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÌÅÍÍÙ 1, 2 Ñ×ÌÑÀÔÓÑ, �Ï ÓÕÝÅÓÔ×Õ, ÍÏÄÉÆÉËÁ�ÉÑÍÉ ÓÏ-ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÌÅÍÍ ÒÁÂÏÔÙ [12℄.ìÅÍÍÁ 1. ðÕÓÔØ Z = {zk}nk=1 { ÎÁÂÏÒ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÈ ÔÏÞÅË sG, � =
{Æk}nk=1 { ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÀ (2),
{�k}nk=1 { �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, �k = �G(zk), Gr { ÒÁÚÎÏÓÔØ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ× G \

n
⋃k=1U(zk; �kr�k ; G), u(z) { �ÏÔÅÎ�ÉÁÌØÎÁÑ ÄÌÑ G, Z, �.ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ïn

∑k;l=1 ÆkÆlNkl(G;Z)− n
∑k=1 Æ2k�k log�k = limr→0(I(u;Gr)� + n

∑k=1 Æk2 log r) : (5)äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ w = g(z) { ÏÄÎÏÌÉÓÔÎÏÅ ËÏÎÆÏÒÍÎÏÅ ÏÔÏ-ÂÒÁÖÅÎÉÅ ÏÂÌÁÓÔÉG ÎÁ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÕÀÖÏÒÄÁÎÏ×Õ ÏÂÌÁÓÔØ,wk = g(zk),W = {wk}nk=1, �′k = �g(G)(wk). õÞÉÔÙ×ÁÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ (1), ÚÁËÌÀÞÁÅÍ,ÞÔÏ
|w − wk| = |z − zk|�′k=�k |(zk) + o(1)|; z → zk; z ∈ G: (6)CÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,Nkl(G;Z) = Nkl(g(G);W ); k 6= l;Nkk(G;Z) = Nkk(g(G);W )− 1�′k log |(zk)|É ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ× U(zk; �kr�k ; G) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁU(wk; �′kr�′k ; g(G)), ÇÄÅ �′k = ��′k=�kk |(zk)|. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,n

∑k;l=1 ÆkÆlNkl(G;Z)− n
∑k=1 Æ2k�k log�k= n

∑k;l=1 ÆkÆlNkl(g(G);W )− n
∑k=1 Æ2k�′k log�′k: (7)



162 å. ç. ðòéìåðëéîáðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ �ÏÔÅÎ�ÉÁÌØÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ É ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉîÅÊÍÁÎÁ ÉÍÅÅÍu(z) = n
∑k=1 ÆkNG(z; zk) = n

∑k=1 ÆkNg(G)(w;wk) = t(w);ÇÄÅ t(w) { �ÏÔÅÎ�ÉÁÌØÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÄÌÑ g(G);W;�. õÞÉÔÙ×ÁÑ (7) É ËÏÎ-ÆÏÒÍÎÕÀ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ äÉÒÉÈÌÅ, ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÄÏÓÔÁ-ÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÌÅÍÍÕ ÄÌÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÖÏÒÄÁÎÏ×ÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉG. ðÒÉ-ÎÉÍÁÑ ×Ï ×ÎÉÍÁÎÉÅ ×ËÌÀÞÅÎÉÑ (4), ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ × Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉGr ÍÎÏÖÅÓÔ×Á U(zk; �kr�k ; G) ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÙ ËÒÕÇÁÍÉ. ðÏ ÆÏÒÍÕÌÅ çÒÉ-ÎÁ, I(u;Gr) = −

n
∑k=1 ∫k(r) u�u�nds;k(r) = �U(zk; �kr�k ; G)⋂G, k = 1; : : : ; n. ðÒÉ×ÌÅËÁÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ (3),�ÏÌÕÞÁÅÍ

∫k(r) u�u�nds = �k�
∫0 (

−
Æk�k log(�kr�k ) + ak + o(1))(− Æk�k + o(1)) d'= � [ Æ2k�k log�k + Æ2k log r − Æk∑l=1 ÆlNkl(G;Z)] + o(1);r → 0; k = 1; : : : ; n;ÞÔÏ �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÀ ÌÅÍÍÙ. �÷ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ v ÎÁÚÏ×ÅÍ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ ÄÌÑ ÏÂÌÁ-ÓÔÉ G É ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔÅÊ Z;�, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ × sG\

n
⋃k=1{zk}, ÕÄÏ×ÌÅ-Ô×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ ìÉ�ÛÉ�Á × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ËÁÖÄÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÊÔÏÞËÉ ÏÂÌÁÓÔÉG, ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ, ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ, ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÔÁËÉÈÔÏÞÅË, É ÅÓÌÉ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÑÈ ÔÏÞÅË zk ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑv(z) = −

Æk�k log |z − zk|+ bk + o(1); z → zk; z ∈ G; (8)ÇÄÅ bk, k = 1; : : : ; n, - ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ �ÏÓÔÏÑÎÎÙÅ.



ï ë÷áäòá�éþîùè æïòíáè 163ìÅÍÍÁ 2. äÌÑ �ÏÔÅÎ�ÉÁÌØÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ u  ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑÍÉ (3) É ÄÏ-�ÕÓÔÉÍÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ v  ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑÍÉ (8) ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏI(v − u;G) = limr→0(I(v;Gr)− I(u;Gr)− 2� n
∑k=1 Æk(bk − ak)) :äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ëÁË É × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÌÅÍÍÙ 1, ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ,ÞÔÏ G �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÕÀ ÖÏÒÄÁÎÏ×Õ ÏÂÌÁÓÔØ, É ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Á U(zk; �kr�k ; G) Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ ËÒÕÇÏ×.ðÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÙÈ r > 0 ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑI(v − u;Gr) = I(v;Gr) + I(u;Gr) + 2 n

∑k=1 ∫k(r) v �u�nds= I(v;Gr)− I(u;Gr) + 2 n
∑k=1 ∫k(r) (v − u)�u�nds;ÇÄÅ k(r), k = 1; : : : ; n, ËÁË É × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÌÅÍÍÙ 1. õÞÉÔÙ×ÁÑÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ (3), (8) É Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ �ÏÔÅÎ�ÉÁÌØÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ u, ÉÍÅÅÍ

∫k(r) (v − u)�u�nds = �k�
∫0 (bk − ak + o(1))(− Æk�k + o(1)) d'= −�Æk(bk − ak) + o(1); r → 0;ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ k = 1; : : : ; n. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍI(v − u;Gr) = I(v;Gr)− I(u;Gr)− 2� n

∑k=1 Æk(bk − ak) + o(1); r → 0:õÓÔÒÅÍÌÑÑ r Ë ÎÕÌÀ, �ÏÌÕÞÉÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ. �

§2. ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ÆÏÒÍÙ, ÚÁ×ÉÓÑÝÉÅ ÏÔ ÆÕÎË�ÉÉîÅÊÍÁÎÁ÷ ÜÔÏÍ �ÁÒÁÇÒÁÆÅ ÉÚÕÞÁÀÔÓÑ Ó×ÏÊÓÔ×Á Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍn
∑k;l=1 ÆkÆlNkl(G;Z);ÇÄÅ ÞÉÓÌÁ Æk ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ (2).



164 å. ç. ðòéìåðëéîá�ÅÏÒÅÍÁ 1 (ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔØ). ðÕÓÔØ G { ËÏÎÅÞÎÏÓ×ÑÚÎÁÑ ÏÂÌÁÓÔØÂÅÚ ÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË ÌÉÂÏ G = sCz, ÏÂÌÁÓÔØ D ÕÄÏ×ÌÅ-Ô×ÏÒÑÅÔ ÔÅÍ ÖÅ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ, G ⊂ D, Z = {zk}nk=1 { ÎÁÂÏÒ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÈÔÏÞÅË ËÁË ÄÌÑ sG, ÔÁË É ÄÌÑ sD, �ÒÉÞÅÍ �G(zk) = �D(zk), u(z) É v(z)�ÏÔÅÎ�ÉÁÌØÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÄÌÑ G; Z; � and D; Z; �, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.�ÏÇÄÁ n
∑k;l=1 ÆkÆlNkl(G;Z) >

n
∑k;l=1 ÆkÆlNkl(D;Z) + 1� I(v − u;G): (9)úÄÅÓØ, ËÁË É ÒÁÎØÛÅ, � = {Æk}nk=1 { ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×Ï-ÒÑÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÀ (2).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ v �ÏÔÅÎ�ÉÁÌØÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ ÄÌÑD; Z; �. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÆÕÎË�ÉÑ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÁ ÄÌÑ G; Z; �. õÞÉÔÙ×ÁÑÌÅÍÍÙ 1, 2, ÉÍÅÅÍI(v − u;Gr) = I(v;Gr)− I(u;Gr)− 2� n

∑k=1 Æk(bk − ak) + o(1)
6 I(v;Dr)− I(u;Gr)− 2� n

∑k=1 Æk(bk − ak) + o(1)= � n
∑k;l=1 ÆkÆlNkl(D;Z)− n

∑k=1 Æ2k�k log�k − n
∑k=1 Æk2 log r

− � n
∑k;l=1 ÆkÆlNkl(G;Z)− n

∑k=1 Æ2k�k log�k − n
∑k=1 Æk2 log r

− 2� n
∑k=1 Æk(bk − ak) + o(1); r → 0:÷Ó�ÏÍÉÎÁÑ, ÞÔÏ bk = ∑l=1 ÆlNkl(D;Z), ak = ∑l=1 ÆlNkl(G;Z), k = 1; : : : ; n,�ÏÌÕÞÁÅÍ1� I(v − u;Gr) 6

n
∑k;l=1 ÆkÆlNkl(G;Z)− n

∑k;l=1 ÆkÆlNkl(D;Z) + o(1); r → 0:



ï ë÷áäòá�éþîùè æïòíáè 165õÓÔÒÅÍÉ× r Ë ÎÕÌÀ, ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ1� I(v − u;G) 6

n
∑k;l=1 ÆkÆlNkl(G;Z)− n

∑k;l=1 ÆkÆlNkl(D;Z):�ÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ. �óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1. ÷ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ïn
∑k;l=1 ÆkÆlNkl(G;Z) >

n
∑k;l=1 ÆkÆlNkl(D;Z): (10)òÁ×ÅÎÓÔ×Ï �ÒÉ n

∑k=1 Æ2k 6= 0 ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁsG = sD É �ÏÔÅÎ�ÉÁÌØÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÄÌÑ D, Z, �  ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÁÄÄÉ-ÔÉ×ÎÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÔÅÎ�ÉÁÌØÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ ÄÌÑ G, Z, �.ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ f(z) ËÏÎÆÏÒÍÎÁ É ÏÄÎÏÌÉÓÔÎÁ × G, z0ÄÏ�ÕÓÔÉÍÁÑ ÇÒÁÎÉÞÎÁÑ ÔÏÞËÁ sG, f(z0) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ × ÓÍÙÓÌÅ ÇÒÁÎÉÞÎÏ-ÇÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÑ É f(z0) ÄÏ�ÕÓÔÉÍÁ ÄÌÑ f(G). ðÏÓËÏÌØËÕ ×ÉÄ ÒÁÚÌÏÖÅ-ÎÉÑ (1) ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÆÕÎË�ÉÉ g(z), ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ × ÓÌÕÞÁÅf(z0) 6=∞ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁf(z)− f(z0) = (z − z0)�′=�(d(z0; f) + o(1))�ÒÉ z → z0 6= ∞; z ∈ G; (11)ÇÄÅ d(z0; f) 6= 0, � = �G(z0), �′ = �f(G)(f(z0)). ÷ ÓÌÕÞÁÅ z0 = ∞ ÌÉÂÏf(z0) =∞ ÌÏËÁÌØÎÙÊ �ÁÒÁÍÅÔÒ (z − z0) ÌÉÂÏ (f(z)− f(z0)) ÎÁÄÏ ÚÁÍÅ-ÎÉÔØ ÎÁ 1=z ÌÉÂÏ 1=f(z), ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ (11)×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ É ÄÌÑ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÔÏÞÅË G, �ÒÉ ÜÔÏÍ d(z0; f) = f ′(z0).�ÅÏÒÅÍÁ 2 (�Ï×ÅÄÅÎÉÅ �ÒÉ ËÏÎÆÏÒÍÎÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ). ðÕÓÔØf(z) ËÏÎÆÏÒÍÎÏ É ÏÄÎÏÌÉÓÔÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ G ÎÁ f(G), Z = {zk}nk=1É f(Z) = {f(zk)}nk=1 ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÈ ÔÏÞÅË sG É f(G), � =
{Æk}nk=1 ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÀ (2). �ÏÇÄÁn

∑k;l=1 ÆkÆlNkl(G;Z) = n
∑k;l=1 ÆkÆlNkl(f(G); f(Z))

−

n
∑k=1 Æ2k�f(G)(f(zk)) log |d(zk; f)|:



166 å. ç. ðòéìåðëéîáäÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ îÅÊÍÁÎÁNG(z; �) = Nf(G)(f(z); f(�)). ðÒÉÎÉÍÁÑ ×Ï ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÏÅ�Ï×ÅÄÅÎÉÅ f(z) × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÑÈ zk (ÓÍ. 11), �ÏÌÕÞÉÍNkl(G;Z) = Nkl(f(G); f(Z)); k 6= l;Nkk(G;Z) = Nkk(f(G); f(Z))− 1�f(G)(f(zk)) log |d(zk; f)|:�ÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ. �÷ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÙÈ ÒÁÂÏÔÁÈ �Ï ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÆÕÎË�ÉÊ ÛÉ-ÒÏËÏ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ �ÏÎÑÔÉÅ �ÏÌÑÒÉÚÁ�ÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔ× É ËÏÎÄÅÎÓÁÔÏÒÏ×.ëÌÀÞÅ×ÙÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ �ÏÌÑÒÉÚÁ�ÉÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ ÅÍËÏÓÔØËÏÎÄÅÎÓÁÔÏÒÁ ÎÅ Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÅÔÓÑ �ÒÉ ÜÔÏÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÉ. äÌÑ ÏÂÏÂ-ÝÅÎÎÙÈ ËÏÎÄÅÎÓÁÔÏÒÏ× ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÓÔÁÌËÉ×ÁÅÔÓÑ ÓÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÔÒÕÄÎÏÓÔÑÍÉ × ÓÉÌÕ ÒÁÚÎÏÇÏ ÕÒÏ×ÎÑ �ÏÔÅÎ�ÉÁÌÏ× ÎÁ�ÌÁÓÔÉÎÁÈ. óÌÅÄÕÑ [8℄, Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ �ÏÌÑÒÉÚÁ�ÉÀ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÔÏÞÅË Z ×ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÕÒÏ×ÎÑ �ÏÔÅÎ�ÉÁÌÏ× �, �ÏÌÁÇÁÑ, ÞÔÏ ÏÂÌÁÓÔØ G ÎÅ ÍÅ-ÎÑÅÔÓÑ �ÒÉ �ÏÌÑÒÉÚÁ�ÉÉ.ðÕÓÔØ l { ÎÅËÏÔÏÒÁÑ �ÒÑÍÁÑ, ËÏÔÏÒÁÑ ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÕÀ �ÌÏÓ-ËÏÓÔØ ÎÁ Ä×Å ÏÔËÒÙÔÙÅ �ÏÌÕ�ÌÏÓËÏÓÔÉ L+ É L−, ÏÂÌÁÓÔØ G ÓÉÍÍÅ-ÔÒÉÞÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ l, z∗ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÕÀ z ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ lÔÏÞËÕ, Z = {zk}nk=1 { ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÈ ÔÏÞÅË sG, � = {Æk}nk=1 {×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. äÌÑ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ � Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×Á-ÎÉÅ PZ = {pk}nk=1 ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÔÏÞÅË Z �Ï ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ �ÒÁ×ÉÌÁÍ:1) ÅÓÌÉ zk ∈ L+ É z∗k =∈ Z, ÔÏ pk = zk �ÒÉ Æk > 0 É pk = z∗k �ÒÉ Æk < 0,2) ÅÓÌÉ zk ∈ L− É z∗k =∈ Z, ÔÏ pk = zk �ÒÉ Æk < 0 É pk = z∗k �ÒÉ Æk > 0,3) ÅÓÌÉ zk ∈ L+ É z∗k = zl ∈ Z, ÔÏ pk = zk �ÒÉ Æk > Æl É pk = z∗k �ÒÉÆk < Æl,4) ÅÓÌÉ zk ∈ L− É z∗k = zl ∈ Z, ÔÏ pk = zk �ÒÉ Æk < Æl É pk = z∗k �ÒÉÆk > Æl,5) ÅÓÌÉ zk ∈ l, ÔÏ pk = zk.�ÅÏÒÅÍÁ 3. ðÕÓÔØ ÏÂÌÁÓÔØ G ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÒÑÍÏÊl, Z = {zk}nk=1 { ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÈ ÔÏÞÅË sG, � = {Æk}nk=1 {×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÀ (2). �ÏÇÄÁn
∑k;l=1 ÆkÆlNkl(G;Z) 6

n
∑k;l=1 ÆkÆlNkl(G;PZ): (12)



ï ë÷áäòá�éþîùè æïòíáè 167òÁ×ÅÎÓÔ×Ï �ÒÉ n
∑k=1 Æ2k 6= 0 ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁPZ = Z ÌÉÂÏ PZ = {z∗k}nk=1.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. íÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÅ Æk ÏÔÌÉÞÎÙ ÏÔ ÎÕÌÑ. ïÂÏ-ÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ w �ÏÔÅÎ�ÉÁÌØÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ ÄÌÑ G; Z; � É ÞÅÒÅÚ u �Ï-ÔÅÎ�ÉÁÌØÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ ÄÌÑ G; PZ; �, w∗(z) = w(z∗), �k = �G(zk),Gr = G\

n
⋃k=1U(zk; r�k ; G), (PG)r = G\

n
⋃k=1U(pk; r�k ; G). ï�ÒÅÄÅÌÉÍv(z) = { min(w(z); w∗(z)); z ∈ L−;max(w(z); w(∗z)); z ∈ L+;ðÕÓÔØ pk =∈ l. ÷ ÓÉÌÕ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ (3) �ÏÔÅÎ�ÉÁÌØÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ w(z),× ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ pk ÉÍÅÅÍ v(z) = w(z) �ÒÉ pk = zk, ÌÉÂÏv(z) = w(z∗) �ÒÉ pk = z∗k. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,v(z) = −

Æk�k log |z − pk|+ bk + o(1); z → pk; z ∈ G; (13)ÇÄÅ bk = ∑l=1 ÆlNkl(G;Z). üÔÉ ÖÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÏÓÔÁÀÔÓÑ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÙÍÉÉ ÄÌÑ pk, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÈ l. æÕÎË�ÉÑ v(z) ÌÏËÁÌØÎÏ ÌÉ�ÛÉ�Å×Á É ÄÌÑÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÙÈ r I(v; (PG)r = I(w;Gr) (ÓÍ. [8℄, ÓÔÒ. 73). ðÏ ÌÅÍÍÅ 2(v − u; (PG)r)= (I(v; (PG)r)− I(u; (PG)r)− 2� n
∑k=1 Æk(bk − ak))+ o(1);r → 0:úÄÅÓØ ak = ∑l=1 ÆlNkl(G;PZ). ÷ÏÓ�ÏÌØÚÏ×Á×ÛÉÓØ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍI(v; (PG)r) = I(w;Gr) É ÌÅÍÍÏÊ 1 ÄÌÑ I(w;Gr), I(u; (PG)r), �ÏÌÕÞÁ-ÅÍ I(v − u; (PG)r) = � n

∑k=1 Æk(ak − bk) + o(1); r → 0õÓÔÒÅÍÌÑÑ r Ë ÎÕÌÀ, �ÏÌÕÞÉÍn
∑k=1 Æk(ak − bk) = I(v − u;G)=� > 0;ÞÔÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ (12). òÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ,ËÏÇÄÁ v  ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó u. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, v



168 å. ç. ðòéìåðëéîáÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ × G \
n
⋃k=1{pk} É �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ ÅÄÉÎ-ÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ÌÉÂÏ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó w(z), ÌÉÂÏ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ  w∗(z). ÷ �ÅÒ×ÏÍÓÌÕÞÁÅ PZ = Z, ×Ï ×ÔÏÒÏÍ PZ = Z∗. �ÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ. �ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ H ×ÅÒÈÎÀÀ �ÏÌÕ�ÌÏÓËÏÓÔØ Im z > 0.�ÅÏÒÅÍÁ 4 (�ÒÉÎ�É� ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ). ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ G ⊂ H ÉÏÄÎÁ ÉÚ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ �G Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ R,� = {Æk}nk=1 { ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÀ (2),Z = {zk}nk=1 { ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÈ ÔÏÞÅË sG, �ÒÉÞÅÍ �ÒÉ 1 6 k 6p ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ Im zk > 0 É �ÒÉ p+1 6 k 6 n ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ Im zk = 0.ðÕÓÔØ G∗ = {z : sz ∈ G}, B = G∪G∗ ∪R, É ÍÎÏÖÅÓÔ×Á W = {wk}n+pk=1 ,r� = {rÆk}n+pk=1 , Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: wk = zk É rÆk = ÆkÄÌÑ k = 1; p, wk = zk−p É rÆk = Æk−p ÄÌÑ k = p+ 1; 2p, wk = zk−p ÉrÆk = 2Æk−p ÄÌÑ k = 2p+ 1; n+ p. �ÏÇÄÁn

∑k;l=1 ÆkÆlNkl(G;Z) = 12 n+p
∑k;l=1 rÆk rÆlNkl(B;W ):äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. íÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÏÂÌÁÓÔØ G ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÁÎÁÌÉ-ÔÉÞÅÓËÉÍÉ ËÒÉ×ÙÍÉ É ÔÏÞËÉ zk ËÏÎÅÞÎÙ. ðÕÓÔØ u(z) { �ÏÔÅÎ�ÉÁÌØÎÁÑÆÕÎË�ÉÑ ÄÌÑ B;W; r�. ÷ ÓÉÌÕ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ B,W ÆÕÎË�ÉÑ u(z) ÓÏ×�ÁÄÁÅÔÓ u(sz). ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ �u�n = 0. üÔÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÊ �ÏÓÔÏÑÎÎÏÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ × ÏÂÌÁÓÔÉ G �ÏÔÅÎ-�ÉÁÌØÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ ÄÌÑ G;Z;�. �ÏÇÄÁn

∑k;l=1 ÆkÆlNkl(G;Z) = p
∑k=1 Ækak + n+p

∑k=2p+1 Æk−pak; (14)ÇÄÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ ak Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ × ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ (3) ÆÕÎË�ÉÉ u(z) × ÏËÒÅÓÔ-ÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ wk, k = 1; n+ p. éÍÅÅÍn+p
∑i=1 rÆiai = p

∑i=1 rÆiai + 2p
∑i=p+1 rÆiai + n+p

∑i=2p+1 rÆiai= p
∑k=1 Ækak + p

∑k=1 Ækak + 2 n+p
∑k=2p+1 Æk−pak
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∑k;l=1 ÆkÆlNkl(G;Z):ïÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏn+p

∑i;j=1 rÆirÆjNij(B;W ) = n+p
∑i=1 rÆiai:�ÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ. ��ÅÏÒÅÍÁ 5 (�ÒÅÄÅÌØÎÙÊ �ÅÒÅÈÏÄ). ðÕÓÔØ Z = {zk}nk=1 { ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Ï ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÔÏÞÅË ÏÂÌÁÓÔÉ G, � = {Æk}nk=1 { ×ÅÝÅ-ÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÀ (2), z0 6= zk; k = 1; n,z0 6=∞, Z0 = {z0; z2; : : : ; zn}. �ÏÇÄÁlimz1→z0 n

∑k;l=1 ÆkÆlNkl(G;Z) = n
∑k;l=1 ÆkÆlNkl(G;Z0): (15)÷ ÓÌÕÞÁÅ z1 → z2 ÉÍÅÅÍlimz1→z2 n

∑k;l=1 ÆkÆlNkl(G;Z) + Æ1Æ2 log |z1 − z2|= n−1
∑k;l=1 rÆk rÆlNkl(G; rZ);(16)ÇÄÅ rZ = {z2; z3; : : : ; zn}, r� = {Æ1 + Æ2; Æ3; : : : ; Æn}.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ îÅÊÍÁÎÁ ÓÌÅ-ÄÕÅÔ, ÞÔÏ h(z; �) = NG(z; �)+ 12 log |z−�| ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ ËÁË ÆÕÎË�ÉÑ (z; �)�ÒÉ z ∈ G; � ∈ G. ðÏÜÔÏÍÕlimz1→z0N1l(G;Z)= limz1→z0NG(z1; zl)=NG(z0; zl)=N1l(G;Z0); l = 2; : : : ; n;limz1→z0Nl1(G;Z) = limz1→z0NG(zl; z1) = NG(zl; z0) = Nl1(G;Z0);limz1→z0N11(G;Z) = limz1→z0 h(z1; z1) = h(z0; z0) = N11(G;Z0):ðÒÅÄÅÌØÎÙÊ �ÅÒÅÈÏÄ z1 → z0 ÄÁÅÔ (15). äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á (16) ÚÁÍÅ-ÔÉÍ, ÞÔÏlimz1→z2(N1l(G;Z) + 12 log |z1 − z2|)= limz1→z2(NG(z1; z2) + 12 log |z1 − z2|) = N22(G;Z):
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∑k;l=1 ÆkÆlNkl(G;Z) + Æ1Æ2 log |z1 − z2|)= limz1→z2(Æ21N11(G;Z) + Æ22N22(G;Z) + Æ1Æ2N12(G;Z)+ 12Æ1Æ2 log |z1 − z2|+ Æ1Æ2N21(G;Z) + 12Æ2Æ1 log |z1 − z2|+ Æ1 n

∑l=3 ÆlN1l(G;Z) + Æ2 n
∑l=3 ÆlN2l(G;Z) + Æ1 n

∑l=3 ÆlNl1(G;Z)+ Æ2 n
∑l=3 ÆlNl2(G;Z) + n

∑k;l=3 ÆkÆlNkl(G;Z))= (Æ1 + Æ2)2N22(G;Z) + (Æ1 + Æ2) n
∑l=3 ÆlN2l(G;Z)+ (Æ1 + Æ2) n

∑l=3 ÆlNl2(G;Z) + n
∑k;l=3 ÆkÆlNkl(G;Z)= n−1

∑k;l=1 rÆk rÆlNkl(G; rZ):�ÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ. �

§3. �ÅÏÒÅÍÙ ÉÓËÁÖÅÎÉÑTÅÏÒÅÍÁ 6. ðÕÓÔØ G { ËÏÎÅÞÎÏÓ×ÑÚÎÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ ÂÅÚ ÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÈÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË ÌÉÂÏ G = sCz, ÏÂÌÁÓÔØ D ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÔÅÍ ÖÅÕÓÌÏ×ÉÑÍ, Z = {zk}nk=1 { ÎÁÂÏÒ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÈ ÔÏÞÅË sG, � = {Æk}nk=1{ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÀ n
∑k=1 Æk = 0. ðÕÓÔØÆÕÎË�ÉÑ f(z) ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÁ É ÏÄÎÏÌÉÓÔÎÁ × G É f(zk) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÏ�Õ-ÓÔÉÍÏÊ ÔÏÞËÏÊ ËÁË ÄÌÑ f(G), ÔÁË É ÄÌÑ sD, �ÒÉÞÅÍ �f(G)(f(zk)) =�D(f(zk)), k = 1; : : : ; n. åÓÌÉ f(G) ⊂ D, ÔÏ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ïn

∑k=1 Æ2k�D(f(zk)) log |d(zk; f)| >

n
∑k;l=1 ÆkÆl [Nkl(D; f(Z))−Nkl(G;Z)℄: (17)



ï ë÷áäòá�éþîùè æïòíáè 171úÄÅÓØ d(zk; f) Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ × (11). åÓÌÉ, ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ, ÏÂÌÁÓÔÉ GÉ D ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ËÕÓÏÞÎÏ-ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÈ ËÒÉ×ÙÈ Én
∑k=1 Æ2k 6= 0, ÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï × (17) ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ,ËÏÇÄÁ f(G) = sD É n

∑k=1 Æk �ND(w; f(zk))�n = 0×Ï ×ÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ w ∈ f(G) ∩D, × ËÏÔÏÒÙÈ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÏÒÍÁÌØ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÔÅÏÒÅÍÕ 2 É ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1, �ÏÌÕÞÁÅÍn
∑k;l=1 ÆkÆlNkl(G;Z)= n

∑k;l=1 ÆkÆlNkl(f(G); f(Z))− n
∑k=1 Æ2k�f(G)(f(zk)) log |d(zk; f)|

>

n
∑k;l=1 ÆkÆlNkl(D; f(Z))− n

∑k=1 Æ2k�f(G)(f(zk)) log |d(zk; f)|:�ÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ. �ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÔÅÏÒÅÍÁ 6 ÄÌÑ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÔÏÞÅË ÂÙÌÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ × [14℄ �ÒÉ×ÌÅÞÅÎÉÅÍ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÉ ÅÍËÏÓÔÉ ×ÙÒÏÖÄÁÀÝÅÇÏÓÑ ËÏÎÄÅÎÓÁÔÏ-ÒÁ, ÎÏ ÂÅÚ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ Ï ÓÌÕÞÁÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á. óÅÊÞÁÓ ÍÙ ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÉÍÓÑÎÁ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑÈ ÔÅÏÒÅÍÙ 6, ËÁÓÁÀÝÉÈÓÑ ÉÓËÁÖÅÎÉÊ × ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ.æÕÎË�ÉÑ îÅÊÍÁÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ËÒÕÇÁ U = {z : |z| < 1} ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ( [9℄, . 369) NU (z; �) = −
12 log |z − �||1− sz�|:äÌÑ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÔÏÞÅË ËÒÕÇÁ zk ∈ U , k = 1; : : : ; n,Nkl(U;Z) = −

12 log |zk−zl||1−zkzl|; k 6= l; Nkk = −
12 log |1−z2k|: (18)äÌÑ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË zk ∈ �U , k = 1; : : : ; n,Nkl(U;Z) = − log |zk − zl|; k 6= l; Nkk = 0: (19)ðÏÌÁÇÁÑ × ÔÅÏÒÅÍÅ 1 G = D = U É zk ∈ �U , k = 1; : : : ; n, n > 2,�ÏÌÕÞÁÅÍ



172 å. ç. ðòéìåðëéîáóÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2. ðÕÓÔØ ÆÕÎË�ÉÑ f ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ É ÏÄÎÏÌÉÓÔÎÁ × ËÒÕÇÅU , f(U) ⊂ U , É �ÕÓÔØ × ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ zk ∈ �U , k =1; : : : ; n, n > 2, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ f(zk), f ′(zk), �ÒÉÞÅÍ |f(zk)| = 1. �ÏÇÄÁn
∏k=1 |f ′(zk)|Æ2k >

n
∏k;l=1k 6=l (

|zk − zl|
|f(zk)− f(zl)|)ÆkÆl ; (20)ÇÄÅ Æk { �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÅ ÕÓÌÏ-×ÉÀ n

∑k=1 Æk = 0. òÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ�ÏÔÅÎ�ÉÁÌØÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÄÌÑ U; f(Z);� É ÄÌÑ f(U); f(Z);� ÓÏ×�ÁÄÁÀÔÓ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÊ �ÏÓÔÏÑÎÎÏÊ.åÓÌÉ ÔÏÞËÉ zk × ÓÌÅÄÓÔ×ÉÉ 2 ÏÓÔÁÀÔÓÑ ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÙÍÉ (f(zk) = zk),ÔÏ n
∏k=1 |f ′(zk)|Æ2k > 1 (21)óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2 �ÏÍÏÇÁÅÔ �ÒÉ×ÅÓÔÉ ËÏÎËÒÅÔÎÙÅ �ÒÉÍÅÒÙ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÑ ÒÁ-×ÅÎÓÔ×Á × (21). îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÉÚ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ �Ï-ÔÅÎ�ÉÁÌØÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ËÒÕÇÁ É ËÒÕÇÁ Ó ÒÁÚÒÅÚÏÍ �Ï ÄÅÊ-ÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÊ ÏÓÉ ÄÌÑ ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔÅÊ Z = {−1; i;−i}, � = {−2; 1; 1}ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ. ïÂÏÚÎÁÞÉ× ÞÅÒÅÚ � = 12 (z + 1z ) ÆÕÎË�ÉÀ öÕËÏ×ÓËÏÇÏ, ÕÂÅ-ÖÄÁÅÍÓÑ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ f(z) = �−1 ( −4�� − 3)ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÙÍÉ ÔÏÞËÉ Z = {−1; i;−i} É ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ ÅÄÉÎÉÞ-ÎÙÊ ËÒÕÇ ÎÁ ËÒÕÇ Ó ÒÁÚÒÅÚÏÍ �Ï ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÏÓÉ. îÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÙÅ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÄÁÀÔ |f ′(−1)| =√ 34 , |f ′(i)| = |f ′(−i)| = 43 , ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,

|f ′(−1)|4|f ′(i)||f ′(−i)| = 1.áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÏÌÁÇÁÑ × ÔÅÏÒÅÍÅ 6 G = D = U ,Z = {0; z1; z2; : : : ; zn}, � = {−n; 1; : : : ; 1} É ×ÙÞÉÓÌÑÑ ÆÕÎË�ÉÀ îÅÊ-ÍÁÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ËÒÕÇÁ, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 3. ðÕÓÔØ f { ËÏÎÆÏÒÍÎÏÅ É ÏÄÎÏÌÉÓÔÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ËÒÕÇÁ U , f(U) ⊂ U , f(0) = 0, zk ∈ �U , k = 1; : : : ; n, n > 2,É ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ f(zk), f ′(zk), �ÒÉÞÅÍ |f(zk)| = 1, k = 1; : : : ; n.
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∏k;l=1k 6=l |zk − zl|

|f(zk)− f(zl)| 6 |f ′(0)|n22 n
∏k=1 |f ′(zk)|; (22)÷ ÒÁÂÏÔÅ [7℄ �ÏÌÕÞÅÎÙ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (21), (22) �ÒÉ ÂÏÌÅÅ ÓÌÁÂÙÈ ÕÓÌÏ-×ÉÑÈ. éÍÅÎÎÏ, �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ × ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ × [7℄ �ÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ËÁËÕÇÌÏ×ÁÑ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ (Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ É Ó×ÏÊÓÔ×Á ÕÇÌÏ×ÏÊ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÓÍ,ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, × [15℄). ðÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌÉÓØ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅ-ÓËÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÅÍËÏÓÔÉ ×ÙÒÏÖÄÁÀÝÅÇÏÓÑ ËÏÎÄÅÎÓÁÔÏÒÁ ×ÓÅÊ ËÏÍ�ÌÅÓ-ÎÏÊ ÓÆÅÒÙ, �ÒÉÎ�É� ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ É �ÒÅÄÅÌØÎÙÊ �ÅÒÅÈÏÄ ( [7℄, ÔÅÏÒÅÍÙ1,2). �ÅÏÒÅÍÙ 4, 5 ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÙ �ÏÚ×ÏÌÑÀÔ ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÉÔØ ÔÁËÏÊ�ÒÉÅÍ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÓ×ÑÚÎÙÅ ÏÂÌÁÓÔÉ.TÅÏÒÅÍÁ 7. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ G;D { ËÏÎÅÞÎÏÓ×ÑÚÎÙÅ ÏÂÌÁÓÔÉ ÂÅÚÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË, ÌÅÖÁÝÉÅ × ÅÄÉÎÉÞÎÏÍ ËÒÕÇÅ, �ÒÉÞÅÍÏÄÎÁ ÉÚ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ ËÏÔÏÒÙÈ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÏËÒÕÖ-ÎÏÓÔØÀ T = {|z| = 1}, f ËÏÎÆÏÒÍÎÁ É ÏÄÎÏÌÉÓÔÎÁ × G, f(G) ⊂ D.ðÕÓÔØ � = {Æk}nk=1 { ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÅ ÕÓÌÏ-×ÉÀ n

∑k=1 Æk = 0, Z = {zk}nk=1 { ÎÁÂÏÒ ÔÏÞÅË, ÌÅÖÁÝÉÈ ÎÁ T , É ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÕÀÔ ÕÇÌÏ×ÙÅ �ÒÅÄÅÌÙ f(zk), f(zk) ∈ T , k = 1; : : : ; n. �ÏÇÄÁn
∑k=1 Æ2k log |f ′(zk)| >

n
∑k;l=1 ÆkÆl [Nkl(D; f(Z))−Nkl(G;Z)℄; (23)ÇÄÅ f ′(zk) ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÕÇÌÏ×ÕÀ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ w = g(z) { ËÏÎÆÏÒÍÎÏÅ ÏÄÎÏÌÉÓÔÎÏÅ ÏÔÏ-ÂÒÁÖÅÎÉÅ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ËÒÕÇÁ U ÎÁ ×ÅÒÈÎÀÀ �ÏÌÕ�ÌÏÓËÏÓÔØ H , wk =g(zk), k = 1; : : : ; n, W = {wk}nk=1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎË�ÉÀt(w) = g(f(g−1(w)));ÏÔÏÂÒÁÖÁÀÝÕÀ g(G) × ×ÅÒÈÎÀÀ �ÏÌÕ�ÌÏÓËÏÓÔØ. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 6 ÄÌÑ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Á 	 ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÔÏÞÅË �k ∈ g(G) ÉÍÅÅÍn

∑k=1 Æ2k2 log |t′(�k)| >

n
∑k;l=1 ÆkÆl [Nkl(t(g(G)); t(	)) −Nkl(g(G);	)℄ :
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∑k;l=1 ÆkÆl [Nkl(t(g(G)); t(	)) −Nkl(g(G);	)℄= 12 2n

∑k;l=1 rÆk rÆl [Nkl(B; Y )−Nkl(Q;X)℄ ;ÇÄÅ B = t(g(G)) ∪R ∪ t(g(G))∗; Q = g(G) ∪R ∪ (g(G))∗;Y = {t(�1); : : : ; t(�n); t(�1); : : : ; t(�n)};X = {�1; : : : ; �n; �1; : : : ; �n};r� = { rÆk}2nk=1 = {Æ1; : : : ; Æn; Æ1; : : : ; Æn}:÷ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ån
∑k=1 Æ2k2 log |t′(�k)| >

12 2n
∑k;l=1 rÆk rÆl [Nkl(B; Y )−Nkl(Q;X)℄�ÅÒÅÊÄÅÍ Ë �ÒÅÄÅÌÕ �ÒÉ �1 → w1, �2 → w2, �n → wn. ðÏÌÕÞÉÍn

∑k=1 Æ2k2 log |t′(wk)| >
12 2n
∑k;l=1 rÆk rÆl [Nkl(B; rY )−Nkl(Q; rX)] ; (24)ÇÄÅ rY = {t(�1); : : : ; t(�n); t(w1); : : : ; t(wn)};rX = {�1; : : : ; �n; w1; : : : ; wn:}ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 5 �ÒÉ �1 → w1, �2 → w2, �n → wn ÉÍÅÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï2n

∑k;l=1 rÆk rÆl [Nkl(B; rY )−Nkl(Q; rX)]= n
∑k;l=1 (2Æk)(2Æl) [Nkl(B; t(W ))−Nkl(Q;W )℄

−

n
∑k;l=1 Æ2k log ∣∣∣∣ t(�k)− t(wk)�k − wk ∣

∣

∣

∣

+ o(1):



ï ë÷áäòá�éþîùè æïòíáè 175õÞÉÔÙ×ÁÑ (24) É ÔÅÏÒÅÍÕ 4, ÉÍÅÅÍn
∑k=1 Æ2k log |t′(wk)| >

n
∑k;l=1 ÆkÆl [Nkl(t(g(G)); t(W )) −Nkl(g(G);W )℄ :úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ |t′(wk)| = |g′(f(zk)||f ′(zk)|(|g′(wk)|−1), k = 1; : : : ; n. ðÒÉ-ÍÅÎÑÑ ÔÅÏÒÅÍÕ 2 ÄÌÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ g−1, �ÏÌÕÞÁÅÍn

∑k;l=1 ÆkÆl [Nkl(t(g(G)); t(W )) −Nkl(g(G);W )℄= n
∑k;l=1 ÆkÆl [Nkl(f(G); f(Z)))−Nkl(G;Z)℄
−

n
∑k;l=1 Æ2k log(1=|g′(f(zk)|) + n

∑k;l=1 Æ2k log(1=|g′(wk)|):�ÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ. �÷ ÒÁÂÏÔÅ [9℄ ×ÙÞÉÓÌÅÎÁ ÆÕÎË�ÉÑ îÅÊÍÁÎÁ ËÒÕÇÏ×ÏÇÏ ËÏÌØ�ÁK(�) =
{z : � < |z| < 1} ÄÌÑ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÔÏÞÅË (ÓÍ. [9℄, ÆÏÒÍÕÌÁ (43)). éÓ-�ÏÌØÚÕÑ ÔÅÏÒÅÍÕ 4 ÔÅ�ÅÒØ ÎÅÓÌÏÖÎÏ ×Ù�ÉÓÁÔØ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÕÀ ÆÏÒÍÕn
∑k;l=1 ÆkÆlNkl(K(�); Z) × ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÔÏÞËÉ zk ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, Z = {zk}nk=1. ðÏÌÁÇÁÑ × ÔÅÏÒÅÍÅ 7 G = K(�), D = U ,�ÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 4. ðÕÓÔØ ÆÕÎË�ÉÑ f ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ É ÏÄÎÏÌÉÓÔÎÁ × ËÏÌØ�ÅK(�) = {z : � < |z| < 1}, f(K(�)) ⊂ U , É × ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÔÏÞ-ËÁÈ zk ∈ �U , k = 1; : : : ; n, n > 2, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÕÇÌÏ×ÏÊ �ÒÅÄÅÌ f(zk),
|f(zk)| = 1, Á Æk { �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀ-ÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÀ n

∑k=1 Æk = 0. �ÏÇÄÁn
∏k=1 ∣∣∣∣ 4f ′(zk)� sin(i log�)(1− �2)'(�2)�′1(0;�2) ∣∣∣∣Æ2k >

n
∏k;l=1k 6=l ∣

∣

∣

∣

'(�2zkzl)'(zkzl)f(zk)− f(zl) ∣

∣

∣

∣

ÆkÆl ;



176 å. ç. ðòéìåðëéîáÇÄÅ f ′(zk) ÕÇÌÏ×ÁÑ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ, '(z) = �1( i2 log z;�2), �1(z;�) ÔÅÔÁÆÕÎË�ÉÑ ñËÏÂÉ,�1(z;�) = −i ∞
∑l=−∞
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