
úÁ�ÉÓËÉ ÎÁÕÞÎÙÈÓÅÍÉÎÁÒÏ× ðïíé�ÏÍ 429, 2014 Ç.ó. é. ëÁÌÍÙËÏ×ï îåëï�ïòùè òáãéïîáìøîùè æõîëãéñè,ñ÷ìñàýéèóñ áîáìïçáíé ðïìéîïíï÷þåâùûå÷á ÷×ÅÄÅÎÉÅèÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÙ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ �ÏÌÉÎÏÍÏ× þÅÂÙÛÅ×Á �ÅÒ×ÏÇÏ,×ÔÏÒÏÇÏ, ÔÒÅÔØÅÇÏ É ÞÅÔ×ÅÒÔÏÇÏ ÒÏÄÁ:Tn(x) = 12 ((x+√x2 − 1)n + (x−
√x2 − 1)n) ; (1)Un(z) = (z +√z2 − 1)n+1 − (z −√z2 − 1)n+12√z2 − 1 ; (2)Vn(z) = (z +√z2 − 1)n+ 12 + (z −√z2 − 1)n+ 12

(z +√z2 − 1) 12 + (z −√z2 − 1) 12 ; (3)Wn(z) = (z +√z2 − 1)n+ 12 −
(z −√z2 − 1)n+ 12

(z +√z2 − 1) 12 −
(z −√z2 − 1) 12 ; (4)ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ [1℄. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÏÌÉÎÏÍ Tn ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔ �ÏÌÎÏÅn -ËÒÁÔÎÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ ÏÂÌÁÓÔÉ Cw \ [−1; 1℄ ÏÂÌÁÓÔØÀ Cz \ [−1; 1℄, ÔÁËËÁË Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÕ�ÅÒ�ÏÚÉ�ÉÅÊ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ öÕËÏ×ÓËÏÇÏ, ÓÔÅ�ÅÎ-ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ É ÆÕÎË�ÉÉ öÕËÏ×ÓËÏÇÏ, ÞÅÍ ÏÂÕÓÌÏ×ÌÅÎÙ ÍÎÏÇÉÅ ÅÇÏÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [2,3℄). ìÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÑÅÍÙÅ ÔÏ-ÖÄÅÓÔ×Á 2(z2 − 1)U2n(z) + 1 = T2n+2(z); (5)(z + 1)V 2n (z)− 1 = T2n+1(z); (6)(z − 1)W 2n(z) + 1 = T2n+1(z); (7)ëÌÀÞÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á: ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ, ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÂÅÒÎÛÔÅÊÎÏ×ÓËÏÇÏ ÔÉ-�Á, �ÏÌÉÎÏÍÙ þÅÂÙÛÅ×Á.éÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÚÁ ÓÞÅÔ ÇÒÁÎÔÁ òÏÓÓÉÊÓËÏÇÏ ÎÁÕÞÎÏÇÏ ÆÏÎÄÁ (�ÒÏÅËÔNo. 14-11-00022). 106



ï îåëï�ïòùè òáãéïîáìøîùè æõîëãéñè 107�ÏËÁÚÙ×ÁÀÔ, ÞÔÏ �ÏÌÉÎÏÍÙ Un, Vn, Wn Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÍÉ ×ËÌÁÓÓÁÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× Ó ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍÉ ×ÅÓÁÍÉ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [-1,1℄(ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [3, 5, 6℄).áÎÁÌÏÇÉ �ÏÌÉÎÏÍÏ× þÅÂÙÛÅ×Á �ÅÒ×ÏÇÏ É ×ÔÏÒÏÇÏ ÒÏÄÁ × �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×ÁÈ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÂÙÌÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÙ × [7℄ (ÓÍ. ÔÁËÖÅ [8,ÓÔÒ. 139{153℄), Á ÔÒÅÔØÅÇÏ É ÞÅÔ×ÅÒÔÏÇÏ ÒÏÄÁ × [9℄. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × �Ï-ÓÌÅÄÎÅÊ ÒÁÂÏÔÅ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ËÁÓÁÅÔÓÑ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÑ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØ-ÎÏÓÔÉ. ãÅÌØÀ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÚÁÍÅÔËÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÕÞÅÎÉÅ Ó×ÏÊÓÔ× ÁÎÁÌÏ-ÇÏ× �ÏÌÉÎÏÍÏ× þÅÂÙÛÅ×Á ×ÔÏÒÏÇÏ, ÔÒÅÔØÅÇÏ É ÞÅÔ×ÅÒÔÏÇÏ ÒÏÄÁ, ËÏÔÏ-ÒÙÅ ÉÍÅÀÔ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ, �ÏÄÏÂÎÙÅ (2){(4), É ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ Ó�ÒÁ×ÅÄ-ÌÉ×Ù ÔÏÖÄÅÓÔ×Á, ÂÌÉÚËÉÅ Ë (5){(7). ðÒÅÉÍÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÍÙ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍ�ÏÄÈÏÄ, �ÒÅÄÌÏÖÅÎÎÙÊ âÏÒ×ÅÊÎÏÍ É üÒÄÅÊÉ [7℄. ÷ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ, ÍÙ ×ÞÁÓÔÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ �ÒÉ×ÏÄÉÍ �ÒÏ�ÅÓÓ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÈÆÕÎË�ÉÊ (ÓÒ. Ó [9℄).
§1. ÷Ó�ÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÅ Ó×ÅÄÅÎÉÑðÕÓÔØ ÔÏÞËÉ ak ⊂ C \ [−1; 1℄, k = 1; : : : ; n, É ÎÅ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁak ÜÔÏÊ ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÙÅ �ÁÒÙ. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÞÉÓÌÁk, k = 1; : : : ; n, ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉak := (k + −1k )=2; |k| < 1; k = 1; : : : ; n;ÔÁË, ÞÔÏ k = ak −√a2k − 1; k = 1; : : : ; n;ÇÄÅ �ÏÄ ËÏÒÎÅÍ �ÏÎÉÍÁÅÔÓÑ �ÏÄÈÏÄÑÝÁÑ ×ÅÔ×Ø.÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁBn(x) := Re n∑k=1 √a2k − 1ak − x = n∑k=1 1− |k|2

|� − k|2 ; x ∈ [−1; 1℄(x = (� + 1=�)=2), ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÂÅÒÎÛÔÅÊÎÏ×ÓËÉÍ ÆÁËÔÏÒÏÍ.óÌÅÄÕÑ [7℄, ××ÅÄÅÍMn(�) = ( n∏k=1(� − k)(� − k))1=2 ;



108 ó. é. ëáìíùëï÷ÇÄÅ ×ÅÔ×Ø Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ËÏÒÎÑ ×ÙÂÒÁÎÁ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ�nMn(�−1). Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÚÁÍËÎÕ-ÔÏÇÏ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ËÒÕÇÁ, É �ÕÓÔØfn(�) = Mn(�)�nM(�−1) = n∏k=1 � − k1− �k :ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ, ÔÁË ËÁË �Ï ÎÁÛÅÍÕ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀÎÅ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ k ÔÁËÖÅ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÙÅ�ÁÒÙ.âÏÒ×ÅÊÎÏÍ É üÒÄÅÊÉ × [7℄ ÂÙÌÉ ××ÅÄÅÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÁÎÁÌÏÇÉ �ÏÌÉ-ÎÏÍÏ× þÅÂÙÛÅ×Á �ÅÒ×ÏÇÏ É ×ÔÏÒÏÇÏ ÒÏÄÁ:T rn(z) = 12 (fn(�) + fn(�)−1) ; (8)Urn(z) = fn(�)− fn(�)−1� − �−1 ; (9)ÇÄÅ z = (� + 1=�)=2. ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ T rn , ÔÁËÖÅ ËÁË É Tn, ÏÓÕÝÅ-ÓÔ×ÌÑÅÔ �ÏÌÎÏÅ n -ËÒÁÔÎÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ ÏÂÌÁÓÔÉ Cw \ [−1; 1℄ ÏÂÌÁÓÔØÀ
Cz \ [−1; 1℄.äÁÌÅÅ ÎÁÓ ÂÕÄÕÔ ÉÎÔÅÒÅÓÏ×ÁÔØ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÆÕÎË-�ÉÉ Rm;n(z) = bmzm + · · ·+ b0∏nk=1(z − ak) ; (10)ÇÄÅ ak, k = 1; : : : ; n, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ ×ÙÛÅ.âÏÒ×ÅÊÎ É üÒÄÅÊÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌÉ ÓÌÕÞÁÊ Ó �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍÉ ak (ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, k), ÎÏ × ÎÅÓËÏÌØËÏ ÉÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å (ÓÍ. [7,8℄). éÍÉ ÔÁË-ÖÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎ ÓÌÕÞÁÊ ×ÓÅÊ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÏÓÉ ×ÍÅÓÔÏ ÏÔÒÅÚËÁ [−1; 1℄.óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 7.1.3× [8℄ (ÓÍ. ÔÁËÖÅ [10, ÓÔÒ. 74℄ É [11, ÔÅÏÒÅÍÁ 5℄).õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 1. äÌÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ R(z) =Rm;n(z) ×ÉÄÁ (10), ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÊ ÕÓÌÏ×ÉÀ

|R(x)| 6 1; x ∈ [−1; 1℄;Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
|R′(x)|√1− x2 6 [(m− n)+ +Bn(x)℄√1−R2(x); x ∈ (−1; 1):òÁ×ÅÎÓÔ×Ï × ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÏÔÒÅÚËÁ [−1; 1℄ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÄÌÑ T rn.



ï îåëï�ïòùè òáãéïîáìøîùè æõîëãéñè 109÷ ÎÅ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ 1, Á ÔÁËÖÅ ÎÅ-ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÔÅÏÒÅÍÁÈ, �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÈ ÎÉÖÅ, ÏÓÔÁÀÔÓÑ×ÅÒÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÕÂÒÁÔØ ËÏÒÎÉ ÉÚ �ÒÁ×ÙÈ ÞÁÓÔÅÊ ÜÔÉÈ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×, �ÒÉÜÔÏÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÂÕÄÕÔ ÄÏÓÔÉÇÁÔØÓÑ ÄÌÑ ÕËÁÚÁÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ÎÏ ÕÖÅ ÎÅ×Ï ×ÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ ÏÔÒÅÚËÁ [−1; 1℄.
§2. äÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁòÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ:Ũrn(z) = �fn(�)− (�fn(�))−1� − �−1 = �2fn(�) − fn(�)−1�2 − 1 ; (11)V rn (z) = �1=2fn(�) + �−1=2fn(�)−1�1=2 + �−1=2 = �fn(�) + fn(�)−1� + 1 ; (12)W r(z) = �1=2fn(�)− �−1=2fn(�)−1�1=2 − �−1=2 = �fn(�)− fn(�)−1� − 1 ; (13)ÇÄÅ z = (� + 1=�)=2. �ÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÜÔÉ ÆÕÎË�ÉÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÒÁ�É-ÏÎÁÌØÎÙÍÉ, ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÇÏ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÉÑ ÔÏÞÅË ak (ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, k), ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ Ó×ÏÊÓÔ× �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ âÌÑÛËÅ É �ÒÉÎ-�É�Á ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ. éÚ ÜÔÏÇÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÔÁËÖÅ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÕËÁ-ÚÁÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÉÍÅÀÔ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ �ÏÌÀÓÙ × ÔÏÞËÁÈ ak, k = 1; : : : ; n.åÓÌÉ ×ÓÅ ak × (11){(13) ÕÓÔÒÅÍÉÔØ Ë ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ, ÔÏ ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ�ÏÌÉÎÏÍÙ þÅÂÙÛÅ×Á (2){(4). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ,2(z2 − 1)Urn(z)2 + 1 = 12(fn(�)2 + fn(�)−2); (14)2(z2 − 1)Ũrn(z)2 + 1 = 12((�fn(�))2 + (�fn(�))−2); (15)(z + 1)V rn (z)2 − 1 = 12(�fn(�)2 + (�fn(�)2)−1); (16)(z − 1)W rn(z)2 + 1 = 12(�fn(�)2 + (�fn(�)2)−1): (17)�ÅÏÒÅÍÁ 1. äÌÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ R(z)=Rm;n(z)×ÉÄÁ (10), ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÊ ÕÓÌÏ×ÉÀ

|R(x)|√1− x2 6 1; x ∈ [−1; 1℄;Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
|xR(x) − (1− x2)R′(x)| 6 [(m− n+ 1)+ +Bn(x)℄√1− (1− x2)R2(x);



110 ó. é. ëáìíùëï÷x ∈ (−1; 1).òÁ×ÅÎÓÔ×Ï × ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÏÔÒÅÚËÁ [−1; 1℄ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÄÌÑ UrnÉ Ũrn.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÉÍÅÎÉÔØ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ1 Ë ÆÕÎË�ÉÉ R1(z) = 2(1− z2)R2(z) − 1. áÌØÔÅÒÎÁÔÉ×ÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ-ÓÔ×Ï ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÔÅÏÒÅÍÕ 5 ÒÁÂÏÔÙ [11℄ ÉÌÉ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2ÒÁÂÏÔÙ [3℄. éÚ �ÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ, Á ÔÁËÖÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ× (14) É (15),ÓÌÅÄÕÅÔ ÕËÁÚÁÎÎÙÊ × ÔÅÏÒÅÍÅ ÓÌÕÞÁÊ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á. �ÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ. �óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1. (ÓÒ. [8, ÓÔÒ. 337℄ É [12, ÌÅÍÍÁ 3.1℄) äÌÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ R(z) = Rm;n(z) ×ÉÄÁ (10), ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÊÕÓÌÏ×ÉÀ
|R(x)|√1− x2 6 1; x ∈ [−1; 1℄;Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

|R(x)| 6 [(m− n+ 1)+ + B̃n(x)℄; x ∈ [−1; 1℄;ÇÄÅ B̃n(x) := Re n∑k=1√ak + xak − x:òÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÄÌÑ Urn É Ũrn × ÔÏÞËÅ x = 1.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. óÌÅÄÕÑ ÒÁÂÏÔÅ [5, ÓÔÒ. 96℄, ÄÌÑ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÒÁ�ÉÏ-ÎÁÌØÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ R, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÊ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ, É ÆÉËÓÉ-ÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ x ∈ [−1; 1℄ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ Q1(y) =R(xy). ðÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ y ∈ [−1; 1℄ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ
|Q1(y)|√1− y2 6 |R(xy)|√1− (xy)2 6 1;ÔÏ Ë ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ Q �ÒÉÍÅÎÉÍÁ �ÒÅÄÙÄÕÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ. ïÓÔÁ-ÅÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ R(x) = Q1(1) É �ÏÌÀÓÁÍÉ ÆÕÎË�ÉÉ Q1 Ñ×ÌÑÀÔÓÑÔÏÞËÉ ak=x. óÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ. ��ÅÏÒÅÍÁ 2. äÌÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ R(z)=Rm;n(z)×ÉÄÁ (10), ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÊ ÕÓÌÏ×ÉÀ

|R(x)|√1 + x2 6 1; x ∈ [−1; 1℄;Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
|R(x)+2(1+x)R′(x)|√1− x 6 [(2m−2n+1)++2Bn(x)℄√2− (1 + x)R2(x);



ï îåëï�ïòùè òáãéïîáìøîùè æõîëãéñè 111x ∈ (−1; 1).òÁ×ÅÎÓÔ×Ï × ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÏÔÒÅÚËÁ [−1; 1℄ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÄÌÑ V rn .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ëÁË É �ÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÅÏÒÅÍÙ 1, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÆÕÎË�ÉÀ R2(z) = (z +1)R2(z)− 1 É �ÒÉÍÅÎÉÔØ Ë ÎÅÊ ÎÅ-ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ 1. óÌÕÞÁÊ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ (16). �ÅÏÒÅÍÁÄÏËÁÚÁÎÁ. �óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2. äÌÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉR(z)=Rm;n(z) ×ÉÄÁ (10), ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÊ ÕÓÌÏ×ÉÀ
|R(x)|√1 + x2 6 1; x ∈ [−1; 1℄;Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

|R(x)| 6 [(2m− 2n+ 1)+ + 2B̂n(x)℄; x ∈ [−1; 1℄;ÇÄÅ B̂n(x) := Re n∑k=1√ak − 1ak − x:òÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÄÌÑ V rn × ÔÏÞËÅ x = −1.÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÌÅÄÕÑ ÒÁÂÏÔÅ [6, ÓÔÒ. 175℄, ÄÌÑ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØ-ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ R, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÊ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ, É ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎ-ÎÏÇÏ x ∈ [−1; 1℄ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀQ2(y) = R(1− x2 y + x+ 12 ) :ðÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ y ∈ [−1; 1℄ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Áy 6
1− x2 y + x+ 12 É ∣∣∣∣

1− x2 y + x+ 12 ∣∣∣∣ 6 1;ÔÏ
|Q(y)|√1 + y 6

∣∣∣∣R(1− x2 y + x+ 12 )∣∣∣∣

√1 +(1− x2 y + x+ 12 )
6

√2:�Å�ÅÒØ Ë ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ Q �ÒÉÍÅÎÉÍÁ �ÒÅÄÙÄÕÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ.ïÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ R(x) = Q2(−1) É �ÏÌÀÓÁÍÉ ÆÕÎË�ÉÉ Q2 Ñ×ÌÑ-ÀÔÓÑ ÔÏÞËÉ (2ak − 1− x)=(1− x). óÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ.áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÔÅÏÒÅÍÁÍ 1 É 2 ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ



112 ó. é. ëáìíùëï÷�ÅÏÒÅÍÁ 3. äÌÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ R(z)=Rm;n(z)×ÉÄÁ (10), ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÊ ÕÓÌÏ×ÉÀ
|R(x)|√1− x2 6 1; x ∈ [−1; 1℄;Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

|R(x)+2(1−x)R′(x)|√1 + x 6 [(2m−2n+1)++2Bn(x)℄√2−(1−x)R2(x);x ∈ (−1; 1).òÁ×ÅÎÓÔ×Ï × ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÏÔÒÅÚËÁ [−1; 1℄ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÄÌÑ W rn .ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ×ÓÅ �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÅ × ÒÁÂÏÔÅ ÄÏ ÎÁÓÔÏÑÝÅÇÏ ÍÏÍÅÎÔÁÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÕÓÉÌÅÎÙ ÉÌÉ ÄÏ�ÕÓËÁÀÔ ÕÓÉÌÅÎÉÅ Ó ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ �ÏÄ-ÈÏÄÁ, �ÒÅÄÌÏÖÅÎÎÏÇÏ × [2℄ (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [10,13℄). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, × ÓÌÕÞÁÅ�ÏÌÉÎÏÍÏ× ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÏÓÌÁÂÌÅÎÎÙÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÒÁÂÏÔ [2, 5, 6℄. éÚÓÌÅÄÓÔ×ÉÊ 1 É 2 ×ÙÔÅËÁÀÔ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ûÕÒÁ (ÓÍ. [8, ÓÔÒ.233℄ É [5, ÓÔÒ. 97℄) É ÅÇÏ ÁÎÁÌÏÇ (ÓÍ. [6, ÓÔÒ. 176℄), ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.
§3. ïÒÔÏÇÏÎÁÌÉÚÁ�ÉÑ Ũ rn, V rn É W rnìÅÍÍÁ 1. ðÕÓÔØ ÔÏÞËÉ ak ⊂ C \ [−1; 1℄, k = 1; : : : ; n, �Ï�ÁÒÎÏ ÒÁÚ-ÌÉÞÎÙ. �ÏÇÄÁ ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑŨrn(z) = A0;n + A1;nz − a1 + · · ·+ An;nz − an ; (18)V rn (z) = B0;n + B1;nz − a1 + · · ·+ Bn;nz − an ;W rn(z) = C0;n + C1;nz − a1 + · · ·+ Cn;nz − an ;ÇÄÅ A0;n = B0;n = C0;n = (−1)n−11 −12 : : : −1n ;Ak;n = 1− −2k2 n∏j=1j 6=k 1− kjk − j ; k = 1; : : : ; n;Bk;n = − (k − −1k )22(k + 1) n∏j=1j 6=k 1− kjk − j ; k = 1; : : : ; n;



ï îåëï�ïòùè òáãéïîáìøîùè æõîëãéñè 113Ck;n = (k − −1k )22(k − 1) n∏j=1j 6=k 1− kjk − j ; k = 1; : : : ; n:äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. îÁÊÄÅÍ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ A0;n É Ak;n, k =1; : : : ; n. éÍÅÅÍA0;n = limz→∞
Ũrn(z) = lim�→0 �2fn(�)− fn(�)−1�2 − 1= lim�→0 �2 Mn(�)�nMn(�−1) − �nMn(�−1)Mn(�)�2 − 1 = (−1)n−11 −12 : : : −1n ;Ak;n = limz→ak(z − ak)Ũrn(z)= lim�→k 12 (� − k)(1− −1k �−1)�2 − 1 (�2 Mn(�)�nMn(�−1) − �nMn(�−1)Mn(�) )= 1− −2k2 n∏j=1j 6=k 1− kjk − j :ïÓÔÁÌØÎÙÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÔÅÍ ÖÅ Ó�ÏÓÏÂÏÍ. �ÅÏÒÅÍÁ ÄÏ-ËÁÚÁÎÁ. ��ÅÏÒÅÍÁ 4. ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á1∫

−1 Ũrn(x)Ũrm(x)√1− x2dx = �2 (−1)n+mm+1 · · · · · n; (19)1∫
−1 Ũrn(x) 1x − a√1− x2dx = −� n∏j=1 − j1− j ; (20)ÇÄÅ a = 12 (+ −1),1∫

−1 Ũrn(x) 1x − aj√1− x2dx = 0; (21)1∫
−1 Ũrn(x)√1− x2dx = �2 (−1)n12 · · · · · n: (22)



114 ó. é. ëáìíùëï÷åÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÎÄÅËÓÏ×, �Ï ËÏÔÏÒÙÍ ÂÅÒÅÔÓÑ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ, �Õ-ÓÔÏ, ÔÏ ÓÞÉÔÁÅÍ ÜÔÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÒÁ×ÎÙÍ ÅÄÉÎÉ�Å.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ  ÅÄÉÎÉÞÎÕÀ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, Á ÞÅ-ÒÅÚ + { ÅÅ ×ÅÒÈÎÀÀ �ÏÌÕÏËÒÕÖÎÏÓÔØ. �ÏÇÄÁ, ÄÅÌÁÑ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÕ x =12 (� + 1=�), ÌÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÑÅÍ, ÞÔÏ1∫
−1 Ũrn(x)Ũrm(x)√1− x2dx= −14 ∫+ [ �Mn(�)�nMn(�−1) − �nMn(�−1)�Mn(�) ] [ �Mm(�)�mMm(�−1) − �mMm(�−1)�Mm(�) ] d�i�= −�2 12�i ∫ [ �2Mn(�)�nMn(�−1) Mm(�)�mMm(�−1) − Mn(�)�nMn(�−1) �mMm(�−1)Mm(�) ] d��= �2 [− �2Mn(�)�nMn(�−1) Mm(�)�mMm(�−1) + Mn(�)�nMn(�−1) �mMm(�−1)Mm(�) ]∣∣∣∣�=0= �2 (−1)n+mm+1 · · · · · n:1∫
−1 Ũrn(x) 1x − a√1− x2dx= −

∫+ [ �Mn(�)�nMn(�−1) − �nMn(�−1)�Mn(�) ] � − �−1� + �−1 − − −1 d�2i�= �2�i ∫ [ Mn(�)�nMn(�−1) − �2Mn(�)�nMn(�−1)] d�(� − )(� − −1)
[ Mn(�)�nMn(�−1) − �2Mn(�)�nMn(�−1)] �(� − −1) ∣∣∣∣�== � 1− 2− −1 n∏j=1 − j1− j = −� n∏j=1 − j1− j :òÁ×ÅÎÓÔ×Ï (21) { ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ (20), Á (22) ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏ-ÇÉÞÎÏ (19). �ÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ. �



ï îåëï�ïòùè òáãéïîáìøîùè æõîëãéñè 115�ÅÏÒÅÍÁ 5. ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á1∫
−1 V rn (x)V rm(x)√1 + x1− xdx = �(−1)n+mm+1 · · · · · n; (23)1∫
−1 V rn (x) 1x − a√1 + x1− xdx = 2� − 1 n∏j=1 − j1− j ; (24)ÇÄÅ a = 12 (+ −1),1∫

−1 V rn (x) 1x − aj√1 + x1− xdx = 0; (25)1∫
−1 V rn (x)√1 + x1− xdx = �(−1)n12 · · · · · n: (26)åÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÎÄÅËÓÏ×, �Ï ËÏÔÏÒÙÍ ÂÅÒÅÔÓÑ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ×(24), �ÕÓÔÏ, ÔÏ ÓÞÉÔÁÅÍ ÜÔÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÒÁ×ÎÙÍ ÅÄÉÎÉ�Å.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ëÁË É �ÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ  ÅÄÉÎÉÞÎÕÀ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, Á ÞÅÒÅÚ + { ÅÅ ×ÅÒÈÎÀÀ�ÏÌÕÏËÒÕÖÎÏÓÔØ. �ÏÇÄÁ, ÄÅÌÁÑ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÕ x = 12 (� +1=�), ÌÅÇËÏ �ÒÏ-×ÅÒÑÅÍ, ÞÔÏ 1∫

−1 V rn (x)V rm(x)√1 + x1− xdx= 12 ∫+ [ �1=2Mn(�)�nMn(�−1) + �nMn(�−1)�1=2Mn(�) ] [ �1=2Mm(�)�mMm(�−1) + �mMm(�−1)�1=2Mm(�) ] d�i�= � 12�i ∫ [ �Mn(�)�nMn(�−1) Mm(�)�mMm(�−1) + Mn(�)�nMn(�−1) �mMm(�−1)Mm(�) ] d��= � [ �Mn(�)�nMn(�−1) Mm(�)�mMm(�−1) + Mn(�)�nMn(�−1) �mMm(�−1)Mm(�) ]∣∣∣∣�=0= �(−1)n+mm+1 · · · · · n:



116 ó. é. ëáìíùëï÷1∫
−1 V rn (x) 1x − a√1 + x1− xdx= ∫+ [ �1=2Mn(�)�nMn(�−1) + �nMn(�−1)�1=2Mn(�) ] �1=2 + �−1=2� + �−1 − − −1 d�i�= 2�2�i ∫ [ Mn(�)�nMn(�−1) + �Mn(�)�nMn(�−1)] d�(� − )(� − −1)= [ Mn(�)�nMn(�−1) + �Mn(�)�nMn(�−1)] 2�(� − −1) ∣∣∣∣�== 2� 1 + − −1 n∏j=1 − j1− j = 2� − 1 n∏j=1 − j1− j :òÁ×ÅÎÓÔ×Ï (25) { ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ (24), Á (26) ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏ-ÇÉÞÎÏ (23). �ÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ. �áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ�ÅÏÒÅÍÁ 6. ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á1∫

−1 W rn(x)W rm(x)√1− x1 + xdx = �(−1)n+mm+1 · · · · · n;1∫
−1 W rn(x) 1x − a√1− x1 + xdx = −2� 1 +  n∏j=1 − j1− j ;ÇÄÅ a = 12 (+ −1),1∫

−1 W rn(x) 1x − aj√1− x1 + xdx = 0;1∫
−1 V rn (x)√1− x1 + xdx = �(−1)n12 · · · · · n:



ï îåëï�ïòùè òáãéïîáìøîùè æõîëãéñè 117äÌÑ ÚÁÄÁÎÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË ak ⊂ R\ [−1; 1℄,k = 1; : : : ; Ï�ÒÅÄÅÌÉÍV̂ r0 (x) = 1; V̂ rn (x) = V rn (x) + nV rn−1(x); n > 1; (27)É V r∗0 (x) = 1√� ; V r∗n (x) = 1(�(1− 2n))1=2 (V rn (x) + nV rn−1(x)): (28)�ÅÏÒÅÍÁ 7. äÌÑ n;m = 0; 1; 2 : : : Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï1∫
−1 V̂ r∗n (x)V̂ r∗m (x)√1 + x1− xdx = Æn;m;ÇÄÅ Æn;m - ÓÉÍ×ÏÌ ëÒÏÎÅËÅÒÁ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ m 6 n, ÔÏÇÄÁ �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ 51∫

−1 V̂ rn (x) 1x− aj√1 + x1− xdx = 0; j = 0; : : : ; n− 1;Á ÔÁËÖÅ 1∫
−1 V̂ rn (x)√1 + x1− xdx = 1∫

−1 (V rn (x) + nV rn−1(x))√1 + x1− xdx= �(−1)n12 · · · · · n + n�(−1)n−112 · · · · · n−1 = 0:üÔÏ × Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ ×ÌÅÞÅÔ1∫
−1 V̂ rn (x)V̂ rm(x)√1 + x1− xdx = 0; m < n:åÓÌÉ m = n, ÔÏ Ó ÕÞÅÔÏÍ (23) �ÏÌÕÞÁÅÍ1∫

−1 V̂ rn (x)2√1 + x1− xdx = 1∫
−1 V̂ rn (x)V rn (x)√1 + x1− xdx= 1∫

−1 (V rn (x) + nV rn−1(x))V rn (x)√1 + x1− xdx = �(1− 2n):�ÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ. �



118 ó. é. ëáìíùëï÷�ÅÏÒÅÍÁ 7 �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔØ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Ó ×ÅÓÏÍ √ 1+x1−x , �ÏÒÏ-ÖÄÅÎÎÏÍ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ
{1; 1z − a1 ; 1z − a2 ; : : :} :ðÏÄÏÂÎÕÀ ÚÁÄÁÞÕ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Ó ×ÅÓÏÍ√ 1+x1−x , �ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍ ÆÕÎ-Ë�ÉÑÍÉ { 1z − a1 ; 1z − a2 ; : : :} ;ÒÅÛÁÅÔ (Ó ÕÞÅÔÏÍ ÌÅÍÍÙ 1) �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØV r∗∗n (x) = 1(�(1− 2n))1=2 (nV rn (x) + V rn−1(x)); n > 1; (29)ÔÁË ËÁË Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Á�ÅÏÒÅÍÁ 8. äÌÑ n;m = 1; 2 : : : Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï1∫

−1 V r∗∗n (x)V r∗∗m (x)√1 + x1− xdx = Æn;m;äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ, ÄÌÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ, m 6 n. óÌÕÞÁÊ m < nÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ, ËÁË É �ÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÅÏÒÅÍÙ 7. åÓÌÉÔÅ�ÅÒØ m = n, ÔÏ Ó ÕÞÅÔÏÍ (23) �ÏÌÕÞÁÅÍ1∫
−1 V̂ r∗∗n (x)2√1 + x1− xdx = 1(�(1− 2n))1=2 1∫

−1 V̂ r∗∗n (x)V rn−1(x)√1 + x1− xdx= 1�(1− 2n) 1∫
−1 (nV rn (x) + V rn−1(x))V rn−1(x)√1 + x1− xdx = 1:�ÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ. �÷ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ Ó ×ÅÓÏÍ√ 1−x1+x �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ-ÓÔÑÍÉ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍÉ (27)-(29), ÓÌÕÖÁÔ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉW r∗0 (x) = 1√� ; W r∗n (x) = 1(�(1− 2n))1=2 (W rn(x) + nW rn−1(x))



ï îåëï�ïòùè òáãéïîáìøîùè æõîëãéñè 119É W r∗∗n (x) = 1(�(1− 2n))1=2 (nW rn(x) +W rn−1(x)); n > 1;Á × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ Ó ×ÅÓÏÍ √1− x2 {Ũr∗0 (x) =√ 2� ; Ũr∗n (x) =√ 2�(1− 2n) (Ũrn(x) + nŨrn−1(x))É Ũr∗∗n (x) =√ 2�(1− 2n) (nŨrn(x) + Ũrn−1(x)); n > 1:ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ1. ñ. ì. çÅÒÏÎÉÍÕÓ, �ÅÏÒÉÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×. í., çé��ì. 1950.2. ÷. î. äÕÂÉÎÉÎ, ëÏÎÆÏÒÍÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ É ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÄÌÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ�ÏÌÉÎÏÍÏ×. | áÌÇÅÂÒÁ É ÁÎÁÌÉÚ 13, No. 5 (2001), 16{43.3. ÷. î. äÕÂÉÎÉÎ, ó. é. ëÁÌÍÙËÏ×, ðÒÉÎ�É� ÍÁÖÏÒÁ�ÉÉ ÄÌÑ ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÙÈ ÆÕÎË-�ÉÊ. | íÁÔ. ÓÂ. 198, No. 12 (2007), 37{46.4. ó. é. ëÁÌÍÙËÏ×, ðÒÉÎ�É�Ù ÍÁÖÏÒÁ�ÉÉ É ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÄÌÑ �ÏÌÉ-ÎÏÍÏ× É ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ Ó �ÒÅÄ�ÉÓÁÎÎÙÍÉ �ÏÌÀÓÁÍÉ. | úÁ�. ÎÁÕÞÎ.ÓÅÍÉÎ. ðïíé 357 (2008), 143{157.5. ÷. î. äÕÂÉÎÉÎ, á. ÷. ïÌÅÓÏ×, ï �ÒÉÍÅÎÅÎÉÉ ËÏÎÆÏÒÍÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ Ë ÎÅ-ÒÁ×ÅÎÓÔÁÍ ÄÌÑ �ÏÌÉÎÏÍÏ×. | úÁ�. ÎÁÕÞÎ. ÓÅÍÉÎ. ðïíé 286 (2002), 85{102.6. ÷. î. äÕÂÉÎÉÎ, ó. é. ëÁÌÍÙËÏ×, üËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á �ÏÌÉÎÏÍÏ× þÅÂÙ-Û£×Á. | äÁÌØÎÅ×ÏÓÔ. ÍÁÔ. Ö. 5, No. 2 (2004), 169{177.7. P. Borwein, T.Erdelyi, J. Zhang, Chebyshev polynomials and Markov×{Bernsteintype inequalities for rational spaes. | J. London Math. So. 50, No. 3 (1994),501{519.8. P. Borwein, T. Erdelyi, Polynomials and Polynomial Inequalities. New York,Springer-Verlag, 1995.9. K. Dekers, J. Van Deun, A. Bultheel, An extended relation between orthogonalrational funtions on the unit irle and the interval [−1; 1℄. | J. Math. Anal.Appl. 334, No. 2 (2007), 1260{1275.10. ÷. î. äÕÂÉÎÉÎ, ï �ÒÉÍÅÎÅÎÉÉ ËÏÎÆÏÒÍÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ × ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÈ ÄÌÑÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ. | éÚ×. òáî. óÅÒ. ÍÁÔ. 66, No 2 (2002), 67{80.11. á. ì. ìÕËÁÛÏ×, îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ ÎÅ-ÓËÏÌØËÉÈ ÏÔÒÅÚËÁÈ. | éÚ×. òáî. óÅÒ. ÍÁÔ. 68, No 3 (2004), 115{138.12. G. Min, Inequalities for rational funtions with presribed poles. | Can. J. Math.50, No. 1 (1998), 152{166.13. á. ÷. ïÌÅÓÏ×, îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÄÌÑ �ÏÌÉÎÏÍÏ× É ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ. | ðÒÅ-�ÒÉÎÔ No. 18. | ä÷ï òáî, ÷ÌÁÄÉ×ÏÓÔÏË, äÁÌØ-ÎÁÕËÁ ä÷ï òáî, 2004.
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