
úÁ�ÉÓËÉ ÎÁÕÞÎÙÈÓÅÍÉÎÁÒÏ× ðïíé�ÏÍ 429, 2014 Ç.÷. î. äÕÂÉÎÉÎîåòá÷åîó�÷á äìñ íïäõìåê æõîëãéê,p-ìéó�îùè ÷ óòåäîåí ðï ïëòõöîïó�é÷×ÅÄÅÎÉÅðÕÓÔØ ! { ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, 0 < ! < 1, É �ÕÓÔØ f { ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁÑÉ ÏÄÎÏÌÉÓÔÎÁÑ × ËÒÕÇÅ U = {z : |z| < 1} ÆÕÎË�ÉÑ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÁÑÕÓÌÏ×ÉÑÍ: f(0) = 0; f(!) = !: (1)÷ ÒÁÂÏÔÅ [1℄ íÏÎÔÅÌØ �ÏÓÔÁ×ÉÌ ÚÁÄÁÞÕ Ï ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÉ ÔÏÞÎÙÈ Ï�ÅÎÏËÍÏÄÕÌÑ |f(z)| �ÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ z ∈ U . òÅÛÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÓÏÄÅÒ-ÖÉÔÓÑ × ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ, ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÎÏÍ ×�ÏÓÌÅÄÓÔ×ÉÉ ëÛÉ-ÖÏÍ [2℄. ÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÅ ×ÒÅÍÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (1) �ÒÉÎÑÔÏ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÎÏÒÍÉ-ÒÏ×ËÏÊ íÏÎÔÅÌÑ [3, §3.4℄. òÅÛÅÎÉÀ ÜÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÈ ÚÁÄÁÞ × �ÏÄËÌÁÓÓÁÈÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ (1), �ÏÓ×ÑÝÅÎÁ ÏÂ-ÛÉÒÎÁÑ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÁ (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [3{9℄). åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ �ÏÓÔÁ×ÉÔØ ×Ï-�ÒÏÓ ÏÂ Ï�ÅÎËÁÈ |f(z)|; z ∈ U , ÄÌÑ ÎÅÏÄÎÏÌÉÓÔÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ. ðÕÓÔØÆÕÎË�ÉÑ f ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ × ËÒÕÇÅ U É ÏÔÌÉÞÎÁ ÏÔ �ÏÓÔÏÑÎÎÏÊ, É �ÕÓÔØn(w; f) ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÞÉÓÌÏ ËÏÒÎÅÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ f(z) = w × U . æÕÎË�ÉÑ f ÎÁ-ÚÙ×ÁÅÔÓÑ p-ÌÉÓÔÎÏÊ × ÓÒÅÄÎÅÍ �Ï ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ � > 0×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï12� 2�∫0 n(�ei'; f)d' 6 p(ÓÍ. [10, ÇÌ. 5℄). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Mp(!), p > 1, ËÌÁÓÓ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÈ ×ËÒÕÇÅ U ÆÕÎË�ÉÊ f , p-ÌÉÓÔÎÙÈ × ÓÒÅÄÎÅÍ �Ï ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ É ÎÏÒÍÉÒÏ-×ÁÎÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ (1). ðÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÔÅÈÎÉËÉ ËÒÕÇÏ×ÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÚÁ�ÉÉÎÁ ÒÉÍÁÎÏ×ÙÈ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÑÈ, ÒÁÚ×ÉÔÏÊ äÖÅÎËÉÎÓÏÍ [11℄, ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ�ÕÔÅÍ ×ÅÄÅÔ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÊ f ËÌÁÓÓÁM1(!):
|k1(z)| 6 |f(z)| 6 |k2(z)|; z ∈ (−1; 0);ëÌÀÞÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á: ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, p-ÌÉÓÔÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, p-ÌÉÓÔÎÁÑ × ÓÒÅÄ-ÎÅÍ �Ï ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÆÕÎË�ÉÑ, �ÏÌÉÎÏÍ þÅÂÙÛÅ×Á, ÓÉÍÍÅÔÒÉÚÁ�ÉÑ.òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅ òÏÓÓÉÊÓËÏÇÏ ÎÁÕÞÎÏÇÏ ÆÏÎÄÁ(�ÒÏÅËÔ 14-11-00022). 44



îåòá÷åîó�÷á äìñ íïäõìåê æõîëãéê 45ÇÄÅ k1(z) = z(1− !)2(1− z)2 ; k2(z) = z(1 + !)2(1 + z)2 :ïÓÔÁÅÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÍ ×Ï�ÒÏÓ Ï Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÔÉ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÈ Ï�ÅÎÏË ×ËÌÁÓÓÁÈ Mp(!) �ÒÉ p > 2. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÈ Ï�ÅÎÏË ÍÏÄÕÌÑ |f(z)|, z ∈ (−1; 0), ÂÅÚ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ ÎÁ ÆÕÎË�ÉÀ f . äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, �ÕÓÔØ Tp(z) = 2p−1zp+ : : :{ �ÏÌÉÎÏÍ þÅÂÙÛÅ×Á �ÅÒ×ÏÇÏ ÒÏÄÁ ÓÔÅ�ÅÎÉ p. ðÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ !,r (0 < r < 1) É p > 2 ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎË�ÉÀf(z) = ! Tp [2z(1+r)2r(1−z)2 
os �2p + 
os �2p]Tp [2!(1+r)2r(1−!)2 
os �2p + 
os �2p] :ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ f ∈ Mp(!). ïÄÎÁËÏ f(−r) = 0 É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ×ËÌÁÓÓÅ Mp(!) ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÈ Ï�ÅÎÏË |f(z)| ÓÎÉÚÕ �ÒÉz ∈ (−1; 0). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ×ÎÏ×Ø �ÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ !; r É p > 2É ÌÀÂÏÍ � > 0 ÆÕÎË�ÉÑf(z) = �Tp [z(1 + !)2!(1 + z)2 (T−1p (!�)+ 
os �2p)
− 
os �2p]ÔÁËÖÅ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÌÁÓÓÕ Mp(!). úÄÅÓØ É ÄÁÌÅÅ T−1p (·) ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÎÅ-�ÒÅÒÙ×ÎÕÀ ×ÅÔ×Ø ÆÕÎË�ÉÉ, ÏÂÒÁÔÎÏÊ �ÏÌÉÎÏÍÕ þÅÂÙÛÅ×Á Tp, ÚÁÄÁÎ-ÎÕÀ ÎÁ ÌÕÞÅ [0;+∞℄ É �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÕÀ ÜÔÏÔ ÌÕÞ ÎÁ ÌÕÞ [
os(�=(2p));+∞℄.ðÒÉ � → ∞ ÉÍÅÅÍ |f(−r)| → ∞. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, × ËÌÁÓÓÅ Mp(!) ÎÅÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ Ï�ÅÎËÉ |f(z)| Ó×ÅÒÈÕ ÄÌÑ z ∈ (−1; 0). ÷ ÜÔÏÊ Ó×ÑÚÉ ××ÅÄÅÍÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁ ÈÁÒÁËÔÅÒ ÎÁËÒÙÔÉÑ ÆÕÎË�ÉÅÊ f ÎÅËÏ-ÔÏÒÙÈ ËÏÎ�ÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ. éÍÅÎÎÏ, �ÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ �,0 < � <∞, Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ �ÏÄËÌÁÓÓ Mp(!; �) ×ÓÅÈ ÆÕÎË�ÉÊ ËÌÁÓÓÁ Mp(!),ÏÔÏÂÒÁÖÁÀÝÉÈ ËÒÕÇ U ÎÁ ÒÉÍÁÎÏ×Õ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ R(f), ÏÂÌÁÄÁÀÝÕÀÓÌÅÄÕÀÝÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ. äÌÑ ×ÓÅÈ �, � 6 � <∞, ÌÀÂÁÑ ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ÖÏÒÄÁ-ÎÏ×ÁÑ ËÒÉ×ÁÑ ÎÁ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ R(f), ÌÅÖÁÝÁÑ ÎÁÄ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ |w| = �É ÎÅ �ÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ ÒÁÚ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ R(f), p-ËÒÁÔÎÏ �ÏËÒÙ×ÁÅÔÜÔÕ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ. ÷ ÒÁÂÏÔÁÈ [12,13℄ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌÓÑ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ËÌÁÓÓDp(�), p > 2, � > 0, ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÈ É p-ÌÉÓÔÎÙÈ × ËÒÕÇÅ U ÆÕÎË�ÉÊ ×ÉÄÁf(z) = a0 + a1z + : : : ;



46 ÷. î. äõâéîéîÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ � > �1 ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÕÒÏ×ÎÑ {z ∈ U : |f(z)| = �}ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ËÒÉ×ÏÊ. ëÌÁÓÓ Dp(0) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÇÏÌÏÍÏÒÆ-ÎÙÈ p-ÌÉÓÔÎÙÈ × ËÒÕÇÅ U ÆÕÎË�ÉÊ, ÎÅ ÉÍÅÀÝÉÈ × ÜÔÏÍ ËÒÕÇÅ ÎÕÌÅÊ(ÓÍ. [10, §5.1℄). îÅÔÒÕÄÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ f ËÌÁÓÓÁ Dp(�) Ó ËÏ-ÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ a0 = 0 Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÌÁÓ-ÓÕ Mp(!; �′) �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ �′. äÒÕÇÉÅ ËÌÁÓÓÙ ÆÕÎË�ÉÊ, p-ÌÉÓÔÎÙÈ ×ÓÒÅÄÎÅÍ �Ï ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÙ × ÍÏÎÏÇÒÁÆÉÑÈ [10, 11℄. ÷ ÄÁÎ-ÎÏÊ ÚÁÍÅÔËÅ �ÏÌÕÞÅÎÙ ÔÏÞÎÙÅ Ï�ÅÎËÉ ÍÏÄÕÌÑ |f(z)| �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈz ∈ (−1; 0) ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÊ ËÌÁÓÓÁ Mp(!; �) ÓÎÉÚÕ É Ó×ÅÒÈÕ. äÏËÁÚÁÔÅÌØ-ÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍ Ï�ÉÒÁÅÔÓÑ ÎÁ �ÒÉÎ�É� ËÒÕÇÏ×ÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÚÁ�ÉÉ, �ÒÅÄÌÏ-ÖÅÎÎÏÊ × [14℄ É [15℄.
§1. ëÒÕÇÏ×ÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÚÁ�ÉÑ÷ÓÀÄÕ ÎÉÖÅ �ÏÄ ÒÉÍÁÎÏ×ÏÊ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØÀ �ÏÎÉÍÁÅÔÓÑ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ

R, ÓËÌÅÅÎÎÁÑ ÉÚ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÉÌÉ ÓÞÅÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÏÂÌÁÓÔÅÊ ÚÁÍËÎÕÔÏÊËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏÂÙ ×Ù�ÏÌÎÑÌÉÓØ ÕÓÌÏ×ÉÑ:�ÒÏÅË�ÉÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ R ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÔÏÞËÏÊ ÓËÌÅÉ×Á-ÅÍÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ; ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ R �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÉÌÉÏÄÎÏÌÉÓÔÎÙÊ ËÒÕÇ, ÉÌÉ ËÏÎÅÞÎÏÌÉÓÔÎÙÊ ËÒÕÇ Ó ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÏÊÒÁÚ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ × ÅÇÏ �ÅÎÔÒÅ. ðÕÓÔØ 
(�) = {w : |w| = �}, 0 6 � 6 ∞.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Rp, p > 1, ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔØ ×ÓÅÈ ÒÉÍÁÎÏ×ÙÈ �Ï×ÅÒÈ-ÎÏÓÔÅÊ R, ÌÅÖÁÝÉÈ ÎÁÄ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÊ w-ÓÆÅÒÏÊ É ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ:(1) ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÍÅÒÁ ×ÓÅÈ ÄÕÇ ÎÁ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ R, ÌÅÖÁÝÉÈ ÎÁÄ ÌÀÂÏÊÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ 
(�), Ó ÕÞÅÔÏÍ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 2�p�, 0<�<∞;(2) ÄÌÑ ×ÓÅÈ �, 1 6 � < ∞, ÌÀÂÁÑ ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ÖÏÒÄÁÎÏ×ÁÑ ËÒÉ×ÁÑÎÁ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ R, ÌÅÖÁÝÁÑ ÎÁÄ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ 
(�) É ÎÅ �ÒÏÈÏÄÑÝÁÑÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ ÒÁÚ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ R, p-ËÒÁÔÎÏ �ÏËÒÙ×ÁÅÔ ÜÔÕ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ.÷ÁÖÎÙÍ ÄÌÑ ÎÁÓ ÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ËÌÁÓÓÁ Rp Ñ×ÌÑÅÔ-ÓÑ ÒÉÍÁÎÏ×Á �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ R(Tp) ÆÕÎË�ÉÉ, ÏÂÒÁÔÎÏÊ �ÏÌÉÎÏÍÕ þÅÂÙ-ÛÅ×Á Tp(z) . ðÒÉ×ÅÄÅÍ Ï�ÉÓÁÎÉÅ ÜÔÏÊ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ × ÓÌÕÞÁÅ p > 2.îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ËÏÎÆÏÒÍÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ �ÏÌÉÎÏÍ Tp(z)ÍÏÖÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ËÁË ÓÕ�ÅÒ�ÏÚÉ�ÉÀ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ öÕËÏ×ÓËÏÇÏ,ÓÔÅ�ÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ É ÆÕÎË�ÉÉ öÕËÏ×ÓËÏÇÏ:Tp(z) = 12 ((z +√z2 − 1)p + (z − √z2 − 1)p) ; z ∈ C:1÷ [12,13℄ × Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ËÌÁÓÓÁ Dp(�) ÄÏ�ÕÝÅÎÁ Ï�ÅÞÁÔËÁ: ×ÍÅÓÔÏ � > � ÓÔÏÉÔ� > �.



îåòá÷åîó�÷á äìñ íïäõìåê æõîëãéê 47çÉ�ÅÒÂÏÌÙ Ó ÆÏËÕÓÁÍÉ × ÔÏÞËÁÈ z = ±1, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚ ËÒÉÔÉÞÅ-ÓËÉÅ ÔÏÞËÉ �ÏÌÉÎÏÍÁ þÅÂÙÛÅ×Á z = 
os(k�=p); k = 1; : : : ; p− 1, ÒÁÚÂÉ-×ÁÀÔ z-�ÌÏÓËÏÓÔØ ÎÁ p �Ï�ÁÒÎÏ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÏÂÌÁÓÔÅÊ. ïÂÏÚÎÁ-ÞÉÍ ÜÔÉ ÏÂÌÁÓÔÉ, �ÒÏÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÎÙÅ Ó�ÒÁ×Á ÎÁÌÅ×Ï, ËÁË B1; : : : ; Bp. ðÏ-ÌÉÎÏÍ Tp ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ ÏÂÌÁÓÔØ B1 ËÏÎÆÏÒÍÎÏ É ÏÄÎÏÌÉÓÔÎÏ ÎÁ ÏÂÌÁÓÔØD1 { w-�ÌÏÓËÏÓÔØ Ó ÒÁÚÒÅÚÏÍ �Ï ÌÕÞÕ L− := [−∞;−1℄. ïÂÌÁÓÔÉ B2; : : : ;Bp−1 ÏÔÏÂÒÁÖÁÀÔÓÑ ÜÔÉÍ �ÏÌÉÎÏÍÏÍ ÎÁ ÏÂÌÁÓÔÉ D2; : : : ; Dp−1 { w-�ÌÏÓËÏÓÔÉ Ó ÒÁÚÒÅÚÁÍÉ ×ÄÏÌØ ÌÕÞÅÊ L− É L+ := [1;+∞℄. îÁËÏÎÅ�,ÏÂÌÁÓÔØ Bp ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔÓÑ ÎÁ ÏÂÌÁÓÔØ Dp { w-�ÌÏÓËÏÓÔØ Ó ÒÁÚÒÅÚÏÍ�Ï ÌÕÞÕ L− × ÓÌÕÞÁÅ ÞÅÔÎÏÇÏ p É �Ï ÌÕÞÕ L+ × ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ p ÎÅ-ÞÅÔÎÏÅ. òÉÍÁÎÏ×Õ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ R(Tp) ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ÓËÌÅÉ×ÁÎÉÅÍÏÂÌÁÓÔÅÊ Dk; k = 1; : : : ; p, ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ïÂÌÁÓÔØ D1 ÓËÌÅÉ-×ÁÅÔÓÑ "ËÒÅÓÔ ÎÁ ËÒÅÓÔ" Ó ÏÂÌÁÓÔØÀ D2 �Ï ÂÅÒÅÇÁÍ ÒÁÚÒÅÚÏ× ×ÄÏÌØÌÕÞÁ L−. ïÂÌÁÓÔØ D2 ÓËÌÅÉ×ÁÅÔÓÑ Ó ÏÂÌÁÓÔØÀ D3 �Ï ÂÅÒÅÇÁÍ ÒÁÚÒÅ-ÚÏ× ×ÄÏÌØ ÌÕÞÁ L+ É Ô.Ä. ïÂÌÁÓÔØ Dp−1 ÓËÌÅÉ×ÁÅÔÓÑ Ó ÏÂÌÁÓÔØÀ Dp�Ï ÂÅÒÅÇÁÍ ÒÁÚÒÅÚÏ× ×ÄÏÌØ ÌÕÞÁ L− × ÓÌÕÞÁÅ ÞÅÔÎÏÇÏ p É ÌÕÞÁ L+ ×ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ p ÎÅÞÅÔÎÏÅ. óËÌÅÉ×ÁÅÍÙÅ ÏÂÌÁÓÔÉ Dk, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÅËÁË �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ R(Tp), ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÂÕË×ÁÍÉ DkÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, k = 1; : : : ; p. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ L ÌÕÞ, ÌÅÖÁÝÉÊ ÎÁÌÉÓÔÅ D1 ÎÁÄ ÌÕÞÏÍ [0;+∞℄.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅ�ÅÒØ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ R ËÌÁÓÓÁ Rp, p > 2.ðÕÓÔØ B { ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÁ R. óÉÍÍÅÔÒÉÚÁ�ÉÑ Sym �ÒÅÏÂÒÁ-ÚÕÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï B × ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï SymB, ÌÅÖÁÝÅÅ ÎÁ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ R(Tp)É ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ. åÓÌÉ �ÒÉ ÄÁÎÎÏÍ �, 0 6 � 6 ∞,ÎÁÄ "ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ" 
(�) ÎÅÔ ÔÏÞÅË ÍÎÏÖÅÓÔ×Á B, ÔÏ ÎÁÄ ÎÅÊ ÎÅÔ ÔÁË-ÖÅ É ÔÏÞÅË ÍÎÏÖÅÓÔ×Á SymB. åÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï B �ÏËÒÙ×ÁÅÔ ÏËÒÕÖ-ÎÏÓÔØ 
(�), 1 6 � 6 ∞, p-ËÒÁÔÎÏ, ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï SymB ÔÁËÖÅ �ÏËÒÙ×Á-ÅÔ 
(�) p-ËÒÁÔÎÏ. åÓÌÉ B �ÏËÒÙ×ÁÅÔ 
(�), 0 6 � < 1, l-ËÒÁÔÎÏ, l 6 p, ÔÏÞÁÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á SymB, ÌÅÖÁÝÁÑ ÎÁÄ 
(�), ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ l ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊÎÁ ÌÉÓÔÁÈ D1; : : : ;Dl. ÷ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ �ÒÉ 1 6 � < ∞ ÞÁÓÔØ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Á SymB, ÌÅÖÁÝÁÑ ÎÁÄ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ 
(�), Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÏÊ ÄÕ-ÇÏÊ2 ÎÁ R(Tp) Ó �ÅÎÔÒÏÍ ÎÁ ÌÕÞÅ L É ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÍÅÒÙ, ÒÁ×ÎÏÊ ÍÅÒÅ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Á B(�) := {W ∈ B : |prW | = �}. ðÒÉ 0 < � < 1 ÞÁÓÔØ SymB, ÌÅ-ÖÁÝÁÑ ÎÁÄ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ 
(�), �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔØ ÉÚ mÏËÒÕÖÎÏÓÔÎÅÊ �1; : : : ;�m É ÏÔËÒÙÔÏÊ ÄÕÇÉ �m+1, �k = �k(B; �) ⊂ Dk,2÷ ÓÌÕÞÁÅ � > 1 ÜÔÏ ÏÔËÒÙÔÁÑ ÖÏÒÄÁÎÏ×ÁÑ ÄÕÇÁ, Á �ÒÉ � = 1 ÄÁÎÎÁÑ ÄÕÇÁ ÍÏÖÅÔÉÍÅÔØ ÔÏÞËÉ ÓÁÍÏ�ÒÉËÁÓÁÎÉÑ.



48 ÷. î. äõâéîéîk = 1; : : : ;m+1, 0 6 m 6 p−1, ÓÕÍÍÁÒÎÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÍÅÒÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁ×-ÎÁ ÍÅÒÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á B(�), Á �ÅÎÔÒ ÄÕÇÉ �m+1 ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎ ÎÁÄ ÔÏÞËÏÊ(−1)m�. úÄÅÓØ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ m ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÍÅÒÙ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Á B(�). åÓÌÉ ÕËÁÚÁÎÎÁÑ ÍÅÒÁ ÍÅÎØÛÅ 2��, ÔÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ m = 0 ÉÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ �ÕÓÔÏ. òÅÚÕÌØÔÁÔ ÓÉÍÍÅÔÒÉÚÁ�ÉÉ SymE ÚÁ-ÍËÎÕÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á E ⊂ R ÔÁËÖÅ ÌÅÖÉÔ ÎÁ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ R(Tp) ÉÏ�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. åÓÌÉ �ÒÉ ÄÁÎÎÏÍ �, 0 6 � 6 ∞,ÎÁÄ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ 
(�) ÎÅÔ ÔÏÞÅË ÍÎÏÖÅÓÔ×Á E , ÔÏ ÎÁÄ ÎÅÊ ÎÅÔ ÔÁËÖÅÉ ÔÏÞÅË ÍÎÏÖÅÓÔ×Á SymE . åÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï E �ÏËÒÙ×ÁÅÔ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ
(�), 1 6 � 6 ∞, p-ËÒÁÔÎÏ, ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï SymE ÔÁËÖÅ �ÏËÒÙ×ÁÅÔ
(�) p-ËÒÁÔÎÏ. åÓÌÉ E �ÏËÒÙ×ÁÅÔ 
(�), 0 6 � < 1, l-ËÒÁÔÎÏ, l 6 p, ÔÏÞÁÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á SymE , ÌÅÖÁÝÁÑ ÎÁÄ 
(�), ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ l ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊÎÁ ÌÉÓÔÁÈ D1; : : : ;Dl. ÷ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÞÁÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á SymE , ÌÅ-ÖÁÝÁÑ ÎÁÄ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ 
(�), 1 6 � < ∞, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÄÕÇÏÊ(Ô.Å. ÄÕÇÏÊ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ Ó×ÏÉ ËÏÎ�Ù) ÎÁ R(Tp) Ó �ÅÎÔÒÏÍ ÎÁ ÌÕÞÅ L ÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÍÅÒÙ, ÒÁ×ÎÏÊ ÍÅÒÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á E (�) := {W ∈ E : |prW | = �}(× ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÄÁÎÎÁÑ ÍÅÒÁ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓ×ÕÀÝÁÑ ÄÕÇÁ Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ ÎÁ ÌÕÞÅ L ). þÁÓÔØ SymE ÎÁÄ 
(�), 0 < � < 1, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÏÂÏÊ ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔØ ÉÚ m ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ �1; : : : ;�m É ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÄÕÇÉ�m+1, �k ⊂ Dk, k = 1; : : : ;m + 1, 0 6 m 6 p − 1, ÓÕÍÍÁÒÎÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑÍÅÒÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁ×ÎÁ ÍÅÒÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á E (�), Á �ÅÎÔÒ ÄÕÇÉ �m+1 ÒÁÓ�Ï-ÌÏÖÅÎ ÎÁÄ ÔÏÞËÏÊ (−1)m� (ÅÓÌÉ ÕËÁÚÁÎÎÁÑ ÍÅÒÁ ÒÁ×ÎÁ 2��m, ÇÄÅ m {�ÅÌÏÅ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÔÏ ÄÕÇÁ �m+1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ).ëÏÎÄÅÎÓÁÔÏÒÏÍ ÎÁ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ R ÎÁÚÙ×ÁÀÔ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÕÀ �ÁÒÕÍÎÏÖÅÓÔ× C = (B; E ), ÇÄÅ B { ÏÔËÒÙÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï R, Á E { ËÏÍ-�ÁËÔ × B. íÎÏÖÅÓÔ×Ï B\E ÎÁÚÏ×ÅÍ �ÏÌÅÍ ËÏÎÄÅÎÓÁÔÏÒÁ C . ðÏÌÏÖÉÍ�Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ SymC = (SymB; SymE ):åÍËÏÓÔØ 
apC ËÏÎÄÅÎÓÁÔÏÒÁ C = (B; E ) Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ
apC = inf ∫
B

|∇V |2d�;ÇÄÅ ÎÉÖÎÑÑ ÇÒÁÎØ ÂÅÒÅÔÓÑ �Ï ×ÓÅÍ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÍ ÆÕÎË�ÉÑÍ V , Ô.Å. ×Å-ÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÚÎÁÞÎÙÍ ÆÕÎË�ÉÑÍ V , ÆÉÎÉÔÎÙÍ × B, ÒÁ×ÎÙÍ ÅÄÉÎÉ�Å ÎÁ
E É ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÀÝÉÍ ÕÓÌÏ×ÉÀ ìÉ�ÛÉ�Á ÌÏËÁÌØÎÏ × B. åÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×Õ-ÅÔ ÆÕÎË�ÉÑ P , ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ × B, ÒÁ×ÎÁÑ ÎÕÌÀ ÎÁ �B, ÅÄÉÎÉ�Å ÎÁ EÉ ÇÁÒÍÏÎÉÞÎÁÑ × �ÏÌÅ B\E , ÔÏ ÅÅ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ �ÏÔÅÎ�ÁÌØÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ
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apC = ∫

B\E

|∇P|2d�:ðÕÓÔØ ÏÂÌÁÓÔØ G �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ R, Á ÏÂÌÁÓÔØ G̃ { �Ï-×ÅÒÈÎÏÓÔÉ R̃. âÉÅËÔÉ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � : G → G̃ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ä×É-ÖÅÎÉÅÍ, ÅÓÌÉ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ, Ô.Å. ÄÌÑÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÔÏÞÅË W;W ′ ∈ G ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏdG (W;W ′) = d
G̃
(�(W );�(W ′));ÇÄÅ dG (W;W ′) { ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ W É W ′ �Ï ÏÂÌÁÓÔÉ G .÷ÒÁÝÅÎÉÅÍ (�Ï×ÏÒÏÔÏÍ) ÏÂÌÁÓÔÉ G ÎÁ G̃ ÎÁ ÕÇÏÌ � ×ÏËÒÕÇ ÎÁÞÁÌÁËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÁÚÏ×ÅÍ Ä×ÉÖÅÎÉÅ �� : G → G̃ , �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈW ∈ G ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ pr��(W ) = ei�prW;ÇÄÅ � { ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ.÷ ÒÁÂÏÔÅ [15℄ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ.õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 1. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÎÄÅÎÓÁÔÏÒÁ C ÎÁ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ RËÌÁÓÓÁ Rp Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
apC > 
apSymC : (2)åÓÌÉ, ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ, �ÏÌÅ ËÏÎÄÅÎÓÁÔÏÒÁ C = (B; E ) Ó×ÑÚÎÏÅ É ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÕÅÔ �ÏÔÅÎ�ÉÁÌØÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÜÔÏÇÏ ËÏÎÄÅÎÓÁÔÏÒÁ, ÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï× (2) ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ × ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ:(i) �ÏÌÅ ËÏÎÄÅÎÓÁÔÏÒÁ C ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó �ÏÌÅÍ ËÏÎÄÅÎÓÁÔÏÒÁ SymC ÓÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ �Ï×ÏÒÏÔÁ ×ÏËÒÕÇ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ,(ii) �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ s; t É l, 0 < s < t < ∞, 1 < l 6 p, �ÏÌÅ ËÏÎÄÅÎ-ÓÁÔÏÒÁ C l-ËÒÁÔÎÏ ÎÁËÒÙ×ÁÅÔ ËÒÕÇÏ×ÏÅ ËÏÌØ�Ï s < |w| < t ÔÁË, ÞÔÏÎÁÄ ËÁÖÄÏÊ ÇÒÁÎÉÞÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ ÜÔÏÇÏ ËÏÌØ�Á ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÙ ÌÉ-ÂÏ ÔÏÌØËÏ ÇÒÁÎÉÞÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á B, ÌÉÂÏ ÔÏÌØËÏ ÇÒÁÎÉÞÎÙÅÔÏÞËÉ E .úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ �ÌÏÓËÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï × (2) ÎÅÌØÚÑÏ�ÉÓÁÔØ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ �ÌÁÓÔÉÎ ËÏÎÄÅÎÓÁÔÏÒÁ C (Ô.Å. ÍÎÏÖÅÓÔ× R\B É

E ), ÔÁË ËÁË ÓÄ×ÉÇ ÔÏÞËÉ ÒÁÚ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ × �ÏÌÅ ËÏÎÄÅÎÓÁÔÏÒÁ ÍÏÖÅÔ �ÒÉ-×ÅÓÔÉ ËÁË Ë Õ×ÅÌÉÞÅÎÉÀ ÔÁË É Ë ÕÍÅÎØÛÅÎÉÀ ÅÇÏ ÅÍËÏÓÔÉ.
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§2. ï�ÅÎËÁ ÍÏÄÕÌÑ ÆÕÎË�ÉÉ ÓÎÉÚÕïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ R(�Tp) ÒÉÍÁÎÏ×Õ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ ÆÕÎË�ÉÉ, ÏÂÒÁÔ-ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ �Tp(z), 0 < � < ∞. ðÏÎÑÔÎÏ, ÞÔÏ R(�Tp) �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ

R(Tp) ÒÁÓÔÑÖÅÎÉÅÍ Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ �. ðÕÓÔØ Dk(�) ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÌÉÓÔÎÁ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ R(�Tp), �ÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÉÚ ÌÉÓÔÁ Dk Ó �ÏÍÏÝØÀ ÜÔÏÇÏ ÒÁ-ÓÔÑÖÅÎÉÑ. éÚ Ï�ÉÓÁÎÉÑ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ R(Tp) × §1 ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ�, 0 < � < ∞, ÆÕÎË�ÉÑf1(z) ≡ f1(z;!; p; �) = �Tp [z(1− !)2!(1− z)2 (T−1p (!�)
− 
os �2p) + 
os �2p]�ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÌÁÓÓÕ Mp(!; �). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, �ÒÉ� < �(!; p) := !Tp [1+6!+!2(1−!)2 
os �2p]ÆÕÎË�ÉÑ f1 ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ ËÒÕÇ U ÎÁ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ R(�Tp), ÒÁÚÒÅÚÁÎÎÕÀ×ÄÏÌØ ÌÕÞÁ ÎÁ ÌÉÓÔÅ Dp(�), ÌÅÖÁÝÅÇÏ ÎÁÄ ÌÕÞÏÍ 0 < f1(−1) 6 u 6 ∞�ÒÉ p ÞÅÔÎÏÍ É −∞ 6 u 6 f1(−1) < 0 �ÒÉ ÎÅÞÅÔÎÏÍ p. ðÕÓÔØ x(!; p; �){ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ËÏÒÅÎØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑx(1− !)2!(1− x)2 (T−1p (!�)

− 
os �2p) + 
os �2p = − 
os �2p (3)ÎÁ �ÒÏÍÅÖÕÔËÅ −1 < x < 0. ñÓÎÏ, ÞÔÏ f1(x(!; p; �)) = 0 É, ÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏ, ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÁÑ Ï�ÅÎËÁ ÓÎÉÚÕ ÄÌÑ |f(x)| ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÁ �ÒÉ x =x(!; p; �). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÏÎÁ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÁ ÄÌÑ ÔÅÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ x, �ÒÉ ËÏ-ÔÏÒÙÈ ÌÅ×ÁÑ ÞÁÓÔØ (3) ÒÁ×ÎÁ 
os[(2k − 1)�=(2p)℄, k = 1; : : : ; p. ÷ ÜÔÏÍÓÌÕÞÁÅ f1 ×ÎÏ×Ø ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÏÌØ. ðÒÉÍÅÒ ÆÕÎË�ÉÉ f1 �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÁÑ Ï�ÅÎËÁ |f(x)| ÓÎÉÚÕ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÁ ÎÉ ÎÁ ËÁ-ËÏÍ �ÒÏÍÅÖÕÔËÅ (−1; x0), −1 < x0 < 0, ÅÓÌÉ ÎÅ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÔØ ÞÉÓÌÏ p,É ÅÓÌÉ ÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÔØ ÞÉÓÌÏ � Ó×ÅÒÈÕ. �ÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, Ó�ÒÁ×ÄÅÌÉ×Á�ÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ ÆÕÎË�ÉÑ f �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÌÁÓÓÕ Mp(!; �), p > 2,É �ÕÓÔØ � < �(!; p). �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ z ∈ (−1; x(!; p; �)) Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
|f(z)| > |f1(z)|: (4)òÁ×ÅÎÓÔ×Ï × (4) ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÌÉÛØ × ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ f = f1.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f ËÌÁÓ-ÓÁMp(!; �), � < �(!; p), × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÅ z = −r, −x(!; p; �) < r < 1,
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|f(−r)| 6 |f1(−r)|: (5)òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ × �ÌÏÓËÏÓÔÉ C ËÏÎÄÅÎÓÁÔÏÒCr = (Br ; E);ÇÄÅ Br = U\[−1;−r℄, E = [0; !℄. æÕÎË�ÉÑ F = f=� ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ ÜÔÏÔËÏÎÄÅÎÓÁÔÏÒ ÎÁ ËÏÎÄÅÎÓÁÔÏÒ

Cr = (Br ; E );
Br = F (Br), E = F (E), ÌÅÖÁÝÉÊ ÎÁ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ R(F ) ËÌÁÓÓÁ Rp.úÄÅÓØ É ÄÁÌÅÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ × w-�ÌÏÓËÏÓÔØ É ÎÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ ÒÉ-ÍÁÎÏ×Õ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÏÄÎÏÊ ÂÕË×ÏÊ. æÕÎË�ÉÑ F1 = f1=�ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ ËÏÎÄÅÎÓÁÔÏÒ Cr ÎÁ ËÏÎÄÅÎÓÁÔÏÒ

C
1r = (B1r ; E 1)ÎÁ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ R(Tp). íÎÏÖÅÓÔ×Ï B1r ÅÓÔØ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ R(Tp) Ó ÒÁÚ-ÒÅÚÏÍ �Ï ÌÕÞÕ ÎÁ ÌÉÓÔÅ Dp, ÌÅÖÁÝÅÍÕ ÎÁÄ f1(−r)=� 6 u 6 ∞ �ÒÉÞÅÔÎÏÍ p É ÎÁÄ −∞ 6 u 6 f1(−r)=� �ÒÉ p ÎÅÞÅÔÎÏÍ. íÎÏÖÅÓÔ×Ï E 1ÅÓÔØ ÏÔÒÅÚÏË ÎÁ ÌÉÓÔÅ D1 ÎÁÄ ÏÔÒÅÚËÏÍ [0; !=�℄. ÷×ÉÄÕ ËÏÎÆÏÒÍÎÏÊÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔÉ ÅÍËÏÓÔÉ É ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ 1 ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ
apC

1r = 
apCr = 
apCr > 
apSymCr: (6)ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ×ËÌÀÞÅÎÉÑ:SymE ⊃ E
1; SymBr ⊂ B

1r : (7)äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï E �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ËÕÓÏÞÎÏ ÇÌÁÄËÕÀËÒÉ×ÕÀ ÎÁ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ R(F ), ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÕÀ ÔÏÞËÉ F (0) É F (!), �ÒÉ-ÞÅÍ prF (0) = 0, prF (!) = !=�. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁÄ ËÁÖÄÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ
(�), 0 6 � 6 !=�, ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÁ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÏÄÎÁ ÔÏÞËÁ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Á E . éÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÚÁ�ÉÉ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÓÌÅ-ÄÕÅÔ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÔÏÞËÁ ÌÕÞÁ L ÎÁÄ ÏÔÒÅÚËÏÍ [0; !=�℄ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔÍÎÏÖÅÓÔ×Õ SymE . �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÌÅ×ÏÅ ×ËÌÀÞÅÎÉÅ × (7).íÎÏÖÅÓÔ×Á B1r É SymBr ÌÅÖÁÔ ÎÁ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ R(Tp). åÓÌÉSymBr 6⊂ B
1r ;ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ �1, �1 > |f1(−r)=�|, ÞÔÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ 
(�1)�ÏËÒÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ SymBr p-ËÒÁÔÎÏ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï

Br ÔÁËÖÅ �ÏËÒÙ×ÁÅÔ ÜÔÕ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ p-ËÒÁÔÎÏ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ,ÎÁÄ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ 
(|f(−r)|=�) ÅÓÔØ ÇÒÁÎÉÞÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁBr É,



52 ÷. î. äõâéîéî�ÏÓËÏÌØËÕ Br ÎÅ �ÏËÒÙ×ÁÅÔ ÂÅÓËÎÏÞÅÎÏÓÔØ, ÔÏ ÎÁÄ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÕÖ-ÎÏÓÔØÀ 
(�2), �2 > �1, ÔÁËÖÅ ÅÓÔØ ÔÏÞËÉ ÇÒÁÎÉ�Ù Br. õÞÉÔÙ×ÁÑ �ÒÅÄ-�ÏÌÏÖÅÎÉÅ (5), ÉÍÅÅÍ
|f(−r)|=� < �1 < �2;ÞÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ ÇÒÁÎÉ�Ù Br. éÔÁË, �ÒÁ×ÏÅ ×ËÌÀÞÅÎÉÅ× (7) ÔÁËÖÅ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ. éÚ ×ËÌÀÞÅÎÉÊ (7) É ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ ÅÍËÏÓÔÉËÏÎÄÅÓÁÔÏÒÁ �ÏÌÕÞÁÅÍ 
ap SymCr > 
apC

1r : (8)÷ÍÅÓÔÅ Ó (6) ÜÔÏÔ ÆÁËÔ �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÚÁËÌÀÞÅÎÉÀ, ÞÔÏ × (6) É (8) ÉÍÅÅÔÍÅÓÔÏ ÚÎÁË ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á. éÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á × (8) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ �ÏÌÅ ËÏÎÄÅÎÓÁ-ÔÏÒÁ SymCr ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó �ÏÌÅÍ ËÏÎÄÅÎÓÁÔÏÒÁ C 1r É �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊÄ×ÕÓ×ÑÚÎÕÀ ÏÂÌÁÓÔØ ÎÁ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ R(Tp). ÷×ÉÄÕ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ 1 ÉÒÁ×ÅÎÓÔ×Á × (6) �ÏÌÅ ËÏÎÄÅÎÓÁÔÏÒÁ Cr ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó �ÏÌÅÍ ËÏÎÄÅÎÓÁÔÏ-ÒÁ SymCr = C 1r Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ �Ï×ÏÒÏÔÁ. ðÏÓËÏÌØËÕ �ÒÉ �Ï×ÏÒÏÔÅ(Ä×ÉÖÅÎÉÉ) ÔÏÞËÉ ÒÁÚ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ �ÅÒÅÈÏÄÑÔ × ÔÏÞËÉ ÒÁÚ-×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ É ×ÉÄ ÌÉÓÔÏ× �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ R(Tp) ÄÏÌÖÅÎ ÓÏÈÒÁÎÑÔØÓÑ, ÔÏ ÓÕÞÅÔÏÍ ÎÏÒÍÉÒÏ×ËÉ (1) ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÌÉÛØ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ,ÌÉÂÏ �Ï×ÏÒÏÔ ÎÁ ÕÇÏÌ, ËÒÁÔÎÙÊ 2�(p − 1). ÷ �ÅÒ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ f ≡ f1.åÓÌÉ ÖÅ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ×ÔÏÒÏÊ ÓÌÕÞÁÊ, ÔÏ �ÒÉ ÞÅÔÎÏÍ p ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï BrÅÓÔØ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ R(Tp) Ó ÒÁÚÒÅÚÏÍ �Ï ÌÕÞÕ ÎÁ ÌÉÓÔÅ D1, ÌÅÖÁÝÅÍÕÎÁÄ f1(−r)=� 6 u 6 ∞, Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï E ÅÓÔØ ÏÔÒÅÚÏË ÎÁ ÌÉÓÔÅ Dp ÎÁÄÏÔÒÅÚËÏÍ [0; !=�℄. ðÒÉ ÎÅÞÅÔÎÏÍ p ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Br É E ÉÍÅÀÔ ÁÎÁÌÏÇÉÞ-ÎÙÊ ×ÉÄ, ÎÏ ÒÁÓ�ÏÌÁÇÁÀÔÓÑ ÎÁ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ R(−Tp). ÷ ÏÂÏÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈÉÚ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ËÏÎÆÏÒÍÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ËÏÌØ�Á ÎÁ Ä×ÕÓ×ÑÚÎÕÀÏÂÌÁÓÔØ Ó ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÎÏÒÍÉÒÏ×ËÏÊ ÎÁ ÇÒÁÎÉ�Å ÌÅÇËÏ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏÆÕÎË�ÉÑ f ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó f1. �ÅÏÒÅÍÁ 1 ÄÏËÁÚÁÎÁ. �

§3. ï�ÅÎËÁ ÍÏÄÕÌÑ ÆÕÎË�ÉÉ Ó×ÅÒÈÕæÕÎË�ÉÑf2(z) ≡ f2(z;!; p; �) = �Tp [z(1 + !)2!(1 + z)2 (T−1p (!�)+ 
os �2p)
− 
os �2p]�ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÌÁÓÓÕ Mp(!; �), 0 < � < ∞. ïÎÁ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ ËÒÕÇ U ÎÁ�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ R(�Tp) Ó ÒÁÚÒÅÚÏÍ ×ÄÏÌØ ÌÕÞÁ ÎÁ ÌÉÓÔÅ D1(�), ÌÅÖÁÝÅÇÏÎÁÄ ÌÕÞÏÍ f2(1) 6 u 6 ∞.



îåòá÷åîó�÷á äìñ íïäõìåê æõîëãéê 53�ÅÏÒÅÍÁ 2. åÓÌÉ ÆÕÎË�ÉÑ f �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÌÁÓÓÕMp(!; �), 0<�<∞,ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ z ∈ (−1; 0) Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
|f(z)| 6 |f2(z)|: (9)òÁ×ÅÎÓÔ×Ï × (9) ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÉ f2.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f ËÌÁÓ-ÓÁ Mp(!; �), 0 < � < ∞, × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÅ z = −r, 0 < r < 1, ×Ù�ÏÌ-ÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

|f(−r)| > |f2(−r)|: (10)÷ �ÌÏÓËÏÓÔÉ C ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÎÄÅÎÓÁÔÏÒCr = (B;Er);ÇÄÅ ÎÁ ÜÔÏÔ ÒÁÚ B = U\[!; 1℄, Er = [−r; 0℄. æÕÎË�ÉÑ F = f=� ÏÔÏÂÒÁ-ÖÁÅÔ ÜÔÏÔ ËÏÎÄÅÎÓÁÔÏÒ ÎÁ ËÏÎÄÅÎÓÁÔÏÒ
Cr = (B; Er);ÌÅÖÁÝÉÊ ÎÁ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ R(F ) ËÌÁÓÓÁ Rp, B = F (B), Er = F (Er).ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ

C
1r = (B1; E 1r );ËÏÎÄÅÎÓÁÔÏÒ ÎÁ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉR(Tp), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏB1 ÅÓÔØ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ

R(Tp) Ó ÒÁÚÒÅÚÏÍ �Ï ÌÕÞÕ ÎÁ ÌÉÓÔÅ Dp, ÌÅÖÁÝÉÍ ÎÁÄ [!=�;+∞℄ �ÒÉÞÅÔÎÏÍ p É ÎÁÄ [−∞;−!=�℄ �ÒÉ p ÎÅÞÅÔÎÏÍ. íÎÏÖÅÓÔ×Ï E 1r ÅÓÔØ ÏÔ-ÒÅÚÏË ÎÁ ÌÉÓÔÅ D1 ÎÁÄ ÏÔÒÅÚËÏÍ [0; |f2(−r)=�|℄. îÅÔÒÕÄÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏËÏÎÄÅÎÓÁÔÏÒÙ Cr É C 1r ËÏÎÆÏÒÍÎÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ. ïÔÓÀÄÁ É ÉÚ ÕÔ×ÅÒ-ÖÄÅÎÉÑ 1 �ÏÌÕÞÁÅÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (6). ëÁË É �ÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÅ-ÏÒÅÍÙ 1, ÎÏ Ó ÕÞÅÔÏÍ (10) ×ÍÅÓÔÏ (5), ÕÂÅÖÄÁÅÍÓÑ × Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÔÉ×ËÌÀÞÅÎÉÊ: SymEr ⊃ E
1r ; SymB ⊂ B

1:ðÏÜÔÏÍÕ ×ÎÏ×Ø ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (8), ÞÔÏ ×ÍÅÓÔÅ Ó (6) ÄÁÅÔÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×Ï ×ÓÅÈ ÜÔÉÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÈ. úÁËÌÀÞÅÎÉÅ Ï ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ �Ï ÆÏÒÍÅ Ó ËÏÎ�Ï×ËÏÊ ÄÏËÁ-ÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ 1. �ÅÏÒÅÍÁ 2 ÄÏËÁÚÁÎÁ. �ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ1. P. Montel, Le
ons sur les fon
tions univalentes ou multivalentes. | Paris,Gauthier-Villars, 1933.2. J. Krzyz, On univalent fun
tions with two preassigned values. | Ann. Univ. Mari-ae Curie-Sklodowska, Se
. A, 15 (1961), No. 5, 57{77.
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