
úÁ�ÉÓËÉ ÎÁÕÞÎÙÈÓÅÍÉÎÁÒÏ× ðïíé�ÏÍ 429, 2014 Ç.å. ð. çÏÌÕÂÅ×Áðòïâìåíá óáìåíá äìñ æõîëãéé, ïâòá�îïêæõîëãéé íéîëï÷óëïçï ?(t)ñ×ÎÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ ÚÎÁÍÅÎÉÔÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ íÉÎËÏ×ÓËÏÇÏ ?(t) ÏÓÎÏ-×ÁÎÏ ÎÁ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ t × ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÕÀ ÄÒÏÂØ: ÅÓÌÉ0 6 t < 1 É t = [0; k1; : : : ; kl; : : : ℄; (1)ÔÏ ?(t) = 1=2k1−1 − 1=2k1+k2−1 + : : : :íÉÎËÏ×ÓËÉÊ [1℄ ××ÅÌ ÜÔÕ ÆÕÎË�ÉÀ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ×ÚÁ-ÉÍÎÏ-ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ ÉÚ(0; 1) É ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÍÉ ÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÑÍÉ ÉÚ (0; 1).üÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÏÓÎÏ×ÁÎÏ ÎÁ ÔÏÍ ÆÁËÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÉÒ-ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÅÊ (É ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÎÉÈ) ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ (1) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÅÒÉÏ-ÄÉÞÅÓËÉÍ É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ?(t) �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ.óÁÌÅÍ [2℄ �ÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ ?(t), ËÏÔÏÒÁÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÔÒÏÇÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÊÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ ç£ÌØÄÅÒÁ Ó �ÏËÁÚÁÔÅ-ÌÅÍ log 2=2 log 1+√52 .ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ?′(t) = 0 �ÏÞÔÉ ×ÓÀÄÕ É ÄÒÕÇÉÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ?′(t) ÎÅ �ÒÉÎÉÍÁÅÔ.òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ èÁÕÓÄÏÒÆÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ÇÄÅ ?′(t) = ∞, Ï�ÅÎÅÎÁ ÓÎÉÚÕ(ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [3, 4℄).ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÏÞËÉ, × ËÏÔÏÒÙÈ ?′(t) ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ.(íÏÖÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÅÊ t �ÏÓÌÅÄ-ÎÉÊ ÓÌÕÞÁÊ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÅÎ, Ô.Å. ?′(t) = 0 ÉÌÉ ?′(t) = ∞. üÔÏÔ ÆÁËÔ, ×ÏÚ-ÍÏÖÎÏ, ÉÚ×ÅÓÔÅÎ, ÎÏ ÏÂÎÁÒÕÖÉÔØ ÅÇÏ × ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÅ ÎÅ ÕÄÁÌÏÓØ.)óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÑÄ ÏÂÏÂÝÅÎÉÊ ÆÕÎË�ÉÉ ?(t), ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ ÉÚËÏÔÏÒÙÈ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ äÁÎÖÕÁ ([5℄).�ÁÍ ÖÅ ÂÙÌÏ ÎÁÊÄÅÎÏ Ñ×ÎÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ.÷ ÒÁÂÏÔÅ [6℄ ÂÙÌÉ ××ÅÄÅÎÙ ÆÕÎË�ÉÉ, ÒÏÄÓÔ×ÅÎÎÙÅ ?(t) É ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÅÔÁËÉÍÉ ÖÅ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ.ëÌÀÞÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á: ÆÕÎË�ÉÑ íÉÎËÏ×ÓËÏÇÏ ?(t), ÄÅÒÅ×Ï æÁÒÅÑ, ×Ï�ÒÏÓ óÁÌÅÍÁ.11



12 å. ð. çïìõâå÷áóÁÌÅÍ [2℄ �ÏÓÔÁ×ÉÌ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ×Ï�ÒÏÓ: ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ ÌÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔæÕÒØÅ{óÔÉÌÔØÅÓÁ bn = 1
∫0 os 2�ntd?(t)Ë 0 �ÒÉ n → ∞?üÔÏÔ ×Ï�ÒÏÓ ÂÙÌ (�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ) ÒÅÛÅÎ × ÒÁÂÏÔÅ [7℄. ïÄÎÁËÏ × ÒÁ-ÂÏÔÅ [8℄ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ × ÒÁÂÏÔÅ [7℄ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅÕ-ÓÔÒÁÎÉÍÙÊ �ÒÏÂÅÌ.÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÅ ÍÙ ÒÅÛÁÅÍ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÕÀ ÚÁÄÁÞÕ ÄÌÑ ÏÂÒÁÔÎÏÊÆÕÎË�ÉÉ: ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ ÌÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ�n = 1
∫0 os(2�n?(t)) dtË 0 �ÒÉ n → ∞. ÷ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÔ×ÅÔ ÎÁ ×Ï�ÒÏÓ óÁÌÅÍÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÍ (ÓÍ. ÔÅÏÒÅÍÕ ÎÉÖÅ).÷ÓÀÄÕ × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÞÅÒÅÚ Wn ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅËÄÅÒÅ×Á æÁÒÅÑ �ÏËÏÌÅÎÉÑ n:Wn = {p=q : p=q = [0; k1; : : : kl℄; ∑16i6l ki = n+ 1}:ïÓÎÏ×ÎÙÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÒÁÂÏÔÙ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ�ÅÏÒÅÍÁ. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÏÓÔÏÑÎÎÁÑ C > 0 ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏ-ÒÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ nk (nk → ∞) ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï�nk > C:òÁÚÏÂßÅÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÎÁ ÒÑÄ ÌÅÍÍ.ìÅÍÍÁ 1. ðÕÓÔØ n = 2k, ÔÏÇÄÁ�n = 2 1

∫1=2 os(2�?(t))fk(t) dt;ÇÄÅ ÆÕÎË�ÉÑ fm(t) Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ �ÒÉ 1=2 6 t 6 1 ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÍ ÓÏÏÔÎÏ-ÛÅÎÉÅÍ f0(t) = 1; fm+1(t) = fm( 11+t)(1 + t)2 + fm( 12−t)(2− t)2 : (2)



ðòïâìåíá óáìåíá 13äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ ?(t) ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉÓ×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ: ?(1− t) = 1−?(t);?( 11 + t) = 1− 12?(t):óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,�2k = 2 1
∫0 os(2�2k?(t)) dt = 2 1

∫1=2 os(2�2k?(t)) dt:óÄÅÌÁÅÍ × �ÏÓÌÅÄÎÅÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÅ ÚÁÍÅÎÕ t → 1=(1 + t). �ÏÇÄÁ�2k = 2 1
∫0 os(2�2k−1?(t))(1 + t)−2 dt= 2 1=2
∫0 os(2�2k−1?(t))(1 + t)−2 dt+ 2 1
∫1=2 os(2�2k−1?(t))(1 + t)−2 dt:÷ �ÅÒ×ÏÍ ÓÌÁÇÁÅÍÏÍ ÚÁÍÅÎÉÍ t → 1− t, ÔÏÇÄÁ�2k = 2 ∫ 11=2 os(2�2k−1?(t))((1 + t)−2 + (2− t)−2) dt= 2 1

∫1=2 os(2�2k−1?(t))f1(t) dt:ðÏ×ÔÏÒÑÑ ÜÔÉ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ (t → 1=(1 + t); t → 1 − t) k ÒÁÚ, ÉÍÅÅÍÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ. �ìÅÍÍÁ 2. æÕÎË�ÉÑ fm(t), Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ × (2), ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉÓ×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ:1. fm(t) ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅfm(t) = ∑p=q∈Wm ((q − pt)−2 + (q − p(1− t))−2); (3)



14 å. ð. çïìõâå÷á2. fm(t) ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ ÎÁ [ 12 ; 1];3. åÓÌÉ fm(1=2) →m→∞
0; ÔÏ fm(t) →m→∞

0ÄÌÑ ×ÓÅÈ t ∈ [1=2; 1);4. 1
∫1=2 fm(t) dt = 1=2:äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏËÁÖÅÍ Ó×ÏÊÓÔ×Ï 1 �Ï ÉÎÄÕË�ÉÉ. éÍÅÅÍf1(t) = 1(1 + t)2 + 1(2− t)2 = ∑p=q∈W1={1=2}( 1(q − pt)2 + 1(q − p (1− t))2):ðÕÓÔØ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ m Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÔÏÇÄÁ × ÓÉÌÕ (3)fm+1(t) = ∑p=q∈Wm ( 1

(q − p 11+t)2(1 + t)2 + 1
(q − p(1− 11+t))2(1 + t)2+ 1

(q − p 12−t)2(2− t)2 + 1
(q − p(1− 12−t))(2− t)2)= ∑p=q∈Wm ( 1((q − p) + qt)2 + 1(q + (q − p)t)2+ 1((2q − p)− qt)2 + 1((2q − p)− (q − p)t)2):ïÄÎÏÊ ÉÚ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÆÏÒÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Wm+1 Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ: Wm+1 = {r = q2q−p É r = q−p2q−p ; pq ∈ Wm}.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,

∑p′=q′∈Wm+1 ( 1(q′ − p′t)2 + 1(q′ − p′(1− t))2)= ∑p=q∈Wm ( 1((2q − p)− qt)2 + 1((2q − p)− (q − p)t)2 + 1((q − p) + qt)2+ 1(q + (q − p)t)2) = fm+1(t):



ðòïâìåíá óáìåíá 15ó×ÏÊÓÔ×Ï 2 ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ, �ÏÓËÏÌØËÕf ′k(t) = 2 ∑p=q∈Wk ( p(q − pt)3 −
p(q − p(1− t))3)É t > 1− t.äÏËÁÖÅÍ Ó×ÏÊÓÔ×Ï 3. ðÕÓÔØ fk(1=2) →k→∞

0. �ÁË ËÁË fk+1(1=2) =89fk(2=3), ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ fk(2=3) →k→∞
0. îÏ fk(t) { ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑÆÕÎË�ÉÑ É, ÚÎÁÞÉÔ, fk(t) →k→∞

0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ t ∈ [1=2; 2=3℄.ðÒÉ ÌÀÂÏÍ �ÅÌÏÍ m > 2 ÍÙ ÉÍÅÅÍfk+1(m− 1m ) = m2(2m− 1)2 fk( m2m− 1)+ m2(m+ 1)2 fk( mm+ 1):�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, fk( mm+1) →k→∞
0 ×ÍÅÓÔÅ Ó fk( m2m−1) É fk(m−1m ), Á ÉÚÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ fk(t) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ fk(t) →k→∞

0 ×Ï ×ÓÅÈ �ÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÈÔÏÞËÁÈ ÉÚ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ [m−1m ; mm+1].ó×ÏÊÓÔ×Ï 4 ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÁË ÖÅ, ËÁË ÌÅÍÍÁ 1. éÍÅÅÍ1
∫1=2 f0(t) dt = 12 = 1

∫1=2 ( 1(1 + t)2 + 1(2− t)2) dt = 1
∫1=2 f1(t) dt = : : : :

�ìÅÍÍÁ 3. ðÕÓÔØ n = 2k, �n = 2�k, ÇÄÅ�k = 1
∫1=2 os(2�?(t))fk(t) dt;ÔÏÇÄÁ �k = 1

∫2=3 os(2�?(t))(fk(t)− fk( t3t− 1)(3t− 1)−2) dt:äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÍÅÅÍ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 1�n = 2 1
∫1=2 os(2�?(t))fk(t) dt = 2�k:



16 å. ð. çïìõâå÷áòÁÚÏÂØÅÍ �ÒÏÍÅÖÕÔÏË ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÎÁ Ä×Á, [1=2; 2=3℄ É [2=3; 1℄, É ×ÉÎÔÅÇÒÁÌÅ �Ï �ÅÒ×ÏÍÕ �ÒÏÍÅÖÕÔËÕ �ÏÌÏÖÉÍ t = u=(3u−1). ðÒÉ t = 1=2u = 1 É �ÒÉ t = 2=3 u = 2=3, dt = −(3u− 1)−2 du.äÌÑ t ∈ [1=2; 2=3℄ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ × ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÕÀ ÄÒÏÂØ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ t =[0; 1; 1; k;�℄, ÇÄÅ k { �ÅÌÏÅ, k > 1, 0 6 � < 1. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁu = [0; 1; k + 1;�℄. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, t = (k + 1 + �)=(2k + 1 + 2�), Á[0; 1; k+1;�℄ = (k+1+�)=(k+2+�). ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ [0; 1; k+1;�℄ =t=(3t− 1) = u.÷ÙÞÉÓÌÉÍ ?(t) É ?(u). éÍÅÅÍ?(t) = 1− 12 + 12k+1 (1−?(�))É ?(u) = 1− 12k+1 (1−?(�)):ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ?(u)+?(t) = 3=2 É os(2�?(t)) = − os(2�?(u)):ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ �ÏÓÌÅÄÎÅÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ×2=3
∫1=2 os(2�?(t))fk(t) dt;ÉÍÅÅÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ. �ìÅÍÍÁ 4. ðÕÓÔØ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ Sk ÚÁÄÁÎÁ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍÉSk = ∑p=q∈Wk 1=q2:�ÏÇÄÁ �k > CSk, ÇÄÅ C > 0 { ÁÂÓÏÌÀÔÎÁÑ �ÏÓÔÏÑÎÎÁÑ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÉ t > 2=3 ÉÍÅÅÍ ?(t) > 3=4 É os(2�?(t)) > 0.åÓÌÉ t > t0 > 2=3, ÔÏos 2�?(t) > C = C(t0) > 0: (4)÷ ÓÉÌÕ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ 1 ÌÅÍÍÙ 2 ÉÍÅÅÍfk(t=(3t−1))(3t−1)−2 = ∑p=q∈Wk ((q(3t−1)−pt)−2+(q(3t−1)−p(2t−1))−2)



ðòïâìåíá óáìåíá 17É fk(t)−fk(t=(3t− 1))(3t− 1)−2= ∑p=q∈Wk((q − pt)−2−(q(3t− 1)−pt)−2)+ ∑p=q∈Wk (q − p(1− t))−2 − (q(3t− 1)− p(2t− 1))−2): (5)ðÒÉ t > 2=3 q 6 (3t − 1)q, ÔÏ ÅÓÔØ × �ÅÒ×ÏÊ ÓÕÍÍÅ ×ÓÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙ. ðÒÉ t > t0 > 2=3 ÉÍÅÅÍ(q − pt)−2 − (q(3t− 1)− pt)−2 > Cq−2;ÇÄÅ C > 0 �ÏÓÔÏÑÎÎÁÑ, ÚÁ×ÉÓÑÝÁÑ ÔÏÌØËÏ ÏÔ t0.áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, �ÒÉ t 6 1q − p(1− t) 6 (3t− 1)q − p(2t− 1)É, ÚÎÁÞÉÔ, ×Ï ×ÔÏÒÏÊ ÓÕÍÍÅ × (5) ×ÓÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙ.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Ó ÕÞÅÔÏÍ (4) ÉÍÅÅÍ�k = 1
∫2=3 os(2�?(t))(fk(t)− fk(t=(3t− 1))) dt= t0
∫2=3 os(2�?(t))(fk(t)− fk(t=(3t− 1))) dt+ 1
∫t0 os(2�?(t))(fk(t)− fk(t(3t− 1))(3t− 1)−2)) dt

>

1
∫t0 CSk dt > CSk: �óÌÅÄÓÔ×ÉÅ. åÓÌÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ Sk ÎÅ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ �ÒÉk → ∞, ÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÄÏËÁÚÁÎÏ.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÇÉ�ÏÔÅÔÉÞÅÓËÕÀ ÓÉ-ÔÕÁ�ÉÀ, ËÏÇÄÁ Sk → 0 �ÒÉ k → ∞.úÁÍÅÞÁÎÉÅ. éÚÕÞÉÔØ �Ï×ÅÄÅÎÉÅ Sk �ÒÉ ÂÏÌØÛÉÈ k ÎÅ ÕÄÁÌÏÓØ. íÏÖÎÏÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ∞
∑k=1Sk =∞.



18 å. ð. çïìõâå÷áìÅÍÍÁ 5. éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ Ï�ÅÎËÁfk(1=2) > 2Sk:äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÓÒÁÚÕ ÖÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ Ñ×ÎÏÇÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ fk(t).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ. ëÁË ÕÖÅ Õ�ÏÍÉÎÁÌÏÓØ ×ÙÛÅ (ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅÉÚ ÌÅÍÍÙ 4), ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ fk(1=2) →k→∞
0.úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅ 23 < t0 < 1. éÚ �. 4 ÌÅÍÍÙ 2 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÍÙÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ fk(t) < " �ÒÉ ×ÓÅÈ t 6 t0 É k > K(") (ÚÄÅÓØ " > 0�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ ÍÁÌÏ).�ÏÇÄÁ

∣

∣

∣

∣

t0
∫1=2 os(2�?(t))fk(t) dt∣∣∣∣ =k→∞

o(1)É t0
∫1=2 fk(t) dt =k→∞

o(1):á ÔÏÇÄÁ �k = 1
∫1=2 os(2�?(t))fk(t) dt = 1

∫t0 os(2�?(t))fk(t)dt+ t0
∫1=2 os(2�?(t))fk(t)dt > C 1

∫t0 fk(t)dt+ o(1);ÇÄÅ C = os 2�?(t0) > 0.äÌÑ �ÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÉÍÅÅÍ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ,1
∫t0 fk(t)dt = 1

∫1=2 fk(t)dt+ o(1) = 1=2 + o(1):�ÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ. �
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