
úÁ�ÉÓËÉ ÎÁÕÞÎÙÈÓÅÍÉÎÁÒÏ× ðïíé�ÏÍ 428, 2014 Ç.à. ë. äÅÍØÑÎÏ×ÉÞ, â. ç. ÷ÁÇÅÒï óðìáêî-÷óðìåóëï÷ïê äåëïíðïúéãéé îáï�òåúëå 1. ÷×ÅÄÅÎÉÅó�ÌÁÊÎ-×Ó�ÌÅÓËÏ×ÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÏÂÙÞÎÏ ÁÓÓÏ�ÉÉÒÕÅÔÓÑ Ó �ÒÅÄ-ÓÔÁ×ÌÅÎÉÅÍ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ × ×ÉÄÅ Ä×ÕÈ (ÉÌÉ ÂÏÌÅÅ)ÞÉÓÌÏ×ÙÈ ÉÎÆÏÍÁ�ÉÏÎÎÙÈ �ÏÔÏËÏ×, �ÏÚ×ÏÌÑÀÝÉÈ (× ÓÌÕÞÁÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉ-ÍÏÓÔÉ) �ÒÁËÔÉÞÅÓËÉ �ÏÌÎÏÓÔØÀ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÉÓÈÏÄÎÕÀ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÀ.ïÄÉÎ ÉÚ ÜÔÉÈ �ÏÔÏËÏ× ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÏÓÎÏ×ÎÙÍ, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ { ÕÔÏÞÎÑÀÝÉ-ÍÉ (×Ó�ÌÅÓËÏ×ÙÍÉ). îÅËÏÔÏÒÙÅ ×ÁÒÉÁ�ÉÉ Á��ÁÒÁÔÁ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ (×ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ×ÙÂÏÒ ÎÏÓÉÔÅÌÅÊ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÏ× ÂÉÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ)�ÒÉ×ÏÄÑÔ Ë ÒÁÚÌÉÞÎÙÍ ×ÁÒÉÁÎÔÁÍ Ó�ÌÁÊÎ-×Ó�ÌÅÓËÏ× (ÓÍ. [1℄). ïÂÙÞ-ÎÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍ Ó�ÌÁÊÎ-×Ó�ÌÅÓËÏ×ÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÒÅÄÓÔÁ-×ÌÅÎ × ×ÉÄÅ ÒÑÄÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ, ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÁÓÓÏ-�ÉÉÒÕÅÔÓÑ Ó ÕÄÁÌÅÎÉÅÍ ÕÚÌÁ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÓÅÔËÉ. ÷ Ó×ÑÚÉ Ó ÜÔÉÍ ×ÏÚÎÉ-ËÁÅÔ ×Ï�ÒÏÓ, ÚÁ×ÉÓÉÔ ÌÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÏÔ �ÏÒÑÄËÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ Ï�ÅÒÁ-�ÉÊ ÉÚ ÚÁÒÁÎÅÅ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Ï�ÅÒÁ�ÉÊ (�ÒÉ ÓÏÈÒÁÎÅ-ÎÉÉ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ). ÷ ÒÁÂÏÔÅ [2℄ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÁ ÎÅ-ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ Ó�ÌÁÊÎ-×Ó�ÌÅÓËÏ×ÏÇÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ �ÅÒ×ÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ ÏÔ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÕÄÁÌÅÎÉÑ ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÕÚÌÏ× ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÓÅÔËÉ, Á × [3℄�ÏÌÕÞÅÎÙ ÕÓÌÏ×ÉÑ Õ�ÏÍÑÎÕÔÏÊ ÎÅÚÁ×ÉÓÍÏÓÔÉ ÄÌÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÊ ×ÔÏÒÏÇÏ�ÏÒÑÄËÁ × ÓÌÕÞÁÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÓÅÔËÉ.ãÅÌØ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÙ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÉ ÕÓÌÏ×ÉÊ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ-ÓÔÉ Ó�ÌÁÊÎ-×Ó�ÌÅÓËÏ×ÏÇÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ×ÔÏÒÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ ÏÔ �ÏÓÌÅÄÏ-×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ × ÓÌÕÞÁÅ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÓÅÔËÉ. úÄÅÓØÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ �ÏÎÑÔÉÅ k-ÌÏËÁÌÉÚÏ×ÁÎÎÙÈ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÓÅÔËÅ ÓÉÓÔÅÍÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÏ× É ×ÙÄÅÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ×, × ËÏÔÏÒÏÍ ÉÍÅ-ÅÔÓÑ ÌÉÛØ ÏÄÉÎ ÌÅ×ÙÊ ÏÂÒÁÔÎÙÊ Ë Ï�ÅÒÁÔÏÒÕ ×ÌÏÖÅÎÉÑ Ó�ÌÁÊÎÏ×ÙÈ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×.ëÌÀÞÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á: Á��ÒÏËÓÉÍÁ�ÉÏÎÎÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ, Ó�ÌÁÊÎÙ, ×ÜÊ×ÌÅÔÙ, ÄÅËÏÍ-�ÏÚÉ�ÉÑ, ÒÅËÏÎÓÔÒÕË�ÉÑ, ×ÌÏÖÅÎÎÏÓÔØ, �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ, ËÁÌÉÂÒÏ×ÏÞÎÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ.òÁÂÏÔÁ ÞÁÓÔÉÞÎÏ �ÏÄÄÅÒÖÁÎÁ ÇÒÁÎÔÏÍ òææé 13-01-00096.107



108 à. ë. äåíøñîï÷éþ, â. ç. ÷áçåò÷Ï ×ÔÏÒÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÄÁÎÎÏÊ ÓÔÁÔØÉ ××ÏÄÑÔÓÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ É �ÒÉ×ÏÄÑÔ-ÓÑ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ. �ÒÅÔÉÊ É ÞÅÔ×ÅÒÔÙÊ ÒÁÚÄÅÌÙ �ÏÓ×ÑÝÅ-ÎÙ Ï�ÉÓÁÎÉÀ ×ÌÏÖÅÎÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Ó�ÌÁÊÎÏ×, �ÑÔÙÊ { �ÏÓÔÒÏÅÎÉÀÍÁÔÒÉ�Ù �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ, Á ÛÅÓÔÏÊ { Ó�ÌÁÊÎ-×Ó�ÌÅÓËÏ×ÏÍÕ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÀ.÷ ÓÅÄØÍÏÍ É ×ÏÓØÍÏÍ ÒÁÚÄÅÌÁÈ ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ ÓÏ×�ÁÄÅÎÉÅ Ï�ÅÒÁ�ÉÊÓ�ÌÁÊÎ-×Ó�ÌÅÓËÏ×ÙÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ, �ÏÌÕÞÅÎÎÙÈ �ÒÉ ÒÁÚÌÉÞÎÏÊ ÏÞÅ-ÒÅÄÎÏÓÔÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ.2. ðÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÙÅ Ó×ÅÄÅÎÉÑ. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏB'-Ó�ÌÁÊÎÏ×÷ ÜÔÏÍ �ÕÎËÔÅ ÉÚÌÁÇÁÀÔÓÑ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑÉ ÔÅÏÒÅÍÙ, ÕÓÔÁÎÁ×ÌÅÎÎÙÅ × ÒÁÂÏÔÅ [1℄.ðÕÓÔØ K0 > 1 { Á�ÒÉÏÒÉ ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. îÁ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÏÓÉ ÒÁÓ-ÓÍÏÔÒÉÍ (ËÏÎÅÞÎÙÊ ÉÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÊ) ÉÎÔÅÒ×ÁÌ (�; �) É ÓÅÔËÉ X ×ÉÄÁX : · · · < x−1 < x0 < x1 < · · · ; (2:1)ÓÏ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ� def= limj→−∞
xj ; � def= limj→+∞

xj ; K−10 6
xj+1 − xjxj − xj−1 6 K0: (2:2)÷×ÅÄÅÍ ÔÒÅÈËÏÍ�ÏÎÅÎÔÎÕÀ ×ÅËÔÏÒ-ÆÕÎË�ÉÀ (ÓÔÏÌÂÅ�) ' : (�; �) 7→ R

3ËÌÁÓÓÁ C2(�; �), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ×ÒÏÎÓËÉÁÎ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ ×ÅËÔÏÒ-ÆÕÎË�ÉÉ'(t) ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÏÔÄÅÌÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ:
| det('(t); ' ′(t); ' ′′(t))| > 
 > 0 ∀t ∈ (�; �): (2:3)ðÏÌÁÇÁÑ 's def= '(xs), '′s def= '′(xs), '′′s def= '′′(xs), ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÉÍ×ÏÌÉÞÅ-ÓËÉÊ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØâ('j+1; '′j+1; 'j+2; '′j+2)def= − det( 'j+1 '′j+1det('j+2; '′j+2; 'j+1) det('j+2; '′j+2; '′j+1))É �ÏÌÏÖÉÍ aj def= â('j+1; '′j+1; 'j+2; '′j+2):ðÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÏÍ hX def= supj∈Z(xj+1 − xj) �Å�ÏÞËÁ ×ÅËÔÏÒÏ×

{aj}j∈Z �ÏÌÎÁÑ, Ô.Å. ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑdet(aj−2; aj−1; aj) 6= 0 ∀j ∈ Z: (2:4)÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (2.4) ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ.



ï óðìáêî-÷óðìåóëï÷ïê äåëïíðïúéãéé 109ðÕÓÔØ ÔÒÅÈËÏÍ�ÏÎÅÎÔÎÙÅ ×ÅËÔÏÒ-ÓÔÏÌÂ�Ù bs Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ ÔÏÖÄÅÓÔ-×ÁÍÉ bTs x ≡ det('s; '′s;x) ∀x ∈ R
3:ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏbTs aj = − det( det('s; '′s; 'j+1) det('s; '′s; '′j+1)det('j+2; '′j+2; 'j+1) det('j+2; '′j+2; '′j+1)) :ãÅ�ÏÞËÁ ×ÅËÔÏÒÏ× {bTs } ÌÏËÁÌØÎÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁ (ÓÍ. [2℄) �Å�ÏÞËÅ ×ÅË-ÔÏÒÏ× {aj}, Ô.Å. bTj aj−2 = bTj aj−1 = 0 ∀j ∈ Z:÷×ÉÄÕ �ÏÌÎÏÔÙ �Å�ÏÞËÉ {aj} Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑbTj aj 6= 0; bTj aj−3 6= 0 ∀j ∈ Z: (2:5)ðÏÌÏÖÉÍSj def= ⋃s=j;j+1;j+2(xs; xs+1) ∀j ∈ Z; G def= ⋃j∈Z

(xj ; xj+1);É Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎË�ÉÉ !j ÄÌÑ ÓÅÔËÉ X ÉÚ Á��ÒÏËÓÉÍÁ�ÉÏÎÎÙÈ ÓÏÏÔÎÏ-ÛÅÎÉÊ
∑j∈Z

aj!j(t) ≡ '(t) ∀t ∈ G; (2.6)!j(t) = 0 ∀t ∈ G \ Sj ; j ∈ Z: (2.7)éÚ (2.7) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ �ÒÉ t ∈ (xi; xi+1) ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (2.6) ÍÏÖÎÏ�ÅÒÅ�ÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅai−2 !i−2(t) + ai−1 !i−1(t) + ai !i(t) ≡ '(t): (2:8)óÉÓÔÅÍÁ (2.8) ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ!i−2(t), !i−1(t), !i(t), ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÈ �ÒÉ ËÁÖÄÏÍ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍt ∈ (xi; xi+1) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ i ∈ Z; �ÏÌÕÞÁÅÍÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ !j ÌÅÖÉÔ × �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Å C1(�; �).éÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅ ×ÅËÔÏÒ-ÓÔÏÌÂ�Ï× bs Ó ÕÞÅÔÏÍ Ó×ÏÊÓÔ× (2.5) �ÏÚ×ÏÌÑÅÔÄÁÔØ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÊ !j .÷×ÅÄÅÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï S Ó�ÌÁÊÎÏ× ×ÔÏÒÏÇÏ �ÏÒÑÄ-ËÁ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ
S = S(X;') def= Cl(L{!j | j ∈ Z});



110 à. ë. äåíøñîï÷éþ, â. ç. ÷áçåòÇÄÅ Cl(L{: : : }) ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ (× ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ �ÏÔÏÞÅÞÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏ-ÓÔÉ) ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÉ ÆÕÎË�ÉÊ, ÎÁÈÏÄÑÝÉÈÓÑ × ÆÉÇÕÒÎÙÈ ÓËÏÂËÁÈ.åÓÌÉ '(t) def= (1; t; t2)T , ÔÏ S(X;') ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ Ó�ÌÁÊ-ÎÏ× ×ÔÏÒÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ Ó ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ ÄÅÆÅËÔÏÍ.3. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ó�ÌÁÊÎÏ× ÎÁ ÕËÒÕ�ÎÅÎÎÏÊ ÓÅÔËÅäÌÑ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ k ∈ Z �ÏÌÏÖÉÍx̃j def= xj �ÒÉ j 6 k É x̃j def= xj+1 �ÒÉ j > k + 1 (3:1)É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÏ×ÕÀ ÓÅÔËÕX{k+1} : · · · < x̃−1 < x̃0 < x̃1 < · · · :äÌÑ ËÒÁÔËÏÓÔÉ × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÈ ÏÂßÅËÔÏ×ÏÔ k ÏÔÍÅÞÁÅÍ ÎÅ ×Ï ×ÓÅÈ ÓÌÕÞÁÑÈ.ðÏÌÁÇÁÑ '̃s def= '(x̃s), '̃′s def= '′(x̃s), '̃′′s def= '′′(x̃s), ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �Å�ÏÞËÕ×ÅËÔÏÒÏ× ãj def= â('̃j+1; '̃′j+1; '̃j+2; '̃′j+2); j ∈ Z: (3:2)÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ �Å�ÏÞËÁ ×ÅËÔÏÒÏ× {ãj}j∈Z �ÏÌÎÁÑ.ðÕÓÔØS̃j def= ⋃s=j;j+1;j+2(x̃s; x̃s+1) ∀j ∈ Z; G̃ def= ⋃j∈Z

(x̃j ; x̃j+1):ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎË�ÉÉ !̃j ÉÚ Á��ÒÏËÓÉÍÁ�ÉÏÎÎÙÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ
∑j∈Z

ãj !̃j(t) ≡ '(t) ∀t ∈ G̃; (3:3)!̃j(t) = 0 ∀t ∈ G̃\S̃j : (3:4)ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ j ∈ Z\{k − 2; k − 1; k} É t ∈ (�; �) Ó�ÌÁÊÎÙ !̃jÓÏ×�ÁÄÁÀÔ Ó ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÍÉ ÒÁÎÅÅ Ó�ÌÁÊÎÁÍÉ:!̃j(t) ≡ !j(t) ∀j 6 k − 3; !̃j(t) ≡ !j+1(t) ∀j > k + 1: (3:5)TÅÏÒÅÍÁ 1. ðÒÉ t ∈ (�; �) Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á:!̃k−2(t) = !k−2(t) + ãk!k−1(t); (3:6)!̃k−1(t) = b̃k!k−1(t) + 
̃k!k(t); (3:7)!̃k(t) = d̃k!k(t) + !k+1(t) ∀t ∈ (�; �); (3:8)



ï óðìáêî-÷óðìåóëï÷ïê äåëïíðïúéãéé 111ÇÄÅ̃ak def= bTk+2ak−1bTk+2ak−2 ; b̃k def= bTk−1ak−1bTk−1ãk−1 ; 
̃k def= bTk+3akbTk+3ãk−1 ; d̃k def= bTk akbTk ak+1 ;�ÒÉÞÅÍ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ak É bk Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ 'k−1, 'k,'k+1, 'k+2, '′k−1, '′k, '′k+1, '′k+2, Á ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ 
k É dk Ï�ÒÅÄÅÌÑ-ÀÔÓÑ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ 'k, 'k+1, 'k+2, 'k+3, '′k, '′k+1, '′k+2, '′k+3.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1. åÓÌÉ Ä×ÁÖÄÙ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁÑ ×ÅËÔÏÒ-ÆÕÎË�ÉÑ '(t) ÚÁÄÁÎÁ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [x−1; xN+1℄ É ÎÁ ÎÅÍ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ (2.3), ÔÏ ÆÏÒÍÕÌÙ (3.6){(3.8) Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù �ÒÉ ÕÄÁÌÅÎÉÉk+1-ÇÏ ÕÚÌÁ, ÇÄÅ × ËÁÞÅÓÔ×Å k ÍÏÖÅÔ ÆÉÇÕÒÉÒÏ×ÁÔØ ÌÀÂÏÅ ÉÚ ÞÉÓÅÌÍÎÏÖÅÓÔ×Á {0; 1; : : : ; N − 2}.�ÅÏÒÅÍÁ 2. ðÒÉ ×ÓÅÈ t ∈ (�; �) Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ËÁÌÉÂÒÏ×ÏÞÎÙÅ ÓÏÏÔÎÏ-ÛÅÎÉÑ !̃i(t) =∑j p̃i;j!j(t); (3:9)ÇÄÅ ÄÌÑ i; j ∈ Z ÞÉÓÌÁ p̃i;j ÏÔÙÓËÉ×ÁÀÔÓÑ �Ï ÆÏÒÍÕÌÁÍ:
p̃i;j = Æi;j �ÒÉ i 6 k − 3; ∀j ∈ Z; (3:10)

p̃k−2;k−2 = 1; p̃k−2;k−1 = ãk; (3:11)
p̃k−2;j = 0 �ÒÉ j =∈ {k − 2; k − 1}; p̃k−1;k−1 = b̃k; (3:12)

p̃k−1;k = 
̃k; p̃k−1;j = 0 �ÒÉ j =∈ {k − 1; k}; (3:13)
p̃k;k = d̃k; p̃k;k+1 = 1; (3:14)

p̃k;j = 0 �ÒÉ j =∈ {k; k + 1}; (3:15)
p̃i;j = Æi;j−1 �ÒÉ i > k + 1; ∀j ∈ Z; (3:16)ÇÄÅ ãk, b̃k, 
̃k, d̃k Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ × ÔÅÏÒÅÍÅ 1.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÆÏÒÍÕÌ (3.9){(3.16) ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅ-ÎÉÊ (3.1) É (3.5){(3.8). �ðÏÌÏÖÉÍ
S̃ = S(X{k+1}; ') def= Cl(L{!̃j | j ∈ Z}):éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 2 �ÏÌÕÞÁÅÍ

S̃ ⊂ S ⊂ C1(�; �):äÌÑ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ f ÉÚ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á (C1)∗ ÂÕÄÅÍ �ÉÓÁÔØsupp f ⊂ [
; d℄, ÅÓÌÉ ÚÎÁÞÅÎÉÅ 〈f; u〉 ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ f ÎÁ ÆÕÎË�ÉÉ u ∈



112 à. ë. äåíøñîï÷éþ, â. ç. ÷áçåòC1 Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÜÔÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (
; d). åÓÌÉsupp f ⊂ [a0 − �; a0 + �℄ ∀� > 0, ÔÏ �ÉÛÅÍ supp f = a0.�ÅÏÒÅÍÁ 3. ÷ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÈ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÑÈ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙÓÉÓÔÅÍÁ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÏ× {gi}i∈Z ÉÚ (C1(�; �))∗ ÂÙÌÁ ÂÉÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÓÉÓÔÅÍÅ ÆÕÎË�ÉÊ {!j}j∈Z,
〈gi; !j〉 = Æi;j ∀i; j ∈ Z; (3:17)ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ, Á ÅÓÌÉ supp gi ⊂ [xi; xi+1℄; (3:18)ÔÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ
〈gi; '〉 = ai ∀i ∈ Z: (3:19)äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌ (2.6){(2.8).úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1. ÷ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ (2.3) ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÏ×ÓÏ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ (3.17){(3.19) ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÏ × ÒÁÂÏÔÅ [1℄ ÔÁÍ ÖÅ �ÒÅÄÓÔÁ-×ÌÅÎÁ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÑ ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÏ×.äÌÑ ÕËÒÕ�ÎÅÎÎÏÊ ÓÅÔËÉ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Á ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ.�ÅÏÒÅÍÁ 4. äÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÓÉÓÔÅÍÁ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÏ× {g̃i}i∈ZÉÚ (C1(�; �))∗ ÂÙÌÁ ÂÉÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁ ÓÉÓÔÅÍÅ ÆÕÎË�ÉÊ {!̃j}j∈Z,

〈g̃i; !̃j〉 = Æi;j ∀i; j ∈ Z;ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ, Á ÅÓÌÉ supp g̃i ⊂ [x̃i; x̃i+1℄, ÔÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ
〈g̃i; '〉 = ãi ∀i ∈ Z.÷ ÓÏÏÔ×ÔÓÔ×ÉÉ Ó ÚÁÍÅÞÁÎÉÅÍ 1 ÓÉÓÔÅÍÁ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÏ× {g̃i}i∈Z ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÕÅÔ É ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÎÁ × Ñ×ÎÏÍ ×ÉÄÅ.÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÞÅÒÅÚ {gi}i∈Z É {g̃i}i∈Z ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÙ ÆÕÎË-�ÉÏÎÁÌÏ×, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÅ ÔÅÏÒÅÍÁÍ 3 É 4.4. ó�ÌÁÊÎÙ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅäÌÑ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ N > 5 ÉÚ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊÓÅÔËÉ X ×ÙÄÅÌÉÍ ËÏÎÅÞÎÕÀ ÓÅÔËÕ XN ,XN : x−1 < x0 < x1 < · · · < xN−1 < xN < xN+1; (4:1)Á ÉÚ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ �Å�ÏÞËÉ A def= {aj} ×ÙÄÅÌÉÍ ËÏÎÅÞÎÕÀ �Å�ÏÞËÕ ×ÅËÔÏ-ÒÏ× AN , AN = {a−2; a−1; : : : ; aN−1}.ðÏÌÏÖÉÍ a def= x0; b def= xN ;



ï óðìáêî-÷óðìåóëï÷ïê äåëïíðïúéãéé 113Is def= {0; 1; : : : ; s}; Js def= {−2;−1; 0; : : : ; s}; s ∈ N:òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÕÖÅÎÉÅ ÒÁÎÅÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ !i(t) É !̃j(t) ÎÁÏÔÒÅÚÏË [a; b℄, ÓÏÈÒÁÎÑÑ ÄÌÑ ÎÉÈ �ÒÅÖÎÉÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ; ÚÄÅÓØ i ∈ JN−1,j ∈ JN−2.ìÉÎÅÊÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ ÆÕÎË�ÉÊ !j(t); j ∈ JN−1, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï
SN = S(XN ; ') def= Cl(L{!j | j ∈ JN−1}):ñÓÎÏ, ÞÔÏ SN ⊂ C1[a; b℄. éÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÊ !j(t) ×ÙÔÅËÁÅÔ ÓÌÅ-ÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.�ÅÏÒÅÍÁ 5. æÕÎË�ÉÑ uN (t) def= N−1∑j=−2 
j!j(t), t ∈ [a; b℄, ÌÅÖÉÔ × �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Å SN É �ÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ t ∈ [a; b℄ �ÏÌÎÏÓÔØÀ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ-ÓÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÆÕÎË�ÉÉ '(t), ÓÅÔËÏÊ XN , ÎÁÂÏÒÏÍ ×ÅËÔÏÒÏ×

{'j ; ' ′j}j∈{−1;0;:::;N+1} É ÎÁÂÏÒÏÍ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× {
j}j∈JN−1 .ðÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÑ, ÞÔÏ k ∈ {0; 1; : : : ; N − 2}, ÕÄÁÌÉÍ ÕÚÅÌ xk+1 ÉÚ ÓÅÔËÉ(4.1); × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ �ÏÌÕÞÉÍ ÎÏ×ÕÀ ÓÅÔËÕXN{k+1} : x̃−1 < x̃0 < x̃1 < · · · < x̃N ;ÇÄÅ ÕÚÌÙ x̃i, i = −1; 0; : : : ; N , �Ï-�ÒÅÖÎÅÍÕ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ(3.1).ðÕÓÔØ !̃(t) É !(t) { ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÅ ×ÅËÔÏÒ-ÆÕÎË�ÉÉ:!̃ def= (!̃−2; !̃−1; !̃0; : : : ; !̃N−2); ! def= (!−2; !−1; !0; : : : ; !N−1):÷×ÉÄÕ ÔÅÏÒÅÍ 1, 2 É ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 1 �ÒÉ k ∈ IN−2 ËÁÌÉÂÒÏ×ÏÞÎÙÅ ÓÏÏÔÎÏ-ÛÅÎÉÑ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÚÁ�ÉÓÁÎÙ × ×ÉÄÅ!̃(t) = PN{k+1}!(t); t ∈ [a; b℄; (4:2)ÇÄÅ PN{k+1} { �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÁÑ ÞÉÓÌÏ×ÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á ÒÁÚÍÅÒÏ× (N + 1) ×(N + 2), ÎÁÚÙ×ÁÅÍÁÑ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ ×ÌÏÖÅÎÉÑ:
PTN{k+1} def=
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


−̃2 : : : k̃−3 k̃−2 k̃−1 k̃ k̃+1 : : : Ñ−2
−2 1 : : : 0 0 0 0 0 : : : 0: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :k−3 0 : : : 1 0 0 0 0 : : : 0k−2 0 : : : 0 1 0 0 0 : : : 0k−1 0 : : : 0 p̃k−2;k−1 p̃k−1;k−1 0 0 : : : 0k 0 : : : 0 0 p̃k−1;k p̃k;k 0 : : : 0k+1 0 : : : 0 0 0 1 0 : : : 0k+2 0 : : : 0 0 0 0 1 : : : 0k+3 0 : : : 0 0 0 0 0 : : : 0: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :N−2 0 : : : 0 0 0 0 0 : : : 0N−1 0 : : : 0 0 0 0 0 : : : 1




:
�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï

SN{k+1} = S(XN{k+1}; ') def= Cl(L{!̃j | j ∈ JN−2})ÌÅÖÉÔ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å SN : SN{k+1} ⊂ SN .5. íÁÔÒÉ�Á �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑðÒÏÄÏÌÖÉÍ ÓÉÓÔÅÍÕ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÏ× g̃s ÎÁ ÏÂßÅÍÌÀÝÅÅ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Ï SN .âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ {fs}s∈JN−2 ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÏ×fs ÎÁÄ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ C1[a; b℄ k-ÌÏËÁÌÉÚÏ×ÁÎÁ ÎÁ ÓÅÔËÅ XN , ÅÓÌÉ ×Ù-�ÏÌÎÅÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ(B) supp fs ⊂ [xs; xs+1℄ ∀s 6 k;supp fs ⊂ [xs+1; xs+2℄ ∀s > k + 1; s ∈ JN−2:òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Gk(XN ; ') k-ÌÏËÁÌÉÚÏ×ÁÎÎÙÈ ÎÁ ÓÅÔËÅ XN ÓÉ-ÓÔÅÍ G̃ def= {g̃s}s∈JN−2 ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÏ× g̃s ÎÁÄ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍC1[a; b℄ ÓÏ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ãs = 〈g̃s; '〉 ∀s ∈ JN−2: (5:1)ìÅÍÍÁ 1. íÎÏÖÅÓÔ×Ï Gk(XN ; ') ÎÅ�ÕÓÔÏ; ÏÎÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÓÉÓÔÅÍÕÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÏ×, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÕÀ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ
〈g̃ ◦s ; u〉 def= − det( ũs+1 ũ ′s+1det('̃s+2; '̃ ′s+2; '̃s+1) det('̃s+2; '̃ ′s+2; '̃ ′s+1)) ;ÚÄÅÓØ u ∈ C1[a; b℄, ũs+1 def= u(x̃s+1), ũ ′s+1 def= u ′(x̃s+1) ∀s ∈ JN−2.



ï óðìáêî-÷óðìåóëï÷ïê äåëïíðïúéãéé 115ìÀÂÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÏ× {g̃s}s∈JN−2 ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Gk(XN ; ')Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅÍ ÎÁ C1[a; b℄ ÓÉÓÔÅÍÙ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÏ×, ÂÉÏÒÔÏ-ÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ Ó�ÌÁÊÎÏ× {!̃j}j∈JN−2 :
〈g̃s; !̃j〉 = Æs;j : (5:2)äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ (B) ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ: �ÏÓËÏÌØ-ËÕ supp g̃ ◦s = x̃s = {xs �ÒÉ s 6 k;xs+1 �ÒÉ s > k + 1;ÔÏsupp g̃ ◦s ⊂ [xs; xs+1℄ ∀s 6 k; supp g̃ ◦s ⊂ [xs+1; xs+2℄ ∀s > k + 1:ðÒÏ×ÅÒÉÍ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÔØ Ó×ÏÊÓÔ×Á (5.1) ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÏ× g̃ ◦s . ðÒÉ-ÍÅÎÑÑ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ g̃ ◦s Ë ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁÍ ×ÅËÔÏÒÁ '(t) É ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ Ï�ÒÅ-ÄÅÌÅÎÉÅ (3.2) ×ÅËÔÏÒÁ ãs, ÕÂÅÖÄÁÅÍÓÑ × ÔÏÍ, ÞÔÏ 〈g̃ ◦s ; '〉 = ãs. ðÅÒ×ÁÑÞÁÓÔØ ÌÅÍÍÙ ÄÏËÁÚÁÎÁ.ðÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ×ÔÏÒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÌÅÍÍÙ. ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÓÉ-ÓÔÅÍÁ {g̃s}s∈JN−2 k-ÌÏËÁÌÉÚÏ×ÁÎÁ ÎÁ ÓÅÔËÅ XN , ÔÁË ÞÔÏsupp g̃s ⊂ [xs; xs+1℄ ∀s 6 k; supp g̃s ⊂ [xs+1; xs+2℄ ∀s > k + 1;ÏÔÓÀÄÁ supp g̃s ⊂ [x̃s; x̃s+1℄ ∀s ∈ JN−2: ÷ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó (3.3){(3.4) ÉÚ�ÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

〈g̃s; !̃j〉 = 0 �ÒÉ j ∈ JN−1 \ {s− 2; s− 1; s}: (5:3)÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ (3.3){(3.4) É �ÒÉÍÅÎÉÍ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌg̃s; ÂÌÁÇÏÄÁÒÑ ÆÏÒÍÕÌÁÍ (5.1) ÉÍÅÅÍãs−2 〈g̃s; !̃s−2〉+ ãs−1 〈g̃s; !̃s−1〉+ ãs 〈g̃s; !̃s〉 = ãs: (5:4)éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ×ÅËÔÏÒÏ× ãs−2,ãs−1, ãs, ÉÚ (5.4)�ÏÌÕÞÁÅÍ
〈g̃s; !̃s−2〉 = 0; 〈g̃s; !̃s−1〉 = 0; 〈g̃s; !̃s−2〉 = 1: (5:5)éÚ (5.3) É (5.5) ÓÌÅÄÕÅÔ (5.2). �òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÁÔÒÉ�Õ QN{k+1} def= (q̃ij)i∈JN−2; j∈JN−1 , ÇÄÅ q̃ij def= 〈g̃i; !j〉.ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.�ÅÏÒÅÍÁ 6. åÓÌÉ {g̃s}s∈JN−2 ∈ Gk(XN ; '), ÔÏ ÄÌÑ ÞÉÓÅÌ q̃ij ,i ∈ JN−2; j ∈ JN−1, ×ÅÒÎÙ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ

q̃ij = Æi;j �ÒÉ ∀i ∈ JN−2; j 6 k − 3;
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q̃ij = Æi+1;j �ÒÉ ∀i ∈ JN−2; j > k + 2;

q̃i;k−2 = 0 �ÒÉ (i 6 k − 3) ∨ (i > k + 1); i ∈ JN−2; q̃k−2;k−2 = 1;
q̃k−1;k−2 = bTk−2ãk−1bTk−2ak−2 −

bTk−2ak−1bTk−2ak−2 bTk−1ãk−1bTk−1ak−1 ;
q̃k;k−2 = bTk+1ak+1bTk+1ak−2 ;

q̃i;k−1 = 0 �ÒÉ (i 6 k − 2) ∨ (i > k + 1); i ∈ JN−2;
q̃k−1;k−1 = bTk−1ãk−1bTk−1ak−1 ;

q̃k;k−1 = bTk−1ak+1bTk−1ak−1 −
bTk−1akbTk−1ak−1 bTk ak+1bTk ak ;

q̃i;k = 0 �ÒÉ (i 6 k − 1) ∨ (i > k + 1); i ∈ JN−2; q̃k;k = bTk ak+1bTk ak ;
q̃i;k+1 = 0 ∀i ∈ JN−2:äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÎÁÞÁÌÁ �ÒÉÍÅ-ÎÑÅÍ k-ÌÏËÁÌÉÚÏ×ÁÎÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÏ× {g̃s}s∈JN−2 Ë Ó�ÌÁÊÎÁÍ!j , Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÙÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ (2.6) { (2.7), Á ÚÁÔÅÍ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍÆÏÒÍÕÌÙ (5.1). �íÁÔÒÉ�Á QN{k+1} ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ

QN{k+1} def=



−2 : : : k−3 k−2 k−1 k k+1 k+2 k+3 : : : N−1
−̃2 1 : : : 0 0 0 0 0 0 0 : : : 0: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :k̃−3 0 : : : 1 0 0 0 0 0 0 : : : 0k̃−2 0 : : : 0 1 0 0 0 0 0 : : : 0k̃−1 0 : : : 0 q̃k−1;k−2 q̃k−1;k−1 0 0 0 0 : : : 0k̃ 0 : : : 0 q̃k;k−2 q̃k;k−1 q̃k;k 0 0 0 : : : 0k̃+1 0 : : : 0 0 0 0 0 1 0 : : : 0k̃+2 0 : : : 0 0 0 0 0 0 1 : : : 0: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :Ñ−2 0 : : : 0 0 0 0 0 0 0 : : : 1




:



ï óðìáêî-÷óðìåóëï÷ïê äåëïíðïúéãéé 1176. ó�ÌÁÊÎ-×Ó�ÌÅÓËÏ×ÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á SN÷×ÅÄÅÍ ×ÅËÔÏÒ-ÓÔÏÌÂÅ�, ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÆÕÎË�É-ÏÎÁÌÙ g̃i, i ∈ JN−2: g̃ def= (g̃−2; g̃−1; : : : ; g̃N−2)T : (6:1)�ÅÏÒÅÍÁ 7. íÁÔÒÉ�Á QN{k+1} Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÅ×ÏÊ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÄÌÑ ÍÁÔÒÉ-�Ù PTN{k+1}, Ô.Å.
QN{k+1}PTN{k+1} = I; (6:2)ÇÄÅ I { Ë×ÁÄÒÁÔÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á �ÏÒÑÄËÁ N + 1 Ó ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ Æi;j , i; j ∈JN−2.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. �ÒÁÎÓ�ÏÎÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (4.2) �ÒÉ×ÏÄÉÔ ËÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ ×ÅËÔÏÒ-ÓÔÒÏË!̃T (t) = !T (t)PTN{k+1}:õÍÎÏÖÉÍ ÜÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÎÁ ×ÅËÔÏÒ-ÓÔÏÌÂÅ� g̃ ÓÌÅ×Á; ××ÉÄÕ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÂÉÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ (5.2) �ÏÌÕÞÁÅÍ ÅÄÉÎÉÞÎÕÀ ÍÁÔÒÉ�Õ × ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ,Á × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ (ÓÏÇÌÁÓÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ (6.1)) { ÍÁÔÒÉ�Õ QN{k+1},ÕÍÎÏÖÅÎÎÕÀ ÎÁ ÍÁÔÒÉ�Õ PTN{k+1}. �òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒ PN{k+1} �ÒÏÅËÔÉÒÏ×ÁÎÉÑ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á SNÎÁ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï SN{k+1}, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÙÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊPN{k+1}u def= ∑j∈JN−2〈g̃j ; u〉 !̃j ∀u ∈ S(XN ; '); (6:3)É ××ÅÄÅÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒ QN{k+1} = I − PN{k+1}, ÇÄÅ I { ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ×

SN Ï�ÅÒÁÔÏÒ.ó �ÏÍÏÝØÀ �ÒÏÅËÔÉÒÏ×ÁÎÉÑ (6.3) �ÏÌÕÞÁÅÍ �ÒÑÍÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÉÓ-ÈÏÄÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á SN ÎÁ ÏÓÎÏ×ÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï SN{k+1} É �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ×ÜÊ×ÌÅÔÏ× (×Ó�ÌÅÓËÏ×) WN{k+1}:
SN = SN{k+1} :+WN{k+1}; (6:4)Ô.Å. Ó�ÌÁÊÎ-×Ó�ÌÅÓËÏ×ÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á SN .ðÕÓÔØ u ∈ SN ; ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (6.4), �ÏÌÕÞÁÅÍ Ä×Á �ÒÅÄÓÔÁ-×ÌÅÎÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁ u: u = ∑j∈JN−1 
j!j ; (6:5)u = ũ+ w; (6:6)
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j ∈ R
1: (6:8)éÚ (3.9), (6.5){(6.7) ÉÍÅÅÍ

∑j∈JN−1 
j!j = ∑i∈JN−2 ai ∑j∈JN−1 p̃i;j!j + ∑j∈JN−1 bj!j ;ÏÔËÕÄÁ ××ÉÄÕ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÓÉÓÔÅÍÙ {!j} �ÏÌÕÞÁÅÍ ÆÏÒÍÕ-ÌÙ ÒÅËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉ
j = ∑i∈JN−2 aip̃i;j + bj ; j ∈ JN−1: (6:9)éÓ�ÏÌØÚÕÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ (6.8), �ÅÒÅ�ÉÛÅÍ ÆÏÒÍÕÌÙ (6.9) × ×ÉÄÅ
j = ∑i 〈g̃i; u〉p̃i;j + bj É �ÏÄÓÔÁ×ÉÍ ÓÀÄÁ u ÉÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (6.5) (ÚÁÍÅ-ÎÉ× × (6.5) ÉÎÄÅËÓ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ j ÎÁ s): 
j = ∑i ∑s 
sq̃isp̃i;j + bj ; ÇÄÅ
q̃is def= 〈g̃i; !s〉; ÏÔÓÀÄÁbj = 
j − ∑i∈JN−2 ∑s∈JN−1 
sq̃isp̃i;j ; j ∈ JN−1: (6:10)ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ (6.5) × (6.8), �ÏÌÕÞÁÅÍai = ∑s∈JN−1 
sq̃is; i ∈ JN−2: (6:11)ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ (6.10){(6.11) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ ÄÅËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ.÷×ÉÄÕ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÓÉÓÔÅÍ {!j}j∈JN−1 É {!̃j}j∈JN−2×ÅËÔÏÒ-ÓÔÏÌÂ�Ù a def= (a−2; a−1; : : : ; aN−2)T , b def= (b−2; b−1; : : : ; bN−1)T ,
 def= (
−2; 
−1; : : : ; 
N−1)T Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ u, ũ, w(ÓÍ. ÆÏÒÍÕÌÙ (6.5){(6.7)).÷×ÅÄÅÍ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á AN = {a}, BN = {b},
CN = {
}, ÉÎÄÕ�ÉÒÕÅÍÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍÉ SN{k+1}, WN{k+1}, SN ÓÏ-ÇÌÁÓÎÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ (6.5){(6.7).ðÅÒÅ�ÉÛÅÍ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÅËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ (6.10){(6.11) × ÍÁÔÒÉÞÎÏÍ ×ÉÄÅ:b = 
− PTN{k+1}QN{k+1}
; a = QN{k+1}
; (6:12)ÆÏÒÍÕÌÙ ÒÅËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÙ × ÆÏÒÍÅ
 = PTN{k+1}a+ b:



ï óðìáêî-÷óðìåóëï÷ïê äåëïíðïúéãéé 119ðÒÉÍÅÎÉÍ Ë (6.12) ÍÁÔÒÉ�Õ QN{k+1} É ×ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÁÍÁÔÒÉ�Á Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÅ×ÏÊ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÄÌÑ ÍÁÔÒ�Ù PN{k+1} (ÓÍ. ÆÏÒÍÕÌÕ(6.2)); × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ �ÏÌÕÞÁÅÍ
QN{k+1}b = QN{k+1}
− QN{k+1}PTN{k+1}QN{k+1}
 = 0:éÔÁË, ×ÅËÔÏÒ b ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÑÄÒÅ kerQN{k+1} Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ QN{k+1},Ô.Å. b ∈ ker QN{k+1}:ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÅÓÌÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ×ÅËÔÏÒ b∗ ÌÅÖÉÔ × ÑÄÒÅker QN{k+1}, ÔÏ �ÒÉ 
 = b∗ ÉÚ (6.12) �ÏÌÕÞÁÅÍ b = b∗, a = 0, É ÉÚ(6.7) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ u ∈ WN{k+1}. ïÂÏÚÎÁÞÁÑ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ,Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÙÊ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ (6.5), (6.7) É (6.12), ÚÎÁËÏÍ ∼, ÉÍÅÅÍ

AN ∼ SN{k+1}; BN ∼ WN{k+1} ∼ kerQN{k+1}; CN ∼ SN :7. ÷ÁÒÉÁÎÔ Ó�ÌÁÊÎ-×Ó�ÌÅÓËÏ×ÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑðÒÉ ÕÄÁÌÅÎÉÉ Ä×ÕÈ ÕÚÌÏ× � É � ÉÚ ÓÅÔËÉ XN �ÏÌÕÞÁÅÍ ÓÅÔËÕ XN{�;�}.îÅÔÒÕÄÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï �SN def= S(XN{�;�}; ') É ÅÇÏ ËÏÏÒ-ÄÉÎÁÔÎÙÅ Ó�ÌÁÊÎÙ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ �ÏÒÑÄËÁ ÕÄÁÌÅÎÉÑ ÕÚÌÏ×, É �ÏÔÏÍÕÍÁÔÒÉ�Á P �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ Ó�ÌÁÊÎÏ× �ÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÞÅÒÅÚ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÅ Ó�ÌÁÊÎÙ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á SN(Ô.Å. ÍÁÔÒÉ�Á ×ÌÏÖÅÎÉÑ) ÔÁËÖÅ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ Õ�ÏÍÑÎÕÔÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ.äÒÕÇÏÅ ÄÅÌÏ { ÍÁÔÒÉ�Á �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ. ðÏÓËÏÌØËÕ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÌÉÎÅÊ-ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÏ× ÎÁ ÏÂßÅÍÌÀÝÅÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÅÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ, ÔÏ,×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÍÁÔÒÉ�Á �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ (É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ { ×ÜÊ×ÌÅÔÎÏÅ ÒÁÚ-ÌÏÖÅÎÉÅ) ×ÁÒØÉÒÕÅÔÓÑ × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ Ó�ÏÓÏÂÁ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ ÆÕÎË-�ÏÎÁÌÏ× (ÓÍ. [3℄); ÏÄÎÁËÏ ÜÔÁ ×ÁÒÉÁÔÉ×ÎÏÓÔØ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅÕÄÏÂÎÏÊ ÎÁ�ÒÁËÔÉËÅ. îÁÛÁ ÚÁÄÁÞÁ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÕÓÌÏ×ÉÑ, �ÒÉËÏÔÏÒÙÈ Õ�ÏÍÑÎÕÔÁÑ ×ÁÒÉÁÔÉ×ÎÏÓÔØ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÕÅÔ.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÕÄÁÌÅÎÉÅ ÕÚÌÏ× � def= xk+1 É � def= xk. éÍÅÅÔÓÑ Ä×Á �ÏÒÑÄËÁÕÄÁÌÅÎÉÑ ÜÔÉÈ ÕÚÌÏ×: × �ÅÒ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÎÁÞÁÌÁ ÕÄÁÌÑÅÔÓÑ ÕÚÅÌ xk+1, ÁÚÁÔÅÍ { ÕÚÅÌ xk , Á ×Ï ×ÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÎÁÞÁÌÁ ÕÄÁÌÑÅÔÓÑ ÕÚÅÌ xk, Á ÚÁ-ÔÅÍ { ÕÚÅÌ xk+1. ÷ÏÚÎÉËÁÅÔ ×Ï�ÒÏÓ: × ËÁËÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ÔÁËÏÅ ÉÚÍÅÎÅÎÉÅ�ÏÒÑÄËÁ ÕÄÁÌÅÎÉÑ ÕÚÌÏ× �ÒÉ×ÅÄÅÔ Ë ÏÄÎÏÍÕ É ÔÏÍÕ ÖÅ ×Ó�ÌÅÓËÏ×ÏÍÕ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÀ? úÄÅÓØ �ÏÌÕÞÅÎ ÏÔ×ÅÔ ÎÁ ÜÔÏÔ ×Ï�ÒÏÓ.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÆÉÇÕÒÉÒÕÀÝÉÅ ÄÁÌØÛÅ ÍÁÔÒÉ�Ù ×ÌÏÖÅÎÉÑ É �ÒÏÄÏÌ-ÖÅÎÉÑ ÓÔÒÏÑÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÔÏÍÕ, ËÁË ÜÔÏ ÂÙÌÏ ÓÄÅÌÁÎÏ × ÞÅÔ×ÅÒÔÏÍÉ �ÑÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÁÈ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.



120 à. ë. äåíøñîï÷éþ, â. ç. ÷áçåòéÚ �ÏÌÕÞÅÎÎÏÊ ÒÁÎÅÅ ÓÅÔËÉ XN{k+1} (ÓÍ. (3.1)) ÕÄÁÌÉÍ ÕÚÅÌ x̃k (ÏÞÅ-×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ x̃k = xk). ðÏÓÌÅ ÕÄÁÌÅÎÉÑ ÜÔÏÇÏ ÕÚÌÁ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÓÅÔËÕXN{k;k+1} : x̂−1 < · · · < x̂N−1;ÇÄÅ x̂j def= x̃j = xj �ÒÉ j 6 k − 1; x̂j def= x̃j+1 = xj+2 �ÒÉ j > k:ðÏÌÏÖÉÍ Ŝ−2 def= (x̂0; x̂1); Ŝ−1 def= (x̂0; x̂1) ∪ (x̂1; x̂2);Ŝj def= ⋃s=j;j+1;j+2(x̂s; x̂s+1) ∀j ∈ {0; 1; : : : ; N − 5};ŜN−4 def= (x̂N−4; x̂N−3) ∪ (x̂N−3; x̂N−2); ŜN−3 def= (x̂N−3; x̂N−2);Ĝ def= ⋃j∈IN−3(x̂j ; x̂j+1):ëÒÏÍÅ ××ÅÄÅÎÎÙÈ ÒÁÎÅÅ �Å�ÏÞÅË ×ÅËÔÏÒÏ× {aj}j∈JN−1 , {ãj}j∈JN−2 ÒÁÓ-ÓÍÏÔÒÉÍ ÅÝÅ �Å�ÏÞËÕ {âj}j∈JN−3 , Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÕÀ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÓÉÍ×ÏÌÉ-ÞÅÓËÏÇÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑâj def= = − det( '̂j+1 '̂ ′j+1det('̂j+2; '̂ ′j+2; '̂j+1) det('̂j+2; '̂ ′j+2; '̂ ′j+1)) ;ÇÄÅ '̂j+2 def= '(x̂j+2), '̂ ′j+2 def= ' ′(x̂j+2), Á hX ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÓÔÏÌØ ÍÁÌÙÍ, ÞÔÏÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÅ �Å�ÏÞËÉ ×ÅËÔÏÒÏ× �ÏÌÎÙÅ, Ô.Å.det(ai−2; ai−1; ai) 6= 0 ∀i ∈ IN−1;det(ãj−2; ãj−1; ãj) 6= 0 ∀j ∈ IN−2;det(âs−2; âs−1; âs) 6= 0 ∀s ∈ IN−3:ó ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ �Å�ÏÞËÉ {âj}j∈JN−3 �ÏÓÔÒÏÉÍ ÓÉÓÔÅÍÕ ÆÕÎË�ÉÊ
{!̂j}j∈JN−3 , ÏÔÙÓËÉ×ÁÑ ÉÈ ÉÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ
∑j∈JN−3 âj !̂j(t) = '(t) ∀t ∈ Ĝ; !̂i(t) ≡ 0 ∀t ∈ Ĝ\Ŝi; i ∈ JN−3:ðÏÓËÏÌØËÕ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ {!̂j}j∈JN−3 ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÀÓÉÓÔÅÍÙ {!̃j}j∈JN−2 , ÔÏ, ÔÁË ÖÅ ËÁË É ×ÙÛÅ, ÄÌÑ ×ÅËÔÏÒ-ÆÕÎË�ÉÉ!̂ (t) def= (!̂j(t))j∈JN−3�ÏÌÕÞÁÅÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ !̂ (t) = PN{k;k+1}!̃ (t); (7:1)
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PN{k;k+1} def= (p̂i;j)i∈JN−3;j∈JN−2 :�ÅÏÒÅÍÁ 8. üÌÅÍÅÎÔÙ ÍÁÔÒÉ�Ù PN{k;k+1} ×ÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ ÓÏÇÌÁÓÎÏÆÏÒÍÕÌÁÍ

p̂i;j = Æi;j �ÒÉ i 6 k − 4; ∀j ∈ JN−2;
p̂k−3;k−3 = 1; p̂k−3;k−2 = b̃Tk+1ãk−2b̃Tk+1ãk−3 ;

p̂k−3;j = 0 �ÒÉ j ∈ JN−2 \ {k − 3; k − 2};
p̂k−2;k−2 = b̃Tk−2ãk−2b̃Tk−2âk−2 ; p̂k−2;k−1 = b̃Tk+2ãk−1b̃Tk+2âk−2 ;

p̂k−2;j = 0 �ÒÉ j ∈ JN−2 \ {k − 2; k − 1};
p̂k−1;k−1 = b̃Tk−1ãk−1b̃Tk−1ãk ; p̂k−1;k = 1;

p̂k−1;j = 0 �ÒÉ j ∈ JN−2 \ {k − 1; k};
p̂i;j = Æi;j−1 �ÒÉ i > k; ∀i ∈ JN−3; j ∈ JN−2;ÚÄÅÓØ ×ÅËÔÏÒ-ÓÔÏÌÂ�Ù b̃i Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÉÚ ÔÏÖÄÅÓÔ×b̃Ti x ≡ det('̃i; '̃ ′i;x) ∀x ∈ R

3; i ∈ {k − 2; k − 1; k + 1; k + 2}:üÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÁ ÔÅÏÒÅÍÅ 2, ÔÁË ÞÔÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï Ï�ÕÓ-ËÁÅÍ.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÁÔÒÉ�Á PN{k;k+1} ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ
PN{k;k+1} def=




−̃2 : : : k̃−4 k̃−3 k̃−2 k̃−1 k̃ k̃+1 : : : Ñ−2
−̂2 1 : : : 0 0 0 0 0 0 : : : 0: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :k̂−4 0 : : : 1 0 0 0 0 0 : : : 0k̂−3 0 : : : 0 1 p̂k−3;k−2 0 0 0 : : : 0k̂−2 0 : : : 0 0 p̂k−2;k−2 p̂k−2;k−1 0 0 : : : 0k̂−1 0 : : : 0 0 0 p̂k−1;k−1 1 0 : : : 0k̂ 0 : : : 0 0 0 0 0 1 : : : 0: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :N̂−3 0 : : : 0 0 0 0 0 0 : : : 1




:



122 à. ë. äåíøñîï÷éþ, â. ç. ÷áçåòáÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÔÏÍÕ, ËÁË ÜÔÏ ÓÄÅÌÁÎÏ × �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅ, �ÏÓÔÒÏ-ÉÍ ÍÁÔÒÉ�Õ QN{k;k+1}, Á ÉÍÅÎÎÏ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÉÓÔÅÍÕ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÏ×
{ĝs}s∈JN−3 ∈ Gk−1(XN{k+1}; '), ÂÉÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÕÀ Ë ÓÉÓÔÅÍÅ ÆÕÎË�ÉÊ
{!̂s}s∈JN−3 , É �ÏÌÏÖÉÍ

QN{k;k+1} def= (q̂ij)i∈JN−3; j∈JN−2 ;ÇÄÅ
q̂ij def= 〈ĝi; !̃j〉 ∀i ∈ JN−3 ∀j ∈ JN−2:�ÅÏÒÅÍÁ 9. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÄÌÑ ÞÉÓÅÌ q̂ij ×ÅÒÎÙ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ
q̂ij = Æi;j �ÒÉ i ∈ JN−3; j 6 k − 4;
q̂ij = Æi+1;j �ÒÉ i ∈ JN−3; j > k + 1;

q̂i;k−3 = 0 �ÒÉ i ∈ JN−3; (i 6 k − 4) ∨ (i > k + 1); qk−3;k−3 = 1;
q̂k−2;k−3 = b̃Tk−3âk−2b̃Tk−3ãk−3 −

b̃Tk−3ãk−2b̃Tk−3ãk−3 b̃Tk−2âk−2b̃Tk−2ãk−2 ;
q̂k−1;k−3 = b̃Tk ãkb̃Tk ãk−3 ;

q̂i;k−2 = 0 �ÒÉ i ∈ JN−3; (i 6 k − 3) ∨ (i > k);
q̂k−2;k−2 = b̃Tk−2âk−2b̃Tk−2ãk−2 ;

q̂k−1;k−2 = b̃Tk−2ãkb̃Tk−2ãk−2 −
b̃Tk−2ãkb̃Tk−2ãk−2 b̃Tk−1ãkb̃Tk−1ãk−1 ;

q̂i;k−1 = 0 �ÒÉ i ∈ JN−3; (i 6 k − 2) ∨ (i > k + 1);
qk−1;k−1 = b̃Tk−1ãkbTk−1ãk−1 ;

q̂i;k = 0 ∀i ∈ JN−3; qk;k−1 = 0:äÏËÁÚÁÔÅÌØÓ×Ï ÄÁÎÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÔÅÏÒÅ-ÍÙ 6; ÞÉÔÁÔÅÌØ ÌÅÇËÏ ÅÇÏ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ.÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ �ÏÌÕÞÁÅÍ
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QN{k;k+1} def=




−̃2 : : : k̃−4 k̃−3 k̃−2 k̃−1 k̃ k̃+1 : : : Ñ−2
−̂2 1 : : : 0 0 0 0 0 0 : : : 0: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :k̂−4 0 : : : 1 0 0 0 0 0 : : : 0k̂−3 0 : : : 0 1 0 0 0 0 : : : 0k̂−2 0 : : : 0 q̂k−2;k−3 q̂k−2;k−2 0 0 0 : : : 0k̂−1 0 : : : 0 q̂k−1;k−3 q̂k−1;k−2 q̂k−1;k−1 0 0 : : : 0k̂ 0 : : : 0 0 0 0 0 1 : : : 0: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :N̂−3 0 : : : 0 0 0 0 0 0 : : : 1




:
áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (6.2) ÉÍÅÅÍ

QN{k;k+1}PTN{k;k+1} = I: (7:2)òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ
PN def= PN{k;k+1}PN{k+1}: (7:3)óÏÇÌÁÓÎÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ (4.2), (7.1) É (7.3) ÎÁÈÏÄÉÍ!̂ = PN!: (7:4)�ÅÏÒÅÍÁ 10. äÌÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× pij ÍÁÔÒÉ�Ù PN Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÓÏÏÔÎÏ-ÛÅÎÉÑ

pk−3;k−2 = p̂k−3;k−2; pk−3;k−1 = p̂k−3;k−2p̃k−2;k−2;
pk−2;k−2 = p̂k−2;k−2; pk−2;k = p̂k−2;k−1p̃k−1;k;
pk−2;k−1 = p̂k−2;k−2p̃k−2;k−1 + p̂k−2;k−1p̃k−1;k−1;

pk−1;k−1 = p̂k−1;k−1p̃k−1;k−1; pk−1;k = p̂k−1;kp̃k−1;k + p̃k;k;
pi;i = 1 �ÒÉ ∀i 6 k − 3; i ∈ JN−3;

pi−2;i = 1 �ÒÉ ∀i > k + 1; i ∈ JN−3;ÎÅ�ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ÚÄÅÓØ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÁÔÒÉ�Ù PN ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë �ÅÒÅÍÎÏÖÅÎÉÀ ÍÁÔÒÉ�(ÓÍ. ÆÏÒÍÕÌÕ (7.3)).òÅÚÕÌØÔÁÔ ÔÒÁÎÓ�ÏÎÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÍÁÔÒÉ�Ù PN ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ
PTN def=
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


−̂2 : : : k̂−4 k̂−3 k̂−2 k̂−1 k̂ k̂+1 : : : N̂−3
−2 1 : : : 0 0 0 0 0 0 : : : 0: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :k−4 0 : : : 1 0 0 0 0 0 : : : 0k−3 0 : : : 0 1 0 0 0 0 : : : 0k−2 0 : : : 0 pk−3;k−2 pk−2;k−2 0 0 0 : : : 0k−1 0 : : : 0 pk−3;k−1 pk−2;k−1 pk−1;k−1 0 0 : : : 0k 0 : : : 0 0 pk−2;k pk−1;k 0 0 : : : 0k+1 0 : : : 0 0 0 1 0 0 : : : 0k+2 0 : : : 0 0 0 0 1 0 : : : 0k+3 0 : : : 0 0 0 0 0 1 : : : 0: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :N−1 0 : : : 0 0 0 0 0 0 : : : 1




:
òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Q ′ ÍÁÔÒÉ� QN{k;k+1} É QN{k+1}:

Q ′ def= QN{k;k+1}QN{k+1}: (7:5)ïÂÏÚÎÁÞÁÑ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÁÔÒÉ�Ù Q ′ ÞÅÒÅÚ qij , ÉÍÅÅÍ
qk−2;k−3 = q̂k−2;k−3; qk−2;k−2 = q̂k−2;k−2;

qk−1;k−3 = q̂k−1;k−3; qk−1;k−2 = q̂k−1;k−2 + q̂k−1;k−1q̃k−1;k−2;
qk−1;k−1 = q̂k−1;k−1q̃k−1;k−1;

qi;i = 1 ∀i 6 k − 3; i ∈ JN−3; qi;i+2 = 1 ∀i > k; i ∈ JN−3;ÎÅ�ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ÚÄÅÓØ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÁÔÒÉ�Ù Q ′ ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,
Q ′ def=




−2 : : : k−4 k−3 k−2 k−1 k k+1 k+2 k+3 : : : N−1
−̂2 1 : : : 0 0 0 0 0 0 0 0 : : : 0: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :k̂−4 0 : : : 1 0 0 0 0 0 0 0 : : : 0k̂−3 0 : : : 0 1 0 0 0 0 0 0 : : : 0k̂−2 0 : : : 0 qk−2;k−3 qk−2;k−2 0 0 0 0 0 : : : 0k̂−1 0 : : : 0 qk−1;k−3 qk−1;k−2 qk−1;k−1 0 0 0 0 : : : 0k̂ 0 : : : 0 0 0 0 0 0 1 0 : : : 0k̂+1 0 : : : 0 0 0 0 0 0 0 1 : : : 0: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :N̂−3 0 : : : 0 0 0 0 0 0 0 0 : : : 1




:
éÓ�ÏÌØÚÕÑ Ó×ÏÊÓÔ×Á (6.2) É (7.2), �ÏÌÕÞÁÅÍ

QN{k;k+1}QN{k+1}PTN{k+1}PTN{k;k+1} = I;
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Q ′ PTN = I: (7:6)8. éÚÍÅÎÅÎÉÅ �ÏÒÑÄËÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ�Å�ÅÒØ ÉÚ ÓÅÔËÉ XN ÕÄÁÌÉÍ ÕÚÌÙ × ÏÂÒÁÔÎÏÍ �ÏÒÑÄËÅ: ÓÎÁÞÁÌÁ ÕÄÁ-ÌÉÍ ÕÚÅÌ xk, Á ÚÁÔÅÍ { ÕÚÅÌ xk+1. ðÏÓÌÅ ÕÄÁÌÅÎÉÑ ÕÚÌÁ xk �ÏÌÕÞÁÅÍÓÅÔËÕXN{k} : �̃x−1 < · · · < �̃xk−1 < �̃xk < �̃xk+1 < · · · < �̃xN−1 < �̃xN ;ÇÄÅ�̃xj def= xj �ÒÉ j 6 k − 1; �̃xj def= xj+1 �ÒÉ j > k; j ∈ {−1; 0; : : : ; N}:áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕ ××ÅÄÅÍ ÓÏËÒÁÝÅÎÎÙÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ�̃'s def= '(�̃xs); �̃' ′s def= ' ′(�̃xs); �̃' ′′s def= ' ′′(�̃xs); s ∈ {−1; 0; : : : ; N};É Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ×ÅËÔÏÒ-ÓÔÏÌÂÅ� �̃aj , j ∈ JN−2, Ó �ÏÍÏÝØÀ ÓÉÍ×ÏÌÉÞÅÓËÏÇÏÏ�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ�̃aj def= = − det( �̃'j+1 �̃' ′j+1det(�̃'j+2; �̃' ′j+2; �̃'j+1) det(�̃'j+2; �̃' ′j+2; �̃' ′j+1)) :äÁÌØÛÅ hX ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÓÔÏÌØ ÍÁÌÙÍ, ÞÔÏÂÙ ×ÓÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÅ �Å-�ÏÞËÉ ×ÅËÔÏÒÏ× aj , ãj , âj É �̃aj ÂÙÌÉ �ÏÌÎÙÍÉ; × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, �ÒÅÄ�ÏÌÁ-ÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑdet(�̃aj−2; �̃aj−1; �̃aj) 6= 0 ∀j ∈ IN−2:ðÏÌÁÇÁÑ�̃S−2 def= (�̃x0; �̃x1); �̃S−1 def= (�̃x0; �̃x1) ∪ (�̃x1; �̃x2);�̃Sj def= ⋃s=j;j+1;j+2(�̃xs; �̃xs+1) ∀j ∈ {0; 1; : : : ; N − 4};�̃SN−3 def= (�̃xN−3; �̃xN−2) ∪ (�̃xN−2; �̃xN−1); �̃SN−2 def= (�̃xN−2; �̃xN−1);�̃G def= ⋃j∈IN−2(�̃xj ; �̃xj+1);



126 à. ë. äåíøñîï÷éþ, â. ç. ÷áçåòÏ�ÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎË�ÉÉ �̃!j ÄÌÑ ÓÅÔËÉ XN{k+1} ÉÚ Á��ÒÏËÓÉÍÁ�ÉÏÎÎÙÈ ÓÏ-ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ∑j∈JN−2 �̃aj �̃!j(t) ≡ '(t) ∀t ∈ �̃G;�̃!i(t) = 0 ∀t ∈ �̃G \
�̃Si; i ∈ JN−2:äÌÑ ×ÅËÔÏÒ-ÆÕÎË�ÉÊ !(t), !̂(t) É �̃!(t) def= (�̃!j(t))j∈JN−2 �ÏÌÕÞÁÅÍ ÓÏÏÔ-ÎÏÛÅÎÉÑ �̃!(t) = PN{k}!(t); !̂(t) = PN{k+1;k} �̃!(t);ÏÔÓÀÄÁ !̂(t) = PN{k+1;k}PN{k}!(t): (8:1)ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÁÔÒÉ� PN{k+1;k} É PN{k} ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ×Ù-�ÉÓÁÎÙ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÔÏÍÕ, ËÁË ÜÔÏ ÓÄÅÌÁÎÏ × ÔÅÏÒÅÍÁÈ 2 É 8 ÄÌÑ ÍÁÔÒÉ�

PN{k;k+1} É PN{k+1}; ÏÄÎÁËÏ ËÏÎËÒÅÔÎÙÅ ÉÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ Ï�ÕÓÔÉÍ,ÉÂÏ × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÏÎÉ ÎÅ �ÏÔÒÅÂÕÀÔÓÑ.÷×ÉÄÕ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔÉ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ×ÅËÔÏÒÏ× × ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ ÓÉ-ÓÔÅÍÁÈ {!i}i∈JN−1 É {!̂j}j∈JN−3 ÉÚ (7.4) É (8.1) �ÏÌÕÞÁÅÍ
PN = PN{k+1;k}PN{k}: (8:2)ðÏÓÔÒÏÉÍ ÍÁÔÒÉ�Õ QN{k}, Á ÉÍÅÎÎÏ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÉÓÔÅÍÕ ÆÕÎË�ÉÏÎÁ-ÌÏ× {�̃gs}s∈JN−2 ∈ G{k−1}(XN ; ') É �ÏÌÏÖÉÍ

Q{k} def= (�̃qij);ÇÄÅ �̃qij def= 〈�̃gi; !j〉; i ∈ JN−2; j ∈ JN−1:áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 6 ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× �̃qij .÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.�ÅÏÒÅÍÁ 11. åÓÌÉ {�̃gs}s∈JN−2 ∈ Gk−1(XN ; '), ÔÏ ÄÌÑ ÞÉÓÅÌ �̃qij (ÇÄÅi ∈ JN−2; j ∈ JN−1), ×ÅÒÎÙ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ�̃qij = Æij �ÒÉ i 6 k − 3 ∀j ∈ JN−2;�̃qij = Æi;j−1 �ÒÉ i > k ∀j ∈ JN−2;�̃qk−2;j = 0 ∀j ∈ \{k − 3; k − 2};�̃qk−1;j = 0 ∀j ∈ \{k − 3; k − 2; k − 1}:
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QN{k} def=




−2 : : : k−4 k−3 k−2 k−1 k k+1 : : : N−1�̃−2 1 : : : 0 0 0 0 0 0 : : : 0: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :�̃k−4 0 : : : 1 0 0 0 0 0 : : : 0�̃k−3 0 : : : 0 1 0 0 0 0 : : : 0�̃k−2 0 : : : 0 �̃qk−2;k−3 �̃qk−2;k−2 0 0 0 : : : 0�̃k−1 0 : : : 0 �̃qk−1;k−3 �̃qk−1;k−2 �̃qk−1;k−1 0 0 : : : 0�̃k 0 : : : 0 0 0 0 0 1 : : : 0: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :�̃N−2 0 : : : 0 0 0 0 0 0 : : : 1



:
áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ �ÏÓÔÒÏÉÍ ÍÁÔÒÉ�Õ QN{k+1;k}, Á ÉÍÅÎÎÏ, ÒÁÓ-ÓÍÏÔÒÉÍ ÓÉÓÔÅÍÕ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÏ× {�̂gs}s∈JN−3 ∈ G{k−1}(XN{k}; ') É �Ï-ÌÏÖÉÍ

QN{k+1;k} def= (�̂qij);ÇÄÅ �̂qij def= 〈�̂gi; �̃!j〉; i ∈ JN−3; j ∈ JN−2:áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 9 ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.�ÅÏÒÅÍÁ 12. åÓÌÉ {�̂gs}s∈JN−3 ∈ Gk−1(XN{k}; '), ÔÏ ÄÌÑ ÞÉÓÅÌ �̂qij×ÅÒÎÙ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ�̂qij = Æij �ÒÉ i 6 k − 3; j ∈ JN−2;�̂qij = Æi;j−1 �ÒÉ i > k; j ∈ JN−2;�̂qk−2;j = 0 ∀j ∈ JN−2 \ {k − 3; k − 2};�̂qk−1;j = 0 ∀j ∈ JN−2 \ {k − 3; k − 2; k − 1}:íÁÔÒÉ�Á QN{k+1;k} ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÁ × ÆÏÒÍÅ
QN{k+1;k} def=
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


�̃−2 : : : �̃k−4 �̃k−3 �̃k−2 �̃k−1 �̃k �̃k+1 : : : �̃N−1
−̂2 1 : : : 0 0 0 0 0 0 : : : 0: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :k̂−4 0 : : : 1 0 0 0 0 0 : : : 0k̂−3 0 : : : 0 1 0 0 0 0 : : : 0k̂−2 0 : : : 0 �̂qk−2;k−3 �̂qk−2;k−2 0 0 0 : : : 0k̂−1 0 : : : 0 �̂qk−1;k−3 �̂qk−1;k−2 �̂qk−1;k−1 0 0 : : : 0k̂ 0 : : : 0 0 0 0 0 1 : : : 0: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :N̂−3 0 : : : 0 0 0 0 0 0 : : : 1




:
úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2. üÌÅÍÅÎÔÙ ÍÁÔÒÉ� QN{k} É QN{k+1;k}, ÎÅ ÕËÁÚÁÎÎÙÅ ×ÔÅÏÒÅÍÁÈ 11 É 12, ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÙ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙ-ÍÉ ÆÏÒÍÕÌÁÍ, ÆÉÇÕÒÉÒÕÀÝÉÍ × ÔÅÏÒÅÍÁÈ 6 É 9, ÏÄÎÁËÏ ÜÔÉ �ÒÅÄÓÔÁ-×ÌÅÎÉÑ × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÎÁÍ ÎÅ �ÏÎÁÄÏÂÑÔÓÑ.áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍ (6.2) É (7.2) ÉÍÅÅÍ

QN{k}PTN{k} = I; QN{k+1;k}PTN{k+1;k} = I;ÔÁË ÞÔÏ
QN{k+1;k}QN{k}PTN{k}PTN{k+1;k} = I:äÌÑ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ Q ′′ def= QN{k+1;k}QN{k} ÉÚ (8.2) ÔÅ�ÅÒØ �ÏÌÕÞÁÅÍ

Q ′′PTN = I: (8:3)�ÅÏÒÅÍÁ 13. äÌÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× �qij ÍÁÔÒÉ�Ù Q ′′ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÓÏÏÔÎÏ-ÛÅÎÉÑ �qij = Æij �ÒÉ i 6 k − 3 ∀j ∈ JN−1;�qij = Æi;j−1 �ÒÉ i > k ∀j ∈ JN−1;�qk−2;j = 0 ∀j ∈ JN−1 \ {k − 3; k − 2};�qk−1;j = 0 ∀j ∈ JN−1 \ {k − 3; k − 2; k − 1};�qk−2;k−3 = �̂qk−2;k−3 + �̂qk−2;k−2�̃qk−2;k−3;�qk−2;k−2 = �̂qk−2;k−2�̃qk−2;k−2;�qk−1;k−3 = �̂qk−2;k−1 + �̂qk−1;k−2�̃qk−2;k−3 + �̂qk−1;k−1�̃qk−1;k−3;�qk−1;k−2 = �̂qk−1;k−2�̃qk−2;k−2 + �̂qk−1;k−1�̃qk−1;k−2;�qk−1;k−1 = �̂qk−1;k−1�̃qk−1;k−1:



ï óðìáêî-÷óðìåóëï÷ïê äåëïíðïúéãéé 129äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë �ÅÒÅÍÎÏÖÅÎÉÀ ÍÁÔÒÉ� QN{k+1;k} É
QN{k}.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÁÔÒÉ�Õ Q ′′ ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ

Q ′′ def=



−2 : : : k−4 k−3 k−2 k−1 k k+1 k+2 k+3 : : : N−1
−̂2 1 : : : 0 0 0 0 0 0 0 0 : : : 0: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :k̂−4 0 : : : 1 0 0 0 0 0 0 0 : : : 0k̂−3 0 : : : 0 1 0 0 0 0 0 0 : : : 0k̂−2 0 : : : 0 �qk−2;k−3 �qk−2;k−2 0 0 0 0 0 : : : 0k̂−1 0 : : : 0 �qk−1;k−3 �qk−1;k−2 �qk−1;k−1 0 0 0 0 : : : 0k̂ 0 : : : 0 0 0 0 0 0 1 0 : : : 0k̂+1 0 : : : 0 0 0 0 0 0 0 1 : : : 0: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :N̂−3 0 : : : 0 0 0 0 0 0 0 0 : : : 1




:
òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÑ ÍÁÔÒÉ�Ù Q ′ É Q ′′, ÚÁÍÅÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁ-ËÏ×ÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ.ìÅÍÍÁ 2. ÷ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ!i(t) ≡ i+3∑j=i pij !̂j(t) (8:4)ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ pii ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÑ �ÒÏÔÉ×ÎÏÅ É ÕÞÉÔÙ×ÁÑ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÉÅÎÏÓÉÔÅÌÅÊ ÆÕÎË�ÉÊ !i É !̂j , �ÒÉÈÏÄÉÍ Ë ×Ù×ÏÄÕ, ÞÔÏ ÎÏÓÉÔÅÌØ �ÒÁ×ÏÊÞÁÓÔÉ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á (8.4) ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ (x̂i; x̂i+1), × ÔÏ ×ÒÅÍÑ ËÁËÎÏÓÉÔÅÌØ ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÅÇÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ. ðÏÌÕÞÅÎÎÏÅ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ ÄÏËÁ-ÚÙ×ÁÅÔ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ. ��ÅÏÒÅÍÁ 14. õÒÁ×ÎÅÎÉÅ

QPTN = I; (8:5)ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù Q ÓÏ ÓÔÒÕË-ÔÕÒÏÊ
Q

def=
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


−2 : : : k−4 k−3 k−2 k−1 k k+1 k+2 k+3 : : : N−1
−̂2 1 : : : 0 0 0 0 0 0 0 0 : : : 0: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :k̂−4 0 : : : 1 0 0 0 0 0 0 0 : : : 0k̂−3 0 : : : 0 1 0 0 0 0 0 0 : : : 0k̂−2 0 : : : 0 A B 0 0 0 0 0 : : : 0k̂−1 0 : : : 0 C D E 0 0 0 0 : : : 0k̂ 0 : : : 0 0 0 0 0 0 1 0 : : : 0k̂+1 0 : : : 0 0 0 0 0 0 0 1 : : : 0: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :N̂−3 0 : : : 0 0 0 0 0 0 0 0 : : : 1




;
ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (8.5) ÎÁÈÏÄÉÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÄÌÑÏÔÙÓËÁÎÉÑ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ A, B, C, D, E:A+Bpk−3;k−2 = 0; Bpk−2;k−2 = 1;C+Dpk−3;k−2 +Epk−3;k−1 = 0;Dpk−2;k−2 +Epk−2;k−1 = 0; Epk−1;k−1 = 1:ðÒÉÎÉÍÁÑ ×Ï ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÌÅÍÍÕ 3, �ÏÌÕÞÁÅÍB = 1=pk−2;k−2; A = −pk−3;k−2=pk−2;k−2; E = 1=pk−1;k−1;D = −pk−2;k−1=(pk−1;k−1pk−2;k−2);C = pk−3;k−2pk−2;k−1=(pk−1;k−1pk−2;k−2)− pk−3;k−1=pk−1;k−1:�ÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ. �óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2. òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÅ Ó�ÌÁÊÎ-×Ó�ÌÅÓËÏ×ÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ �ÏÒÑÄËÁ ÕÄÁÌÅÎÉÑ ÕÚÌÏ× xk É xk+1 ÓÅÔËÉ XN .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ(7.6) É (8.3). ÷×ÉÄÕ ÔÅÏÒÅÍÙ 12 ÉÍÅÅÍ Q ′ = Q ′′ = Q. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏÓÏÇÌÁÓÎÏ (7.3) É (8.2)

P{k;k+1}P{k+1} = P{k;k+1}P{k+1} = PN :óÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ. �
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