
úÁ�ÉÓËÉ ÎÁÕÞÎÙÈÓÅÍÉÎÁÒÏ× ðïíé�ÏÍ 428, 2014 Ç.ñ. ì. çÕÒØÅ×Á, ÷. ð. éÌØÉÎï îåëï�ïòùè ðáòáììåìøîùè íå�ïäáèé �åèîïìïçéñè äåëïíðïúéãéé ïâìáó�åê
§1. ÷×ÅÄÅÎÉÅðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× ÉÔÅÒÁ�ÉÏÎÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÓÅ-ÔÏÞÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ (óìáõ), ×ÏÚÎÉ-ËÁÀÝÉÈ ÉÚ ËÏÎÅÞÎÏ-ÜÌÅÍÅÎÔÎÙÈ ÉÌÉ ËÏÎÅÞÎÏ-ÏÂßÅÍÎÙÈ Á��ÒÏËÓÉÍÁ-�ÉÊ ÓÅÔÏÞÎÙÈ ËÒÁÅ×ÙÈ ÚÁÄÁÞ, ÂÁÚÉÒÕÅÔÓÑ ÎÁ ÄÅËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ ÒÁÓÞÅÔÎÏÊÏÂÌÁÓÔÉ É �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÕÀ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÕÀ É ÔÅÈ-ÎÏÌÏÇÉÞÅÓËÕÀ �ÒÏÂÌÅÍÕ. ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÏÂÅÓ�ÅÞÉÔØ ×Ù-ÓÏËÕÀ ÓËÏÒÏÓÔØ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ �ÒÉÍÅÎÑÅÍÏÇÏ ÉÔÅÒÁ�ÉÏÎÎÏÇÏ �ÒÏ�ÅÓÓÁ,ÄÌÑ ÞÅÇÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÂÏÌØÛÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉÈ �ÏÄÈÏÄÏ×.á Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÉÔÏÇÏ×ÁÑ �ÒÏÉÚ×ÏÄÉÔÅÌØÎÏÓÔØ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏ-ÇÏ ÉÎÓÔÒÕÍÅÎÔÁ × ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÉÒÕÅÍÏÊÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÄÁÎÎÙÈ É �ÒÏÇÒÁÍÍÎÏÊ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÅÊ ËÏÄÁ ÎÁ ÍÎÏÇÏ�ÒÏ-�ÅÓÓÏÒÎÏÊ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ (í÷ó), ÓÍ. [1℄.ãÅÌØÀ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÙ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÁÌØÎÏÅ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ×ÌÉÑÎÉÑ ÎÁ ÍÁÓÛÔÁÂÉÒÕÅÍÏÓÔØ ÒÁÓ�ÁÒÁÌÌÅÌÉ×ÁÎÉÑ ÔÒÅÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉ-ÞÅÓËÉÈ ÆÁËÔÏÒÏ×: ÒÁÚÍÅÒÁ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊ ÓÍÅÖÎÙÈ �ÏÄÏÂÌÁÓÔÅÊ, ÔÉ�ÁÉÔÅÒÉÒÕÅÍÙÈ ËÒÁÅ×ÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ ÎÁ ÉÈ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÇÒÁÎÉ�ÁÈ, Á ÔÁË-ÖÅ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÓÔÉ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÍÅÔÏÄÏ× ÁÇÒÅÇÁ�ÉÉ, ÉÌÉ ÇÒÕÂÏÓÅÔÏÞ-ÎÏÊ ËÏÒÒÅË�ÉÉ [2℄. ðÒÉ ÜÔÏÍ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÍÅÔÏÄÉÞÅÓËÏÇÏ �ÏÌÉÇÏÎÁ ×Ù-ÂÒÁÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÒÏÓÔÏÅ, ÎÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌØÎÏÅ ÓÅÍÅÊ-ÓÔ×Ï óìáõ { �ÑÔÉÔÏÞÅÞÎÙÅ Á��ÒÏËÓÉÍÁ�ÉÉ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÄÉÆÆÕÚÉÏÎÎÏ-ËÏÎ×ÅËÔÉ×ÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÎÁ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ ÓÅÔËÅ × �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÊ ÏÂÌÁ-ÓÔÉ [3, 4℄. éÍÅÎÎÏ ÔÁËÁÑ, ÎÅÓËÏÌØËÏ ÉÄÅÁÌÉÚÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ, ÓÉÔÕÁ�ÉÑ �ÏÚ×Ï-ÌÑÅÔ ÎÁÇÌÑÄÎÏ Ï�ÉÓÁÔØ ×ÏÚÎÉËÁÀÝÉÅ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏ-ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÙÅ×Ï�ÒÏÓÙ É Ó�ÏÓÏÂÙ ÉÈ ÒÁÚÒÅÛÅÎÉÑ.ëÌÀÞÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á: ÄÅËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ ÏÂÌÁÓÔÅÊ, �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ Ä×ÕÈÕÒÏ×ÎÅ×ÙÅ ÍÅÔÏ-ÄÙ, �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ëÒÙÌÏ×Á, �ÒÅÄÏÂÕÓÌÁ×ÌÉ×ÁÀÝÉÅ ÍÁÔÒÉ�Ù, ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ ÁÇÒÅ-ÇÁ�ÉÉ, �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ �ÏÄÏÂÌÁÓÔÅÊ, ÉÎÔÅÒÆÅÊÓÎÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ.òÁÂÏÔÁ �ÏÄÄÅÒÖÁÎÁ ÇÒÁÎÔÏÍ òÏÓÓÉÊÓËÏÇÏ ÎÁÕÞÎÏÇÏ ÆÏÎÄÁ N 14-11-00485.89



90 ñ. ì. çõòøå÷á, ÷. ð. éìøéîðÒÉ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÍ ÒÅÛÅÎÉÉ ÏÞÅÎØ ÂÏÌØÛÉÈ ÒÁÚÒÅÖÅÎÎÙÈ óìáõ Ó�ÏÒÑÄËÁÍÉ ÏËÏÌÏ 109 ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÙÈ ÉÎÓÔÒÕÍÅÎ-ÔÏ× Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ä×ÕÈÕÒÏ×ÎÅ×ÙÊ ÉÔÅÒÁ�ÉÏÎÎÙÊ �ÒÏ�ÅÓÓ × �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×ÁÈ ëÒÙÌÏ×Á, ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÝÉÊ × ËÁÞÅÓÔ×Å �ÒÅÄÏÂÕÓÌÁ×ÌÉ×ÁÎÉÑ ÂÌÏÞ-ÎÙÊ ÍÅÔÏÄ ñËÏÂÉ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÊ ÓÏÂÏÊ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÙÊ ÍÅÔÏÄ û×ÁÒ�Á.÷ §2 ÍÙ ÄÁÅÍ �ÏÓÔÁÎÏ×ËÕ ÉÓÈÏÄÎÙÈ ÚÁÄÁÞ É Ï�ÉÓÁÎÉÅ �ÒÉÍÅÎÑÅ-ÍÙÈ ÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÍÅÔÏÄÏ× ÉÈ ÒÅÛÅÎÉÑ. §3 �ÏÓ×ÑÝÅÎ ÉÚÌÏÖÅÎÉÀ ÎÅËÏ-ÔÏÒÙÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× É ÔÅÈÎÏÌÏÇÉÊ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÄÌÑ \ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÙÈ" �ÏÄ-ÏÂÌÁÓÔÅÊ, ÎÁ ÏÓÎÏ×Å ËÏÔÏÒÙÈ ÒÅÁÌÉÚÕÅÔÓÑ ÒÁÓ�ÁÒÁÌÌÅÌÉ×ÁÎÉÅ ÄÅËÏÍ-�ÏÚÉ�ÉÉ ÏÂÌÁÓÔÉ, Á × �ÏÓÌÅÄÎÅÍ �ÁÒÁÇÒÁÆÅ ÏÂÓÕÖÄÁÀÔÓÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÏ× �ÒÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÉÓÈÏÄÎÙÈ ÄÁÎÎÙÈ É �ÁÒÁÍÅ-ÔÒÁÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ×.
§2. ðÏÓÔÁÎÏ×ËÁ ÚÁÄÁÞÉ É Ï�ÉÓÁÎÉÅ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈÁÌÇÏÒÉÔÍÏ×ðÕÓÔØ × ÒÁÓÞÅÔÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ 
 = (ax; bx)× (ay; by) ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÒÅÛÉÔØÚÁÄÁÞÕ äÉÒÉÈÌÅ ÄÌÑ ÄÉÆÆÕÚÉÏÎÎÏ-ËÏÎ×ÅËÔÉ×ÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ

−�2u�x2 − �2u�y2 + p�u�x + q �u�y = f(x; y); (x; y) ∈ 
;u|� = g(x; y); (1)ÇÄÅ � ÅÓÔØ ÇÒÁÎÉ�Á 
, Á ËÏÎ×ÅËÔÉ×ÎÙÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ p; q ÓÞÉÔÁÅÍ ÄÌÑ�ÒÏÓÔÏÔÙ ÚÁÄÁÎÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ.á��ÒÏËÓÉÍÁ�ÉÀ ÄÁÎÎÏÊ ËÒÁÅ×ÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÂÕÄÅÍ �ÒÏ×ÏÄÉÔØ ÎÁ ÒÁ×ÎÏ-ÍÅÒÎÏÊ ÓÅÔËÅxi = ax + ihx; yj = ay + jhy;i = 0; 1; : : : ; Nx + 1; j = 0; 1; : : : ; Ny + 1;hx = (bx − ax)=(Nx + 1); hy = (by − ay)=(Ny + 1); (2)Ó �ÏÍÏÝØÀ ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ �ÑÔÉÔÏÞÅÞÎÏÊ ÓÈÅÍÙ ×ÉÄÁ(Au)l = ul;lul + al;l−1ul−1 + al;l+1ul+1+al;l−Nxul−Nx + al;l+Nxul+Nx = fl; (3)ÇÄÅ l ÅÓÔØ \ÇÌÏÂÁÌØÎÙÊ", ÉÌÉ ÓË×ÏÚÎÏÊ, ÎÏÍÅÒ ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÇÏ ÕÚÌÁ ÓÅÔËÉ:l = l(i; j) ≡ i+ (j − 1)Nx = 1; : : : ; N = NxNy: (4)ëÏÎËÒÅÔÎÙÊ ×ÉÄ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ÓÉÓÔÅÍÙ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍ, ÁÈÁÒÁËÔÅÒÎÙÅ ×ÁÒÉÁÎÔÙ ÆÏÒÍÕÌ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ × [3, 4℄. õÒÁ×ÎÅÎÉÑ (3) ÚÁ-�ÉÓÙ×ÁÀÔÓÑ ÄÌÑ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÕÚÌÏ× ÓÅÔËÉ, �ÒÉÞÅÍ ÄÌÑ ÏËÏÌÏÇÒÁÎÉÞÎÙÈ



ï îåëï�ïòùè ðáòáììåìøîùè íå�ïäáè 91ÕÚÌÏ×, ÎÏÍÅÒÁ ËÏÔÏÒÙÈ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ÉÎÄÅËÓÏ× i = 1; NxÉÌÉ j = 1; Ny, ÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ ÉÚ ËÒÁÅ×ÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ ÇÒÁÎÉÞÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÒÅ-ÛÅÎÉÑ �ÏÄÓÔÁ×ÌÅÎÙ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ É �ÅÒÅÎÅÓÅÎÙ × ÉÈ�ÒÁ×ÙÅ ÞÁÓÔÉ, Ô.Å. × (3) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ al;l′ ÒÁ×ÎÙÎÕÌÀ. ÷ ×ÅËÔÏÒÎÏ-ÍÁÔÒÉÞÎÏÍ ×ÉÄÅ óìáõ (3) ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ËÁËAu = f; A = {al;l′} ∈ RN;N ; u = {ul}; f = {fl} ∈ RN : (5)äÁÌÅÅ ÞÅÒÅÚ 
 ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ �Ï ËÏÎÔÅËÓÔÕ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÒÁÓ-ÞÅÔÎÕÀ ÏÂÌÁÓÔØ, ÎÏ É ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔØ ÓÅÔÏÞÎÙÈ ÕÚÌÏ× (xi; yj) ∈ 
 (ÂÕÄÅÍÕ�ÏÔÒÅÂÌÑÔØ ÔÅÒÍÉÎ \ÓÅÔÏÞÎÁÑ ÒÁÓÞÅÔÎÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ"), Á ÔÁËÖÅ ÓÏ×ÏËÕ�-ÎÏÓÔØ ÉÎÄÅËÏÓ× l = 1; : : : ; N ×ÅËÔÏÒÏ× u; f ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ N .ðÒÏ×ÅÄÅÍ ÔÅ�ÅÒØ ÄÅËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÀ ÏÂÌÁÓÔÉ 
, Ô.Å. �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÅÅ ÓÎÁ-ÞÁÌÁ × ×ÉÄÅ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ (ÄÌÑ �ÒÏÓÔÏ-ÔÙ) �ÏÄÏÂÌÁÓÔÅÊ { �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏ×
 = P⋃s=1
s; P = PxPy ;ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÒÁ×ÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÕÚÌÏ× ÓÅÔËÉM = mxmy; Nx = Pxmx; Ny = Pymy; N = PM:íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ �ÏÄÏÂÌÁÓÔÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ Ä×ÕÍÅÒÎÕÀ ÍÁËÒÏÓÅÔËÕ, ×ËÏÔÏÒÏÊ ËÁÖÄÕÀ ÍÁËÒÏ×ÅÒÛÉÎÕ ÍÏÖÎÏ �ÒÏÎÕÍÅÒÏ×ÁÔØ �ÁÒÏÊ ÉÎÄÅË-ÓÏ× p; q (�Ï ÁÎÁÌÏÇÉÉ Ó ÍÕÌØÔÉÉÎÄÅËÓÁÍÉ i; j ÄÌÑ ÕÚÌÏ× ÓÅÔËÉ), Á \ÓË×ÏÚ-ÎÏÊ" ÎÏÍÅÒ �ÏÄÏÂÌÁÓÔÉ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁËs = s(p; q) ≡ p+ (q − 1)Px = 1; : : : ; P;p = 1; : : : ; Px; q = 1; : : : ; Py: (6)�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÏÄÏÂÌÁÓÔØ Ó ÎÏÍÅÒÏÍ s(p; q) ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÕÚÌÙ ÓÅÔËÉÓÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÉÎÄÅËÓÁÍÉ:i = Ip−1 + 1 ≡ (p− 1)mx + 1; : : : ; pmx ≡ Ip;j = Jq−1 + 1 ≡ (q − 1)my + 1; : : : ; qmy ≡ Jq; (7)ÇÄÅ Ip É Jq { ÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÎÏÍÅÒÁ ÕÚÌÏ× ÓÅÔËÉ �Ï x É y × (p; q)-Ê �ÏÄ-ÏÂÌÁÓÔÉ, Á ÇÌÏÂÁÌØÎÙÅ ÎÏÍÅÒÁ ÕÚÌÏ× l(i; j) ×ÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ Ó �ÏÍÏÝØÀÆÏÒÍÕÌÙ (4). ëÁÖÄÁÑ �ÏÄÏÂÌÁÓÔØ 
s ÉÍÅÅÔ Ó×ÏÉ ÞÅÔÙÒÅ ÇÒÁÎÉ, ËÏ-ÔÏÒÙÅ × ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÇÒÁÎÉ�Õ, ÎÅ �ÒÏÈÏÄÑÝÕÀ ÞÅÒÅÚ ÕÚÌÙÓÅÔËÉ.ðÅÒÅÊÄÅÍ ÔÅ�ÅÒØ ÏÔ ÓË×ÏÚÎÏÊ ÎÕÍÅÒÁ�ÉÉ ÕÚÌÏ× Ë ÉÈ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏ-ÓÔÉ �Ï �ÏÄÏÂÌÁÓÔÑÍ | ÓÎÁÞÁÌÁ �ÒÏÎÕÍÅÒÕÅÍ ×ÓÅ ÕÚÌÙ × 
1, ÚÁÔÅÍ | ×



92 ñ. ì. çõòøå÷á, ÷. ð. éìøéî
2 É Ô.Ä. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ �ÅÒÅÕ�ÏÒÑÄÏÞÉ×ÁÅÍ É ËÏÍ�ÏÎÅÎ-ÔÙ ×ÅËÔÏÒÏ× u; f , × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÞÅÇÏ ÉÓÈÏÄÎÁÑ óìáõ (3) �ÒÉÎÉÍÁÅÔÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÂÌÏÞÎÏ-ÍÁÔÒÉÞÎÕÀ ÆÏÒÍÕ:As;s�us + ∑s′∈QsAs;s′ �us′ = fs; s = 1; : : : ; P: (8)úÄÅÓØ �us ∈ RNs ÏÚÎÁÞÁÅÔ �ÏÄ×ÅËÔÏÒ ×ÅËÔÏÒÁ u, ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ ËÏÔÏ-ÒÏÇÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÕÚÌÁÍ ÉÚ 
s, Á Qs ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔØ ÎÏÍÅ-ÒÏ× ÓÏÓÅÄÎÉÈ Ë ÎÅÊ �ÏÄÏÂÌÁÓÔÅÊ. ÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏÌÏËÁÌØÎÁÑ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÓÔØ ÕÚÌÏ× × ËÁÖÄÏÊ �ÏÄÏÂÌÁÓÔÉ �ÒÏÉÚ×ÏÄÉÔ-ÓÑ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ××ÏÄÑÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÙÅ �ÁÒÙ ÉÎÄÅËÓÏ× i′ =1; : : : ;mx; j′ = 1; : : : ;my, Á ÓË×ÏÚÎÏÊ ÎÏÍÅÒ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ Ó �ÏÍÏÝØÀÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÊ (4) ÆÏÒÍÕÌÅ l′ = i′ + (j′ − 1)mx. åÓÌÉ ÎÏÍÅÒ �ÏÄÏÂÌÁÓÔÉÒÁ×ÅÎ s(p; q), ÔÏ �ÅÒÅÎÕÍÅÒÁ�ÉÑ ÕÚÌÏ× ÉÚ ÌÏËÁÌØÎÏÊ × ÇÌÏÂÁÌØÎÕÀ ÄÅ-ÌÁÅÔÓÑ Ó �ÏÍÏÝØÀ ××ÅÄÅÎÎÙÈ × (6) ×ÅÌÉÞÉÎ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍi = i′ + Ip−1; j = j′ + Jq−1.ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÁÑ ×ÙÛÅ ÆÏÒÍÁÌÉÓÔÉËÁ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ Ë ÄÅËÏÍ-�ÏÚÉ�ÉÉ ÓÅÔÏÞÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÂÅÚ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ �ÏÄÏÂÌÁÓÔÅÊ É ÂÅÚ �ÒÉÍÅ-ÎÅÎÉÑ ÕÚÌÏ×-ÒÁÚÄÅÌÉÔÅÌÅÊ, ÏÂÝÉÈ ÄÌÑ ÓÏÓÅÄÎÉÈ �ÏÄÏÂÌÁÓÔÅÊ. ïÄÎÁËÏÄÌÑ �Ï×ÙÛÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ É ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÓÔÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÈ ÄÁÌÅÅÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ �ÅÒÅÊÔÉ Ë �ÏÓÔÒÏÅÎÉÀ \ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÙÈ" �ÏÄ-ÏÂÌÁÓÔÅÊ Ó �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑÍÉ.ðÕÓÔØ !l ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓÅÔÏÞÎÙÊ ÛÁÂÌÏÎ, ÉÌÉ ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔØ ÓÏÓÅÄÎÉÈÕÚÌÏ× ÄÌÑ l-ÇÏ ÕÚÌÁ, Ô.Å. ÎÁÂÏÒ ÎÏÍÅÒÏ× ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ ÉÓËÏÍÏÇÏ ÓÅÔÏÞÎÏ-ÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ, ÕÞÁÓÔ×ÕÀÝÉÈ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÍ l-Í ÕÒÁ×ÎÅÎÉÉ ×ÉÄÁ (3).äÌÑ ÓÅÔÏÞÎÏÊ �ÏÄÏÂÌÁÓÔÉ 
s ÞÅÒÅÚ �s = �0s ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÅ ÇÒÁÎÉ�Õ, Ô.Å.ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔØ ÕÚÌÏ×, ×ÎÅÛÎÉÈ �Ï ÏÔÏÛÅÎÉÀ Ë 
s, ÎÏ Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÈÏÔÑ ÂÙÏÄÉÎ ÉÚ ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÕÚÌÏ× ÌÅÖÉÔ × 
s (�
s = �
0s = 
s∪�0s ÅÓÔØ ÚÁÍÙËÁÎÉÅÓÅÔÏÞÎÏÊ �ÏÄÏÂÌÁÓÔÉ 
s). ðÕÓÔØ ÄÁÌÅÅ �1s ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ �ÅÒ×ÕÀ ÒÁÓÛÉ-ÒÅÎÎÕÀ ÇÒÁÎÉ�Õ, ÉÌÉ �ÅÒ×ÙÊ ×ÎÅÛÎÉÊ ÆÒÏÎÔ �
s, Ô.Å. ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÕÚÌÏ×,ÎÅ ÌÅÖÁÝÉÈ × �
s, ÎÏ ÉÍÅÀÝÉÈ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÓÏÓÅÄÎÉÊ ÕÚÅÌ ÉÚ �
s (�
1sÅÓÔØ �ÅÒ×ÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ �
0s). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ �ÏÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓÔÁ-ÄÉÉ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ ÓÅÔÏÞÎÏÊ �ÏÄÏÂÌÁÓÔÉ, Á ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÔÁËÉÈ ÓÔÁÄÉÊ �ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ �ÁÒÁÍÅÔÒÏÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÊ �ÏÄÏÂÌÁÓÔÉ �
�s = 
�s ⋃��s ,ÇÄÅ ÕÚÌÙ ÉÚ ��s ÕÖÅ ÎÅ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ 
�s , ÞÉÓÌÏ ÕÚÌÏ× ËÏÔÏÒÏÊ ÏÂÏÚÎÁ-ÞÁÅÍ ÞÅÒÅÚ �Ns. éÌÌÀÓÔÒÁ�ÉÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÊ �ÏÄÏÂÌÁÓÔÉ Ó �ÁÒÁÍÅÔÒÏÍ� = 3 �ÒÉ×ÅÄÅÎÁ ÎÁ ÒÉÓ. 1.
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òÉÓ. 1. ðÒÉÍÅÒ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ ÓÅÔÏÞÎÏÊ �ÏÄÏÂÌÁÓÔÉðÒÉ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ÉÔÅÒÁ�ÉÏÎÎÏÇÏ �ÒÏ�ÅÓÓÁ û×ÁÒ�Á �Ï ÓÅÔÏÞÎÙÍ �ÏÄ-ÏÂÌÁÓÔÑÍ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÕÞÉÔÙ×ÁÔØ ÉÎÔÅÒÆÅÊÓÎÙÅ Ó×ÑÚÉÍÅÖÄÕ ÓÏÓÅÄÎÉÍÉ �ÏÄÏÂÌÁÓÔÑÍÉ. ðÕÓÔØ l-Ê ÕÚÅÌ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏËÏÌÏÇÒÁÎÉÞ-ÎÙÍ ÄÌÑ �ÏÄÏÂÌÁÓÔÉ 
�s , Ô.Å. l ∈ ��−1s . óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÚÁ�ÉÛÅÍ × ×ÉÄÅ
(al;l+�l ∑l′ 6=
�s al;l′)unl′+∑l∈
�sal;l′unl′ =fl+ ∑l′ =∈
�s al;l′(�lun−1l −un−1l′ ): (9)úÄÅÓØ n ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÎÏÍÅÒ ÉÔÅÒÁ�ÉÉ, Á Ë �ÒÁ×ÏÊ É ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÑÍ ÓÏÏÔÎÏ-ÛÅÎÉÑ (9) ÄÏÂÁ×ÌÅÎÙ ÞÌÅÎÙ Ó ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ, ÓÏÄÅÒÖÁ-ÝÉÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ �l, Ñ×ÌÑÀÝÉÊÓÑ �ÁÒÁÍÅÔÒÏÍ ÉÔÅÒÁ�ÉÏÎÎÏÇÏ �ÒÏ�ÅÓÓÁ,ÓÍ. ÉÌÌÀÓÔÒÁ�ÉÀ ÎÁ ÒÉÓ. 2. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÌÕÞÁÊ �l = 0 ÍÏÖÎÏ ÉÎ-ÔÅÒ�ÒÅÔÉÒÏ×ÁÔØ ËÁË ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅ ÇÒÁÎÉÞÎÏÇÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ äÉÒÉÈÌÅ �ÒÉÒÅÛÅÎÉÉ ×Ó�ÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÏÊ �ÏÄÚÁÄÁÞÉ × 
s. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÓÌÕÞÁÊ �l = 1ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÀ ÕÓÌÏ×ÉÀ îÅÊÍÁÎÁ, Á ÚÎÁÞÅÎÉÅ �l ∈ (0; 1){ ÇÒÁÎÉÞÎÏÍÕ ÕÓÌÏ×ÉÀ 3-ÇÏ ÒÏÄÁ, ÉÌÉ òÏÂÅÎÁ.÷ ÍÁÔÒÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÅ ÄÁÎÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ËÁË ÂÌÏÞ-ÎÙÊ ÍÅÔÏÄ ñËÏÂÉ �Bs(ũn+1s − ũns ) = f̃ns − ( �Aũn)s ≡ r̃ns : (10)úÄÅÓØ �ÏÄ×ÅËÔÏÒÙ ũns É f̃ns ÏÔÎÏÓÑÔÓÑ Ë ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÙÍ �ÏÄÏÂÌÁÓÔÑÍ ÉÉÍÅÀÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ �Ns, Á �Bs ∈ R �Ns; �Ns { �ÒÅÄÏÂÕÓÌÁ×ÌÉ×ÁÀÝÉÅ ÍÁÔÒÉ-�Ù, ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ �ÁÒÁÍÅÔÒÏ× �l.
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òÉÓ. 2. éÌÌÀÓÔÒÁ�ÉÑ ÓÅÔÏÞÎÏÇÏ ÛÁÂÌÏÎÁ ÄÌÑ ÏËÏÌÏÇÒÁ-ÎÉÞÎÏÇÏ ÕÚÌÁéÔÅÒÁ�ÉÏÎÎÙÊ �ÒÏ�ÅÓÓ × ÆÏÒÍÅ (10) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÄÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍ,�ÏÓËÏÌØËÕ ×ÅÌÉÞÉÎÙ ũn+1s ÉÍÅÀÔ ÎÅÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ× �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑÈ �ÏÄÏÂÌÁÓÔÅÊ. íÙ ÂÕÄÅÍ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ \ÏÇÒÁÎÉÞÉÔÅÌØ-ÎÙÊ" ÁÄÄÉÔÉ×ÎÙÊ ÍÅÔÏÄ û×ÁÒ�Á (RAS { restrited additive Shwarz),× ËÏÔÏÒÏÍ ÏÞÅÒÅÄÎÏÅ ÉÔÅÒÁ�ÉÏÎÎÏÅ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅ-ÌÑÅÔÓÑ ËÁË un+1 = ⋃s un+1s , ÇÄÅ un+1s ∈ 
s { ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÊ�ÏÄ×ÅËÔÏÒÁ ũn+1s , Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÇÏ × ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÊ �ÏÄÏÂÌÁÓÔÉ �
s, ÎÏ ÓÏ-ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÕÚÌÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ 
s (ÄÌÑ s-Ê �ÏÄÏÂÌÁÓÔÉÍÏÖÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÓÕÖÅÎÉÑ Rs : �
s → 
s). íÅÔÏÄ RAS ÍÏÖ-ÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅun+1 = un +B−1rasrn;B−1ras = RÂ−1W T ; Â =W T AW = blok-diag {As ∈ R �Ns; �Ns}; (11)Á W = [w1 : : : wP ℄ ∈ RN;P ÅÓÔØ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á, ËÁÖÄÙÊ ÓÔÏÌ-ÂÅ� ws ËÏÔÏÒÏÊ ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÉÞÎÙÅ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ × ÕÚÌÁÈ ÉÚ �
s É ÎÕÌÅ-×ÙÅ { × ÏÓÔÁÌØÎÙÈ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÁÖÅ �ÒÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ ÉÓÈÏÄ-ÎÏÊ óìáõ �ÒÅÄÏÂÕÓÌÁ×ÌÉ×ÁÀÝÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á Bras ÉÚ (11) × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÝÅÎÉÅ ÂÌÏËÏ× As ÍÁÔÒÉ-�Ù Â Ó×ÏÄÉÔÓÑ ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ Ë ÒÅÛÅÎÉÀ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ �ÏÄÓÉÓÔÅÍ × ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ �ÏÄÏÂÌÁÓÔÑÈ, ÞÔÏ É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÓÎÏ×ÏÊ ÒÁÓ�ÁÒÁÌÌÅÌÉ×ÁÎÉÑÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÇÏ ÍÅÔÏÄÁ û×ÁÒ�Á, ÉÌÉ ÂÌÏÞÎÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ñËÏÂÉ.



ï îåëï�ïòùè ðáòáììåìøîùè íå�ïäáè 95óËÏÒÏÓÔØ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÄÁÎÎÏÇÏ ÉÔÅÒÁ�ÉÏÎÎÏÇÏ �ÒÏ�ÅÓÓÁ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔËÏÌÉÞÅÓÔ×Á �ÏÄÏÂÌÁÓÔÅÊ, Á ÔÏÞÎÅÅ ÇÏ×ÏÒÑ { ÏÔ ÄÉÁÍÅÔÒÁ ÇÒÁÆÁ, �ÒÅÄ-ÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÇÏ ÏÂÒÁÚÕÅÍÕÀ ÄÅËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÅÊ ÍÁËÒÏÓÅÔØ. üÔÏ ÍÏÖÎÏ ÎÁ-ÇÌÑÄÎÏ ÏÂßÑÓÎÉÔØ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÚÁ ÏÄÎÕ ÉÔÅÒÁ�ÉÀ ×ÏÚÍÕÝÅÎÉÅ ÒÅÛÅÎÉÑ× ÏÄÎÏÊ �ÏÄÏÂÌÁÓÔÉ �ÅÒÅÄÁÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÓÏÓÅÄÎÉÍ, ÉÌÉ ÓÍÅÖÎÙÍ, �ÏÄ-ÏÂÌÁÓÔÑÍ. äÌÑ ÕÓËÏÒÅÎÉÑ ÉÔÅÒÁ�ÉÏÎÎÏÇÏ �ÒÏ�ÅÓÓÁ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÓ�ÏÌØ-ÚÏ×ÁÔØ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÛÁÇÅ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÂÌÉÖÎÉÅ, ÎÏ É ÄÁÌØÎÉÅ Ó×ÑÚÉ �ÏÄ-ÏÂÌÁÓÔÅÊ. ó ÜÔÏÊ �ÅÌØÀ × ÁÌÇÏÒÉÔÍÁÈ ÄÅËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÒÁÚ-ÌÉÞÎÙÅ �ÏÄÈÏÄÙ: ÍÅÔÏÄÙ ÄÅÆÌÑ�ÉÉ, ÇÒÕÂÏÓÅÔÏÞÎÏÊ ËÏÒÒÅË�ÉÉ, ÁÇÒÅ-ÇÁ�ÉÉ É Ô.Ä., { ËÏÔÏÒÙÅ × ÔÏÊ ÉÌÉ ÉÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ �ÅÒÅËÌÉËÁÀÔÓÑ Ó ÍÎÏÇÏ-ÓÅÔÏÞÎÙÍÉ �ÒÉÎ�É�ÁÍÉ, Á ÔÁËÖÅ Ó ÍÁÌÏÒÁÎÇÏ×ÙÍÉ Á��ÒÏËÓÉÍÁ�ÉÑÍÉÍÁÔÒÉ�, ÓÍ. ÏÂÛÉÒÎÕÀ �ÉÔÉÒÕÅÍÕÀ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÕ ÎÁ Ó�Å�ÉÁÌØÎÏÍ ÓÁÊÔÅ[10℄.íÙ × ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÓÎÏ×ÁÎÎÙÊ ÎÁ ÉÎÔÅÒ�ÏÌÑ�ÉÏÎÎÏÍ�ÒÉÎ�É�Å ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ �ÏÄÈÏÄ. ðÕÓÔØ 
 { ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÇÒÕÂÁÑ ÓÅÔËÁ ÓÞÉÓÌÏÍ ÕÚÌÏ× N ≪ N × ÒÁÓÞÅÔÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ 
, �ÒÉÞÅÍ ÕÚÌÙ ÉÓÈÏÄÎÏÊÉ ÇÒÕÂÏÊ ÓÅÔÏË ÍÏÇÕÔ É ÎÅ ÓÏ×�ÁÄÁÔØ.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ '1; : : : ; 'N ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔØ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ÉÎÔÅÒ�ÏÌÑ�É-ÏÎÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ M ÎÁ ÓÅÔËÅ 
, ËÏÔÏÒÙÅ ÂÅÚÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÂÕÄÅÍ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ ÆÉÎÉÔÎÙÍÉ É ÏÂÒÁÚÕÀÝÉ-ÍÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÅÄÉÎÉ�Ù, Ô.Å.N∑k=1'k(x; y) = 1:�ÏÇÄÁ ×ÅËÔÏÒ ÉÓËÏÍÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ óìáõ (5) ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ �Ï ÄÁÎÎÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ:u = {ui;j ≈ ui;j = N∑k=1 k'k(xi; yj)} = �û+  ; (12)ÇÄÅ û = {k} ∈ RN ÅÓÔØ ×ÅËÔÏÒ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ �Ï ÂÁÚÉÓ-ÎÙÍ ÆÕÎË�ÉÑÍ,  { �ÏÇÒÅÛÎÏÓÔØ Á��ÒÏËÓÉÍÁ�ÉÉ, Á � = ['1 : : : 'N ℄ ∈
RN;N ÅÓÔØ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á, ËÁÖÄÙÊ k-Ê ÓÔÏÌÂÅ� ËÏÔÏÒÏÊ ÓÏ-ÓÔÏÉÔ ÉÚ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÂÁÚÉÓÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ 'k(xi; yj) × ÕÚÌÁÈ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÓÅÔ-ËÉ 
 (× ÓÉÌÕ ÆÉÎÉÔÎÏÓÔÉ ÂÁÚÉÓÁ ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Ï ÜÌÅÍÅÎÔÏ× � ÎÕÌÅ×ÙÅ).óÔÏÌÂ�Ù, ÉÌÉ ÆÕÎË�ÉÉ 'k, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ, ÎÏÜÔÏ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ. åÓÌÉ × k-Í ÕÚÌÅ Pk ÇÒÕÂÏÊ ÓÅÔËÉ 
 ÏÔÌÉÞÎÁ ÏÔÎÕÌÑ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÁ ÂÁÚÉÓÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ('k(Pk′ ) = Æk;k′ ), ÔÏ ûk = k ÅÓÔØ



96 ñ. ì. çõòøå÷á, ÷. ð. éìøéîÔÏÞÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÉÓËÏÍÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ × ÔÏÞËÅ Pk . ðÏÓÌÅ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ (12)× ÉÓÈÏÄÎÕÀ óìáõ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÓÉÓÔÅÍÕA�û = f −A ; (13)�ÏÓÌÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁ �T �ÏÌÕÞÁÅÍÂû ≡ �TA�û = �T f − �TA ≡ f̂ ∈ RN : (14)ðÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÑ ÄÁÌÅÅ �ÏÇÒÅÛÎÏÓÔØ  × (12) ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÏÊ, �ÏÓÌÅÅÅ ÏÔÂÒÁÓÙ×ÁÎÉÑ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÓÉÓÔÅÍÕ ÄÌÑ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÎÏÇÏ \ÇÒÕÂÏÓÅÔÏÞ-ÎÏÇÏ" ÒÅÛÅÎÉÑ �u: Â�u = �T f ≡ �f: (15)åÓÌÉ ÍÁÔÒÉ�Á A ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÁ, Á � ÉÍÅÅÔ �ÏÌÎÙÊ ÒÁÎÇ (ÎÁÍÎÏÇÏÍÅÎØÛÉÊ N), ÞÔÏ ÍÙ É �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÍ × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ, ÔÏ ÉÚ (14) ÉÍÅÅÍu ≈ ũ = ��u = �Â−1f̂ = B−1 f; B−1 = �(�TA�)−1�T ;�ÒÉÞÅÍ ÄÌÑ �ÏÇÒÅÛÎÏÓÔÉ �ÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÉÍÅÅÍu− ũ = (A−1 −B−1 )f: (16)ïÛÉÂËÕ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ×ÙÒÁÚÉÔØ É ÞÅÒÅÚ �ÏÇÒÅÛ-ÎÏÓÔØ Á��ÒÏËÓÉÍÁ�ÉÉ  . ÷ÙÞÉÔÁÑ �ÏÞÌÅÎÎÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (14) É (15), ÉÍÅ-ÅÍ Â(û− �u) = −�TA :ïÔÓÀÄÁ ÄÁÌÅÅ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ:u− ũ = �û+  − ��u =  −B−1 A :÷×ÅÄÅÎÎÁÑ ×ÙÛÅ ÍÁÔÒÉ�Á B−1 ÍÏÖÅÔ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØÓÑ ËÁË ÍÁÌÏ-ÒÁÎÇÏ×ÏÅ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅ Ë ÍÁÔÒÉ�Å A−1 É ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ × ËÁÞÅÓÔ×Å�ÒÅÄÏÂÕÓÌÁ×ÌÉ×ÁÔÅÌÑ ÄÌÑ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÉÔÅÒÁ�ÉÏÎÎÏÇÏ �ÒÏ�ÅÓÓÁ. ÷ ÞÁÓÔ-ÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ u−1 ÍÙ ÍÏÖÅÍ ×ÙÂÉÒÁÔØ ÎÁÞÁÌØÎÏÅ�ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅu0 = u−1 +B−1 r−1; r−1 = f −Au−1: (17)ðÒÉ ÜÔÏÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÎÁÞÁÌØÎÁÑ ÎÅ×ÑÚËÁ r0 = f − Au0 ÂÕÄÅÔÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁ \ÇÒÕÂÏÓÅÔÏÞÎÏÍÕ" �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ� = span {'1; : : : ; 'N} (18)× ÓÍÙÓÌÅ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ�T r0 = �T (r−1 − A�Â−1�T r−1) = 0: (19)



ï îåëï�ïòùè ðáòáììåìøîùè íå�ïäáè 97ðÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ × ÒÁÂÏÔÅ [7℄ �ÏÌÏÖÅÎÙ × ÏÓÎÏ×Õ ÍÅÔÏÄÁÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÙÈ ÇÒÁÄÉÅÎÔÏ× Ó ÄÅÆÌÑ�ÉÅÊ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÎÁ�ÒÁ-×ÌÑÀÝÉÊ ×ÅËÔÏÒ ×ÙÂÉÒÁÅÔÓÑ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅp0 = (I −B−1 A)r0; (20)ÞÔÏ ÏÂÅÓ�ÅÞÉ×ÁÅÔ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ�TAp0 = 0: (21)äÁÌØÎÅÊÛÉÅ ÉÔÅÒÁ�ÉÉ ÒÅÁÌÉÚÕÀÔÓÑ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊun+1 = un + �npn; rn+1 = rn − �nApn;pn+1 = rn+1 + �npn −B−1 Arn+1;�n = (rn; rn)=(pn; Apn); �n = (rn+1; rn+1)=(rn; rn): (22)÷ ÄÁÎÎÏÍ ÍÅÔÏÄÅ, ËÏÔÏÒÙÊ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ DCG, ÎÁ ×ÓÅÈ ÛÁÇÁÈ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á�T rn+1 = 0; �TApn+1 = 0: (23)åÓÌÉ ÔÅ�ÅÒØ ×ÅÒÎÕÔØÓÑ Ë ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÍÕ ÍÅÔÏÄÕ û×ÁÒ�Á (11), ÔÏ Ó �Ï-ÍÏÝØÀ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÑ \ÇÒÕÂÏÓÅÔÏÞÎÏÇÏ" �ÒÅÄÏÂÕÓÌÁ×ÌÉ×ÁÔÅÌÑ B−1 (×ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÅ Ë �ÒÅÄÏÂÕÓÌÁ×ÌÉ×ÁÔÅÌÀ B−1ras) ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ �Ï�ÙÔÁÔØÓÑ ÕÓËÏ-ÒÉÔØ. íÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÜÔÏÔ ×Ï�ÒÏÓ × ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÊ �ÏÓÔÁÎÏ×ËÅ, �ÒÅÄ�Ï-ÌÁÇÁÑ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉ�Á A ÎÅÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ, Á �ÒÅÄÏÂÕÓÌÁ×ÌÉ×ÁÀÝÉÈ ÍÁÔÒÉ�ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅ Ä×Å, Á ÎÅÓËÏÌØËÏ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÜÔÉ �ÒÅÄÏÂÕÓÌÁ×ÌÉ×ÁÔÅÌÉ ÍÏ-ÇÕÔ ÍÅÎÑÔØÓÑ ÏÔ ÉÔÅÒÁ�ÉÉ Ë ÉÔÅÒÁ�ÉÉ, ÞÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÔÁË ÎÁÚÙ-×ÁÅÍÏÍÕ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÏÍÕ, ÉÌÉ ÇÉÂËÏÍÕ (exible), �ÒÅÄÏÂÕÓÌÁ×ÌÉ×ÁÎÉÀ.äÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ óìáõ Ó ÎÅÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ A �ÏÓÔÒÏÉÍ ÓÅ-ÍÅÊÓÔ×Ï ÍÕÌØÔÉ-�ÒÅÄÏÂÕÓÌÏ×ÌÅÎÎÙÈ �ÏÌÕÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÙÈ ÎÅ×ÑÚÏË, ËÏÔÏ-ÒÙÅ ÏÓÎÏ×Ù×ÁÀÔÓÑ ÎÁ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÉ Ä×ÕÈ ÉÄÅÊ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÈ × ÒÁÂÏ-ÔÁÈ [5, 6℄.ðÕÓÔØ r0 = f−Au0 ÅÓÔØ ÎÁÞÁÌØÎÁÑ ÎÅ×ÑÚËÁ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ,Á B(1)0 ; : : : ; B(m)0 { ÎÁÂÏÒ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÌÅÇËÏ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈÍÁÔÒÉ�-�ÒÅÄÏÂÕÓÌÁ×ÌÉ×ÁÔÅÌÅÊ. ó ÉÈ �ÏÍÏÝØÀ Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØ-ÎÕÀ ÍÁÔÒÉ�Õ, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÕÀ ÉÚ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÎÁ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÈ ×ÅËÔÏÒÏ×p0k; k = 1; : : : ;m:P0 = [p01 · · · p0m℄ ∈ RN;m; p0l = (B(l)0 )−1r0; (24)ËÏÔÏÒÙÅ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÍ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÍÉ.ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ ÌÅÇËÏ ÏÂÏÂÝÉÔØ ÎÁÂÌÏÞÎÙÅ ÉÔÅÒÁ�ÉÏÎÎÙÅ ÍÅÔÏÄÙ × �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ ëÒÙÌÏ×Á, ËÏÇÄÁ



98 ñ. ì. çõòøå÷á, ÷. ð. éìøéîÂÅÒÅÔÓÑ ÎÅ ÏÄÎÏ, Á m ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÊ u0l . �ÏÇÄÁÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÎÁ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÅ ×ÅËÔÏÒÙ × (24) ÍÏÖÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ËÁËp0l = (B(l)0 )−1r0l ; r0l = f −Au0l ; l = 1; : : : ;m;ÏÄÎÁËÏ ÎÁ ÜÔÉÈ ×Ï�ÒÏÓÁÈ ÄÁÌÅÅ ÍÙ ÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÔØÓÑ ÎÅ ÂÕÄÅÍ.ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÅ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ un É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÎÅ×ÑÚËÉrn = f −Aun ÂÕÄÅÍ ÉÓËÁÔØ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÒÅËÕÒÓÉÊun+1 = un + Pn ��n = u0 + P0 ��0 + · · ·+ Pn��n;rn+1 = rn −APn ��n = r0 −AP0 ��0 − · · · −APn ��n: (25)úÄÅÓØ ��n = (�1n; : : : ; �mn )T ÓÕÔØ m-ÍÅÒÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ, Á ÎÁ�ÒÁ×ÌÑÀ-ÝÉÅ ×ÅËÔÏÒÙ pnl , ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÅ ÓÔÏÌÂ�Ù �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÈ ÍÁÔÒÉ� Pn =[Pn1 · · ·Pnm℄ ∈ RN;m, ÂÕÄÅÍ Ï�ÒÅÄÅÌÑÔØ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÍÉ × ÓÍÙÓÌÅ ÕÄÏ-×ÌÅÔ×ÏÒÅÎÉÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍP Tn ATAPk = Dn;k = 0 �ÒÉ k 6= n; (26)ÇÄÅ Dn;n { ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á, ÅÓÌÉÍÁÔÒÉ�Ù Pk ÉÍÅÀÔ �ÏÌÎÙÊ ÒÁÎÇ, ÞÔÏ ÍÙ É ÂÕÄÅÍ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ.ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ �ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ (26) ÎÅ×ÑÚËÉ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÒÁ×ÅÎ-ÓÔ×ÁÍ(rn+1; rn+1) = (r0; r0)− n∑k=0[2(r0; APk ��k)− (APk ��k; APk ��k)℄: (27)ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ �Ï ÕÓÌÏ×ÉÀ ÍÉÎÉÍÕÍÁ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ�(rn+1; rn+1)=��(l)k = 0; k = 0; 1; : : : ; n; l = 1; : : : ;m;ÄÌÑ \×ÅËÔÏÒÎÙÈ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ×" ��n Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Á ÆÏÒÍÕÌÁ��n = (D−1n;n)−1P Tn AT r0: (28)ðÒÉ ÜÔÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ��n, ËÁË ÌÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ×ÅËÔÏÒÙ pnk ; rnk ÕÄÏ×ÌÅ-Ô×ÏÒÑÀÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ �ÏÌÕÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÏÓÔÉ, Ô.Å.P Tk AT rn+1 = 0; k = 0; 1; : : : ; n: (29)÷ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÏ× ÎÅ×ÑÚÏË ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅ-ÎÉÑ (rn+1; rn+1) = (rn; rn)− (Cnr0; r0)= (r0; r0)− (C0r0; r0)− · · · − (Cnr0; r0);Cn = PnAD−1n;nATP Tn : (30)



ï îåëï�ïòùè ðáòáììåìøîùè íå�ïäáè 99íÁÔÒÉ�Ù, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÅ ÉÚ ÎÁ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÈ ×ÅËÔÏÒÏ×, ÂÕÄÅÍ ÉÓËÁÔØÉÚ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊPn+1 = Qn+1 + n∑k=0Pk ��k;n; (31)ÇÄÅ ××ÅÄÅÎÙ ×Ó�ÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÅ ÍÁÔÒÉ�ÙQn+1 = [qn+11 : : : qn+1m ℄; qn+1l = (B(l)n+1)−1rn+1; (32)B(l)n+1 { �ÒÅÄÏÂÕÓÌÁ×ÌÉ×ÁÀÝÉÅ ÍÁÔÒÉ�Ù, Á ��k;n ÓÕÔØ ×ÅËÔÏÒÙ ËÏÜÆÆÉ-�ÉÅÎÔÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ (31) × ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ(26) Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ��k;n = −D−1k;kP Tk ATAQn+1: (33)ó �ÏÍÏÝØÀ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ (31), (25) ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑQTkAT rn = (P Tk AT −
k−1∑j=0 ��Ti;kP Ti AT)(r0 −∑i=0APi ��i); (34)ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ �ÒÉ k = n ÓÌÅÄÕÅÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏQTnAT rn = P Tn AT r0;�ÏÚ×ÏÌÑÀÝÅÅ �ÏÌÕÞÉÔØ ×ÍÅÓÔÏ (28) ÎÏ×ÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ��n = D−1n;nQTnAT rn:á �ÒÉ k < n ÉÚ (34) �ÏÌÕÞÁÅÍ Ó×ÏÊÓÔ×Ï �ÏÌÕÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÏÓÔÉ ×ÅËÔÏÒÏ×ÎÅ×ÑÚÏË: QTkAT rn = 0; k < n; (35)ËÏÔÏÒÙÍ É Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÎÁÚ×ÁÎÉÅ ÄÁÎÎÏÇÏ ÍÅÔÏÄÁ.

§3. ïÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÔÅÈÎÏÌÏÇÉÊ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉïÄÎÏÊ ÉÚ �ÅÌÅÊ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÙ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÅÒÉÆÉËÁ�ÉÑ, ÔÅÓÔÉÒÏ-×ÁÎÉÅ É ÓÒÁ×ÎÉÔÅÌØÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÓÔÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÁÌÇÏÒÉÔ-ÍÏ× ÒÅÛÅÎÉÑ ÂÏÌØÛÉÈ ÒÁÚÒÅÖÅÎÎÙÈ óìáõ Ó �ÅÌØÀ ÉÈ Ï�ÔÉÍÉÚÁ�ÉÉ É×ËÌÀÞÅÎÉÑ × ÓÏÓÔÁ× ÂÉÂÌÉÏÔÅËÉ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÒÅÛÁ-ÔÅÌÅÊ KRYLOV [11℄. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÇÌÁ×ÎÙÅ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÑ Ë ÒÁÚÒÁÂÁÔÙ×ÁÅÍÏ-ÍÕ �ÒÏÇÒÁÍÍÎÏÍÕ ËÏÄÕ ÚÁËÌÀÞÁÀÔÓÑ × ×ÙÓÏËÏÊ �ÒÏÉÚ×ÏÄÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÉÍÁÓÛÔÁÂÉÒÕÅÍÏÍ ÂÙÓÔÒÏÄÅÊÓÔ×ÉÉ, Á ÔÁËÖÅ × ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÉ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ



100 ñ. ì. çõòøå÷á, ÷. ð. éìøéîÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ ÎÁ �ÏÒÑÄËÉ ÒÅÛÁÅÍÙÈ óìáõ É ÎÁ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÉÓ�ÏÌØÚÕ-ÅÍÙÈ �ÒÏ�ÅÓÓÏÒÏ× ÉÌÉ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÙÈ ÑÄÅÒ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó [8℄ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÌÉÞÁÔØ ÓÉÌØÎÕÀ É ÓÌÁÂÕÀ ÍÁÓÛÔÁÂÉÒÕÅÍÏÓÔØ.ðÅÒ×ÏÅ �ÏÎÑÔÉÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÅÔ ÕÍÅÎØÛÅÎÉÅ ×ÒÅÍÅÎÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÑ ÏÄ-ÎÏÊ ÂÏÌØÛÏÊ ÚÁÄÁÞÉ Ó Õ×ÅÌÉÞÅÎÉÅÍ ÞÉÓÌÁ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÙÈ ÕÓÔÒÏÊÓÔ×,Á ×ÔÏÒÏÅ { �ÒÉÍÅÒÎÏÅ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÅ ×ÒÅÍÅÎÉ ÒÅÛÅÎÉÑ �ÒÉ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎ-ÎÏÍ ÒÏÓÔÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ (ÞÉÓÌÁ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ Ó×ÏÂÏÄÙ) ÚÁÄÁÞÉ É ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌÅÊ.òÅÁÌÉÚÁ�ÉÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÌÁÓØ Ó ÕÞÅÔÏÍ ÔÉ�Ï×ÏÊ ÁÒÈÉÔÅË-ÔÕÒÙ ËÌÁÓÔÅÒÁ óóëã óï òáî [12℄, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÆÕÎË�ÉÏÎÉÒÕÅÔ ÂÉ-ÂÌÉÏÔÅËÁ KRYLOV, ÏÄÎÁËÏ ÂÅÚ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÑ ÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÈ ÕÓËÏÒÉÔÅ-ÌÅÊ ÏÂÝÅÇÏ ÎÁÚÎÁÞÅÎÉÑ GPGPU, �ÏÓËÏÌØËÕ ÉÈ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÅ �ÒÉÍÅÎÅ-ÎÉÅ × ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÈ ÍÅÔÏÄÁÈ ÄÅËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ ÏÂÌÁÓÔÅÊ ÉÍÅÅÔ Ó×ÏÉÔÅÈÎÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÙÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ É ÔÒÅÂÕÅÔ Ó�Å�ÉÁÌØÎÏÇÏÉÚÕÞÅÎÉÑ.ïÒÇÁÎÉÚÁ�ÉÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ �ÒÏÉÚ×ÏÄÉÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÏÂÒÁÚÏÍ: ÅÓÌÉ ÒÁÓÞÅÔÎÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ P �ÏÄÏÂÌÁÓÔÅÊ, ÔÏÒÅÛÅÎÉÅ óìáõ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁ P+1 �ÒÏ�ÅÓÓÏÒÅ CPU (ÏÄÉÎ { \ËÏÒ-ÎÅ×ÏÊ", Á ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ \Ó×ÏÅÊ" �ÏÄÏÂÌÁÓÔÉ), É�ÒÉ ÜÔÏÍ ÆÏÒÍÉÒÕÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÖÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï MPI-�ÒÏ�ÅÓÓÏ×. òÅÛÅÎÉÅ×Ó�ÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÓÉÓÔÅÍ × �ÏÄÏÂÌÁÓÔÑÈ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑ-ÅÔÓÑ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÎÁ ÍÎÏÇÏÑÄÅÒÎÙÈ CPU Ó �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ ÍÎÏÇÏ�ÏÔÏ-ËÏ×ÙÈ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ ÓÒÅÄÓÔ×ÁÍÉ OpenMP.ðÏÓËÏÌØËÕ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ ÂÉÂÌÉÏÔÅËÉ KRYLOV ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÙ ÎÁ ÒÅ-ÛÅÎÉÅ ÂÏÌØÛÉÈ ÒÁÚÒÅÖÅÎÎÙÈ óìáõ, ×ÏÚÎÉËÁÀÝÉÈ ÉÚ Á��ÒÏËÓÉÍÁ-�ÉÉ ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÙÈ ËÒÁÅ×ÙÈ ÚÁÄÁÞ ÎÁ ÎÅÓÔÒÕËÔÕÒÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÓÅÔËÁÈ, ÔÏÄÌÑ ÈÒÁÎÅÎÉÑ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÁÔÒÉ� ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÏÂÝÅÒÁÓ�ÒÏ-ÓÔÒÁÎÅÎÎÙÊ ÒÁÚÒÅÖÅÎÎÙÊ ÓÔÒÏÞÎÙÊ ÆÏÒÍÁÔ CSR (Compressed SparseRow). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÎÁ �ÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÏÍ ÜÔÁ�Å ÆÏÒÍÉÒÕÅÔÓÑ \ÇÌÏÂÁÌØÎÁÑ"ÍÁÔÒÉ�Á A ÎÁ ËÏÒÎÅ×ÏÍ �ÒÏ�ÅÓÓÏÒÅ, Á ÚÁÔÅÍ ÏÒÇÁÎÉÚÕÅÔÓÑ ÒÁÓ�ÒÅÄÅ-ÌÅÎÎÏÅ ÈÒÁÎÅÎÉÅ ÂÌÏÞÎÙÈ ÓÔÒÏË �As ÉÚ (10) ÄÌÑ s-È ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÙÈ �ÏÄ-ÏÂÌÁÓÔÅÊ × �ÁÍÑÔÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ �ÒÏ�ÅÓÓÏÒÏ×.ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÈ Ä×ÕÍÅÒÎÙÈ ÓÅÔÏÞÎÙÈ ËÒÁÅ×ÙÈÚÁÄÁÞÁÈ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ Ä×ÕÍÅÒÎÁÑ ÖÅ ÄÅËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ ÓÂÁÌÁÎÓÉÒÏ×ÁÎ-ÎÙÈ �ÏÄÏÂÌÁÓÔÅÊ, ËÏÇÄÁ ÄÌÑ �ÒÉÍÅÒÎÏ ÒÁ×ÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÕÚÌÏ× NS ≈ N=P× ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÎÉÈ ÄÉÁÍÅÔÒ d ÍÁËÒÏÓÅÔËÉ ÉÚ �ÏÄÏÂÌÁÓÔÅÊ �ÒÉÂÌÉÚÉ-ÔÅÌØÎÏ ÒÁ×ÅÎ √P . �ÁË ËÁË ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÉÔÅÒÁ�ÉÊ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÇÏ ÍÅÔÏÄÁû×ÁÒ�Á, ÄÁÖÅ Ó ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÍÅÔÏÄÏ× ëÒÙÌÏ×Á, �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÏ



ï îåëï�ïòùè ðáòáììåìøîùè íå�ïäáè 101×ÅÌÉÞÉÎÅ d ;  > 0, ÔÏ ÜÔÏ ÄÁ£Ô ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏÅ �ÒÅÉÍÕÝÅÓÔ×Ï �ÅÒÅÄ ÏÄ-ÎÏÍÅÒÎÏÊ ÄÅËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÅÊ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ d ≈ P .íÁÓÛÔÁÂÉÒÕÅÍÏÅ ÒÁÓ�ÁÒÁÌÌÅÌÉ×ÁÎÉÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× ÏÂÅÓ�ÅÞÉ×ÁÅÔÓÑÓÉÎÈÒÏÎÉÚÁ�ÉÅÊ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ �Ï �ÏÄÏÂÌÁÓÔÑÍ �ÒÏÇÒÁÍÍÎÙÍÉ ÓÒÅÄÓÔ×Á-ÍÉ ÓÉÓÔÅÍÙ MPI (Message Passing Interfae) É ÍÉÎÉÍÉÚÁ�ÉÅÊ ×ÒÅÍÅÎ-ÎÙÈ �ÏÔÅÒØ ÎÁ ÍÅÖ�ÒÏ�ÅÓÓÏÒÎÙÅ ÏÂÍÅÎÙ. òÅÛÅÎÉÅ Á×ÔÏÎÏÍÎÙÈ óìáõ× 
s ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÑÍÙÍÉ ÉÌÉ ÉÔÅÒÁ�ÉÏÎÎÙÍÉ ÍÅÔÏÄÁÍÉ, ÞÔÏ ÔÒÅ-ÂÕÅÔ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÛÁÇÅ Ä×ÕÈÕÒÏ×ÎÅ×ÏÇÏ �ÒÏ�ÅÓÓÁ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ (N=P )1 ,1 > 0, ÏÂß£ÍÁ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ. á �ÏÓËÏÌØËÕ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍ ÏÂÍÅÎÄÁÎÎÙÍÉ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍÉ ÔÏÌØËÏ �ÅÒÉÆÅÒÉÊÎÙÍ ÕÚÌÁÍ ÓÍÅÖÎÙÈ�ÏÄÏÂÌÁÓÔÅÊ, ÔÏ ÏÂß£Í ÔÁËÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ ÇÏÒÁÚÄÏ ÍÅÎØÛÅ É �ÒÏ�ÏÒ-�ÉÏÎÁÌÅÎ (N=P )1=2, ÞÔÏ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ × �ÒÉÎ�É�Å ÓÏ×ÍÅÝÁÔØ ×Ï ×ÒÅÍÅÎÉÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ É ËÏÍÍÕÎÉËÁ�ÉÏÎÎÙÅ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ.÷ÙÓÏËÁÑ �ÒÏÉÚ×ÏÄÉÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÎÎÙÈ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÙÈ ÍÅ-ÔÏÄÏ× É ÔÅÈÎÏÌÏÇÉÊ �ÏÄÄÅÒÖÉ×ÁÅÔÓÑ ÁËÔÉ×ÎÙÍ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÓÔÁÎ-ÄÁÒÔÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ É ×ÅËÔÏÒÎÏ-ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ ÉÚ ÓÉÓÔÅÍ BLAS ÉSPARSE BLAS, ×ËÌÀÞÅÎÎÙÈ × ÓÏÓÔÁ× ÂÉÂÌÉÏÔÅËÉ MKL INTEL [9℄.
§4. ðÒÉÍÅÒÙ ÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÏ×íÙ �ÒÉ×ÅÄÅÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÍÅÔÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÒÁÓÞÅÔÏ× �Ï ÒÅÛÅÎÉÀ �Ñ-ÔÉÔÏÞÅÞÎÙÈ óìáõ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ äÉÒÉÈÌÅ × Ë×ÁÄÒÁÔÅ ÎÁ Ë×Á-ÄÒÁÔÎÙÈ ÓÅÔËÁÈ Ó ÞÉÓÌÏÍ ÕÚÌÏ× 1282 É 2562. ÷ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ �ÒÏ×ÏÄÉÌÉÓØÎÁ P = 22; 42; 82 �ÒÏ�ÅÓÓÏÒÁÈ, ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Ï×ÁÌ ÏÄ-ÎÏÊ ÉÚ �ÏÄÏÂÌÁÓÔÅÊ, ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ Ë×ÁÄÒÁÔÎÕÀ ÍÁËÒÏÓÅÔËÕ. éÔÅÒÁ�ÉÉ�Ï �ÏÄÏÂÌÁÓÔÑÍ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÌÉÓØ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ BiCGStab [13℄�ÒÉ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÉ ËÒÉÔÅÒÉÑ ÏÓÔÁÎÏ×Á

||rn||2 6 10−8||f ||2:òÅÛÅÎÉÅ ×Ó�ÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÈ �ÏÄÓÉÓÔÅÍ × �ÏÄÏÂÌÁÓÔÑÈ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÌÏÓØ Ó�ÏÍÏÝØÀ �ÒÑÍÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ, ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÏÇÏ × ÍÎÏÇÏ�ÏÔÏËÏ×ÏÍ ÒÅÖÉ-ÍÅ �ÒÏÇÒÁÍÍÏÊ PARDISO ÉÚ ÂÉÂÌÉÏÔÅËÉ Intel MKL [9℄. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÎÁÉ-ÂÏÌÅÅ ÔÒÕÄÏÅÍËÁÑ ÞÁÓÔØ LU-ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉ�Ù ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏÏÄÉÎ ÒÁÚ �ÅÒÅÄ ÎÁÞÁÌÏÍ ÉÔÅÒÁ�ÉÊ.÷ ËÁÖÄÏÊ ËÌÅÔËÅ ÔÁÂÌ. 1 �ÒÉ×ÅÄÅÎÙ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÉÔÅÒÁ�ÉÊ �Ï �ÏÄ-ÏÂÌÁÓÔÑÍ É ×ÒÅÍÅÎÁ ÒÅÛÅÎÉÑ óìáõ ÎÁ ÓÅÔËÁÈ 1282 É 2562 (Ä×Å ×ÅÒÈÎÉÅÉ Ä×Å ÎÉÖÎÉÅ �ÁÒÙ ÞÉÓÅÌ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ), �ÒÉ ÜÔÏÍ 1-Ñ É 3-Ñ ÓÔÒÏ-ËÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÎÕÌÅ×ÏÊ ËÏÎ×ÅÎ�ÉÉ, Á 2-Ñ É 4-Ñ ÓÔÒÏËÉ { ÚÎÁÞÅÎÉÑÍ



102 ñ. ì. çõòøå÷á, ÷. ð. éìøéîËÏÎ×ÅËÔÉ×ÎÙÈ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× p = q = 4) × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈÚÎÁÞÅÎÉÊ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ �ÅÒÅÈÌÅÓÔÁ �.P \ � 0 1 2 3 4 518 1.75 11 1.45 9 1.37 7 1.26 7 1.26 6 1.204 31 2.45 17 1.77 13 1.66 12 1.53 11 1.50 10 1.3527 6.85 16 4.37 12 3.51 10 3.02 9 2.82 8 2.4946 11.37 25 6.53 19 5.16 17 4.74 15 4.28 13 3.7632 1.42 18 1.18 14 1.19 12 1.09 11 0.89 9 0.7916 41 2.23 25 2.6 19 2.44 16 1.90 14 1.28 14 1.7841 3.85 24 2.83 20 2.20 17 1.80 14 1.38 14 1.6658 5.96 35 3.55 28 3.03 22 2.58 19 1.99 18 1.9943 1.56 26 1.66 19 1.39 16 1.50 14 1.56 12 0.8664 57 2.02 34 1.91 26 1.78 21 1.98 20 1.69 18 1.3560 4.75 36 4.16 27 3.35 22 3.11 20 3.00 18 4.6687 7.04 47 5.61 38 4.89 31 4.13 28 4.02 25 4.48�ÁÂÌÉ�Á 1. þÉÓÌÏ ÉÔÅÒÁ�ÉÊ É ×ÒÅÍÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ(ÓÅË.) ÎÁ ÓÅÔËÁÈ 1282 É 2562.ëÁË ×ÉÄÎÏ ÉÚ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ×, Ó Õ×ÅÌÉÞÅÎÉÅÍ � ÄÏ 5 ÞÉÓÌÏ ÉÔÅÒÁ�ÉÊÓÏËÒÁÝÁÅÔÓÑ × 3 { 4 ÒÁÚÁ, ÏÄÎÁËÏ �ÒÉ ÂÏÌØÛÉÈ �ÁÒÁÍÅÔÒÁÈ �ÅÒÅÈÌÅÓÔÁ�ÏÄÏÂÌÁÓÔÅÊ ×ÒÅÍÑ ÒÅÛÅÎÉÑ óìáõ ÎÁÞÉÎÁÅÔ ÒÁÓÔÉ, ÔÁË ÞÔÏ �ÒÁËÔÉ-ÞÅÓËÉ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÓÅÔÏË É ËÏÌÉÞÅÓÔ× �ÒÏ�ÅÓÓÏÒÏ× Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ� ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁ×ÎÙÍ ÏËÏÌÏ 3 { 4. îÁÌÉÞÉÅ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ËÏÎ×ÅËÔÉ×ÎÙÈËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× p; q Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÅÔ ÞÉÓÌÏ ÉÔÅÒÁ�ÉÊ �ÒÉÍÅÒÎÏ ÎÁ 30{50%.÷ �ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ÄÁÌÅÅ ÔÁÂÌÉ�ÁÈ ÒÁÄÉ ËÒÁÔËÏÓÔÉ �ÒÉ×ÏÄÑÔÓÑ ÒÅÚÕÌØ-ÔÁÔÙ ÒÅÛÅÎÉÑ ÔÏÌØËÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ðÕÁÓÓÏÎÁ, Ô.Å. �ÒÉ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÉ ËÏÎ-×ÅËÔÉ×ÎÙÈ ÞÌÅÎÏ× × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÉ (1). ëÁË �ÏËÁÚÙ×ÁÀÔ ÒÁÓÞÅÔÙ, �ÒÉ ÕÍÅ-ÒÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ p; q (|p|+|q| < 50) ÈÁÒÁËÔÅÒ ÉÔÅÒÁ�ÉÏÎÎÙÈ �ÒÏ�ÅÓÓÏ×ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÓÌÁÂÏ.÷ ÔÁÂÌ. 2 ÍÙ �ÒÉ×ÏÄÉÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÉÔÅÒÁ�ÉÊ �ÒÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ � ÉÚÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (9), Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÝÉÈ ÉÎÔÅÒÆÅÊÓÎÙÅ ÇÒÁÎÉÞÎÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÄÌÑÓÍÅÖÎÙÈ �ÏÄÏÂÌÁÓÔÅÊ (× ËÁÖÄÏÊ ËÌÅÔËÅ ÌÅ×ÏÅ É �ÒÁ×ÏÅ ÞÉÓÌÁ ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÕÀÔ ÓÅÔËÁÍ 1282 É 2562).ëÁË ×ÉÄÎÏ ÉÚ ÜÔÉÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ×, × �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÈ ÒÁÓÞÅÔÁÈ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÓÅ-ÔÏË É ÒÁÚÎÏÇÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á �ÏÄÏÂÌÁÓÔÅÊ, ÏÂÎÁÒÕÖÉ×ÁÅÔÓÑ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÅÚÎÁÞÅÎÉÅ �, ÂÌÉÚËÏÅ Ë ÅÄÉÎÉ�Å, ÏÄÎÁËÏ ×ÙÉÇÒÙÛ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ× �ÒÅÄÅÌÁÈ 10-40%. äÁÎÎÙÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ �ÒÏ×ÏÄÉÌÉÓØ ÂÅÚ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ



ï îåëï�ïòùè ðáòáììåìøîùè íå�ïäáè 103P \ � 0 0.5 0.6 0.7 0.99754 18 27 16 26 16 24 14 23 10 1216 32 41 28 40 27 39 27 40 31 7564 43 60 42 56 40 55 41 55 93 86�ÁÂÌÉ�Á 2. ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÉÔÅÒÁ�ÉÊ ÎÁ ÓÅÔËÁÈ 1282 É 2562�ÒÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �ÁÒÁÍÅÔÒÁÈ �.�ÏÄÏÂÌÁÓÔÅÊ, Á �ÒÉ � > 1 ÎÁÉÌÕÞÛÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ � ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÕÌÅ×ÏÊ,ÞÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ äÉÒÉÈÌÅ ÎÁ ÓÍÅÖÎÙÈ ÇÒÁÎÉ�ÁÈ.÷ �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÈ ×ÙÛÅ �ÒÉÍÅÒÁÈ ÈÁÒÁËÔÅÒ ÉÔÅÒÁ�ÉÊ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÓÌÁÂÏ�ÒÉ ÉÚÍÅÎÅÎÉÉ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÏÛÉÂËÉ. ï�ÉÓÁÎÎÙÅ × ÔÁÂÌ. 1, 2 ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎ-ÔÙ �ÒÏ×ÏÄÉÌÉÓØ �ÒÉ u0 = 0 É �ÒÉ ÔÏÞÎÏÍ ÒÅÛÅÎÉÉ óìáõ u = 1.N \ N 0 22 42 82176 167 166 103642 118 87 56338 309 255 1811282 220 159 104609 544 442 2762562 376 294 190�ÁÂÌÉ�Á 3. ÷ÌÉÑÎÉÅ ÄÅÆÌÑ�ÉÉ × ÍÅÔÏÄÅ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÙÈ ÇÒÁÄÉÅÎÔÏ×.÷ ÔÁÂÌ. 3 ÄÅÍÏÎÓÔÒÉÒÕÅÔÓÑ ÜÆÆÅËÔ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ Ä×ÕÈ ×ÁÒÉÁÎÔÏ× ÍÅ-ÔÏÄÏ× ÄÅÆÌÑ�ÉÉ �ÒÉ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÉ ÍÅÔÏÄÁ ÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÙÈ ÇÒÁÄÉÅÎÔÏ×ÂÅÚ ËÁËÏÇÏ-ÌÉÂÏ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÇÏ �ÒÅÄÏÂÕÓÌÁ×ÌÉ×ÁÎÉÑ, × ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ ÂÅÚÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÇÏ ÍÅÔÏÄÁ û×ÁÒ�Á ÄÌÑ ÔÒ£È Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÈ ÓÅÔÏË Ó ÒÁÚÎÙÍ ÞÉ-ÓÌÏÍ ÕÚÌÏ× N. âÁÚÉÓÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ �k(x; y) Ñ×ÌÑÌÉÓØ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÆÉ-ÎÉÔÎÙÍÉ. ÷ ÔÒ£È �ÒÁ×ÙÈ ËÏÌÏÎËÁÈ ×ÅÒÈÎÉÅ ÞÉÓÌÁ × ËÁÖÄÏÊ ËÌÅÔËÅÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÏÄÎÏËÒÁÔÎÏÊ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÉÚÁ�ÉÉ ×ÉÄÁ (17), (21), Á ÎÉÖ-ÎÉÅ { ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÎÁ ËÁÖÄÏÊ ÉÔÅÒÁ�ÉÉ �Ï ÆÏÒÍÕÌÁÍ (22), (23).óÒÁ×ÎÅÎÉÅ Ó ÁÌÇÏÒÉÔÍÁÍÉ ÂÅÚ ÄÅÆÌÑ�ÉÉ (ËÏÌÏÎËÁ Ó N = 0) �ÏËÁÚÙ×Á-ÅÔ ÕÓËÏÒÅÎÉÅ ÉÔÅÒÁ�ÉÊ Ó ÒÏÓÔÏÍ P ÄÏ ÔÒ£È ÒÁÚ. ïÄÎÁËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÍÅÔØ



104 ñ. ì. çõòøå÷á, ÷. ð. éìøéî××ÉÄÕ, ÞÔÏ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÑ ÍÎÏÇÏËÒÁÔÎÏÊ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÉÚÁ�ÉÉ \ÕÄÏÒÏÖÁÅÔ"ËÁÖÄÕÀ ÉÔÅÒÁ�ÉÀ, ÔÁË ÞÔÏ Ï�ÔÉÍÉÚÁ�ÉÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× × �ÒÁËÔÉÞÅÓËÏÍ�ÌÁÎÅ ÔÒÅÂÕÅÔ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÊ.N \ P 22 42 8219 26 37642 23 21 2829 35 511282 24 26 3638 53 712562 31 35 40�ÁÂÌÉ�Á 4. ÷ÌÉÑÎÉÅ ÁÇÒÅÇÁ�ÉÉ × ÍÅÔÏÄÅ AS (ÄÅËÏÍ�Ï-ÚÉ�ÉÑ ÂÅÚ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ �ÏÄÏÂÌÁÓÔÅÊ).òÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÉÚ ÔÁÂÌ. 4 ÉÌÌÀÓÔÒÉÒÕÀÔ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÄÁÎÎÙÅ, ÎÏ �ÒÉÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÉ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÇÏ ÍÅÔÏÄÁ û×ÁÒ�Á Ó ÄÅËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÅÊ ÏÂÌÁÓÔÉÎÁ P �ÏÄÏÂÌÁÓÔÅÊ. õÚÌÙ ÒÅÄËÏÊ ÓÅÔËÉ 
 ÂÅÒÕÔÓÑ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÕÇÌÏ×�ÏÄÏÂÌÁÓÔÅÊ, Ô.Å. �ÒÉ P = 22; 42; 82 ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÕÚÌÏ× ÇÒÕÂÏÊ ÓÅÔËÉ, Ô.Å.ÚÎÁÞÅÎÉÑ N, ÒÁ×ÎÑÌÉÓØ 32; 52 É 92 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. âÁÚÉÓÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ�k(x; y), ËÁË É × �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÓÅÒÉÉ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÏ× ÉÚ ÔÁÂÌ. 3, Ñ×ÌÑÌÉÓØÂÉÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÆÉÎÉÔÎÙÍÉ. ÷ ËÁÖÄÏÊ ËÌÅÔËÅ ÔÁÂÌ. 4 ×ÅÒÈÎÅÅ ÞÉÓÌÏ ÓÏ-ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÒÁÓÞ£ÔÁÍ ÂÅÚ ÄÅÆÌÑ�ÉÉ, Á ÎÉÖÎÅÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÉÔÅÒÁ�ÉÊ �ÒÉ ÏÄÎÏËÒÁÔÎÏÊ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ �ÒÉÂÌÉÖÅ-ÎÉÑ.ðÒÉ×ÅÄ£ÎÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÄÌÑ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÈ ÓÅÔÏË É ÍÁËÒÏÓÅÔÏËÉÍÅÀÔ �ÒÉÍÅÒÎÏ ÔÏÔ ÖÅ ÈÁÒÁËÔÅÒ, ÞÔÏ É × ÔÁÂÌÉ�Å 3: Õ×ÅÌÉÞÅÎÉÅ ÒÁÚ-ÍÅÒÎÏÓÔÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÄÅÆÌÑ�ÉÉ ÄÁ£Ô ÕÍÅÎØÛÅÎÉÅ ÉÔÅÒÁ�ÉÊ �Ï �ÏÄ-ÏÂÌÁÓÔÑÍ, ÎÏ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÏÂß£Í ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÛÁÇÅ ÒÁÓÔ£Ô.÷ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ×ÎÅÛÎÉÅ ÉÔÅÒÁ�ÉÉ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÌÉÓØ �Ï ÍÅÔÏÄÕ CG,�ÒÉÍÅÎÉÍÏÓÔØ ËÏÔÏÒÏÇÏ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÏÂßÑÓÎÑÅÔÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÄÅËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑÏÂÌÁÓÔÉ �ÒÏ×ÏÄÉÌÁÓØ ÂÅÚ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ �ÏÄÏÂÌÁÓÔÅÊ.ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Ï�ÉÓÁÎÎÙÅ × ÔÁÂÌ. 3, 4 ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÙ �ÒÏ×ÏÄÉÌÉÓØ�ÒÉ ÎÁÞÁÌØÎÏÍ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÉ u0 = 0 É ÔÏÞÎÏÍ ÒÅÛÅÎÉÉ óìáõ u(xi;yj)=
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