
úÁ�ÉÓËÉ ÎÁÕÞÎÙÈÓÅÍÉÎÁÒÏ× ðïíé�ÏÍ 428, 2014 Ç.à. á. áÌØ�ÉÎ, ÷. ó. áÌØ�ÉÎÁëïíâéîá�ïòîùå ó÷ïêó�÷á ãåìùèðïìõçòõðð îåï�òéãá�åìøîùè íá�òéã÷×ÅÄÅÎÉÅðÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÁÑ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÁÑÍÁÔÒÉ�Á ÌÉÂÏ �ÒÉÍÉÔÉ×ÎÁ (É ÔÏÇÄÁ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÓÔÅ�ÅÎØ ÜÔÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÙÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÕÌÅÊ), ÌÉÂÏ ÏÎÁ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÏ �ÏÄÏÂÎÁ ÍÁÔÒÉ�Å ×ÉÄÁA = 







0 A12 : : : 0
· · · ·0 0 : : : Ar−1;rAr1 0 : : : 0 







;�ÒÉÞ£Í × ÍÁÔÒÉ�Å Ar = 









A(r)11 0 0 00 A(r)22 0 0
· · · ·0 0 : : : A(r)rr 







ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÂÌÏËÉ �ÒÉÍÉÔÉ×ÎÙ (ÓÍ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [1, Ó. 60℄). þÉÓÌÏ r, ÎÁ-ÚÙ×ÁÅÍÏÅ ÉÎÄÅËÓÏÍ ÉÍ�ÒÉÍÉÔÉ×ÎÏÓÔÉ, ÒÁ×ÎÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈÚÎÁÞÅÎÉÊ ÍÁÔÒÉ�Ù, ÉÍÅÀÝÉÈ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ. òÏÍÁÎÏ×ÓËÉÊ [2,3℄ ÏÂÎÁÒÕÖÉÌ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÕÀ �ÒÉÒÏÄÕ ÉÎÄÅËÓÁ ÉÍ�ÒÉÍÉÔÉ×ÎÏÓÔÉ. ïÎÄÏËÁÚÁÌ, ×ÙÒÁÖÁÑÓØ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÙÍ ÑÚÙËÏÍ, ÞÔÏ ÉÎÄÅËÓ ÉÍ�ÒÉÍÉÔÉ×ÎÏ-ÓÔÉ ÒÁ×ÅÎ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÍÕ ÏÂÝÅÍÕ ÄÅÌÉÔÅÌÀ ÄÌÉÎ ËÏÎÔÕÒÏ× ÇÒÁÆÁ ÍÁ-ÔÒÉ�Ù.÷ ÒÁÂÏÔÅ [4℄ ÄÏËÁÚÁÎÏ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÏÅ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ æÒÏÂÅ-ÎÉÕÓÁ: ×ÓÑËÁÑ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÁÑ �ÏÌÕÇÒÕ��Á ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ ÍÁÔÒÉ� ÂÅÚÎÕÌÅ×ÙÈ ÓÔÒÏË É ÓÔÏÌÂ�Ï× ÌÉÂÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÕÀ ÍÁÔÒÉ�Õ,ÌÉÂÏ �ÏÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÏÇÏ �ÏÄÏÂÉÑ ×ÓÅ ÍÁÔÒÉ-�Ù �ÏÌÕÇÒÕ��Ù �ÒÅÏÂÒÁÚÕÀÔÓÑ Ë ÔÁËÏÍÕ ÂÌÏÞÎÏÍÕ ×ÉÄÕ, ÞÔÏ × ËÁ-ÖÄÏÊ ÂÌÏÞÎÏÊ ÓÔÒÏËÅ É ËÁÖÄÏÍ ÂÌÏÞÎÏÍ ÓÔÏÌÂ�Å ÅÓÔØ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÉÎ ÎÅ-ÎÕÌÅ×ÏÊ ÂÌÏË, �ÒÉÞ£Í �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÁÑ �ÏÌÕÇÒÕ��Á ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÂÌÏÞÎÏ-ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÕÀ ÍÁÔÒÉ�Õ Ó �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÂÌÏËÁÍÉ.ëÌÀÞÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á: ÆÏÒÍÁ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ, �ÏÌÕÇÒÕ��Á ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ ÍÁÔÒÉ�.13



14 à. á. áìøðéî, ÷. ó. áìøðéîáá×ÔÏÒÙ [4℄ �ÏÓÔÁ×ÉÌÉ ×Ï�ÒÏÓ Ï ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÜÔÏÊÔÅÏÒÅÍÙ, �ÏÌÕÞÅÎÎÏÊ ÉÍÉ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÍÅÔÏÄÁÍÉ. �ÁËÏÅ ÄÏËÁÚÁ-ÔÅÌØÓÔ×Ï Ï�ÕÂÌÉËÏ×ÁÎÏ × [5℄, ÄÒÕÇÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ×Ï�ÒÏÓÁ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÏ × [6℄.÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÅ ÄÏËÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÏÂÏÂÝÅÎÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ ðÒÏÔÁÓÏ×Á{÷ÏÊÎÏ×Á, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÏÔËÁÚÏÍ ÏÔ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÓÔÉ �ÏÌÕÇÒÕ��Ù É ÄÏ-�ÕÝÅÎÉÅÍ ÎÕÌÅ×ÙÈ ÓÔÏÌÂ�Ï× × ÍÁÔÒÉ�ÁÈ. ïÓÎÏ×ÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÏÔÎÏ-ÓÑÔÓÑ Ë �ÏÌÕÇÒÕ��ÁÍ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ÎÁÚ×ÁÌÉ �ÅÌÙÍÉ. ëÁË É × ÒÁÂÏÔÅ [5℄,× Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑÈ É ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÁÈ ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÌÉÛØ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÅÓ×ÏÊÓÔ×Á ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ ÍÁÔÒÉ�.
§1. ðÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÙÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Pn ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÕÀ �ÏÌÕÇÒÕ��Õ ×ÓÅÈ ÎÅÏÔÒÉ-�ÁÔÅÌØÎÙÈ ÍÁÔÒÉ� �ÏÒÑÄËÁ n ÂÅÚ ÎÕÌÅ×ÙÈ ÓÔÒÏË. ÷ÓÅ ÉÚÌÏÖÅÎÎÙÅ × ÒÁ-ÂÏÔÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÉÍÅÀÔ ÏÞÅ×ÉÄÎÙÅ ÁÎÁÌÏÇÉ, ÅÓÌÉ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÏÓÎÏ×ÎÏÇÏÏÂßÅËÔÁ ×ÙÂÒÁÔØ ÍÁÔÒÉ�Ù ÂÅÚ ÎÕÌÅ×ÙÈ ÓÔÏÌÂ�Ï× É ÄÏ�ÕÓÔÉÔØ ÎÕÌÅ×ÙÅÓÔÒÏËÉ. óÄÅÌÁÎÎÙÊ ÚÄÅÓØ ×ÙÂÏÒ ÏÂßÑÓÎÑÅÔÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÓÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓËÉÅÍÁÔÒÉ�Ù, ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÅ ×ÁÖÎÙÊ �ÏÄËÌÁÓÓ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ ÍÁÔÒÉ�,ÏÂÙÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ËÁË ÍÁÔÒÉ�Ù, × ËÏÔÏÒÙÈ ÓÔÒÏÞÎÙÅ ÓÕÍÍÙ ÜÌÅ-ÍÅÎÔÏ× ÒÁ×ÎÙ ÅÄÉÎÉ�Å.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÁÔÒÉ�Õ A ∈ Pn. éÎÄÅËÓ j ÎÁÚÏ×£Í A-�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÅÍÉÎÄÅËÓÁ i, ÅÓÌÉ (A)ij > 0. ðÏÓËÏÌØËÕ × A ÎÅÔ ÎÕÌÅ×ÙÈ ÓÔÒÏË, ÔÏ ÄÌÑÌÀÂÏÇÏ ÉÎÄÅËÓÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ A-�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÉ.ðÕÓÔØ ÄÁÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á N . ïÎÏ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑÕÓÔÏÊÞÉ×ÙÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÍÁÔÒÉ�Ù A, ÅÓÌÉ A-�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÉ ÉÎÄÅË-ÓÏ×, ÌÅÖÁÝÉÈ × ÏÄÎÏÍ ËÌÁÓÓÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ, ÔÏÖÅ ÌÅÖÁÔ × ÏÄÎÏÍ ËÌÁÓ-ÓÅ. âÉÎÁÒÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ R ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å N = {1; : : : ; n} ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑÕÓÔÏÊÞÉ×ÙÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÍÁÔÒÉ�Ù A, ÅÓÌÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÉ ÓÏÈÒÁÎÑÀÔÏÔÎÏÛÅÎÉÅ: iRj; (A)ik > 0; (A)jl > 0 =⇒ kRl:åÓÌÉ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ R { ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ, ÔÏ ÏÎÏ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÕÓÔÏÊÞÉ×Ï ×ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÕÓÔÏÊÞÉ×Ï ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á N ÎÁ ËÌÁÓÓÙÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ R.ðÏÌÏÖÉÍ ÞÔÏ A(L) { ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A-�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÅÊ ÉÎÄÅËÓÏ× ÉÚL ⊆ N . �ÏÇÄÁ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÓÔÉ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á N ÒÁ×ÎÏ-ÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ×ÓÑËÏÍÕ ËÌÁÓÓÕ L ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Õ-ÅÔ ËÌÁÓÓ M , ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ A(L) ⊆ M . �ÅÍ ÓÁÍÙÍ ÍÁÔÒÉ�Á A Ï�ÒÅÄÅÌÑ-ÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ËÌÁÓÓÏ× ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ, ÉÌÉ, ÇÏ×ÏÒÑ ËÏÒÏÞÅ,



ëïíâéîá�ïòîùå ó÷ïêó�÷á ãåìùè ðïìõçòõðð 15ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ ÒÁÚÂÉÅÎÉÉ ËÁË ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. åÓÌÉ ÕËÁÚÁÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅ-ÎÉÅ ËÌÁÓÓÏ× ÂÉÅËÔÉ×ÎÏ, ÔÏ ÂÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÓÌÅÄÕÑ [1℄, ÞÔÏ A ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔÎÁ ÒÁÚÂÉÅÎÉÉ ËÁË �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ.ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ � ÍÎÏÖÅÓÔ×Á N ÎÁ ËÌÁÓÓÙ �1; �2; : : : ; �r.âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉ�Á A, ÒÁÚÂÉÔÁÑ ÎÁ ÂÌÏËÉ Ast, ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÁÓ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅÍ �, ÅÓÌÉ ÎÏÍÅÒÁ ÓÔÒÏË, × ËÏÔÏÒÙÈ ÓÔÏÉÔ ÂÌÏË Ast, �ÒÉ-ÎÁÄÌÅÖÁÔ ËÌÁÓÓÕ �s, Á ÎÏÍÅÒÁ ÓÔÏÌÂ�Ï× { ËÌÁÓÓÕ �t. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÌÀÂÕÀÍÁÔÒÉ�Õ ÍÏÖÎÏ �ÏÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÏÇÏ �ÏÄÏÂÉÑ (ÓÉÍÍÅÔÒÉÞ-ÎÏÊ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ ÓÔÒÏË É ÓÔÏÌÂ�Ï×) �ÒÉ×ÅÓÔÉ Ë ÆÏÒÍÅ, ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÏÊÓ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅÍ. ðÒÉ ÜÔÏÍ, ÅÓÌÉ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÕÓÔÏÊÞÉ×Ï, ÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÂÌÏÞÎÁÑÓÔÒÏËÁ A ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÂÌÏË. á ÉÍÅÎÎÏ, ÂÌÏÞÎÁÑÓÔÒÏËÁ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÁÑ ËÌÁÓÓÕ �s, ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÂÌÏË × ÓÔÏÌÂ�Å,ÏÔ×ÅÞÁÀÝÅÍ ËÌÁÓÓÕ �t, ÔÁËÏÍÕ, ÞÔÏ A(�s) ⊆ �t. éÚ ÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ ×ÙÛÅÓÌÅÄÕÅÔðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù A ∈ Pn É ÌÀÂÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ �ÍÎÏÖÅÓÔ×Á N ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÙ:1) ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ � ÕÓÔÏÊÞÉ×Ï ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÍÁÔÒÉ�Ù A;2) ÍÁÔÒÉ�Á A ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ ËÌÁÓÓÁÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ � ËÁË ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ;3) ÆÏÒÍÁ ÍÁÔÒÉ�Ù A, ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÁÑ Ó �, ÓÏÄÅÒÖÉÔ × ËÁÖÄÏÊ ÂÌÏÞ-ÎÏÊ ÓÔÒÏËÅ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÉÎ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÂÌÏË.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÌÅÍÍÙ Ï�ÕÓÔÉÍ ××ÉÄÕ ÅÇÏ �ÒÏÓÔÏÔÙ.ìÅÍÍÁ 1. ðÕÓÔØ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å X ÚÁÄÁÎÏ ÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÏÅÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ  ÓÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ: ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x; y ∈ X ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Á  (x) É  (y) ÎÅ�ÕÓÔÙ É ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ. �ÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á (x) ÄÌÑ ×ÓÅÈ x ÏÄÎÏÜÌÅÍÅÎÔÎÙ É �Ï�ÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙ, ÔÏ ÅÓÔØ ÏÔÏ-ÂÒÁÖÅÎÉÅ  ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÏÊ ÎÁ X.÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ �ÏÄ ÒÑÄÏÍ ÍÁÔÒÉ�Ù ÂÕÄÅÍ �ÏÄÒÁÚÕÍÅ×ÁÔØ Å£ ÓÔÒÏËÕÉÌÉ ÓÔÏÌÂÅ�, × ÓÌÕÞÁÅ ÂÌÏÞÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù { ÂÌÏÞÎÕÀ ÓÔÒÏËÕ ÉÌÉ ÓÔÏÌ-ÂÅ�. ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÂÌÏÞÎÙÈ ÓÔÒÏË ÉÌÉ ÓÔÏÌÂ�Ï× ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÂÌÏÞÎÙÍ�ÏÒÑÄËÏÍ ÂÌÏÞÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2. äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù A ∈ Pn É ÌÀÂÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ �ÍÎÏÖÅÓÔ×Á N ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÙ:1) ÅÓÌÉ ÉÎÄÅËÓÙ i É j ÌÅÖÁÔ × ÒÁÚÎÙÈ ËÌÁÓÓÁÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ �, ÔÏA-�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÉ ÉÎÄÅËÓÏ× i É j ÔÁËÖÅ ÌÅÖÁÔ × ÒÁÚÎÙÈ ËÌÁÓÓÁÈ;2) ÍÁÔÒÉ�Á A ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ ÒÁÚÂÉÅÎÉÉ � ËÁË �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ;



16 à. á. áìøðéî, ÷. ó. áìøðéîá3) ÅÓÌÉ ÆÏÒÍÁ ÍÁÔÒÉ�Ù A ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÁ Ó �, ÔÏ × ËÁÖÄÏÍ Å£ ÂÌÏÞÎÏÍÒÑÄÕ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÉÎ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÂÌÏË.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ 1) ⇒ 2). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ  A(L)ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÌÁÓÓÏ×, × ËÏÔÏÒÙÈ ÌÅÖÁÔ A-�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÚËÌÁÓÓÁ L. ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÁÔÒÉ�Á A ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÕÌÅ×ÙÈ ÓÔÒÏË, ÔÏ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï  A(L) ÎÅ�ÕÓÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ L. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ× L É M ÍÎÏÖÅÓÔ×Á  (L) É  (M) ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÏÂÝÉÊËÌÁÓÓ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÎÄÅËÓÙ i ∈ L É j ∈ M ÉÍÅÀÔA-�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÅÊ × ÏÄÎÏÍ ËÌÁÓÓÅ. îÏ ÜÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ 1).�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ  A, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÎÁ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Å ËÌÁÓÓÏ× ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ �, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÌÅÍÍÙ 3; ÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏ, ÏÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÏÊ ËÌÁÓÓÏ×. ïÓÔÁÌØÎÙÅ ÉÍ�ÌÉËÁ�ÉÉ�ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 2 ÏÞÅ×ÉÄÎÙ. �óÉÍ×ÏÌÏÍ Pn ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ �ÏÌÕÇÒÕ��Õ ×ÓÅÈ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ ÍÁÔÒÉ��ÏÒÑÄËÁ n ÂÅÚ ÎÕÌÅ×ÙÈ ÒÑÄÏ×.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3. åÓÌÉ ÍÁÔÒÉ�Á A ∈ Pn ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ ÒÁÚÂÉÅÎÉÉ �ËÁË ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÔÏ ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÏÊ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. óÏÇÌÁÓÎÏ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 1, × �-ÆÏÒÍÅ ÍÁÔÒÉ�Ù AËÁÖÄÁÑ ÂÌÏÞÎÁÑ ÓÔÒÏËÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÂÌÏË. ÷ÜÔÏÊ �-ÆÏÒÍÅ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÕÌÅ×ÙÈ ÂÌÏÞÎÙÈ ÓÔÏÌÂ�Ï×, �ÏÓËÏÌØËÕ ×A ÎÅÔ ÎÕÌÅ×ÙÈ ÓÔÏÌÂ�Ï×. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ËÁÖÄÙÊ ÂÌÏÞÎÙÊ ÒÑÄ ÓÏÄÅÒ-ÖÉÔ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÉÎ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÂÌÏË. ïÔÓÀÄÁ, �Ï �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 2, ÓÌÅÄÕÅÔÄÏËÁÚÙ×ÁÅÍÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ. �

§2. ëÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ. óÏ×ÍÅÓÔÉÍÏÓÔØ É ÓÉÌØÎÁÑÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÏÓÔØòÁÚÂÉÅÎÉÅ � ÍÎÏÖÅÓÔ×Á N ÎÁÚÏ×£Í ÕÓÔÏÊÞÉ×ÙÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �Ï-ÌÕÇÒÕ��Ù P ⊆ Pn, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÕÓÔÏÊÞÉ×Ï ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÌÀÂÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÙA ∈ P . ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ×ÓÅ ÍÁÔÒÉ�Ù P ÄÅÊÓÔ×ÕÀÔ ÎÁ � ËÁË ÏÔÏÂÒÁÖÅ-ÎÉÑ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ P ⊆ Pn, ÔÏ, × ÓÉÌÕ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 3, ÍÁÔÒÉ�ÙÄÅÊÓÔ×ÕÀÔ ËÁË �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ. åÓÌÉ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å N ÚÁÄÁÎÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ�, ÔÏ �ÏÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ ÏÄÎÏÇÏ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÏÇÏ �ÏÄÏÂÉÑ ×ÓÅ ÍÁÔÒÉ�Ù PÍÏÖÎÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔØ Ë ÆÏÒÍÅ, ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÏÊ Ó �. åÓÌÉ ÜÔÏ �ÒÅÏÂÒÁ-ÚÏ×ÁÎÉÅ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ, ÔÏ ÂÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ �ÏÌÕÇÒÕ��Á P ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ× ÆÏÒÍÅ, ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÏÊ Ó ÒÁÚÂÉÅÎÉÅÍ �.



ëïíâéîá�ïòîùå ó÷ïêó�÷á ãåìùè ðïìõçòõðð 17éÎÄÅËÓÏÍ ÉÍ�ÒÉÍÉÔÉ×ÎÏÓÔÉ �ÏÌÕÇÒÕ��Ù P ⊆ Pn ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÁË-ÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ r(P) ÉÎÄÅËÓÏ×, ÌÀÂÙÅ Ä×Á ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÙ;ÅÓÌÉ ÌÀÂÙÅ Ä×Á ÉÎÄÅËÓÁ ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÙ, ÔÏ r(P) = 1. èÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁr(P) ××ÅÄÅÎÁ × [4℄, ÎÁÛÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÏ × ÓÌÅÇËÁ ÏÔÌÉÞ-ÎÙÈ ÔÅÒÍÉÎÁÈ.îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ �ÏÌÕÇÒÕ��Á P ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÊ, ÅÓÌÉ ÄÌÑÎÅ£ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× L ⊆ N ,ÔÏ ÅÓÔØ ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ A(L) ⊆ L ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù A ∈ P . òÁ×ÎÏÓÉÌØ-ÎÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ: �ÏÌÕÇÒÕ��Á ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÁ, ÅÓÌÉÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÉÎÄÅËÓÏ× i É j ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ A ∈ P ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ (A)ij > 0:ó �ÏÓÌÅÄÎÉÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÈÏÒÏÛÏ ÓÏÇÌÁÓÕÅÔÓÑ �ÏÎÑÔÉÅ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÊÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù: ÍÁÔÒÉ�Á ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÁ, ÅÓÌÉ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÁ�ÏÌÕÇÒÕ��Á, �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÁÑ ÜÔÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ.ðÒÉ×ÅÄ£Í ÏÓÎÏ×ÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ [4℄ (× ÆÏÒÍÅ, ÕÄÏÂÎÏÊ ÄÌÑ �ÏÓÌÅÄÕ-ÀÝÅÇÏ ÉÚÌÏÖÅÎÉÑ É ÎÅÓËÏÌØËÏ ÏÔÌÉÞÎÏÊ ÏÔ ÏÒÉÇÉÎÁÌØÎÏÊ).�ÅÏÒÅÍÁ 1. äÌÑ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÊ �ÏÌÕÇÒÕ��Ù P ⊆ Pn ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÁÎÏ-ÎÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á N ÎÁ r = r(P) ËÌÁÓÓÏ× ÓÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉÓ×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ.1. åÓÌÉ r = 1 (ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÇÏËÌÁÓÓÁ), ÔÏ �ÏÌÕÇÒÕ��Á ÓÏÄÅÒÖÉÔ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÕÀ ÍÁÔÒÉ�Õ.2. íÁÔÒÉ�Ù �ÏÌÕÇÒÕ��Ù ÄÅÊÓÔ×ÕÀÔ ÎÁ ËÌÁÓÓÁÈ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ ÒÁÚ-ÂÉÅÎÉÑ ËÁË �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ.3. õÓÔÏÊÞÉ×ÙÈ (ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÈ) �ÏÄÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ ÒÁÚ-ÂÉÅÎÉÑ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ. òÁÚÂÉÅÎÉÅ ÎÁ r ËÌÁÓÓÏ×, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÍÁÔÒÉ�Ù�ÏÌÕÇÒÕ��Ù ÄÅÊÓÔ×ÕÀÔ ËÁË �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ, ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ.4. åÓÌÉ r > 2 É �ÏÌÕÇÒÕ��Á ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × ÆÏÒÍÅ, ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÏÊ ÓËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅÍ, ÔÏ ÍÁÔÒÉ�Ù �ÏÌÕÇÒÕ��Ù ÓÏÄÅÒÖÁÔ × ËÁ-ÖÄÏÍ ÂÌÏÞÎÏÍ ÒÑÄÕ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÉÎ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÂÌÏË, �ÒÉÞ£Í × �ÏÌÕÇÒÕ��ÅÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÂÌÏÞÎÏ-ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á, ×ÓÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÂÌÏËÉËÏÔÏÒÏÊ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1. õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 3 ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ÍÏÖÎÏ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÕÓÉÌÉÔØ,Á ÉÍÅÎÎÏ: ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÄÒÁÚÂÉÅÎÉÅÍ ÌÀÂÏÇÏÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ. þÔÏÂÙ Õ×ÉÄÅÔØ ÜÔÏ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï� ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á N , ÕÓÔÏÊÞÉ×ÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÏÌÕÇÒÕ��Ù P .üÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÅ�ÕÓÔÏ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ,ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ËÌÁÓÓ. ÷×ÅÄ£Í ÎÁ � ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ �ÏÒÑÄËÁ, �ÒÉËÏÔÏÒÏÍ � 6 
, ÅÓÌÉ � { �ÏÄÒÁÚÂÉÅÎÉÅ 
. õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 3 ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ



18 à. á. áìøðéî, ÷. ó. áìøðéîáËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ �. îÁ ÓÁ-ÍÏÍ ÄÅÌÅ ÜÔÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ, ÔÏ ÅÓÔØÎÁÉÍÅÎØÛÉÍ, ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ �. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÎÅÔÒÕÄÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ�ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÕÓÔÏÊÞÉ×ÙÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÕÓÔÏÊÞÉ×Ï. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, Õ�ÏÒÑ-ÄÏÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï � Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÉÖÎÅÊ �ÏÌÕÒÅÛ£ÔËÏÊ É, ËÁË ×ÓÑËÁÑËÏÎÅÞÎÁÑ ÎÉÖÎÑÑ �ÏÌÕÒÅÛ£ÔËÁ, ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ { ÔÁ-ËÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ Æ, ÞÔÏ Æ 6 
 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ 
 ∈ �. ëÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜÔÉÍ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2. ðÕÎËÔÙ 1 É 4 ÍÏÖÎÏ ÄÏ�ÏÌÎÉÔØ: �ÒÉ r = 1 ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÍÁÔÒÉ� ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÉÄÅÁÌ �ÏÌÕÇÒÕ��Ù, Á �ÒÉ r > 2 ËÁ-ÎÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÆÏÒÍÁ �ÏÌÕÇÒÕ��Ù ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÉÄÅÁÌ, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÊ ÉÚ ÍÁ-ÔÒÉ�, × ËÏÔÏÒÙÈ ×ÓÅ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ÂÌÏËÉ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÏÏÓÎÏ×ÁÎÏ ÎÁ ÔÏÍ, ÞÔÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÈ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈÍÁÔÒÉ� ÂÅÚ ÎÕÌÅ×ÙÈ ÒÑÄÏ× �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ÏÄÉÎ ÉÚ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅ-ÌÅÊ �ÏÌÏÖÉÔÅÌÅÎ. ïÔÓÀÄÁ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ �ÒÉ r = 1 �ÏÌÏ-ÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÉÄÅÁÌ. äÌÑ ÓÌÕÞÁÑ r > 2 ÄÏËÁÚÁÎÏ ÓÕ-ÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÂÌÏÞÎÏ-ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù Ó �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÄÉÁ-ÇÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÂÌÏËÁÍÉ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÁÔÒÉ�, ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅÂÌÏËÉ ËÏÔÏÒÙÈ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ, ÎÅ�ÕÓÔÏ. �Å�ÅÒØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏÉÚ×Å-ÄÅÎÉÅ C = AB ÍÁÔÒÉ� ÉÚ P . ÷ÓÑËÉÊ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÂÌÏË Cuv ÒÁ×ÅÎ �ÒÏÉÚ-×ÅÄÅÎÉÀ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÂÌÏËÏ× Aut É Btv; ÎÅ ÉÍÅÀÝÉÈ, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÎÕÌÅ×ÙÈÒÑÄÏ×. úÎÁÞÉÔ, ÅÓÌÉ × A ÉÌÉ B ×ÓÅ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ÂÌÏËÉ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ,ÔÏ C ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÔÅÍ ÖÅ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ. üÔÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉ�Ù Ó�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍÉ ÂÌÏËÁÍÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÉÄÅÁÌ P .ëÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ Ï�ÉÓÁÎÏ × [5℄ Ó �ÏÍÏÝØÀ �ÏÎÑÔÉÑ ÓÏ×ÍÅÓÔÉ-ÍÏÓÔÉ ÉÎÄÅËÓÏ×. îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÉÎÄÅËÓÙ i É j ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÙ ÍÁÔÒÉ�ÅÊA, ÅÓÌÉ (A)ik > 0 É (A)jk > 0 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÎÄÅËÓÁ k. ðÏÌÕÇÒÕ��Á
P ⊆ Pn Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å N ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÂÉÎÁÒÎÙÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ:

• ÉÎÄÅËÓÙ i É j ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÙ �ÏÌÕÇÒÕ��ÏÊ P (ÉÌÉ �ÒÏÓÔÏ { ÓÏ×ÍÅ-ÓÔÉÍÙ), ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÙ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ A ∈ P ;
• ÉÎÄÅËÓÙ i É j ÓÉÌØÎÏ ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÙ �ÏÌÕÇÒÕ��ÏÊ P (ÉÌÉ ÓÉÌØÎÏÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÙ), ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÙ É, ÂÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÉÈA-�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÉ ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÙ �ÒÉ ÌÀÂÏÊ ÍÁÔÒÉ�Å A ∈ P .÷ [5℄ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÊ �ÏÌÕÇÒÕ��Ù P ⊆ Pn ÏÔÎÏÛÅ-ÎÉÑ ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÏÓÔÉ É ÓÉÌØÎÏÊ ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÏÓÔÉ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ É Ñ×ÌÑÀÔÓÑ



ëïíâéîá�ïòîùå ó÷ïêó�÷á ãåìùè ðïìõçòõðð 19ÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÎÁ ËÌÁÓÓÙ ÓÏ×ÍÅ-ÓÔÉÍÏÓÔÉ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á N , Ï�ÒÅ-ÄÅÌ£ÎÎÙÍ × [4℄ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ.÷ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÄÌÑ �ÏÌÕÇÒÕ��Ù P ⊆ Pn ÂÉÎÁÒÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÓÏ×ÍÅ-ÓÔÉÍÏÓÔÉ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å N ÒÅÆÌÅËÓÉ×ÎÏ É ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ, ÎÏ ÎÅ ×ÓÅÇÄÁÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ �ÏÌÕÇÒÕ��Ù ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ ÍÁÔÒÉ�×ÉÄÁ




1 0 00 1 0a b 1ÉÎÄÅËÓÙ 1 É 3, É ÔÁËÖÅ ÉÎÄÅËÓÙ 3 É 2 ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÙ, ÏÄÎÁËÏ ÉÎÄÅË-ÓÙ 1 É 2 ÎÅÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÙ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÎÁÄÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÔÅÏÒÅ-ÍÙ 1 ÎÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÍÉ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÏÓÔØ ÂÙÌÁÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏÊ. îÅÔÒÕÄÎÏ �ÒÉ×ÅÓÔÉ �ÒÉÍÅÒÙ �ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ �ÏÌÕÇÒÕ�� ÓÍÁÔÒÉ�ÁÍÉ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÍÉ ÎÕÌÅ×ÙÅ ÓÔÏÌÂ�Ù, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏ×ÍÅÓÔÉ-ÍÏÓÔØ ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÁ.äÌÑ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ �ÏÌÕÇÒÕ�� Ó ÎÅÔÒÁÎ-ÚÉÔÉ×ÎÏÊ ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÏÓÔØÀ �ÏÄÈÏÄÑÝÉÍ ÉÎÓÔÒÕÍÅÎÔÏÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ, ËÁËÍÙ Õ×ÉÄÉÍ ÄÁÌØÛÅ, ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÓÉÌØÎÏÊ ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÏÓÔÉ.óÌÅÄÕÀÝÉÅ Ä×Å ÌÅÍÍÙ ×ÅÒÎÙ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ A;B ∈ Pn:ìÅÍÍÁ 2. åÓÌÉ ÉÎÄÅËÓÙ i É j A-ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÙ, ÔÏ ÏÎÉ AB-ÓÏ×ÍÅÓÔÉ-ÍÙ.äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ,(A)ik > 0; (A)jk > 0; (B)kl > 0 ⇒ (AB)il > 0; (AB)jl > 0:ìÅÍÍÁ 3. åÓÌÉ A-�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÉ ÉÎÄÅËÓÏ× i É j B-ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÙ, ÔÏÉÎÄÅËÓÙ i É j AB-ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÙ.÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ,(A)ik >0; (A)jl >0; (B)km >0; (B)lm >0⇒ (AB)im >0; (AB)jm >0:ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4. åÓÌÉ ÄÌÑ �ÏÌÕÇÒÕ��Ù P ⊆ Pn ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÓÏ×ÍÅ-ÓÔÉÍÏÓÔÉ ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏ É, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÜË×É-×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, ÔÏ1) ÍÁÔÒÉ�Ù �ÏÌÕÇÒÕ��Ù ÄÅÊÓÔ×ÕÀÔ ÎÁ ËÌÁÓÓÁÈ ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÏÓÔÉËÁË �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ,2) ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÏÓÔÉ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÓÉÌØÎÏÊÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÏÓÔÉ.



20 à. á. áìøðéî, ÷. ó. áìøðéîáäÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. 1) éÚ ÌÅÍÍÙ 3 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÉÎÄÅËÓÙ i É j ÎÅÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÙ �ÏÌÕÇÒÕ��ÏÊ P , ÔÏ A-�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÉ ÜÔÉÈ ÉÎÄÅËÓÏ× ÎÅÓÏ-×ÍÅÓÔÉÍÙ �ÒÉ ÌÀÂÏÊ ÍÁÔÒÉ�Å A ∈ P . �ÅÍ ÓÁÍÙÍ ÄÌÑ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÎÁËÌÁÓÓÙ ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÏÓÔÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ 1 �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 2. óÏÇÌÁÓÎÏÜÔÏÍÕ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ, ÍÁÔÒÉ�Á A ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ ËÌÁÓÓÁÈ ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÏÓÔÉËÁË �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ.2) éÚ �. 1) É �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 1 ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÏÓÔÉ ÕÓÔÏÊÞÉ×Ï: ÅÓÌÉ ÉÎÄÅËÓÙ i É j ÌÅÖÁÔ × ÏÄÎÏÍ ËÌÁÓ-ÓÅ ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÏÓÔÉ, ÔÏ �ÒÉ ÌÀÂÏÊ ÍÁÔÒÉ�Å A ∈ P ÉÈ A-�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÉÔÏÖÅ ÌÅÖÁÔ × ÏÄÎÏÍ ËÌÁÓÓÅ. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÓÉÌØÎÏÊÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÏÓÔÉ. �éÚ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 4 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÁÑ ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÏÓÔØ, ËÏ-ÇÄÁ ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÄÌÑ �ÏÌÕÇÒÕ��Ù P ⊆ Pn, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕ-ÞÁÅÍ ÒÅÆÌÅËÓÉ×ÎÏÊ ÓÉÌØÎÏÊ ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÏÓÔÉ. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÅÓÌÉÄÌÑ �ÏÌÕÇÒÕ��Ù P ⊆ Pn ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÏÓÔØ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØÀ,ÔÏ É ÓÉÌØÎÁÑ ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÏÓÔØ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØÀ, �ÒÉÞ£Í ÜÔÉÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ. ïÂÒÁÔÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅÎÅ×ÅÒÎÏ: ÓÉÌØÎÁÑ ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÏÓÔØ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØÀ É ÔÏ-ÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÏÓÔØ ÔÁËÏ×ÏÊ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ.âÕÄÅÍ ÉÎÏÇÄÁ ÄÌÑ ËÒÁÔËÏÓÔÉ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÓÉÌØÎÏÊ ÓÏ×ÍÅ-ÓÔÉÍÏÓÔÉ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ S.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5. äÌÑ ÌÀÂÏÊ �ÏÌÕÇÒÕ��Ù P ⊆ Pn ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÓÉÌØÎÏÊÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÏÓÔÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ É ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. óÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ �ÒÑÍÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑÓÉÌØÎÏÊ ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÏÓÔÉ. äÏËÁÖÅÍ ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏÓÔØ. ðÕÓÔØ iSj, jSk ÉÄÁÎÏ, ÞÔÏ l;m; h { B-�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÉ ÉÎÄÅËÓÏ× i; j; k ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.�ÒÅÂÕÅÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ l É h ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÙ. ÷ ÓÉÌÕ iSj, ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊA ∈ P É ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ p ÉÍÅÅÍ (A)lp > 0, (A)mp > 0, É �ÕÓÔØ (A)hq > 0.éÎÄÅËÓÙ p É q, ËÁË BA-�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÉ ÓÉÌØÎÏ ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÙÈ ÉÎÄÅËÓÏ×j É k, ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÙ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ C. �ÏÇÄÁ ÉÎÄÅËÓÙ l É h AC-ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÙ, ÞÔÏ É ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. �ïÔÎÏÛÅÎÉÅ ÓÉÌØÎÏÊ ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÏÓÔÉ ÎÅ ×ÓÅÇÄÁ ÒÅÆÌÅËÓÉ×ÎÏ. îÁ�ÒÉ-ÍÅÒ, × �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÊ ×ÙÛÅ �ÏÌÕÇÒÕ��Å ÍÁÔÒÉ� ÔÒÅÔØÅÇÏ �ÏÒÑÄËÁ ×Ù-ÂÅÒÅÍ ÍÁÔÒÉ�Õ A Ó �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍÉ a; b. �ÏÇÄÁ ÉÎÄÅËÓ 3 ÉÍÅÅÔ ÎÅÓÏ-×ÍÅÓÔÉÍÙÅ A-�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÉ { ÉÎÄÅËÓÙ 1 É 2. èÏÔÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÓÉÌØÎÏÊ



ëïíâéîá�ïòîùå ó÷ïêó�÷á ãåìùè ðïìõçòõðð 21ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÏÓÔÉ ÎÅ ×ÓÅÇÄÁ ÒÅÆÌÅËÓÉ×ÎÏ, ÎÏ ÏÎÏ, ÔÁË ÓËÁÚÁÔØ, ÞÁÓÔÉÞÎÏÒÅÆÌÅËÓÉ×ÎÏ.îÁÚÏ×£Í ÉÎÄÅËÓ i �ÅÌÙÍ ÉÌÉ ÒÅÆÌÅËÓÉ×ÎÙÍ, ÅÓÌÉ A-�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÉÉÎÄÅËÓÁ i ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÙ �ÒÉ ÌÀÂÏÊ ÍÁÔÒÉ�Å A ∈ P , ÔÏ ÅÓÔØ, ÅÓÌÉ iSi.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 6. äÌÑ ÌÀÂÏÊ �ÏÌÕÇÒÕ��Ù P ⊆ Pn ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ �ÅÌÙÅ(ÒÅÆÌÅËÓÉ×ÎÙÅ) ÉÎÄÅËÓÙ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ �ÒÏÔÉ×ÎÏÅ: ×ÓÅ ÉÎÄÅËÓÙ ÎÅÒÅÆÌÅË-ÓÉ×ÎÙ. �ÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÎÅÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÙÅ ÉÎÄÅËÓÙ. ðÕÓÔØi1; i2; : : : ; im (1){ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÎÁÂÏÒ �Ï�ÁÒÎÏ ÎÅÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÙÈ ÉÎÄÅËÓÏ×. äÌÑ ÎÅËÏÔÏ-ÒÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù A ∈ P Õ ÎÅÒÅÆÌÅËÓÉ×ÎÏÇÏ ÉÎÄÅËÓÁ i1 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÎÅÓÏ-×ÍÅÓÔÉÍÙÅ A-�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÉ j0 É j1. ðÕÓÔØ j2; : : : ; jm {A-�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÉÉÎÄÅËÓÏ× i2; : : : ; im. éÎÄÅËÓÙj0; j1; j2; : : : ; jm (2)ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ �Ï�ÁÒÎÏ ÎÅÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÙ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ,ÉÎÄÅËÓÙ j1 É j2 ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÙ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ B ∈ P , ÔÏ ÉÎÄÅËÓÙ i1É i2 AB-ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÙ, ÞÅÇÏ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ, �ÏÓËÏÌØËÕ × (1) ÎÅÔ ÓÏ×ÍÅ-ÓÔÉÍÙÈ ÉÎÄÅËÓÏ×. ÷ÙÈÏÄÉÔ, ÞÔÏ ÉÎÄÅËÓÙ (2) �Ï�ÁÒÎÏ ÎÅÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÙ,ÎÏ ÜÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ (1). �ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 5 É 6 ÄÏËÁÚÁÎÙ × [5℄ ÄÌÑ �ÏÌÕÇÒÕ��Ù P ⊆ Pn (ÌÅÍÍÙ5 É 6 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ), ÉÈ ÏÂÏÓÎÏ×ÁÎÉÅ × ÓÌÕÞÁÅ P ⊆ Pn ÏÓÔÁ£ÔÓÑ ÂÅÚÉÚÍÅÎÅÎÉÑ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 7. äÌÑ ÌÀÂÏÊ �ÏÌÕÇÒÕ��Ù P ⊆ Pn ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÅÌÙÈÉÎÄÅËÓÏ× ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ i { �ÅÌÙÊ ÉÎÄÅËÓ É Aij > 0. éÎÄÅËÓ j ÔÏÖÅ�ÅÌÙÊ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÅÇÏ B-�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÉ �ÒÉ ÌÀÂÏÊ B ∈ P ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÙËÁË AB-�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÉ �ÅÌÏÇÏ ÉÎÄÅËÓÁ i. �ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 8. äÌÑ ÌÀÂÏÊ �ÏÌÕÇÒÕ��Ù P ⊆ Pn ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÓÉÌØÎÏÊÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÏÓÔÉ ÕÓÔÏÊÞÉ×Ï.



22 à. á. áìøðéî, ÷. ó. áìøðéîáäÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ iSj É (A)ik > 0; (A)jl > 0 ÄÌÑ A ∈ P .ìÀÂÙÅ B-�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÉ ÉÎÄÅËÓÏ× k É l �ÒÉ B ∈ P ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÙ ËÁËAB-�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÉ ÓÉÌØÎÏ ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÙÈ ÉÎÄÅËÓÏ× i É j. ðÏÜÔÏÍÕ kSl,ÞÔÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÓÔØ S. ��ÅÏÒÅÍÁ 2. ÷ ÌÀÂÏÊ �ÏÌÕÇÒÕ��Å P ⊆ Pn ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÍÁÔÒÉ�Ù,ÓÏ×ÍÅÝÁÀÝÉÅ ×ÓÅ �ÁÒÙ ÓÉÌØÎÏ ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÙÈ ÉÎÄÅËÓÏ×. íÎÏÖÅÓÔ×ÏÔÁËÉÈ ÍÁÔÒÉ� Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÄÅÁÌÏÍ �ÏÌÕÇÒÕ��Ù.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉ�Á A ∈ P ÎÅ ÓÏ×ÍÅÝÁ-ÅÔ ÓÉÌØÎÏ ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÙÅ ÉÎÄÅËÓÙ i; j. ÷ÏÚØÍÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔÙ (A)ip > 0,(A)jq > 0. éÎÄÅËÓÙ p É q ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÙ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ B ∈ P .�ÏÇÄÁ �Ï ÌÅÍÍÅ 2 ÍÁÔÒÉ�Á AB ÓÏ×ÍÅÝÁÅÔ �ÁÒÕ i, j. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, �ÏÌÅÍÍÅ 1 ÍÁÔÒÉ�Á AB ÓÏ×ÍÅÝÁÅÔ ×ÓÅ �ÁÒÙ, ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÙÅ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ A.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, AB ÓÏ×ÍÅÝÁÅÔ ÂÏÌØÛÅ �ÁÒ, ÞÅÍ A. åÓÌÉ É ÜÔÁ ÍÁÔÒÉ�ÁÓÏ×ÍÅÝÁÅÔ ÎÅ ×ÓÅ ÓÉÌØÎÏ ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÙÅ �ÁÒÙ, ÔÏ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÁËÁÑ ÍÁÔÒÉ-�Á C, ÞÔÏ ABC ÓÏ×ÍÅÝÁÅÔ ÂÏÌØÛÅ �ÁÒ ÉÎÄÅËÓÏ×, ÞÅÍ AB. ðÒÏÄÏÌÖÁÑÜÔÏÔ �ÒÏ�ÅÓÓ, �ÏÌÕÞÉÍ ÍÁÔÒÉ�Õ, ÓÏ×ÍÅÝÁÀÝÕÀ ×ÓÅ �ÁÒÙ ÓÉÌØÎÏ ÓÏ-×ÍÅÓÔÉÍÙÈ ÉÎÄÅËÓÏ×. �îÁÚÏ×£Í ÍÁÔÒÉ�Ù Ó ×ÙÛÅÏ�ÉÓÁÎÎÙÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÓÉÌØÎÏ ÓÏ×ÍÅÝÁÀ-ÝÉÍÉ. éÚ ÌÅÍÍÙ 2 ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÓÉÌØÎÏ ÓÏ×ÍÅÝÁÀÝÉÅ ÍÁ-ÔÒÉ�Ù �ÏÌÕÇÒÕ��Ù P ÏÂÒÁÚÕÀÔ �ÒÁ×ÙÊ ÉÄÅÁÌ, Á ÔÏ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔÌÅ×ÙÊ ÉÄÅÁÌ, ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 3.
§3. ãÅÌÙÅ �ÏÌÕÇÒÕ��Ù÷ ÓÉÌÕ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÊ 6 É 7, ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ �ÏÌÕÇÒÕ��Ù P ⊆ Pn ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï N ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅ�ÕÓÔÏÅ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÅÌÙÈ ÉÎ-ÄÅËÓÏ× É, ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÎÅ�ÅÌÙÈ ÉÎÄÅËÓÏ×. îÁÚÏ×£Í�ÏÌÕÇÒÕ��Õ P ⊆ Pn �ÅÌÏÊ, ÅÓÌÉ ×ÓÅ ÉÎÄÅËÓÙ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á N ÄÌÑ ÎÅ£ �Å-ÌÙÅ. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, �ÏÌÕÇÒÕ��Á Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÅÌÏÊ, ÅÓÌÉ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÏÅÅÀ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å N ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÓÉÌØÎÏÊ ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÏÓÔÉ ÒÅÆÌÅËÓÉ×ÎÏ,ÔÏ ÅÓÔØ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ.÷ÎÁÞÁÌÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏÓÔÏÊ ÓÌÕÞÁÊ �ÅÌÏÊ �ÏÌÕÇÒÕ��Ù, ËÏÇÄÁr(P) = 1; ÔÏ ÅÓÔØ ÌÀÂÙÅ Ä×Á ÉÎÄÅËÓÁ ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÙ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏ-ÎÅÞÎÏ, ÌÀÂÙÅ Ä×Á ÉÎÄÅËÓÁ É ÓÉÌØÎÏ ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÙ. éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ÓÌÅÄÕÅÔ,ÞÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ r(P) = 1 ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÌÑ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ �Ï-ÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù × ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÊ �ÏÌÕÇÒÕ��Å P ⊆ Pn. ðÏËÁÖÅÍ,



ëïíâéîá�ïòîùå ó÷ïêó�÷á ãåìùè ðïìõçòõðð 23ÞÔÏ × ÜÔÏÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÉ ÍÏÖÎÏ ÏÔËÁÚÁÔØÓÑ ÏÔ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÓÔÉ É ÄÏ-�ÕÓÔÉÔØ ÎÕÌÅ×ÙÅ ÓÔÏÌÂ�Ù × ÍÁÔÒÉ�ÁÈ, ÅÓÌÉ ÚÁÍÅÎÉÔØ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÕÀÍÁÔÒÉ�Õ ÎÁ ÓÔÑÇÉ×ÁÀÝÕÀ.îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÁÑ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á A ÎÁÚÙ-×ÁÅÔÓÑ ÓÔÑÇÉ×ÁÀÝÅÊ (s
rambling), ÅÓÌÉ ÌÀÂÙÅ ÓÔÒÏËÉ A ÉÍÅÀÔ �ÏÌÏ-ÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÏÂÝÅÍ ÓÔÏÌÂ�Å. ïÄÎÏÓÔÒÏÞÎÁÑ ÍÁ-ÔÒÉ�Á ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÓÔÑÇÉ×ÁÀÝÅÊ, ÅÓÌÉ ÓÔÒÏËÁ ÎÅÎÕÌÅ×ÁÑ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 9. ðÏÌÕÇÒÕ��Á P ⊆ Pn ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÓÔÑÇÉ×ÁÀÝÉÅ ÍÁ-ÔÒÉ�Ù ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ r(P) = 1. ÷ �ÏÓÌÅÄÎÅÍ ÓÌÕÞÁÅÓÔÑÇÉ×ÁÀÝÉÅ ÍÁÔÒÉ�Ù ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÉÄÅÁÌ P.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ × P ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÔÑÇÉ×ÁÀÝÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á, ÔÏÏÎÁ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÓÏ×ÍÅÝÁÅÔ ÌÀÂÙÅ Ä×Á ÉÎÄÅËÓÁ É ÜÔÉÍ ÏÂÅÓ�ÅÞÉ×ÁÅÔ ÒÁ-×ÅÎÓÔ×Ï r(P) = 1.ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ r(P) = 1. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 2, × P ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÍÁÔÒÉ�Ù,ÓÏ×ÍÅÝÁÀÝÉÅ ÌÀÂÙÅ Ä×Á ÓÉÌØÎÏ ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÙÈ ÉÎÄÅËÓÁ. üÔÉ ÍÁÔÒÉ�ÙÑ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÔÑÇÉ×ÁÀÝÉÍÉ, ÔÁË ËÁË × ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÌÀÂÙÅÄ×Á ÉÎÄÅËÓÁ ÓÉÌØÎÏ ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÙ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 2, ÓÔÑÇÉ×ÁÀÝÉÅÍÁÔÒÉ�Ù ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÉÄÅÁÌ P . �ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 9 × ÉÎÏÊ ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÉ ÄÏËÁÚÁÎÏ ÄÌÑ�ÏÌÕÇÒÕ�� ÓÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓËÉÈ ÍÁÔÒÉ� [4, �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3℄. ÷ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ�ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÙÈ ×ÙÛÅ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÈ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ, ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï × [4℄ÏÓÎÏ×ÁÎÏ ÎÁ ÔÏÎËÉÈ Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÙÈ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÈ ÓÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓËÉÈ ÍÁÔÒÉ�.ïÂÒÁÔÉÍÓÑ Ë ÓÌÕÞÁÀ r(P) > 2. äÌÑ ËÒÁÔËÏÓÔÉ ÂÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ ÏÂS-ËÌÁÓÓÁÈ ÉÌÉ �ÒÏÓÔÏ ËÌÁÓÓÁÈ, ÉÍÅÑ ××ÉÄÕ ËÌÁÓÓÙ ÓÉÌØÎÏÊ ÓÏ×ÍÅÓÔÉ-ÍÏÓÔÉ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ �(P) ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÉÎÄÅËÓÏ×, ÌÀÂÙÅÄ×Á ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÉÌØÎÏ ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÙÍÉ. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×Á-ÍÉ, �(P) ÒÁ×ÎÏ ÞÉÓÌÕ S-ËÌÁÓÓÏ×. ðÏÓËÏÌØËÕ ÎÅÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÙÅ ÉÎÄÅËÓÙÎÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÉÌØÎÏ ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÙÍÉ, ÔÏ�(P) > r(P): (3)éÚ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÊ 8 É 1 ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉ�Ù �ÏÌÕ-ÇÒÕ��Ù ÄÅÊÓÔ×ÕÀÔ ÎÁ ËÌÁÓÓÁÈ ËÁË ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ. ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÉÚ
§1, ÍÁÔÒÉ�Á A ∈ P ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ ËÌÁÓÓ L × ËÌÁÓÓM , ÅÓÌÉ A(L) ⊆M . ëÏ-ÒÏÔËÏ ÚÁ�ÉÛÅÍ ÜÔÏ ËÁË ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï LA =M . éÎÏÇÄÁ ÕÄÏÂÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÔØ



24 à. á. áìøðéî, ÷. ó. áìøðéîáËÌÁÓÓ ÅÇÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÅÍ: ÓÉÍ×ÏÌ [i℄ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ËÌÁÓÓ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊÉÎÄÅËÓ i. ðÏÄÞÅÒËÎ£Í, ÞÔÏ (A)ik > 0 ⇒ [i℄A = [k℄:úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÏÓÔØ ÉÎÄÅËÓÏ× ÅÓÔØ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ËÌÁÓÓÏ×. ÷ ÓÁ-ÍÏÍ ÄÅÌÅ, �ÕÓÔØ ÉÎÄÅËÓÙ i É j ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÙ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÍÁÔÒÉ�ÅÊ A.üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ k ÉÍÅÅÍ (A)ik > 0, (A)jk > 0, ÔÏ ÅÓÔØ[i℄A = [j℄A = [k℄: ïÔÓÀÄÁ, �Ï ÌÅÍÍÅ 3, ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÌÀÂÙÅ ÉÎÄÅËÓÙ ÉÚËÌÁÓÓÏ× [i℄, [j℄ ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÙ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÏÎÉ ÉÍÅÀÔ × ËÌÁÓÓÅ [k℄ ÓÏ×ÍÅÓÔÉ-ÍÙÈ A-�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÅÊ. ðÒÏ×ÅÄ£ÎÎÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÄÅÌÁÅÔ ËÏÒÒÅËÔÎÙÍÓÌÅÄÕÀÝÅÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ: Ä×Á ËÌÁÓÓÁ ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÙ, ÅÓÌÉ ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÙ ÎÅ-ËÏÔÏÒÙÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÉ ÜÔÉÈ ËÌÁÓÓÏ×. éÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ËÌÁÓÓÙ L É MÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÙ, ÅÓÌÉ LA =MA ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù A ∈ P .èÁÒÁËÔÅÒ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ËÌÁÓÓÏ×, �ÒÏÉÚ×ÏÄÉÍÙÈ ÍÁÔÒÉ�ÁÍÉ �ÏÌÕ-ÇÒÕ��Ù, ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÔÏÇÏ, ÉÍÅÅÔ ÌÉ ÍÅÓÔÏ × (3) ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÉÌÉ ÓÔÒÏÇÏÅÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï. óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÓÎÏ×ÎÁÑ × ÜÔÏÊ ÒÁÂÏÔÅ.�ÅÏÒÅÍÁ 3. ðÕÓÔØ P ⊆ Pn { �ÅÌÁÑ �ÏÌÕÇÒÕ��Á Ó ÉÎÄÅËÓÏÍ ÉÍ�ÒÉÍÉ-ÔÉ×ÎÏÓÔÉ r(P) > 2. �ÏÇÄÁ�ÒÉ �(P) = r(P) ×ÓÅ ÍÁÔÒÉ�Ù �ÏÌÕÇÒÕ��Ù ÄÅÊÓÔ×ÕÀÔ ÎÁ ÒÁÚÂÉÅÎÉÉËÁË �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ;�ÒÉ �(P) > r(P) × �ÏÌÕÇÒÕ��Å ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÍÁÔÒÉ�Ù, Ï�ÒÅÄÅÌÑÀ-ÝÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÉÅÓÑ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁÍÉ ËÌÁÓÓÏ×, ÏÄÎÁËÏÁ) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÙÈ ËÌÁÓÓÏ× ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÁÔÒÉ�Á,ÏÔÏÂÒÁÖÁÀÝÁÑ ÜÔÉ ËÌÁÓÓÙ × ÎÅÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÙÅ ËÌÁÓÓÙ,Â) ÎÅÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÙÅ ËÌÁÓÓÙ ÌÀÂÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ �ÏÌÕÇÒÕ��Ù ÏÔÏÂÒÁÖÁ-ÀÔÓÑ × ÎÅÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÙÅ ËÌÁÓÓÙ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ ÓÌÕÞÁÅ �(P) = r(P) ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÏÓÔÉÉ ÓÉÌØÎÏÊ ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÏÓÔÉ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ, ÚÎÁÞÉÔ, ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÏÓÔØ ÔÒÁÎÚÉ-ÔÉ×ÎÁ É, ÓÏÇÌÁÓÎÏ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 4, ×ÓÅ ÍÁÔÒÉ�Ù �ÏÌÕÇÒÕ��Ù ÄÅÊÓÔ×ÕÀÔÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ËÌÁÓÓÏ× ËÁË �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ.÷ ÓÌÕÞÁÅ �(P) > r(P) ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÎÏ×ÁÑ ÓÉÔÕÁ�ÉÑ. åÓÌÉ ÎÅÒÁ×ÎÙÅËÌÁÓÓÙ L É M ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÙ, ÔÏ LA = MA ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÙA ∈ P . äÅÊÓÔ×ÉÅ ÍÁÔÒÉ�Ù A × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÏÊËÌÁÓÓÏ×. ðÏÓËÏÌØËÕ ÉÎÄÅËÓÙ i ∈ L, j ∈ M ÎÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÉÌØÎÏ ÓÏ×ÍÅ-ÓÔÉÍÙÍÉ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÎÅÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÙÅ ÉÎÄÅËÓÙ k É l ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ(B)ik > 0 É (B)jl > 0 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù B ∈ P . üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ,ÞÔÏ ËÌÁÓÓÙ LB = [k℄ É MB = [l℄ ÎÅÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÙ.



ëïíâéîá�ïòîùå ó÷ïêó�÷á ãåìùè ðïìõçòõðð 25åÓÌÉ ËÌÁÓÓÙ L É M ÎÅÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÙ, ÔÏ �ÒÉ ÌÀÂÏÊ ÍÁÔÒÉ�Å A ∈ PËÌÁÓÓÙ LA É MA ÎÅÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÙ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ÄÏ�ÕÓÔÉÔØ, ÞÔÏ(LA)B = (MA)B �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ B ∈ P , ÔÏ ÏËÁÖÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉ�Á ABÓÏ×ÍÅÝÁÅÔ ËÌÁÓÓÙ L É M , Á ÜÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ. �ÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ. �úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3. ëÁË ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÉÎßÅË�ÉÑ, ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Å, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÉÅË�ÉÅÊ, ÔÏ ÅÓÔØ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÏÊ. éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 3 ×ÉÄÎÏ,ÞÔÏ �ÒÉ �(P) > r(P) ÍÁÔÒÉ�Ù �ÏÌÕÇÒÕ��Ù Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑËÌÁÓÓÏ×, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÉÅÓÑ, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÉÎßÅË�ÉÑÍÉ, ÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÅÉÎßÅËÔÉ×ÎÏ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÎÅÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÙÈ ËÌÁÓÓÏ×. ðÒÉ ÜÔÏÍÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÓÏÈÒÁÎÑÀÔ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÎÅÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÏÓÔÉ ËÌÁÓÓÏ×.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 4. éÎÄÅËÓ ÉÍ�ÒÉÍÉÔÉ×ÎÏÓÔÉ r(P) ÍÏÖÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ËÁËÍÁËÓÉÍÁÌØÎÕÀ ÍÏÝÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ËÌÁÓÓÏ×, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÌÀÂÁÑ ÍÁ-ÔÒÉ�Á �ÏÌÕÇÒÕ���Ù P ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, �Ï Ï�ÒÅ-ÄÅÌÅÎÉÀ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ r = r(P), ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ �Ï�ÁÒÎÏ ÎÅÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÙÅ ÉÎ-ÄÅËÓÙ i1; i2; : : : ; ir, ÔÁË ÞÔÏ ×ÓÅ ÍÁÔÒÉ�Ù �ÏÌÕÇÒÕ��Ù ÄÅÊÓÔ×ÕÀÔ ËÁËÉÎßÅË�ÉÉ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÎÅÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÙÈ ËÌÁÓÓÏ× [i1℄; [i2℄; : : : ; [ir℄. ïÄ-ÎÁËÏ × ÌÀÂÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÉÎÄÅËÓÏ×, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÍ r + 1 ÉÎÄÅËÓÏ×, ÎÅËÏ-ÔÏÒÙÅ ÉÎÄÅËÓÙ i É j ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÙ. üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ÎÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀ-ÝÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ËÌÁÓÓÏ× ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á �ÏÌÕÇÒÕ��Ù ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÅÉÎßÅËÔÉ×ÎÏ, ÓÏ×ÍÅÝÁÑ ËÌÁÓÓÙ [i℄ É [j℄.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 5. äÌÑ �ÏÌÕÇÒÕ��Ù P ⊆ Pn ×ÏÚÍÏÖÅÎ ÌÉÛØ ÓÌÕÞÁÊ 1) ÔÅ-ÏÒÅÍÙ 3. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ÔÁËÉÈ �ÏÌÕÇÒÕ�� ÉÚ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 3 ÓÌÅ-ÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉ�Ù ÄÅÊÓÔ×ÕÀÔ ÎÁ ËÌÁÓÓÁÈ ËÁË �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ. ðÏ �ÒÅÄ-ÌÏÖÅÎÉÀ 2, ÅÓÌÉ ÉÎÄÅËÓÙ i É j ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ × ÒÁÚÎÙÈ S-ËÌÁÓÓÁÈ, ÔÏ ÉÈA-�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÉ ÔÏÖÅ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ × ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÌÁÓÓÁÈ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁ-ÚÏÍ, ÅÓÌÉ ÉÎÄÅËÓÙ ÎÅ ÓÉÌØÎÏ ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÙ, ÔÏ ÏÎÉ É ÎÅ ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÙ.üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓÏ×�ÁÄÅÎÉÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÏÓÔÉ É ÓÉÌØÎÏÊ ÓÏ×ÍÅ-ÓÔÉÍÏÓÔÉ, ÔÏ ÅÓÔØ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï �(P) = r(P).óÌÅÄÓÔ×ÉÅ. ðÕÓÔØ ÄÌÑ �ÏÌÕÇÒÕ��Ù P ⊆ Pn ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÔÅ-ÏÒÅÍÙ 3 É P ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × ÆÏÒÍÅ, ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÏÊ Ó ÒÁÚÂÉÅÎÉÅÍ ÎÁS-ËÌÁÓÓÙ. �ÏÇÄÁ ×ÓÅ ÍÁÔÒÉ�Ù �ÏÌÕÇÒÕ��Ù ÓÏÄÅÒÖÁÔ × ËÁÖÄÏÊ ÂÌÏÞ-ÎÏÊ ÓÔÒÏËÅ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÉÎ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÂÌÏË, �ÒÉÞ£Í ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÍÁÔÒÉ-�Ù, × ËÏÔÏÒÙÈ ×ÓÅ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ÂÌÏËÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÔÑÇÉ×ÁÀÝÉÍÉ. üÔÉÍÁÔÒÉ�Ù ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÉÄÅÁÌ �ÏÌÕÇÒÕ��Ù.



26 à. á. áìøðéî, ÷. ó. áìøðéîáäÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÓÌÅ �ÒÉ×ÅÄÅÎÉÑ �ÏÌÕÇÒÕ��Ù Ë ÆÏÒÍÅ, ÓÏÇÌÁÓÏ-×ÁÎÎÏÊ Ó S-ËÌÁÓÓÁÍÉ, ÓÔÒÏËÉ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ ÏÄÎÏÍÕ ËÌÁÓÓÕ, ÏËÁÚÙ×ÁÀÔ-ÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÂÌÏÞÎÏÊ ÓÔÒÏËÅ. ÷ ÓÉÌØÎÏ ÓÏ×ÍÅÝÁÀÝÅÊ ÍÁÔÒÉ�Å ÌÀÂÙÅÄ×Å ÔÁËÉÅ ÓÔÒÏËÉ ÉÍÅÀÔ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 2, �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎ-ÔÙ × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÏÂÝÅÍ ÓÔÏÌÂ�Å. ðÏÓËÏÌØËÕ × ÂÌÏÞÎÏÊ ÓÔÒÏËÅ ÔÏÌØËÏÏÄÉÎ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÂÌÏË, ÔÏ ÏÎ ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ ÓÔÑÇÉ×ÁÀÝÅÊ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ. �Á-ËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ÂÌÏËÉ ÓÉÌØÎÏ ÓÏ×ÍÅÝÁÀÝÉÈ ÍÁÔÒÉ� Ñ×ÌÑÀÔ-ÓÑ ÓÔÑÇÉ×ÁÀÝÉÍÉ ÍÁÔÒÉ�ÁÍÉ. �Ï, ÞÔÏ ÓÉÌØÎÏ ÓÏ×ÍÅÝÁÀÝÉÅ ÍÁÔÒÉ�ÙÏÂÒÁÚÕÀÔ ÉÄÅÁÌ �ÏÌÕÇÒÕ��Ù, ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 2. �òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÔÉ�Ù �ÅÌÙÈ �ÏÌÕÇÒÕ��.1. îÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ É ÂÌÉÚËÉÅ Ë ÎÉÍ �ÏÌÕÇÒÕ��Ù.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 10. äÌÑ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÊ �ÏÌÕÇÒÕ��Ù P ⊆ Pn ÏÔÎÏÛÅ-ÎÉÅ ÓÉÌØÎÏÊ P-ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÏÓÔÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØÀ. äÒÕÇÉ-ÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÌÀÂÁÑ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÁÑ �ÏÌÕÇÒÕ��Á P ⊆ Pn Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÅÌÏÊ.äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÊ �ÏÌÕÇÒÕ��Ù ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÏÂ-ÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× N . óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÒÅÆÌÅËÓÉ×ÎÙÈ ÉÎÄÅËÓÏ×, ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÅ �Ï �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 7, ÓÏ×�ÁÄÁÅÔÓ N .ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 10 ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ 2 ÉÚ [5℄ ÔÅÍ,ÞÔÏ ÚÄÅÓØ ÓÎÑÔÏ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÅ, ÞÔÏÂÙ ÓÔÏÌÂ�Ù ÍÁÔÒÉ� ÉÚ P ÂÙÌÉ ÎÅÎÕ-ÌÅ×ÙÍÉ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÂÌÁÇÏÄÁÒÑ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 7, ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï Õ�ÒÏ-ÓÔÉÌÏÓØ.õÓÌÏ×ÉÅ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÏÓÌÁÂÉÔØ, ÓÏÈÒÁÎÉ× ÒÅ-ÆÌÅËÓÉ×ÎÏÓÔØ ÓÉÌØÎÏÊ ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÏÓÔÉ. ÷×ÅÄ£Í ÄÌÑ �ÏÌÕÇÒÕ��Ù
P ⊆ Pn ÂÉÎÁÒÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÄÏÓÔÉÖÉÍÏÓÔÉ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å N . âÕÄÅÍÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÉÎÄÅËÓ j ÄÏÓÔÉÖÉÍ ÉÚ ÉÎÄÅËÓÁ i, ÅÓÌÉ (A)ij > 0 ÄÌÑ ÎÅËÏ-ÔÏÒÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù A ∈ P . ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÄÏÓÔÉÖÉÍÏÓÔÉ ÒÅÆÌÅË-ÓÉ×ÎÏ É ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏ. ÷ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÏÎÏ ÎÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ. ðÒÉÍÅÒÏÍÓÎÏ×Á ÍÏÖÅÔ ÓÌÕÖÉÔØ Ï�ÉÓÁÎÎÁÑ × §2 �ÏÌÕÇÒÕ��Á ÍÁÔÒÉ� ÔÒÅÔØÅÇÏ�ÏÒÑÄËÁ. äÌÑ ÜÔÏÊ �ÏÌÕÇÒÕ��Ù ÉÎÄÅËÓ 1 ÄÏÓÔÉÖÉÍ ÉÚ ÉÎÄÅËÓÁ 3, ÎÏÏÂÒÁÔÎÏÅ ÎÅ×ÅÒÎÏ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 11. åÓÌÉ ÄÌÑ �ÏÌÕÇÒÕ��Ù P ⊆ Pn ÂÉÎÁÒÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅ-ÎÉÅ ÄÏÓÔÉÖÉÍÏÓÔÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ, ÔÏ P { �ÅÌÁÑ �ÏÌÕÇÒÕ��Á.



ëïíâéîá�ïòîùå ó÷ïêó�÷á ãåìùè ðïìõçòõðð 27äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. îÅÔÒÕÄÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ×ÓÑËÉÊ ËÌÁÓÓ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ-ÓÔÉ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÄÏÓÔÉÖÉÍÏÓÔÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ,�ÒÉÞ£Í ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÍ, ÔÏ ÅÓÔØ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÍ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÉÎ×ÁÒÉ-ÁÎÔÎÙÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ �ÏÌÕÇÒÕ��Ù P ⊆ Pn ×ÓÑËÏÅÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï L ⊆ N ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Ï �ÅÌÙÈ ÉÎÄÅËÓÏ×. üÔÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÞÔÉ ÄÏÓÌÏ×ÎÙÍ �Ï×ÔÏÒÅÎÉ-ÅÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ× �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÊ 6 É 7. åÓÌÉ L ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏ, ÜÔÏ ÉÎ-×ÁÒÉÁÎÔÎÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÂÑÚÁÎÏ ÓÏ×�ÁÄÁÔØ Ó L. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ×ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ×ÓÅÈ ËÌÁÓÓÏ× ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, ÔÏÅÓÔØ ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ N , �ÅÌÙÅ. üÔÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ. ��Å�ÅÒØ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 (×ËÌÀÞÁÑ ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÑ,ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅÓÑ × ÚÁÍÅÞÁÎÉÑÈ 1 É 2) ÏÓÔÁ£ÔÓÑ ×ÅÒÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÚÁÍÅÎÉÔØÕÓÌÏ×ÉÅ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÓÔÉ �ÏÌÕÇÒÕ��Ù ÕÓÌÏ×ÉÅÍ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ ÏÔÎÏ-ÛÅÎÉÑ ÄÏÓÔÉÖÉÍÏÓÔÉ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÅ ÓÍÑÇÞÅÎÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÎÅ×ÏÚ-ÍÏÖÎÏ. ÷ �ÒÉ×ÏÄÉÍÏÊ ÎÉÖÅ ÔÅÏÒÅÍÅ × ÒÏÌÉ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ×ÙÓÔÕ�ÁÅÔ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÎÁ ËÌÁÓÓÙ ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÏÓÔÉ. îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÊ �ÏÌÕÇÒÕ��Ù P ⊆ Pn ÜÔÉ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ.�ÅÏÒÅÍÁ 4. äÌÑ �ÏÌÕÇÒÕ��Ù P ⊆ Pn Ó ÉÎÄÅËÓÏÍ ÉÍ�ÒÉÍÉÔÉ×ÎÏÓÔÉr ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ.1. ïÔÎÏÛÅÎÉÅ ÄÏÓÔÉÖÉÍÏÓÔÉ, Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÏÅ �ÏÌÕÇÒÕ��ÏÊ P ÎÁÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÉÎÄÅËÓÏ× N , ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ.2. ïÔÎÏÛÅÎÉÅ P-ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÏÓÔÉ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å N Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜË×É-×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØÀ Ó ÞÉÓÌÏÍ ËÌÁÓÓÏ×, ÒÁ×ÎÙÍ r. åÓÌÉ r = 1, ÔÏ �ÏÌÕ-ÇÒÕ��Á ÓÏÄÅÒÖÉÔ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÕÀ ÍÁÔÒÉ�Õ. îÁ ËÌÁÓÓÁÈ ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÏ-ÓÔÉ ÍÁÔÒÉ�Ù �ÏÌÕÇÒÕ��Ù ÄÅÊÓÔ×ÕÀÔ ËÁË �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ. åÓÌÉ r > 2É �ÏÌÕÇÒÕ��Á ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × ÆÏÒÍÅ, ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÏÊ Ó ËÌÁÓÓÁÍÉ ÓÏ×ÍÅ-ÓÔÉÍÏÓÔÉ, ÔÏ ÍÁÔÒÉ�Ù �ÏÌÕÇÒÕ��Ù ÉÍÅÀÔ × ËÁÖÄÏÍ ÂÌÏÞÎÏÍ ÒÑÄÕÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÂÌÏË. ðÏÌÕÇÒÕ��Á ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÉÄÅÁÌ, ÓÏÓÔÁ-×ÌÅÎÎÙÊ ÉÚ ÍÁÔÒÉ�, × ËÏÔÏÒÙÈ ×ÓÅ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ÂÌÏËÉ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. 1 ⇒ 2: ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÉÓÌÏ ËÌÁÓÓÏ× ÄÏÓÔÉÖÉÍÏÓÔÉÞÅÒÅÚ � = �(P). ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÉÎÄÅËÓÙ, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍ ËÌÁÓ-ÓÁÍ ÄÏÓÔÉÖÉÍÏÓÔÉ, ÎÅÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÙ, �ÏÜÔÏÍÕ r > �. úÎÁÞÉÔ, �ÒÉ r = 1ÉÍÅÅÍ � = 1, ÔÏ ÅÓÔØ �ÏÌÕÇÒÕ��Á ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÁ É, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 1,ÓÏÄÅÒÖÉÔ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÕÀ ÍÁÔÒÉ�Õ.



28 à. á. áìøðéî, ÷. ó. áìøðéîá�Å�ÅÒØ �ÕÓÔØ � > 2: �ÏÇÄÁ ×ÓÅ ÍÁÔÒÉ�Ù �ÏÌÕÇÒÕ��Ù ÎÅËÏÔÏÒÙÍ�ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÙÍ �ÏÄÏÂÉÅÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÕÀÔÓÑ Ë ÂÌÏÞÎÏ-ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÍÕ×ÉÄÕ










A1 A2 . . . A�









; (4)�ÒÉÞ£Í ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ps ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÂÌÏËÏ×, ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÎÙÈ ÎÁ s-ÊÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÊ �ÏÚÉ�ÉÉ (s = 1; : : : ; �), ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÕÀ �ÏÌÕ-ÇÒÕ��Õ ÍÁÔÒÉ� ÂÅÚ ÎÕÌÅ×ÙÈ ÒÑÄÏ×. ðÕÓÔØ Qs { ÍÁÔÒÉ�Á �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×-ËÉ, �ÏÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ ËÏÔÏÒÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù �ÏÌÕÇÒÕ��Ù Ps �ÒÅÏÂÒÁÚÕÀÔÓÑ ËÂÌÏÞÎÏÊ ÆÏÒÍÅ ÂÌÏÞÎÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ rs = r(Ps) ÓÏ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ, Ï�ÉÓÁÎ-ÎÙÍÉ × ÔÅÏÒÅÍÅ 1. ðÒÉÍÅÎÉÍ Ë ÍÁÔÒÉ�ÁÍ (4) �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ �ÏÄÏ-ÂÉÑ �ÏÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ ÍÁÔÒÉ�Ù �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ Q = diag(Q1; : : : ; Q�). �ÏÇÄÁÍÁÔÒÉ�Ù �ÏÌÕÇÒÕ��Ù �ÒÉÏÂÒÅÔÕÔ ÂÌÏÞÎÕÀ ÆÏÒÍÕ ÂÌÏÞÎÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁr = r1 + · · · + r� ; × ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÅ ËÁÖÄÙÊ ÂÌÏÞÎÙÊ ÒÑÄ ÓÏÄÅÒÖÉÔ, ÏÞÅ-×ÉÄÎÏ, ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÂÌÏË (ÂÅÚ ÎÕÌÅ×ÙÈ ÒÑÄÏ×). ïÓÔÁÌÏÓØÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÏÊ �ÏÌÕÇÒÕ��Ù ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÕÔ×ÅÒ-ÖÄÅÎÉÅ ÏÂ ÉÄÅÁÌÅ. ÷ ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÅÍÙ 1, ÄÌÑ s = 1; : : : ; � ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔÔÁËÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á A(s), ÞÔÏ × Å£ �ÏÄÍÁÔÒÉ�Å A(s)s , ÏÔÎÏÓÑÝÅÊÓÑ Ë �ÏÌÕ-ÇÒÕ��Å Ps, ×ÓÅ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ÂÌÏËÉ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ. �ÏÇÄÁ × �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉA(1) · · ·A(�) ×ÓÅ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ÂÌÏËÉ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï ÍÁÔÒÉ� �ÏÌÕÇÒÕ��Ù, ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ÂÌÏËÉ ËÏÔÏÒÙÈ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ,ÎÅ�ÕÓÔÏ. úÁ×ÅÒÛÁÅÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ, ËÁË ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅÏÂ ÉÄÅÁÌÅ × ÚÁÍÅÞÁÎÉÉ 2 Ë ÔÅÏÒÅÍÅ 1.2 ⇒ 1. ðÒÉ r = 1 �ÏÌÕÇÒÕ��Á ÓÏÄÅÒÖÉÔ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÕÀ ÍÁÔÒÉ�Õ,ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÁ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÌÀÂÏÊ ÉÎÄÅËÓ ÄÏÓÔÉÖÉÍÉÚ ÌÀÂÏÇÏ ÄÒÕÇÏÇÏ, É ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÄÏÓÔÉÖÉÍÏÓÔÉ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞ-ÎÏ.ðÒÉ r > 2 ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù A ∈ P × ÉÄÅÁÌÅ ÅÓÔØ ÍÁÔÒÉ�Á, �ÏÌÏ-ÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÂÌÏËÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÙ ÎÁ ÔÅÈ ÖÅ �ÏÚÉ�ÉÑÈ, ÞÔÏ É ×A. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, �ÕÓÔØ B { ÂÌÏÞÎÏ-ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á Ó �ÏÌÏÖÉ-ÔÅÌØÎÙÍÉ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÂÌÏËÁÍÉ. �ÁËÕÀ ÍÁÔÒÉ�Õ ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ×ÏÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ÌÀÂÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù ÉÚ ÉÄÅÁÌÁ × �ÏÄÈÏÄÑÝÕÀ ÓÔÅ�ÅÎØ. �ÏÇÄÁ× ÍÁÔÒÉ�Å C = AB �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÂÌÏËÉ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÙ ÔÁÍ ÖÅ, ÇÄÅ É× ÍÁÔÒÉ�Å A.



ëïíâéîá�ïòîùå ó÷ïêó�÷á ãåìùè ðïìõçòõðð 29ðÕÓÔØ ÉÎÄÅËÓ j ÄÏÓÔÉÖÉÍ ÉÚ ÉÎÄÅËÓÁ i, ÔÏ ÅÓÔØ (A)ij > 0 ÄÌÑ ÎÅ-ËÏÔÏÒÏÊ A ∈ P . éÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ ×ÙÛÅ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ × ÉÄÅÁÌÅ ÅÓÔØ ÔÁ-ËÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á C, ÞÔÏ (C)ij > 0, �ÒÉÞ£Í ÜÌÅÍÅÎÔ (C)ij �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÍÕ ÂÌÏËÕ Cuv . åÓÌÉ u = v, ÔÏ (C)ji > 0.÷ �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ×ÙÂÅÒÅÍ �ÏËÁÚÁÔÅÌØ k, �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ Ck Ñ×ÌÑÅÔÓÑÂÌÏÞÎÏ-ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ. �ÏÇÄÁ ÂÌÏË C(k−1)vu ÍÁÔÒÉ�Ù Ck−1 ÄÏÌ-ÖÅÎ ÂÙÔØ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, (C)(k−1)ji > 0, ÚÎÁÞÉÔ, ÉÎÄÅËÓi ÄÏÓÔÉÖÉÍ ÉÚ ÉÎÄÅËÓÁ j. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÚÁËÏÎÞÅÎÏ. �õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅ-ÎÉÑ ÉÚ �. 3 ÔÅÏÒÅÍÙ 1 É ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ 1 ÏÓÔÁÀÔÓÑ ×ÅÒÎÙÍÉ × ÕÓÌÏ×ÉÑÈÔÅÏÒÅÍÙ 5 É ÄÌÑ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÎÁ ËÌÁÓÓÙ ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÏÓÔÉ. éÈ ÏÂÏÓÎÏ×ÁÎÉÅÎÅ ÉÚÍÅÎÑÅÔÓÑ.2. ðÏÌÕÇÒÕ��Ù ÓÔÒÏÞÎÏ-ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÍÁÔÒÉ�. íÁÔÒÉ�Á ÎÁ-ÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÔÒÏÞÎÏ-ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ (row-monomial), ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ×ËÁÖÄÏÊ ÓÔÒÏËÅ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÉÎ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 12. ìÀÂÁÑ �ÏÌÕÇÒÕ��Á ÓÔÒÏÞÎÏ-ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÍÁÔ-ÒÉ� Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÅÌÏÊ.äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ÍÁÔÒÉ�Á A ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÁ �Ï ÓÔÒÏËÁÍ, ÔÏ ËÁ-ÖÄÙÊ ÉÎÄÅËÓ ÉÍÅÅÔ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÏÇÏ A-�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÑ, É �ÏÔÏÍÕ ÄÌÑ �Ï-ÌÕÇÒÕ��Ù ÓÔÒÏÞÎÏ-ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÍÁÔÒÉ� ×ÓÅ ÉÎÄÅËÓÙ �ÅÌÙÅ.ðÏÌÕÇÒÕ��Ù ÓÔÒÏÞÎÏ-ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÍÁÔÒÉ� Ó ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÍÕÓÌÏ×ÉÅÍ, ÞÔÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÒÁ×ÎÙ ÅÄÉÎÉ�Å, ×ÏÚÎÉËÁÀÔ × ÔÅ-ÏÒÉÉ Á×ÔÏÍÁÔÏ×. ÷ÓÑËÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á A ∈ P �ÏÎÉÍÁÅÔÓÑ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅËÁË ÍÁÔÒÉ�Á �ÅÒÅÈÏÄÏ× Á×ÔÏÍÁÔÁ �ÏÄ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ×ÈÏÄÎÏÇÏÓÌÏ×Á: (A)ij = 1, ÅÓÌÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÓÌÏ×Ï �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ Á×ÔÏÍÁÔ ÉÚÓÏÓÔÏÑÎÉÑ i × ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ j. á×ÔÏÍÁÔ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÉÎÈÒÏÎÉÚÉÒÕÅÍÙÍ,ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÌÏ×Ï, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ Á×ÔÏÍÁÔ ÉÚ ÌÀÂÏÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ×ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ. üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ �ÏÌÕÇÒÕ��Á P ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÍÁ-ÔÒÉ�Õ, ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÓÔÏÌÂÅ� ËÏÔÏÒÏÊ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÅÄÉÎÉ�.ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÓÔÒÏÞÎÏ-ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÔÑÇÉ×Á-ÀÝÅÊ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ Õ ÎÅ£ ÏÄÉÎ ÓÔÏÌÂÅ� �ÏÌÏÖÉÔÅÌÅÎ, Á �ÒÏ-ÞÉÅ ÓÔÏÌÂ�Ù ÎÕÌÅ×ÙÅ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï r(P) = 1 ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍ ÓÉÎÈÒÏÎÉÚÉÒÕÅÍÏÓÔÉ Á×ÔÏÍÁÔÁ, Á ÉÚ×ÅÓÔÎÙÊ ËÒÉÔÅÒÉÊ



30 à. á. áìøðéî, ÷. ó. áìøðéîáÓÉÎÈÒÏÎÉÚÉÒÕÅÍÏÓÔÉ (ÓÍ. ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 1 ÉÚ [4℄) ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ-ÓÑ ÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 10.äÌÑ ÉÌÌÀÓÔÒÁ�ÉÉ Ó×ÑÚÉ ÍÅÖÄÕ �ÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ r(P) É �(P) ÒÁÓÓÍÏ-ÔÒÉÍ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÍÁÔÒÉ� ÉÚ [4, �ÒÉÍÅÒ 2℄:A1 = 







1 0 0 00 1 0 00 1 0 01 0 0 0 ; A2 = 







1 0 0 00 1 0 01 0 0 00 1 0 0 ;
A3 = 







0 0 0 10 0 1 00 0 1 00 0 0 1 ; A4 = 







0 0 1 00 0 0 10 0 1 00 0 0 1 :÷ [4℄ �ÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ �ÏÌÕÇÒÕ��Á P , �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÁÑ ÜÔÉÍÉ ÍÁÔÒÉ�Á-ÍÉ, ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÁ, ÉÍÅÅÔ ÉÎÄÅËÓ ÉÍ�ÒÉÍÉÔÉ×ÎÏÓÔÉ r(P) = 2, ÎÏ �ÒÉÜÔÏÍ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á {1; 2; 3; 4} ÎÁ Ä×Á ÉÌÉ ÂÏÌØÛÅËÌÁÓÓÏ×, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÍÁÔÒÉ�Ù �ÏÌÕÇÒÕ��Ù ÄÅÊÓÔ×ÕÀÔ ËÁË �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×-ËÉ. ïÄÎÁËÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÓÉÌØÎÏÊ ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÏÓÔÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ-ÓÔØÀ, �ÒÉÞ£Í ×ÓÑËÉÊ ÉÎÄÅËÓ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÅÎ ÌÉÛØ ÓÁÍÏÍÕ ÓÅÂÅ, ÔÏ ÅÓÔØ�(P) = 4. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, × [4℄ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÉÎÄÅËÓÙ 1 É 2, Á ÔÁË-ÖÅ 3 É 4, ÎÅÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÙ. ïÓÔÁÌØÎÙÅ ÞÅÔÙÒÅ �ÁÒÙ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÉÎÄÅËÓÏ×ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÙ, ÎÏ ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ÎÉÈ ÉÍÅÅÔ ÎÅÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÅÊ.îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÉÎÄÅËÓÙ 2 É 3 A1-ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÙ, ÎÏ ÉÈ A2-�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÉ {ÉÎÄÅËÓÙ 1 É 2 { ÎÅÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÙ. ïÓÔÁÌØÎÙÅ �ÒÏ×ÅÒËÉ �ÒÏ×ÏÄÑÔÓÑ ÁÎÁ-ÌÏÇÉÞÎÏ.ðÏÌÕÇÒÕ��Á P ÓÔÒÏÞÎÏ-ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ (0,1)-ÍÁÔÒÉ� �ÏÒÑÄËÁ n, ÄÌÑËÏÔÏÒÏÊ ×ÓÅ ËÌÁÓÓÙ ÓÉÌØÎÏÊ ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÏÓÔÉ ÏÄÎÏÜÌÅÍÅÎÔÎÙ, ÔÏ ÅÓÔØ�(P) = n, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÏÞÅÎØ ÞÁÓÔÎÙÊ ÔÉ� �ÏÌÕÇÒÕ��Ù ÎÅÏÔÒÉ-�ÁÔÅÌØÎÙÈ ÍÁÔÒÉ�. ÷ ÔÏ ÖÅ ×ÒÅÍÑ �ÏÌÕÇÒÕ��Á ÜÔÏÇÏ ÔÉ�Á Ñ×ÌÑÅÔÓÑÇÏÍÏÍÏÍÏÒÆÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÌÀÂÏÊ �ÅÌÏÊ �ÏÌÕÇÒÕ��Ù P ⊆ Pn. äÅÊÓÔ×É-ÔÅÌØÎÏ, �ÕÓÔØ P ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × ÆÏÒÍÅ, ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÏÊ Ó ËÌÁÓÓÁÍÉ ÓÉÌØÎÏÊÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÏÓÔÉ. óÏ�ÏÓÔÁ×ÉÍ ÍÁÔÒÉ�Å A ∈ P ÍÁÔÒÉ�Õ 	(A), ÚÁÍÅÎÉ× ×A ËÁÖÄÙÊ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÂÌÏË ÅÄÉÎÉ�ÅÊ, Á ËÁÖÄÙÊ ÎÕÌÅ×ÏÊ ÂÌÏË { ÎÕÌ£Í.îÅÔÒÕÄÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ 	 ÅÓÔØ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÎÁ �ÏÌÕÇÒÕ��Õ ÕËÁÚÁÎ-ÎÏÇÏ ÔÉ�Á.
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