
úÁ�ÉÓËÉ ÎÁÕÞÎÙÈÓÅÍÉÎÁÒÏ× ðïíé�ÏÍ 427, 2014 Ç.ï. å. óÁÍÏÊÌÏ×Áï çòáæáè, ëï�ïòùå íïöîï éúïâòáúé�ø îáïòéåî�éòõåíùè ðï÷åòèîïó�ñè ó íáìùíþéóìïí ðåòåóåþåîéê îá òåâòå
§1. ÷×ÅÄÅÎÉÅíÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÇÒÁÆÙ ÂÅÚ �ÅÔÅÌØ É ËÒÁÔÎÙÈ ÒÅÂÅÒ É ÉÈÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÎÁ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÑÈ. ÷ ÒÁÂÏÔÅ ÂÕÄÕÔ ÉÓ�ÏÌØÚÏ-×ÁÔØÓÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅÒÛÉÎ ÇÒÁÆÁ G ÂÕÄÅÍÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ V (G), ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÅÇÏ ÒÅÂÅÒ { E(G), ÉÈ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á { v(G)É e(G) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. íÉÎÉÍÁÌØÎÕÀ ÓÔÅ�ÅÎØ ÇÒÁÆÁ G ÂÕÄÅÍ ÏÂÏ-ÚÎÁÞÁÔØ ËÁË Æ(G), Á ÅÇÏ ÈÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÔÏ ÅÓÔØ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï �×ÅÔÏ× × �ÒÁ×ÉÌØÎÏÊ ÒÁÓËÒÁÓËÅ ×ÅÒÛÉÎ, ËÁË �(G).ûÉÒÏËÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÊ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÊ ÆÁËÔ ÇÌÁÓÉÔ, ÞÔÏ × �ÌÁÎÁÒÎÏÍÇÒÁÆÅ ÎÁ v ×ÅÒÛÉÎÁÈ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ 3v − 6 ÒÅÂÅÒ. �ÁËÖÅ ÎÅÓÌÏÖÎÏ �Ï-ÌÕÞÉÔØ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÕÀ Ï�ÅÎËÕ ÎÁ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÅÂÅÒ × ÇÒÁÆÅ, ÉÚÏÂÒÁÖÅÎ-ÎÏÍ ÂÅÚ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊ ÒÅÂÅÒ ÎÁ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ÒÏÄÁ g. ÷ ÎÁÛÅÊ ÒÁÂÏÔÅÂÕÄÅÔ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØÓÑ �ÏÈÏÖÁÑ, ÎÏ ËÕÄÁ ÂÏÌÅÅ ÉÎÔÅÒÅÓÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ. áÞÔÏ ÅÓÌÉ ÒÁÚÒÅÛÉÔØ ËÁÖÄÏÍÕ ÒÅÂÒÕ ÇÒÁÆÁ �ÅÒÅÓÅËÁÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ kÄÒÕÇÉÈ? þÔÏ ÔÏÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ ÏÂ ÏÂÝÅÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Å ÒÅÂÅÒ? äÌÑ�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ G, ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÎÏÇÏ Ó ÔÁËÉÍÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑÍÉ ÎÁ�ÌÏÓËÏÓÔÉ, �ÒÉ k 6 4 × ÒÁÂÏÔÅ [1℄ ñÎÏÛ ðÁÈ É çÅÚÁ �ÏÔ ÄÏËÁÚÁÌÉÏ�ÅÎËÕ e(G) 6 (k+3)(v− 2). íÙ ÖÅ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÇÒÁÆÙ, ÉÚÏ-ÂÒÁÖÅÎÎÙÅ ÎÁ ÔÏÒÅ É ÄÒÕÇÉÈ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÑÈ, É �ÏÌÕÞÉÍ Ï�ÅÎËÕ ÄÌÑ ÎÉÈ.�ÁËÖÅ ÂÕÄÅÔ �ÏÌÕÞÅÎÁ ×ÅÒÈÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ ÎÁ ÈÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÞÉÓÌÏ ÔÁËÉÈÇÒÁÆÏ×.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. îÁÚÏ×ÅÍ ÇÒÁÆ g-ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÍ, ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÉÚÏ-ÂÒÁÚÉÔØ ÎÁ ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÏÊ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ÒÏÄÁ g ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÅÇÏ ÒÅÂÒÁÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÌÉÓØ ×Ï ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÔÏÞËÁÈ. 1-ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÅ ÇÒÁÆÙ ÔÁËÖÅÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÔÏÒÉÞÅÓËÉÍÉ.0-ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÅ ÇÒÁÆÙ ÛÉÒÏËÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÙ ËÁË �ÌÁÎÁÒÎÙÅ. ëÁË É ×ÓÅ-ÇÄÁ �ÒÉ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ÇÒÁÆÏ× ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ ×ÅÒÛÉÎÙ ÉÚÏÂÒÁÖÁÀÔÓÑëÌÀÞÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á: ÈÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÞÉÓÌÏ, �ÌÏÓËÉÅ ÇÒÁÆÙ, ÇÒÁÆÙ ÎÁ�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÑÈ. 114



ï çòáæáè îá ïòéåî�éòõåíùè ðï÷åòèîïó�ñè 115ÔÏÞËÁÍÉ, ÒÅÂÒÁ { ÇÌÁÄËÉÍÉ ËÒÉ×ÙÍÉ ÂÅÚ ÓÁÍÏ�ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊ, ÎÅ �ÒÏÈÏ-ÄÑÝÉÍÉ ÞÅÒÅÚ ×ÅÒÛÉÎÙ, ÏÔÌÉÞÎÙÅ ÏÔ ËÏÎ�Ï× ÒÅÂÒÁ. îÉËÁËÁÑ ÔÏÞËÁ�ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÒÅÂÅÒ ÎÅ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ Ä×ÕÍ Ò£ÂÒÁÍ.ðÕÓÔØ G { g-ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÊ ÇÒÁÆ. åÇÏ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÂÅÚ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊÒÅÂÅÒ ÎÁ �ÅÒ×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ÒÏÄÁ g ÄÅÌÉÔ ÅÅ ÎÁ ÞÁÓÔÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍÎÁÚÙ×ÁÔØ ÇÒÁÎÑÍÉ. ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÇÒÁÎÅÊ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ f(G). òÁÓ-ÓÍÏÔÒÉÍ ÒÅÂÒÏ e ÇÒÁÆÁ G. åÓÌÉ �Ï ÒÁÚÎÙÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ÏÔ e ÎÁÈÏÄÉÔÑÔÓÑÒÁÚÎÙÅ ÇÒÁÎÉ, ÔÏ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÅÇÏ ÇÒÁÎÉÞÎÙÍ ÒÅÂÒÏÍ ÜÔÉÈ Ä×ÕÈÇÒÁÎÅÊ. åÓÌÉ ÖÅ �Ï ÒÁÚÎÙÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ÏÔ ÒÅÂÒÁ e ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÏÄÎÁ É ÔÁÖÅ ÇÒÁÎØ, ÎÁÚÏ×ÅÍ ÅÇÏ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÍ ÒÅÂÒÏÍ ÜÔÏÊ ÇÒÁÎÉ. çÒÁÎÉÞÎÙÍÉ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÇÒÁÎÉ D ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ËÏÎ�Ù ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ É ÇÒÁÎÉÞÎÙÈÒÅÂÅÒ ÜÔÏÊ ÇÒÁÎÉ. çÒÁÎÉ�Á ÇÒÁÎÉ D { ÇÒÁÆ B(D), ×ÅÒÛÉÎÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ{ ÇÒÁÎÉÞÎÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÇÒÁÎÉ D, Á ÒÅÂÒÁ { ×ÓÅ ÇÒÁÎÉÞÎÙÅ É ×ÎÕÔÒÅÎ-ÎÉÅ ÒÅÂÒÁ ÇÒÁÎÉ D. òÁÚÍÅÒ ÇÒÁÎÉ�Ù ÇÒÁÎÉ D Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ËÁË ÓÕÍÍÕËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÒÅÂÅÒ É ÕÄ×ÏÅÎÎÏÇÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÉÏÂÏÚÎÁÞÉÍ b(D).�ÒÉÁÎÇÕÌÑ�ÉÅÊ T (G) ÇÒÁÆÁ G ÎÁÚÏ×ÅÍ ÇÒÁÆ, ËÏÔÏÒÙÊ �ÏÌÕÞÅÎÉÚ G ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÒÅÂÅÒ ÔÁË, ÞÔÏ ×ÓÅ ÅÇÏ ÇÒÁÎÉ { ÔÒÅ-ÕÇÏÌØÎÉËÉ, ÔÏ ÅÓÔØ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÙ ÄÉÓËÕ É ÉÈ ÇÒÁÎÉ�Á ÓÏÄÅÒÖÉÔ �Ï3 ×ÅÒÛÉÎÙ É 3 ÒÅÂÒÁ. ëÒÁÔÎÙÅ ÒÅÂÒÁ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÄÏ�ÕÓËÁÀÔÓÑ, ÎÏ ÏÎÉÎÅ ÍÏÇÕÔ ÌÅÖÁÔØ × ÏÄÎÏÊ ÇÒÁÎÉ. çÒÁÆ T (D) { ÔÒÉÁÎÇÕÌÑ�ÉÑ ÇÒÁÎÉ D,ÅÓÌÉ ÏÎ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÏÌÕÞÅÎ ÓÕÖÅÎÉÅÍ ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑ�ÉÉ ÇÒÁ-ÆÁ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅÒÛÉÎ B(D). éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÌÀÂÕÀ ÇÒÁÎØ ÍÏÖÎÏÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÔØ É ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï �ÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔÏÔ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑ�ÉÉ. âÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÜÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï t(D) É ÎÁÚÙ×ÁÔØÒÁÚÍÅÒÏÍ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑ�ÉÉ. äÌÑ ÇÒÁÆÏ×, ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÎÙÈ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÉÌÉÎÁ ÓÆÅÒÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÌÅÍÍÁ Ï Ó×ÑÚÉ ÒÁÚÍÅÒÁ ÇÒÁÎÉ�Ù ÇÒÁÎÉ ÉÒÁÚÍÅÒÁ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑ�ÉÉ.ìÅÍÍÁ 1. ðÕÓÔØ D { ÇÒÁÎØ �ÌÏÓËÏÇÏ ÇÒÁÆÁ. åÓÌÉ ÅÅ ÇÒÁÎÉ�Á B(D)Ó×ÑÚÎÁ, ÔÏ t(D) = b(D)− 2, ÉÎÁÞÅ t(D) > b(D).�ÁËÖÅ × ÒÁÂÏÔÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÞÁÓÔÏ �ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÔÅÏÒÅÍÏÊ üÊÌÅÒÁ.�ÅÏÒÅÍÁ. ðÕÓÔØ ÎÁ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ Ó ÜÊÌÅÒÏ×ÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÏÊ �ÉÚÏÂÒÁÖÅÎ Ó×ÑÚÎÙÊ ÇÒÁÆ G ÔÁË, ÞÔÏ ÅÇÏ ÒÅÂÒÁ ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ ×Ï×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÔÏÞËÁÈ, Á ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ÅÇÏ ÇÒÁÎÅÊ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÁ ÄÉÓËÕ. �Ï-ÇÄÁ v(G) − e(G) + f(G) = �:



116 ï. å. óáíïêìï÷á�ÅÏÒÅÍÁ ÔÁËÖÅ ÂÕÄÅÔ ×ÅÒÎÁ, ÅÓÌÉ ÄÏ�ÕÓÔÉÔØ × ÇÒÁÆÅ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅ-ÓËÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÇÒÁÎÉ, ÎÏ ×ÍÅÓÔÏ ÉÈ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÕÞÉÔÙ×ÁÔØ ÓÕÍÍÕ ÉÈÜÊÌÅÒÏ×ÙÈ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉË.îÁËÏÎÅ�, �ÒÉÛÌÏ ×ÒÅÍÑ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ËÌÁÓÓ ÇÒÁÆÏ×, ËÏÔÏ-ÒÙÊ ÂÕÄÅÔ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØÓÑ × ÒÁÂÏÔÅ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. ðÕÓÔØ k { �ÅÌÏÅ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. îÁÚÏ×ÅÍÇÒÁÆ k-�ÏÞÔÉ g-ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÍ, ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÉÚÏÂÒÁÚÉÔØ ÎÁ ÏÒÉÅÎ-ÔÉÒÕÅÍÏÊ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ÒÏÄÁ g ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ËÁÖÄÏÅ ÒÅÂÒÏ �ÅÒÅÓÅËÁÌÏ×Ï ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÔÏÞËÁÈ ÎÅ ÂÏÌÅÅ k ÄÒÕÇÉÈ ÒÅÂÅÒ. k-�ÏÞÔÉ 1-ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÊÇÒÁÆ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ k-�ÏÞÔÉ ÔÏÒÉÞÅÓËÉÍ. k-�ÏÞÔÉ 0-ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÅÇÒÁÆÙ ÉÚ×ÅÓÔÎÙ ËÁË k-�ÏÞÔÉ �ÌÁÎÁÒÎÙÅ.äÌÑ k-�ÏÞÔÉ g-ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÈ ÇÒÁÆÏ× ÂÕÄÅÔ ÄÏËÁÚÁÎÁ Ï�ÅÎËÁ Ó×ÅÒÈÕÎÁ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÅÂÅÒ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ Ï�ÅÎËÅ ðÁÈÁ É �ÏÔÁ ÄÌÑ k-�ÏÞÔÉ�ÌÁÎÁÒÎÙÈ ÇÒÁÆÏ×.�ÅÏÒÅÍÁ 1. ðÒÉ k 6 4 × k-�ÏÞÔÉ g-ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÍ ÇÒÁÆÅ ÎÁ v ×ÅÒÛÉÎÁÈÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ (k + 3)(v + 2g − 2) ÒÅÂÅÒ.ðÒÉ k = 1 É k = 2 �ÏÌÕÞÅÎÎÙÅ Ï�ÅÎËÉ ÔÏÞÎÙ, ÓÅÒÉÉ �ÒÉÍÅÒÏ× ÂÕÄÕÔ�ÏÓÔÒÏÅÎÙ × ÒÁÂÏÔÅ.úÁÄÁÞÉ Ï ÔÏÍ, ËÁË Ó×ÑÚÁÎÙ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÉÚÏÂÒÁÚÉÔØ ÇÒÁÆ ÂÅÚ �Å-ÒÅÓÅÞÅÎÉÊ ÒÅÂÅÒ É ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï �×ÅÔÏ×, × ËÏÔÏÒÏÅ ÍÏÖÎÏ�ÒÁ×ÉÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ �ÏËÒÁÓÉÔØ ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎÙ, Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÄÎÉÍÉ ÉÚ ÓÁ-ÍÙÈ ÓÔÁÒÙÈ × ÔÅÏÒÉÉ ÇÒÁÆÏ×. óÁÍÁÑ ÉÚ×ÅÓÔÎÁÑ ÔÁËÁÑ ÚÁÄÁÞÁ { ÔÅÏÒÅÍÁÏ ÞÅÔÙÒÅÈ ËÒÁÓËÁÈ. óÁÍÙÊ ÓÉÌØÎÙÊ ÉÚ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× × ÏÂÝÅÊ �ÏÓÔÁÎÏ×-ËÅ ÚÁÄÁÞÉ Ï�ÉÓÁÎ × [2℄: ð. äÖ. èÉ×ÕÄ ÄÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ �ÒÉ g > 1 ÈÒÏ-ÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÞÉÓÌÏ g-ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÇÒÁÆÁ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 7+√1+48g2 . ÷ÒÁÂÏÔÅ [4℄ ÂÙÌÁ �ÏÌÕÞÅÎÁ ×ÅÒÈÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ ÈÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÄÌÑ 1-�ÏÞÔÉ g-ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÈ ÇÒÁÆÏ×. íÙ ÖÅ ÛÁÇÎÅÍ ÄÁÌØÛÅ É �ÏÌÕÞÉÍ ×ÅÒÈ-ÎÀÀ Ï�ÅÎËÕ ÄÌÑ k-�ÏÞÔÉ g-ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÈ ÇÒÁÆÏ×.�ÅÏÒÅÍÁ 2. ðÕÓÔØ k, g { ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, k 6 4. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏk-�ÏÞÔÉ g-ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÇÒÁÆÁ G ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ�(G) 6
2k + 7 +√4k2 + 12k + 1 + 16(k + 3)g2 :úÁÍÅÞÁÎÉÅ. éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 2 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ:{ ×ÅÒÛÉÎÙ 1-�ÏÞÔÉ g-ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÇÒÁÆÁ ÍÏÖÎÏ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÍ ÏÂÒÁ-ÚÏÍ �ÏËÒÁÓÉÔØ × ⌊ 9+√17+64g2 ⌋ �×ÅÔÏ×;



ï çòáæáè îá ïòéåî�éòõåíùè ðï÷åòèîïó�ñè 117{ ×ÅÒÛÉÎÙ 2-�ÏÞÔÉ g-ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÇÒÁÆÁ { × ⌊ 11+√41+80g2 ⌋ �×ÅÔÏ×;{ ×ÅÒÛÉÎÙ 3-�ÏÞÔÉ g-ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÇÒÁÆÁ { × ⌊ 13+√73+96g2 ⌋ �×ÅÔÏ×;{ ×ÅÒÛÉÎÙ 4-�ÏÞÔÉ g-ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÇÒÁÆÁ { × ⌊ 15+√113+112g2 ⌋ �×ÅÔÏ×.
§2. ï�ÅÎËÁ ÞÉÓÌÁ ÒÅÂÅÒ ÄÌÑ k-�ÏÞÔÉ g-ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÈÇÒÁÆÏ× �ÒÉ ÍÁÌÙÈ kóÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ É ÄÏËÁÖÅÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÈ ÌÅÍÍ, ËÏÔÏÒÙÅ�ÏÎÁÄÏÂÑÔÓÑ ÎÁÍ × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ.ìÅÍÍÁ 2. ðÕÓÔØ ÎÁ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ Ó ÜÊÌÅÒÏ×ÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÏÊ �ÉÚÏÂÒÁÖÅÎ ÇÒÁÆ G ÔÁË, ÞÔÏ ÎÉËÁËÉÅ Ä×Á ÅÇÏ ÒÅÂÒÁ ÎÅ �ÅÒÅËÁÀÔ-ÓÑ ×Ï ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÔÏÞËÁÈ, Á ×ÓÅ ÅÇÏ ÇÒÁÎÉ { ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ. �ÏÇÄÁe = 3v − 3�, f = 2v − 2�.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ëÁÖÄÁÑ ÇÒÁÎØ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÒÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÒÅÂÒÁ, ËÁ-ÖÄÏÅ ÒÅÂÒÏ ÌÅÖÉÔ ÒÏ×ÎÏ × Ä×ÕÈ ÇÒÁÎÑÈ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, 3f = 2e. ðÏÄ-ÓÔÁ×ÌÑÑ ÜÔÏ × ÔÅÏÒÅÍÕ üÊÌÅÒÁ, �ÏÌÕÞÁÅÍ:v + 23e− e = �13e = v − �e = 3v − 3�á × ÓÉÌÕ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ f = 2e3 , �ÏÌÕÞÁÅÍ f = 2v − 2�. �ìÅÍÍÁ 3. ðÕÓÔØ D { ÇÒÁÎØ ÇÒÁÆÁ, ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÎÏÇÏ ÂÅÚ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊÒÅÂÅÒ, ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÁÑ ÓÆÅÒÅ Ó g ÒÕÞËÁÍÉ Ó k ×ÙÒÅÚÁÎÎÙÍÉ ÄÉÓËÁÍÉ.�ÏÇÄÁ t(D) = b(D) + 2(k + 2g − 2).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑ�ÉÀ ÇÒÁÎÉ D. �Å�ÅÒØ ÒÁÚ-Ä×ÏÉÍ ×ÓÅ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÅ ÒÅÂÒÁ ÇÒÁÎÉ�Ù D ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ËÁÖÄÁÑ ËÏÍ�Ï-ÎÅÎÔÁ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ B(D) �ÒÅ×ÒÁÔÉÌÁÓØ × �ÒÏÓÔÏÊ �ÉËÌ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁÄÌÉÎ �ÏÌÕÞÅÎÎÙÈ �ÉËÌÏ× ÒÁ×ÎÁ b(D). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÒÁÆ, ×ÅÒÛÉÎÁÍÉËÏÔÏÒÏÇÏ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÅÒÛÉÎÙ ÜÔÉÈ �ÉËÌÏ×, Á ÒÅÂÒÁÍÉ { ÒÅÂÒÁ �ÉËÌÏ×É ÒÅÂÒÁ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑ�ÉÉ ÇÒÁÎÉ. ÷ �ÏÌÕÞÅÎÎÏÍ ÇÒÁÆÅ t(D)+ k ÇÒÁÎÅÊ, ÉÚËÏÔÏÒÙÈ t(D) ÉÍÅÀÔ �Ï 3 ÒÅÂÒÁ × ÇÒÁÎÉ�Å, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÓÕÍÍÁÒÎÏ b(D)ÒÅÂÅÒ. úÎÁÞÉÔ, 2e = 3t(D) + b(D). ÷ÓÅ ÇÒÁÎÉ ÜÔÏÇÏ ÇÒÁÆÁ { ÄÉÓËÉ, ÉÈÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ { ÓÆÅÒÁ Ó g ÒÕÞËÁÍÉ. üÊÌÅÒÏ×Á ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ ÓÆÅÒÙ Ó



118 ï. å. óáíïêìï÷ág ÒÕÞËÁÍÉ ÒÁ×ÎÁ 2− 2g. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÔÅÏÒÅÍÕ üÊÌÅÒÁ, �ÏÌÕÞÁÅÍ:b(D) + t(D) + k − 3t(D) + b(D)2 = 2− 2g;2b(D) + 2t(D) + 2k − 3t(D)− b(D) = 4− 4g;t(D) = b(D) + 2(k + 2g − 2): ��Å�ÅÒØ ÍÏÖÅÍ �ÒÉÓÔÕ�ÉÔØ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 1. âÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ k-�ÏÞÔÉ g-ÓÆÅ-ÒÉÞÅÓËÉÊ ÇÒÁÆ G ËÁË ÅÇÏ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÁ ÓÆÅÒÅ Ó g ÒÕÞËÁÍÉ Ó ÍÉÎÉ-ÍÁÌØÎÙÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÍ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊ ÒÅÂÅÒ. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÍÁËÓÉÍÁÌØ-ÎÙÊ �Ï ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ ÒÅÂÅÒ ÏÓÔÏ×ÎÙÊ g-ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÊ �ÏÄÇÒÁÆ M ÇÒÁ-ÆÁ G. ÷ÓÅ ÒÅÂÒÁ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á F = E(G) \ E(M) �ÅÒÅÓÅËÁÀÔ ÒÅÂÒÁÇÒÁÆÁ M . ðÕÓÔØ f ∈ F . îÁÚÏ×ÅÍ �ÏÌÕÒÅÂÒÏÍ ÞÁÓÔØ ÒÅÂÒÁ f ÏÔ ×ÅÒÛÉ-ÎÙ ÄÏ �ÅÒ×ÏÇÏ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ Ó ÒÅÂÒÏÍ ÇÒÁÆÁ M . �ÏÇÄÁ Õ ÌÀÂÏÇÏ ÒÅÂÒÁÉÚ F ÒÏ×ÎÏ Ä×Á ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �ÏÌÕÒÅÂÒÁ. ðÏÌÕÒÅÂÒÁÍÉ ÇÒÁÎÉ D ÎÁÚÏ×ÅÍ�ÏÌÕÒÅÂÒÁ, ×ÙÈÏÄÑÝÉÅ ×Ï×ÎÕÔÒØ ÇÒÁÎÉ D ÉÚ ÅÅ ×ÅÒÛÉÎ. éÈ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ h(D). �Å�ÅÒØ ÄÏËÁÖÅÍ Ï �ÏÌÕÞÉ×ÛÅÊÓÑ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÌÅÍÍÕ.ìÅÍÍÁ 4. ðÕÓÔØ D { ÇÒÁÎØ ÇÒÁÆÁ M É t(D) > 1. �ÏÇÄÁh(D) 6 (k + 1) · t(D)− 1:äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. CÌÕÞÁÊ 1. çÒÁÎØ D ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÁ ÄÉÓËÕ.÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ×ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÌÅÍÍÏÊ, ÄÏËÁÚÁÎÏÊ ðÁÈÏÍ É �ÏÔÏÍ ×ÒÁÂÏÔÅ [1℄.ìÅÍÍÁ 5. ðÕÓÔØ k 6 4, Á D { ÇÒÁÎØ ÇÒÁÆÁ M, ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÁÑ ÄÉÓËÕ,Ó ÇÒÁÎÉ�ÅÊ B(D) É b(D) > 3. �ÏÇÄÁh(D) 6 (k + 1)(b(D)− 2)− 1:ðÏ ÌÅÍÍÅ 1 ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ t(D) = b(D)− 2. ðÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ×Ï�ÅÎËÕ ðÁÈÁ É �ÏÔÁ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÌÅÍÍÕ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ:h(D) 6 (k + 1)(b(D)− 2)− 1 = (k + 1) · t(D)− 1:CÌÕÞÁÊ 2. çÒÁÎØ D ÎÅ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÁ ÄÉÓËÕ. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ × ÔÁ-ËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ b(D) 6 t(D). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ ÇÒÁÎÉ-�Ù B(D). òÁÚÄ×ÏÉ× ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÅ ÒÅÂÒÁ, ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÉÚÎÉÈ { �ÉËÌ. \÷ËÌÅÉÍ" ×ÎÕÔÒØ ËÁÖÄÏÇÏ ÔÁËÏÇÏ �ÉËÌÁ ÄÉÓË. ðÏÌÕÞÉÔÓÑÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÏÅ Ä×ÕÍÅÒÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ËÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÉ



ï çòáæáè îá ïòéåî�éòõåíùè ðï÷åòèîïó�ñè 119ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÙÈ Ä×ÕÍÅÒÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å, �ÏÌÕÞÅÎÎÁÑ�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÌÉÛØ ÓÆÅÒÏÊ Ó ÎÅÓËÏÌØËÉÍÉ ÒÕÞËÁÍÉ (×ÏÚ-ÍÏÖÎÏ, Ó ÎÕÌÅÍ ÒÕÞÅË). úÎÁÞÉÔ, ÎÁÛÁ ÇÒÁÎØ D ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÁ ÓÆÅÒÅ ÓÎÅËÏÔÏÒÙÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÍ ÒÕÞÅË, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÊ ×ÙÒÅÚÁÎÏ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÄÉÓ-ËÏ×. ðÒÉ ÜÔÏÍ, ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ÇÒÁÎØ D { ÄÉÓË, ÕÖÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎ ÏÔÄÅÌØ-ÎÏ. á × ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ Ï�ÅÎËÁ b(D) 6 t(D) ÎÁ�ÒÑÍÕÀ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚÌÅÍÍÙ 3, ÔÁË ËÁË ÓÕÍÍÁ ÕÄ×ÏÅÎÎÏÇÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÒÕÞÅË ÉËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ×ÙÒÅÚÁÎÎÙÈ ÄÉÓËÏ× ÈÏÔÑ ÂÙ 2.÷ ÓÉÌÕ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ k-�ÏÞÔÉ g-ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÇÒÁÆÁ, ËÁÖÄÏÅ ÒÅÂÒÏÇÒÁÎÉ�Ù ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ k ËÏÎ�Ï× �ÏÌÕÒÅÂÅÒ ÇÒÁÎÉ D. ðÏÌÕ-ÞÁÅÍ h(D) 6 k · b(D) 6 k · t(D) 6 (k + 1) · t(D)− 1: �÷ÅÒÎÅÍÓÑ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÔÅÏÒÅÍÙ. ðÕÓÔØ D1; D2; : : : ; Dn { ×ÓÅÇÒÁÎÉ ÇÒÁÆÁ M . �ÒÉÁÎÇÕÌÉÒÕÅÍ ÇÒÁÆ M , ÔÏÇÄÁ × �ÏÌÕÞÅÎÎÏÊ ÔÒÉÁÎ-ÇÕÌÑ�ÉÉ T ×ÓÅÇÏ 3v − 6 + 6g ÒÅÂÅÒ É 2v − 4 + 4g ÇÒÁÎÅÊ (ÓÍ. ÌÅÍÍÕ 2).úÎÁÞÉÔ, n
∑i=1 t(Di) = 2v − 4 + 4g. ðÒÉ ÜÔÏÍ, × ËÁÖÄÏÊ ÇÒÁÎÉ �ÒÏ×ÅÄÅÎÏÎÅ ÍÅÎÅÅ ÞÅÍ t(Di)− 1 ÎÏ×ÙÈ ÒÅÂÅÒ. ðÏÌÕÞÁÅÍe(M)63v−6+6g− n

∑i=1(t(Di)−1)=3v−6+6g−(2v−4+4g−n)=v+2g−2+n:ëÁÖÄÏÅ ÒÅÂÒÏ ÉÚ e(G) \ e(M) ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÒÏ×ÎÏ Ä×Á �ÏÌÕÒÅÂÒÁ, �ÏÜÔÏÍÕe(G) = e(M) + 12 n
∑i=1 h(Di)

6 v + 2g − 2 + n+ 12 n
∑i=1((k + 1)t(Di)− 1)

6 v + 2g − 2 + n+ 12 n
∑i=1((k + 2)t(Di)− 2)= v + 2g − 2 + n+ (k + 2)(v + 2g − 2)− n = (k + 3)(v + 2g − 2): �ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÒÉ k = 1 É k = 2 Ï�ÅÎËÁ ÎÁ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÅÂÅÒ ÔÏÞÎÁÑ:ÍÏÖÎÏ �ÒÉ×ÅÓÔÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ ÓÅÒÉÉ �ÒÉÍÅÒÏ×, × ËÏÔÏÒÙÈ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï.äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ �ÏÓÔÒÏÉÍ ÓÅÒÉÉ �ÒÉÍÅÒÏ× ÄÌÑ k-�ÏÞÔÉ ÔÏÒÉÞÅÓËÉÈ ÇÒÁ-ÆÏ×. ðÒÉ k = 1 ÉÚÏÂÒÁÚÉÍ ÎÁ ÔÏÒÅ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÕÀ ÓÅÔËÕ m × n (ÓÍ.



120 ï. å. óáíïêìï÷á

òÉÓ. 1. ðÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÁÑ ÓÅÔËÁ ÎÁ ÔÏÒÅ.ÒÉÓÕÎÏË 1), ÞÔÏÂÙ ÉÚÂÅÖÁÔØ ËÒÁÔÎÙÈ ÒÅÂÅÒ ×ÏÚÍÅÍ m;n > 3. ðÏÌÕ-ÞÉÌÓÑ ÔÏÒÉÞÅÓËÉÊ ÇÒÁÆ, × ËÏÔÏÒÏÍ mn ×ÅÒÛÉÎ, ×ÓÅ ÇÒÁÎÉ ËÏÔÏÒÏÇÏÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÉ É ÉÈ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÔÏÖÅ mn. òÅÂÅÒ × ÜÔÏÍ ÇÒÁÆÅ2mn. �Å�ÅÒØ ×ÎÕÔÒÉ ËÁÖÄÏÊ ÇÒÁÎÉ �ÒÏ×ÅÄÅÍ ÏÂÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ. �ÁËÉÍÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÏÂÁ×ÉÌÏÓØ �Ï 2 ÒÅÂÒÁ ÎÁ ËÁÖÄÏÊ ÇÒÁÎÉ É ÇÒÁÆ ÓÔÁÌ 1-�ÏÞÔÉÔÏÒÉÞÅÓËÉÍ. ÷ �ÏÌÕÞÉ×ÛÅÍÓÑ ÇÒÁÆÅ mn ×ÅÒÛÉÎ É 4mn ÒÅÂÅÒ, ÔÏ ÅÓÔØe = 4v = (k + 3)v.ðÒÉ k = 2 ÎÁÞÎÅÍ Ó �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÔÏÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÇÒÁÆÁ, ×ÓÅ ÇÒÁÎÉ ËÏÔÏ-ÒÏÇÏ { �ÑÔÉÕÇÏÌØÎÉËÉ. îÁ ÒÉÓ. 2 ÉÚÏÂÒÁÖÅÎ ÔÁËÏÊ ÇÒÁÆ ÎÁ ÒÁÚ×ÅÒÔËÅÔÏÒÁ. ÷ÅÒÛÉÎÙ, �Ï�Á×ÛÉÅ ÎÁ ÌÉÎÉÀ ÒÁÚÒÅÚÁ, ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÙ �Ï×ÔÏÒÎÏ ÉÏÔÍÅÞÅÎÙ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÍÉ ÎÏÍÅÒÁÍÉ.÷ �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÍ �ÒÉÍÅÒÅ ×ÓÅÇÏ 18 ×ÅÒÛÉÎ. íÏÖÎÏ ÄÏÂÁ×ÌÑÔØ × ÜÔÕËÏÎÓÔÒÕË�ÉÀ �Ï 6 ×ÅÒÛÉÎ, �ÒÉÒÉÓÏ×Ù×ÁÑ ÅÝÅ ÏÄÉÎ ÔÁËÏÊ ÖÅ ÓÔÏÌ-ÂÅ�, ÞÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÓÔ×ÕÅÔ ×ËÌÅÉ×ÁÎÉÀ × ÔÏÒ �ÉÌÉÎÄÒÁ Ó ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÝÉÍÏÂÒÁÚÏÍ �ÒÏ×ÅÄÅÎÎÙÍÉ ÒÅÂÒÁÍÉ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÔÏÒÉÞÅ-ÓËÉÅ ÇÒÁÆÙ Ó v = 6n ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ, × ËÏÔÏÒÙÈ ×ÓÅ ÇÒÁÎÉ �ÑÔÉÕÇÏÌØ-ÎÉËÉ. �ÏÇÄÁ × ÎÉÈ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ 2e = 5f É ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙüÊÌÅÒÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ × ÎÉÈ 4n ÇÒÁÎÅÊ É 10n ÒÅÂÅÒ. �Å�ÅÒØ ÄÏÂÁ×ÉÍ ×ÇÒÁÆ ×ÓÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ×ÓÅÈ ÇÒÁÎÅÊ. õ ËÁÖÄÏÊ ÇÒÁÎÉ 5 ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ, ÚÎÁ-ÞÉÔ, Õ �ÏÌÕÞÉ×ÛÅÇÏÓÑ ÇÒÁÆÁ 30n ÒÅÂÅÒ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑe = 5v = (k + 3)v.áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ Ó�ÏÓÏÂ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÈ �ÒÉÍÅÒÏ× ÄÌÑ 1- É2-�ÏÞÔÉ �ÌÁÎÁÒÎÙÈ ÇÒÁÆÏ× Ï�ÉÓÁÎ × ÒÁÂÏÔÅ [1℄.



ï çòáæáè îá ïòéåî�éòõåíùè ðï÷åòèîïó�ñè 121�Å�ÅÒØ �ÏËÁÖÅÍ, ËÁË ÉÍÅÑ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÊ �ÒÉÍÅÒ ÇÒÁÆÁ ÎÁ �Ï×ÅÒÈ-ÎÏÓÔÉ ÒÏÄÁ g, �ÏÓÔÒÏÉÔØ �ÒÉÍÅÒ ÎÁ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ÒÏÄÁ g + 1. âÕÄÅÍ,Ï�ÑÔØ ÖÅ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ g-ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÅ ÇÒÁÆÙ, ×ÓÅ ÇÒÁÎÉ ËÏÔÏÒÙÈÞÅÔÙÒÅÈ- É �ÑÔÉÕÇÏÌØÎÉËÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. éÚÏÂÒÁÚÉÍ ÔÁËÏÊ ÇÒÁÆ ÎÁ�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ÒÏÄÁ g, ×ÙÂÅÒÅÍ 2 ÌÀÂÙÈ ÎÅÓÍÅÖÎÙÈ ÇÒÁÎÉ D1 É D2, ×Ù-ÒÅÖÅÍ ÉÚ ÎÉÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ É ×ËÌÅÉÍ �ÉÌÉÎÄÒ Ó ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑÍÉ × ÜÔÉÈÏËÒÕÖÎÏÓÔÑÈ.ðÒÉ k = 1 ÎÁ ÏÂÒÁÚÏ×Á×ÛÅÊÓÑ ÒÕÞËÅ �ÏÓÔÒÏÉÍ ÎÅÓÔÑÇÉ×ÁÅÍÙÊ �ÉËÌÉÚ 4 ×ÅÒÛÉÎ É ÓÏÅÄÉÎÉÍ �ÁÒÁÍÉ ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎÙ ÂÅÚ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊ Ó ÇÒÁ-ÎÉÞÎÙÍÉ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ D1 É Ó ÇÒÁÎÉÞÎÙÍÉ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ D2. ÷ÓÅ �ÏÌÕ-ÞÉ×ÛÉÅÓÑ ÎÏ×ÙÅ ÇÒÁÎÉ ÔÏÖÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÁÍÉ. �Å�ÅÒØ,ËÁË É ÒÁÎÅÅ, �ÒÏ×ÅÄÅÍ �Ï 2 ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÎÁ ËÁÖÄÏÊ ÇÒÁÎÉ. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏÄÌÑ ×ÓÅÈ �ÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÇÒÁÆÏ× G ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏ-ÛÅÎÉÅ e(G) = 4(v(G) − �), ÇÄÅ � { ÜÊÌÅÒÏ×Á ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ ÒÁÓÓÍÁ-ÔÒÉ×ÁÅÍÏÊ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ g-ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÇÒÁÆÁ H ,Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ×ÓÅ ÇÒÁÎÉ { ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÉ, ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ2e(H) = 4f(H). éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ üÊÌÅÒÁ �ÏÌÕÞÁÅÍ v(H)−2f(H)+f(H) = �,ÔÏ ÅÓÔØ v(H) = f(H)+�. ðÏÓÌÅ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ ÇÒÁÎÅÊ × ÇÒÁÆÄÏÂÁ×ÌÑÅÔÓÑ 2f(H) ÒÅÂÅÒ, Á ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ×ÅÒÛÉÎ ÎÅ ÉÚÍÅÎÑÅÔÓÑ, ×ÓÅÇÏÒÅÂÅÒ ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ e(G) = e(H) + 2f(H) = 4f(H) = 4(v(G) − �), ÞÔÏ ÉÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ.

òÉÓ. 2. �ÏÒÉÞÅÓËÉÊ ÇÒÁÆ ÉÚ �ÑÔÉÕÇÏÌØÎÉËÏ×.



122 ï. å. óáíïêìï÷áðÒÉ k = 2 ÎÁ ÏÂÒÁÚÏ×Á×ÛÅÊÓÑ ÒÕÞËÅ �ÏÓÔÒÏÉÍ ÎÅÓÔÑÇÉ×ÁÅÍÙÊ �ÉËÌÉÚ 10 ×ÅÒÛÉÎ É ÓÏÅÄÉÎÉÍ ÂÅÚ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊ ÞÅÔÎÙÅ ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎÙ Ó ÇÒÁ-ÎÉÞÎÙÍÉ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÇÒÁÎÉ D1, Á ÎÅÞÅÔÎÙÅ { Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÇÒÁÎÉ D2.îÁÚÏ×ÅÍ �ÏÌÕÞÉ×ÛÉÊÓÑ ÇÒÁÆ H . çÒÁÎÉ�Á ÌÀÂÏÊ ×ÎÏ×Ø ÏÂÒÁÚÏ×Á×ÛÅÊ-ÓÑ ÇÒÁÎÉ { �ÉËÌ ÉÚ �ÑÔÉ ×ÅÒÛÉÎ: 3 �ÏÄÒÑÄ ÉÄÕÝÉÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÎÏ×ÏÇÏ�ÉËÌÁ É 2 ÓÍÅÖÎÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÇÒÁÎÉ D1 ÉÌÉ D2. ðÒÏ×ÅÄÅÍ × H ×ÓÅ ÄÉÁ-ÇÏÎÁÌÉ ÇÒÁÎÅÊ É ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ × �ÏÌÕÞÉ×ÛÅÍÓÑ 2-�ÏÞÔÉ g-ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÍÇÒÁÆÅ G ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ e(G) = 5(v(G) − �). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÓÌÕÞÁÀ k = 1�ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ×ÅÒÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ:2e(H) = 5f(H);v(H) = 3f(H)2 + �;e(G) = 5f(H) + 5f(H)2 = 15f(H)2 = 5(v(G) − �);ÞÔÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÏÓÔØ �ÏÓÔÒÏÅÎÎÙÈ �ÒÉÍÅÒÏ×.
§3. ÷ÅÒÈÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ ÎÁ ÈÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÞÉÓÌÏ ÄÌÑk-�ÏÞÔÉ g-ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÈ ÇÒÁÆÏ×äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 2. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ × ÌÀÂÏÍ k-�ÏÞÔÉg-ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÍ ÇÒÁÆÅ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ×ÅÒÛÉÎÁ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍÆmax = 2k + 7 +√4k2 + 12k + 1 + 16(k + 3)g2 − 1:ìÀÂÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ × ÇÒÁÆÅ G ÉÍÅÅÔ ÓÔÅ�ÅÎØ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ v(G) − 1.ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ 1 ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑe(G) 6 (k + 3)(v(G) − 2 + 2g):ðÏÜÔÏÍÕ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ×ÅÒÛÉÎÁ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ2(k + 3)(v(G) − 2 + 2g)v(G) ;ÉÎÁÞÅ ÓÕÍÍÁÒÎÁÑ ÓÔÅ�ÅÎØ ×ÅÒÛÉÎ ÂÕÄÅÔ ÂÏÌØÛÅ ÕÄ×ÏÅÎÎÏÇÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÁÒÅÂÅÒ. úÎÁÞÉÔ,Æ(G) 6 min(v(G)− 1; 2(k + 3)(v(G)− 2 + 2g)v(G) ) :



ï çòáæáè îá ïòéåî�éòõåíùè ðï÷åòèîïó�ñè 123ðÅÒ×ÁÑ ÉÚ ÜÔÉÈ Ä×ÕÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÏÔ v(G) ÓÔÒÏÇÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ, Á ×ÔÏÒÁÑ{ ÎÅÓÔÒÏÇÏ ÕÂÙ×ÁÅÔ �ÒÉ g > 1. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÁËÓÉÍÕÍ ÜÔÏÇÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ �ÒÉ ÔÁËÏÍ v0, ÞÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÜÔÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÒÁ×ÎÙ, ÔÏ ÅÓÔØv0 − 1 = 2(k + 3)(v0 − 2 + 2g)v0 :òÅÛÁÑ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ, �ÏÌÕÞÁÅÍv0 = 2k + 7 +√4k2 + 12k + 1 + 16(k + 3)g2 ;Á ÍÁËÓÉÍÕÍ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ ÒÁ×ÅÎ v0 − 1 = Æmax.�Å�ÅÒØ ÄÏËÁÖÅÍ ÉÎÄÕË�ÉeÊ �Ï ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ ×ÅÒÛÉÎ, ÞÔÏ ×ÅÒÛÉÎÙÌÀÂÏÇÏ k-�ÏÞÔÉ g-ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÇÒÁÆÁ ÍÏÖÎÏ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ �Ï-ËÒÁÓÉÔØ × ⌊Æmax⌋+1 �×ÅÔ. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÏÄÎÕ ×ÅÒÛÉÎÕ ÍÏÖÎÏ �ÏËÒÁÓÉÔØ.ðÏÓËÒÁÓÉÍ ÇÒÁÆ ÎÁ v ×ÅÒÛÉÎÁÈ, �ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÍÅÎØÛÉÅ ÇÒÁÆÙÕÖÅ �ÏËÒÁÛÅÎÙ. îÁÊÄÅÍ ×ÅÒÛÉÎÕ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ⌊Æmax⌋ É ×Ù-ËÉÎÅÍ Å£. ðÏÌÕÞÉ×ÛÉÊÓÑ ÇÒÁÆ ÔÏÖÅ k-�ÏÞÔÉ g-ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÊ, �ÏÜÔÏÍÕÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎÙ ÍÏÖÎÏ �ÒÁ×ÉÌØÎÏ �ÏËÒÁÓÉÔØ × ⌊Æmax⌋+1 �×ÅÔ. �Å�ÅÒØ ÄÏ-ÂÁ×ÉÍ ×ÙËÉÎÕÔÕÀ ×ÅÒÛÉÎÕ. �ÁË ËÁË Ó ÎÅÊ ÓÍÅÖÎÏ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ⌊Æmax⌋×ÅÒÛÉÎ, ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ �×ÅÔ, ÎÅ ÚÁÎÑÔÙÊ ÓÏÓÅÄÑÍÉ, × ËÏÔÏÒÙÊÍÙ ÅÅ É �ÏËÒÁÓÉÍ. �ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ1. J. Pah, G. Toth., Graphs drawn with few rossing per edge. | Combinatoria 17,No. 3 (1997), 427{439.2. P. J. Heawood, Map olour theorem. | Quart. J. Math. 24 (1890), 332{338.3. ä. ÷. ëÁÒ�Ï×, ÷ÅÒÈÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÒÅÂÅÒ × Ä×ÕÄÏÌØÎÏÍ �ÏÞÔÉ �ÌÁÎÁÒÏ-ÎÏÍ ÇÒÁÆÅ. | úÁ�. ÎÁÕÞÎ. ÓÅÍÉÎ. ðïíé 406 (2012), 12{30.4. ç. ÷. îÅÎÁÛÅ×, ï�ÅÎËÁ ÈÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÞÉÓÌÁ �ÏÞÔÉ �ÌÁÎÁÒÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ. | úÁ�.ÎÁÕÞÎ. ÓÅÍÉÎ. ðïíé 406 (2012), 95{106.Samoilova O. E. On graphs whih an be drawn on an orientable surfaewith small number of intersetions on an edge.Let k and g be nonnegative integers.We all a graph k-nearly g-spherial,if it an be drawn on an orientable surfae of genus g suh that eah edgeintersets at most k other edges in inner points. It is proved that for k 6 4the number of edges of a k-nearly g-spherial graph on v verties does not



124 ï. å. óáíïêìï÷áexeed (k+3)(v +2g− 2). It is also proved that the hromati number ofa k-nearly g-spherial graph does not exeed 2k+7+√4k2+12k+1+16(k+3)g2 .ðÏÓÔÕ�ÉÌÏ 5 ÎÏÑÂÒÑ 2014 Ç.ó.-ðÅÔÅÒÂÕÒÇÓËÉÊÇÏÓÕÄÁÒÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔõÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÓËÉÊ �Ò. 28, ðÅÔÒÏÄ×ÏÒÅ�,198504 óÁÎËÔ-ðÅÔÅÒÂÕÒÇ, òÏÓÓÉÑE-mail : geraolga91�gmail.om


