
úÁ�ÉÓËÉ ÎÁÕÞÎÙÈÓÅÍÉÎÁÒÏ× ðïíé�ÏÍ 427, 2014 Ç.ë. ó. óÁ×ÅÎËÏ×ðïþ�é òåçõìñòîùå òáúâéåîéñ çòáæá
§1. ÷×ÅÄÅÎÉÅïÂßÅËÔ, ËÏÔÏÒÙÊ ÂÕÄÅÔ ÎÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÏ×ÁÔØ × ÜÔÏÊ ÓÔÁÔØÅ { ÜÔÏ ÇÒÁÆG ÎÁ n ×ÅÒÛÉÎÁÈ, ÓÔÅ�ÅÎÉ ×ÓÅÈ ×ÅÒÛÉÎ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ k−1k n.óÉÌØÎÏÅ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÅ �ÒÏ ÔÁËÉÅ ÇÒÁÆÙ ×ÙÄ×ÉÎÕÌ óÅÊÍÕÒ: ÏÎ �ÒÅÄ-�ÏÌÏÖÉÌ, ÞÔÏ ÇÒÁÆ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÊ ÔÁËÉÍ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ, ÉÍÅÅÔ (k − 1)-ÕÀÓÔÅ�ÅÎØ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏ×Á �ÉËÌÁ. óÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ �ÒÏÄ×ÉÖÅÎÉÅ × ÄÏËÁÚÁ-ÔÅÌØÓÔ×Å ÜÔÏÇÏ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÑ ÂÙÌÏ ÓÄÅÌÁÎÏ × 1998 ÇÏÄÕ ÇÒÕ��ÏÊ ÍÁ-ÔÅÍÁÔÉËÏ× (Szemer�edi, S�ark�ozy É Koml�os [1℄). ïÎÉ ÄÏËÁÚÁÌÉ ÇÉ�ÏÔÅÚÕ× �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÉ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ n ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×ÅÌÉËÏ. îÅÄÏÓÔÁÔÏË ÜÔÏÇÏÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ × ÔÏÍ, ÞÔÏ �ÏÒÏÇ n0, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ËÏÔÏÒÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÏ-ËÁÚÁÎÏ, ÞÒÅÚ×ÙÞÁÊÎÏ ×ÅÌÉË.îÁÓ ÂÕÄÅÔ ÂÏÌØÛÅ ÉÎÔÅÒÅÓÏ×ÁÔØ ÎÅ ÓÔÅ�ÅÎØ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏ×Á �ÉËÌÁ ×ÇÒÁÆÅ G, Á ÅÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÎÁ ËÌÉËÉ ÒÁÚÍÅÒÁ k. éÚ ÇÉ�ÏÔÅÚÙ óÅÊÍÕÒÁÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÇÒÁÆ G ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ [nk ℄ ËÌÉË ÒÁÚÍÅÒÁ k ÉÏÄÎÕ ËÌÉËÕ ÒÁÚÍÅÒÁ n− [nk ℄k. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×ÙÂÉÒÁÔØ ÇÒÕ��Ù×ÅÒÛÉÎ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ �ÏÒÑÄ ÉÚ �ÉËÌÁ. íÙ ÂÕÄÅÍ ÓÔÒÅ-ÍÉÔØÓÑ Ë �ÏÄÏÂÎÏÍÕ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÕ: ÂÕÄÅÍ �ÙÔÁÔØÓÑ ÒÁÚÂÉÔØ ÇÒÁÆ G ÎÁËÌÉËÉ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ËÁË ÍÏÖÎÏ ÂÏÌØÛÅ ËÌÉË ÉÍÅÌÉ ÒÁÚÍÅÒ ÉÍÅÎÎÏ k.âÕÄÅÍ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ:dG(v) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓÔÅ�ÅÎØ ×ÅÒÛÉÎÙ v × ÇÒÁÆÅ G;e(G), v(G) ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÅÂÅÒ É ×ÅÒÛÉÎ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ× ÇÒÁÆÅ G;eG(A;B) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÅÂÅÒ × ÇÒÁÆÅ G ÍÅÖÄÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á-ÍÉ ×ÅÒÛÉÎ A É B;G(M) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ �ÏÄÇÒÁÆ ÇÒÁÆÁ G ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å×ÅÒÛÉÎ M .ïÓÎÏ×ÎÙÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÒÁÂÏÔÙ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ:�ÅÏÒÅÍÁ. ðÕÓÔØ G { ÇÒÁÆ ÎÁ n ×ÅÒÛÉÎÁÈ, k 6 8 { ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉ-ÓÌÏ, É dG(v) > k−1k n ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ v ÇÒÁÆÁ G. �ÏÇÄÁ ×ÅÒÛÉÎÙÇÒÁÆÁ G ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ ÎÅÓËÏÌØËÏ ËÌÉË ÒÁÚÍÅÒÁ ÎÅ ÂÏÌÅÅ k, �ÒÉëÌÀÞÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á: ËÌÉËÁ, ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ. 105



106 ë. ó. óá÷åîëï÷ÜÔÏÍ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ k0 < k ËÌÉËÁ ÒÁÚÍÅÒÁ k0 ÂÕÄÅÔ �ÒÉ-ÓÕÔÓÔ×Ï×ÁÔØ × ÒÁÚÂÉÅÎÉÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ÒÁÚÁ.ðÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÍÕ ÇÒÁÆÕ G′. ïÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁ ÍÉÎÉÍÁÌØ-ÎÕÀ ÓÔÅ�ÅÎØ ÇÒÁÆÁ G �ÒÅ×ÒÁÔÉÔÓÑ × ÕÓÌÏ×ÉÅ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÓÔÅ�ÅÎÉ×ÅÒÛÉÎ ÇÒÁÆÁ G′ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÔ n − 1 − k−1k n = nk − 1. åÓÌÉ ÒÁÎØÛÅÍÙ ÈÏÔÅÌÉ ÒÁÚÂÉ×ÁÔØ ×ÅÒÛÉÎÙ ÇÒÁÆÁ G ÎÁ ËÌÉËÉ, ÔÏ ÔÅ�ÅÒØ ÂÕÄÅÍÒÁÚÂÉ×ÁÔØ ×ÅÒÛÉÎÙ ÇÒÁÆÁ G′ ÎÁ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á. ðÏÄÏÂÎÕÀÓÉÔÕÁ�ÉÀ ÉÚÕÞÁÌ üÒÄÅÛ. ïÎ ×ÙÄ×ÉÎÕÌ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÅ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉÓÔÅ�ÅÎÉ ×ÓÅÈ ×ÅÒÛÉÎ ÇÒÁÆÁ G ÍÅÎØÛÅ d, ÔÏ ×ÅÒÛÉÎÙ ÇÒÁÆÁ G ÍÏÖÎÏÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ d ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×, ÒÁÚÍÅÒÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ 1. çÉ�ÏÔÅÚÁ ÂÙÌÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ Hajnal É Szemer�edi × 1970ÇÏÄÕ [2℄. ðÏ�ÒÏÂÕÅÍ �ÒÉÍÅÎÉÔØ ÜÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ.ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, n = k+ r, ÇÄÅ 0 < r < k. �ÏÇÄÁ × ÇÒÁÆÅ G′ ÓÔÅ�ÅÎÉ×ÓÅÈ ×ÅÒÛÉÎ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÔ −1, ÔÏ ÅÓÔØ ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÅ . úÎÁÞÉÔ, ×ÅÒ-ÛÉÎÙ ÇÒÁÆÁ G′ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ  ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×, ÒÁÚÍÅÒÙËÏÔÏÒÙÈ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ 1. ÷ÙÞÉÓÌÉÍ ÒÁÚÍÅÒÙ ÎÅÚÁ×ÉÓÉ-ÍÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×. îÅÓÌÏÖÎÏ �ÏÎÑÔØ, ÞÔÏ × ÓÌÕÞÁÅ  > r ÜÔÏ ÂÕÄÅÔ k Ék+1, Á × ÓÌÕÞÁÅ  6 r É ×Ï×ÓÅ ×ÓÅ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÂÕÄÕÔ ÉÍÅÔØÒÁÚÍÅÒ ÓÔÒÏÇÏ ÂÏÌØÛÅ k. äÏËÁÚÁÎÎÁÑ × ÜÔÏÊ ÓÔÁÔØÅ ÔÅÏÒÅÍÁ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔÉÚÂÅÖÁÔØ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÒÁÚÍÅÒÁ ÂÏÌØÛÅ k �ÏÌÎÏÓÔØÀ.äÏÂÉÔØÓÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÒÁÚÍÅÒÙ ËÌÉË ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÌÉ k, ÍÏÖÎÏ, ÅÓ-ÌÉ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÇÒÁÆÁ G′ ÉÍÅÀÔ ÓÔÅ�ÅÎØ ÍÅÎØÛÅ  + 1.äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÔÏÇÄÁ ÇÒÁÆ ÒÁÚÏÂØÅÔÓÑ ÎÁ k − r ËÌÉË ÒÁÚÍÅÒÁ k − 1,Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ËÌÉËÉ ÂÕÄÕÔ ÉÍÅÔØ ÒÁÚÍÅÒ k. ïÄÎÁËÏ, k − r ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÂÏÌØÛÅ ÅÄÉÎÉ�Ù.
§2. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÏÓÎÏ×ÎÏÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. (a; b; )-ÒÁÚÂÉÅÎÉÅÍ ÇÒÁÆÁ G ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÔÒÏÊËÕ�Ï�ÁÒÎÏ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ× A;B;C ⊂ V (G) ÔÁËÉÈ, ÞÔÏA ∪B ∪ C = V (G); |A| = a; |B| = b; |C| = , �ÒÉ ÜÔÏÍ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÈ×ÅÒÛÉÎ A;B;C ÇÒÁÆ G ÏÂÒÁÚÕÅÔ ËÌÉËÉ.ìÅÍÍÁ 1. ðÕÓÔØ G { ÇÒÁÆ, (A1; A2; B) { ÅÇÏ (a; a; b)-ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ,a < b 6 2(b− a+ 1)2. þÅÒÅÚ G′ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÇÒÁÆ ÎÁ ÔÅÈ ÖÅ ×ÅÒÛÉÎÁÈ,ÞÔÏ É ÇÒÁÆ G, ÓÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÎÁÂÏÒÏÍ ÒÅÂÅÒ. òÅÂÒÁ ÇÒÁÆÁ G′ ÍÅÖÄÕA1 ∪A2 É B ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÁÎÔÉÒÅÂÒÁÍ G, ÍÅÖÄÕ A1 É A2 ÒÅÂÅÒ ×



ðïþ�é òåçõìñòîùå òáúâéåîéñ çòáæá 107ÇÒÁÆÅ G′ ÎÅÔ. ðÕÓÔØ e(G′) 6 2a−1. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØ-ÎÏÇÏ k ÔÁËÏÇÏ, ÞÔÏ a+ k 6 b É a− k > 0, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ (a+ k; a− k; b)-ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÇÒÁÆÁ G.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÔ �ÒÏÔÉ×ÎÏÇÏ. ðÕÓÔØ ÔÁËÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÎÅÔ. äÌÑy ∈ B ÂÕÄÅÍ ÞÅÒÅÚ DG′(y) ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ �ÁÒÕ ÞÉÓÅÌ (a1; a2), ÇÄÅai = dG′(Ai∪B)(y). ÷ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÉ �ÁÒ ÂÕÄÅÍ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÅ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÇÏ×ÏÒÑ, ÞÔÏ DG′(y) = (∗;> 1), ÂÕÄÅÍ ÉÍÅÔØ ××ÉÄÕ, ÞÔÏ DG′(y) = (a1; a2), ÇÄÅ a1 { ÌÀÂÏÅ, Á a2 > 1.þÁÓÔØ 1.îÅ ÕÍÁÌÑÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ eG′(B;A1) 6 eG′(B;A2). �ÏÇÄÁeG′(B;A1) 6 a − 1, Á ÚÎÁÞÉÔ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÅÒÛÉÎÁ v ∈ A1 ÔÁËÁÑ, ÞÔÏdG′(v) = 0 É ×ÅÒÛÉÎÁ u ∈ B ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ DG′(u) = (0; ∗) (ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÄÁÖÅ ÈÏÔÑ ÂÙ b− a+ 1 ÔÁËÉÈ ×ÅÒÛÉÎ). ðÕÓÔØ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔÔÁËÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ x ∈ A2, ÞÔÏ dG′(x) = 0. �ÏÇÄÁ ÔÒÏÊËÁ(A1 ∪ {u}; A2 \ {x}; (B ∪ {x}) \ {u})Ñ×ÌÑÅÔÓÑ (a+1; a−1; b)-ÒÁÚÂÉÅÎÉÅÍ, �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ. åÓÌÉ ÖÅ ÓÕÝÅÓÔ×Õ-ÅÔ ÔÁËÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ x ∈ B, ÞÔÏ DG′(x) = (∗; 0), ÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ ÄÁÅÔÔÒÏÊËÁ (A2 ∪ {x}; A1 \ {v}; (B ∪ {v}) \ {x});Ñ×ÌÑÀÝÁÑÓÑ ÔÁËÖÅ (a + 1; a − 1; b)-ÒÁÚÂÉÅÎÉÅÍ. úÎÁÞÉÔ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ×ÅÒÛÉÎÙ x ∈ B Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ DG′(x) = (∗;> 1), Á ÔÏ-ÇÄÁ eG′(B;A2) > b, ÉÚ ÞÅÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ eG′(B;A1) 6 2a − 1 − b. ðÏÜÔÏÍÕËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ×ÅÒÛÉÎ v ∈ A1 ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ dG′(v) = 0, ÈÏÔÑ ÂÙa− (2a− b− 1) = b− a+ 1;Á ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÔÁËÉÈ ×ÅÒÛÉÎ x ∈ B, ÞÔÏ dG′(x) = (0; ∗), ÈÏÔÑ ÂÙb− (2a− b− 1) = 2b− 2a+ 1:òÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÞÁÓÔÉ 1 ÍÏÖÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÔÁË:1) eG′(B;A2) > b, eG′(B;A1) 6 2a− 1− b;2) × A2 ÎÅÔ ÔÁËÉÈ ×ÅÒÛÉÎ v, ÞÔÏ dG′(v) = 0, × B ÎÅÔ ÔÁËÉÈ ×ÅÒÛÉÎx, ÞÔÏ DG′(x) = (∗; 0);3) × A1 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÈÏÔÑ ÂÙ b−a+1 ÔÁËÉÈ ×ÅÒÛÉÎ v, ÞÔÏ dG′(v) = 0,× B ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÈÏÔÑ ÂÙ 2b−2a+1 ÔÁËÉÈ ×ÅÒÛÉÎ x, ÞÔÏ DG′(x) = (0; ∗).þÁÓÔØ 2.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ H ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÁËÉÈ ×ÅÒÛÉÎ x ∈ B, ÞÔÏdG′(x) = (> 1; ∗). óÒÁÚÕ ÓÔÏÉÔ ÏÔÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ H ÎÅ�ÕÓÔÏ. ðÕÓÔØ ÜÔÏ



108 ë. ó. óá÷åîëï÷ÎÅ ÔÁË. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÁËÕÀ ×ÅÒÛÉÎÕ x ∈ A2, ÞÔÏ dG′(x) ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏ.åÓÌÉ dG′(x) > 2, ÔÏ ÓÔÅ�ÅÎÉ ×ÓÅÈ ×ÅÒÛÉÎ ÉÚ A2 × ÇÒÁÆÅ G′ ÎÅ ÍÅÎØÛÅÄ×ÕÈ, Á ÔÏÇÄÁ eG′(A2; B) > 2|A2| = 2a > 2a − 1, �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ. �ÏÇÄÁdG′(x) 6 1. ðÕÓÔØ ×ÅÒÛÉÎÁ y { ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÓÏÓÅÄ ×ÅÒÛÉÎÙ x × ÇÒÁÆÅG′, ÅÓÌÉ ÏÎ ÅÓÔØ, É �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ ÞÁÓÔÉ B, ÅÓÌÉ ÓÏÓÅÄÁ ÎÅÔ.ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÒÏÊËÁ ÂÕÄÅÔ (a+ 1; a− 1; b)-ÒÁÚÂÉÅÎÉÅÍ:(A1 ∪ {y}; A2 \ {x}; (B \ {y}) ∪ {x}):äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÚÁ ÓÞÅÔ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ y { ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ ×ÏÚÍÏÖÎÁÑ ÓÍÅÖ-ÎÁÑ Ó x ×ÅÒÛÉÎÁ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï (B \ {y}) ∪ {x} Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÍÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ × ÇÒÁÆÅ G′ (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ËÌÉËÏÊ × ÇÒÁÆÅ G), Á ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï A1 ∪ {y} Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ × ÇÒÁÆÅ G′, �Ï-ÓËÏÌØËÕ ÉÚ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÑ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï H �ÕÓÔÏ, ÓÌÅÄÕÅÔ,ÞÔÏ DG′(y) = (0; ∗), ÔÏ ÅÓÔØ ×ÅÒÛÉÎÁ y ÎÅ ÓÍÅÖÎÁ ÎÉ Ó ÏÄÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÏÊÉÚ A1. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ �ÏÌÕÞÉÌÉ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ, Á ÚÎÁÞÉÔ, ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏH ÎÅ�ÕÓÔÏ.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ F ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅÒÛÉÎ ×ÓÅÈ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉÇÒÁÆÁ G′(B ∪ A2), ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÕ ×ÅÒÛÉÎÕ ÉÚ H . ïÞÅ-×ÉÄÎÏ, ÜÔÉÈ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ |H |. þÅÒÅÚ D ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï(B ∪ A2) \ F . ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÇÒÁÆÅ G′ ÅÓÔØ:{ ÈÏÔÑ ÂÙ |H | ÒÅÂÅÒ ÍÅÖÄÕ H É A1;{ ÈÏÔÑ ÂÙ |F | − |H | ÒÅÂÅÒ ×ÎÕÔÒÉ F , �ÏÓËÏÌØËÕ ÇÒÁÆ G′(F ) ÉÍÅÅÔ
|F | ×ÅÒÛÉÎ É ÎÅ ÂÏÌÅÅ |H | ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ;{ eG′(D) ÒÅÂÅÒ ×ÎÕÔÒÉ D.ðÏÓËÏÌØËÕ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÅÂÅÒ × ÇÒÁÆÅ G′ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 2a− 1, �Ï-ÌÕÞÁÅÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï:

|H |+ |F | − |H |+ eG′(D) 6 e(G′) 6 2a− 1:óÏËÒÁÝÁÑ |H |, Á ÔÁËÖÅ ÄÏÂÁ×ÌÑÑ É ×ÙÞÉÔÁÑ |D|, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÎÅÒÁ×ÅÎ-ÓÔ×Ï
|F |+ |D|+ eG′(D)− |D| 6 2a− 1:ðÏÌØÚÕÑÓØ ÔÅÍ, ÞÔÏ F ∪D = A2 ∪B, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

|D| − eG′(D) > 1− 2a+ |F |+ |D| = 1− 2a+ b+ a = b− a+ 1:üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ × ÇÒÁÆÅ G′(D) ÈÏÔÑ ÂÙ b− a+ 1 ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁ Ó×ÑÚ-ÎÏÓÔÉ, Ñ×ÌÑÀÝÁÑÓÑ ÄÅÒÅ×ÏÍ (Õ ÌÀÂÏÊ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ K Ó ÈÏÔÑ



ðïþ�é òåçõìñòîùå òáúâéåîéñ çòáæá 109ÂÙ ÏÄÎÉÍ �ÉËÌÏÍ v(K)− e(K) 6 0). ÷ÁÖÎÙÍ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅÍ ÜÔÏÇÏ ÆÁËÔÁÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏ, ÞÔÏ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ ÇÒÁÆÁ G′(D), Ñ×ÌÑÀÝÉÈÓÑ ÄÅ-ÒÅ×ÏÍ, ÈÏÔÑ ÂÙ Ä×Å, �ÏÓËÏÌØËÕ b − a + 1 > 2. üÔÏ É ÂÕÄÅÔ ÏÓÎÏ×ÎÙÍÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÞÁÓÔÉ 2.þÁÓÔØ 3.âÕÄÅÍ �ÙÔÁÔØÓÑ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ ÂÅÚ �ÉËÌÏ× ÇÒÁ-ÆÁ G′(D). çÏ×ÏÒÉÍ, ÞÔÏ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ C ÉÍÅÅÔ ÔÉ� (x; y), ÅÓÌÉÏÎÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ x ×ÅÒÛÉÎ × A2 (ÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÚÁ CA É ÂÕ-ÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ A-ÞÁÓÔØÀ) É y ×ÅÒÛÉÎ × B (ÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍÚÁ CB É ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ B-ÞÁÓÔØÀ). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÕ C Ó ÍÉ-ÎÉÍÁÌØÎÏÊ B-ÞÁÓÔØÀ. ðÕÓÔØ ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ÔÉ� (x; y).1. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ y > x. ðÕÓÔØ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË. ðÕÓÔØ y 6 x. �ÏÇÄÁÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÅÒÛÉÎÁ v ∈ CA: dC(v) = 1, �ÏÓËÏÌØËÕ ÅÓÌÉ ÓÔÅ�ÅÎÉ ×ÓÅÈ×ÅÒÛÉÎ × ÞÁÓÔÉ CA ÎÅ ÍÅÎØÛÅ Ä×ÕÈ, ÔÏeG′(C) > 2|CA| = 2x > x+ y − 1 = |C| − 1;�ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ. ðÕÓÔØ u { ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÓÍÅÖÎÁÑ Ó v ×ÅÒÛÉÎÁ. ðÏËÁÖÅÍ,ÞÔÏ ÔÁËÁÑ ÔÒÏÊËÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ (a+ 1; a− 1; b)-ÒÁÚÂÉÅÎÉÅÍ:(A1 ∪ {u}; A2 \ {v}; (B \ {u}) ∪ {v}):ðÏÓËÏÌØËÕ u =∈ H , ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A1 ∪ {u} Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÌÉËÏÊ × ÇÒÁÆÅ G.÷ÅÒÛÉÎÁ u Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÓÏÓÅÄÏÍ ×ÅÒÛÉÎÙ v × ÇÒÁÆÅ G′,�ÏÜÔÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï (B \ {u}) ∪ {v}) { ËÌÉËÁ × ÇÒÁÆÅ G.2. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ y − x > b − a. ðÕÓÔØ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï B0 ⊂ B \ (H ∪ CB), ÞÔÏ |B0| = b − a.òÁÚÂÅÒÅÍ Ä×Á ÓÌÕÞÁÑ.óÌÕÞÁÊ 1: �ÕÓÔØ y > b − a. úÎÁÞÉÔ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙÓ×ÑÚÎÏÓÔÉ ÂÅÚ �ÉËÌÏ× ÇÒÁÆÁ G′(D) Å£ B-ÞÁÓÔØ ÔÏÖÅ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ b − a.�ÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï B0 ÍÏÖÎÏ ÎÁÂÒÁÔØ ÉÚ ×ÔÏÒÏÊ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉÂÅÚ �ÉËÌÏ× ÇÒÁÆÁ G′(D), ËÏÔÏÒÁÑ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �Ï ÞÁÓÔÉ 2.óÌÕÞÁÊ 2: �ÕÓÔØ y < b − a. ÷ ÓÉÌÕ ×Ù×ÏÄÁ 3 ÞÁÓÔÉ 1, ÍÙ ÉÍÅÅÍ
|B \H | > 2b− 2a+ 1. ðÏÓËÏÌØËÕ |CB | < b− a, Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï

|B \ (H ∪ CB)| > b− a+ 1:�ÏÇÄÁ ×ÙÂÒÁÔØ b− a ×ÅÒÛÉÎ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÌÅÇËÏ.éÔÁË, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï B0 ×ÙÂÒÁÎÏ. �ÏÇÄÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÁËÕÀ ÔÒÏÊËÕ:((A2 ∪ CB) \ CA; (B ∪ CA) \ (B0 ∪ CB); A1 ∪B0):



110 ë. ó. óá÷åîëï÷ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÔÒÏÊËÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ (a+(y−x); a− (y−x); b)-ÒÁÚÂÉÅ-ÎÉÅÍ. ðÏÓËÏÌØËÕ C = CA∪CB Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÏÊ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ ÇÒÁÆÁG′, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï (A2∪CB)\CA Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÇÒÁÆÁG′, Á ÔÏÇÄÁ É ËÌÉËÏÊ ÇÒÁÆÁ G. �Ï ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ �ÒÏ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï (B ∪ CA) \ CB , Á ÔÏÇÄÁ É �ÒÏ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅÓÑ × ÎÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï(B ∪ CA) \ (B0 ∪ CB). íÎÏÖÅÓÔ×Ï B0 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ B \H ,�ÏÜÔÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A1 ∪ B0 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÌÉËÏÊ ÇÒÁÆÁ G. ðÏÓËÏÌØËÕy − x 6 b − a, �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ a + (y − x) 6 a + (b − a) = b. õÓÌÏ×ÉÅa−(y−x) > 0 �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ, ÔÁË ËÁË ÒÁÚÍÅÒ Ñ×ÎÏ �ÏÓÔÒÏ-ÅÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌÅÎ. üÔÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÄÁÅÔ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.3. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÄÁÖÅ y−x > 2(b−a). ðÕÓÔØ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË. ÷ÙÄÅÌÉÍÔÁËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï B0 ⊂ CB , ÞÔÏ |B0| = x+ b− a.�ÁËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï B0 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ × ÓÉÌÕ ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÎÅÒÁ×ÅÎ-ÓÔ×Á y−x > b−a. äÁÌÅÅ ×ÙÄÅÌÉÍ ÔÁËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï B2 ⊂ B \ (CB ∪H),ÞÔÏ |B2| = b− a− |CB \B0|.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ 0 6 b − a − |CB \ B0| 6 b − a. ðÅÒ×ÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï�ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÑ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ y − x 6 2(b − a), Á ×ÔÏÒÏÅÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÏÞÅ×ÉÄÎÏ. óÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÔÁËÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á B2 ÏÂßÑÓÎÑ-ÅÔÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÉÍÅÅÍ y > b− a. �ÏÇÄÁ B-ÞÁÓÔØ ÌÀÂÏÊ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙÓ×ÑÚÎÏÓÔÉ ÂÅÚ �ÉËÌÏ× ÇÒÁÆÁ G′(D) ÉÍÅÅÔ ÎÅ ÍÅÎÅÅ b− a ×ÅÒÛÉÎ, Á �ÏÞÁÓÔÉ 2 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÝÅ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÁ ÔÁËÁÑ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁ, ËÒÏÍÅ C, ÉÚËÏÔÏÒÏÊ É ÍÏÖÎÏ ÎÁÂÒÁÔØ B2. ðÕÓÔØB1 = B2 ∪ (CB \B0):úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �Ï �ÏÓÔÒÏÅÎÉÀ �ÏÌÕÞÉÌÏÓØ |B1| = b− a.éÔÁË, ÍÎÏÖÅÓÔ×Á �ÏÓÔÒÏÅÎÙ. �Å�ÅÒØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÒÏÊËÕ:((A2 ∪B0) \ CA; (B ∪ CA) \ (B0 ∪B1); A1 ∪B1):ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÔÒÏÊËÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ (a+(b−a); a−(b−a); b)-ÒÁÚÂÉÅÎÉ-ÅÍ. ðÏÓËÏÌØËÕ C = CA∪CB Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÏÊ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ ÇÒÁÆÁ G′,ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï (A2∪CB)\CA Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÇÒÁÆÁG′,ÔÏ ÅÓÔØ, ËÌÉËÏÊ ÇÒÁÆÁG. ðÏÓËÏÌØËÕB0 ⊂ CB , ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï (A2∪B0)\CAÑ×ÌÑÅÔÓÑ ËÌÉËÏÊ × ÇÒÁÆÅ G (ËÁË �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÌÉËÉ (A2 ∪CB) \CA).áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ (B ∪ CA) \ CB Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÌÉËÏÊ × ÇÒÁÆÅ G, Á �ÏÓËÏÌØËÕCB ⊂ B0 ∪B1, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï (B ∪CA) \ (B0 ∪B1) ÂÕÄÅÔ ËÌÉËÏÊ × ÇÒÁÆÅ GËÁË �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÌÉËÉ (B ∪CA) \ CB . òÁ×ÅÎÓÔ×Á
|(A2 ∪B0) \ CA| = a+ (x+ b− a)− x = b;

|A1 ∪B1| = a+ b− a = b



ðïþ�é òåçõìñòîùå òáúâéåîéñ çòáæá 111×ÉÄÎÙ ÉÓÈÏÄÑ ÉÚ ÒÁÚÍÅÒÏ× ×ÙÂÒÁÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×. õÓÌÏ×ÉÅ
|(B ∪ CA) \ (B0 ∪B1)| = a− (b− a)�ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÉÚ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÑ ÏÂÝÅÇÏ ËÏÌÉ-ÞÅÓÔ×Á ×ÅÒÛÉÎ. ðÒÉ ÜÔÏÍ a − (b − a) > 0, ÔÁË ËÁË ÒÁÚÍÅÒ Ñ×ÎÏ �Ï-ÓÔÒÏÅÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌÅÎ. úÎÁÞÉÔ, ÔÁËÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÄÁÅÔ�ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.éÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ y−x > 2(b−a), ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ y > 2(b−a+1). �Á-ËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ �ÏÌÕÞÉÌÉ, ÞÔÏ B-ÞÁÓÔÉ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ ÇÒÁÆÁG′(D), Ñ×ÌÑÀÝÉÈÓÑ ÄÅÒÅ×ØÑÍÉ, ÉÍÅÀÔ ÒÁÚÍÅÒ ÈÏÔÑ ÂÙ 2(b−a+1). ïÔ-ÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÔÁËÉÈ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ ÈÏÔÑ ÂÙ b − a + 1 �Ï ÞÁÓÔÉ 2. ïÓÔÁÌÏÓØ×Ó�ÏÍÎÉÔØ, ÞÔÏ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÁ ×ÅÒÛÉÎÁ ÉÚ ÞÁÓÔÉ B ÌÅÖÉÔ × H , ÔÁË ËÁËH ÎÅ�ÕÓÔÏ. éÔÏÇÏ,

|B| > 2(b− a+ 1)2 + 1:ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ. �äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ. òÁÚÏÂØÅÍ ×ÅÒÛÉÎÙ ÇÒÁÆÁ G ÎÁ ËÌÉËÉÒÁÚÍÅÒÁ ÎÅ ÂÏÌÅÅ k ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÓÕÍÍÁÒÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÅÂÅÒ × ÜÔÉÈ ËÌÉËÁÈÂÙÌÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÄÁÎÎÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÑÍ ÔÅÏÒÅÍÙ.ìÅÍÍÁ 2. ðÕÓÔØ A { ËÌÉËÁ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ. �ÏÇÄÁeG(A; V (G) \A) >
k − 1k |A||V (G) \A|:äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ a ∈ A { �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ. ðÏËÁÖÅÍ,ÞÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÅÂÅÒ, ÉÓÈÏÄÑÝÉÈ ÉÚ a × V (G) \ A, ÎÅ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍk−1k |V (G) \A|. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÄÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ïk − 1k n− (|A| − 1) >

k − 1k (n− |A|) ; (1)ËÏÔÏÒÏÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ:
|A| − 1 6

k − 1k |A|:ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×ÅÒÎÏ, ÔÁË ËÁË |A| 6 k.ðÒÏÓÕÍÍÉÒÏ×Á× ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (1) �Ï ×ÓÅÍ a ∈ A, �ÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏeG(A; V (G) \A) >
k − 1k |A||V (G) \A|: �



112 ë. ó. óá÷åîëï÷ìÅÍÍÁ 3. ðÕÓÔØ A1 É A2 { ËÌÉËÉ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÒÁÚÍÅÒÏ× k1 6 k2 < kÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. �ÏÇÄÁ eG(A1; A2) < k−1k k1k2.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÔ �ÒÏÔÉ×ÎÏÇÏ. ðÕÓÔØ ÍÅÖÄÕ ËÌÉËÁÍÉ A1 É A2 ÈÏ-ÔÑ ÂÙ k1k2 k−1k ÒÅÂÅÒ. �ÏÇÄÁ ÁÎÔÉÒÅÂÅÒ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅk1k2k < k1. úÎÁÞÉÔ, ÅÓÔØ ×ÅÒÛÉÎÁ v ∈ A1, ÓÍÅÖÎÁÑ ÓÏ ×ÓÅÍÉ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉÉÚ A2. �ÏÇÄÁ ÚÁÍÅÎÉÍ ËÌÉËÉ A1 É A2 ÎÁ ËÌÉËÉ (A1\{v}) É (A2∪{v}), ÏÔ-ÞÅÇÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÅÂÅÒ × ËÌÉËÁÈ ÓÔÒÏÇÏ Õ×ÅÌÉÞÉÔÓÑ, �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ. �ðÕÓÔØ ÅÓÔØ k0 < k ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ËÌÉËÁ ÒÁÚÍÅÒÁ k0 ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ Ä×ÁÖÄÙ.îÁÚÏ×ÅÍ ÜÔÉ ËÌÉËÉ A1 É A2. äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ËÌÉËÉ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ B, ÏÔÌÉÞÎÏÊÏÔ A1 É A2, Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ×ÅÌÉÞÉÎÕ:�(B) = eG(A1 ∪ A2; B)2k0|B|
:ðÕÓÔØ B { �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ËÌÉËÁ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ, ÏÔÌÉÞÎÁÑ ÏÔ A1 É A2, ÒÁÚÍÅÒËÏÔÏÒÏÊ ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ k. ðÒÉÍÅÎÉÍ ÌÅÍÍÕ 3 Ë �ÁÒÅ ËÌÉË A1 ÉB É Ë �ÁÒÅ ËÌÉË A2 É B. ðÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÓÌÏÖÉÍ É �ÏÌÕÞÉÍ,ÞÔÏ �(B) 6 k−1k .ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ �(B) ÔÁËÖÅ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ k−1k É ÄÌÑ ËÌÉË ÒÁÚÍÅ-ÒÁ k. �ÏÇÄÁ �ÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ eG(A1 ∪ A2;M) 6 k−1k |A1 ∪ A2||M | ÄÌÑ ×ÓÅÈÏÔÌÉÞÎÙÈ ÏÔ A1 É A2 ËÌÉË M . ðÒÏÓÕÍÍÉÒÏ×Á× �Ï M , �ÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏeG(A1 ∪ A2; V (G) \ (A1 ∪ A2)) 6

k − 1k |A1 ∪ A2| |V (G) \ (A1 ∪ A2)|:úÎÁÞÉÔ, ÄÌÑ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ i ∈ {1; 2} ÂÕÄÅÔ ×ÅÒÎÏ, ÞÔÏeG(Ai; V (G) \ (A1 ∪ A2)) 6
k − 1k |Ai| |V (G) \ (A1 ∪A2)|: (2)ïÄÎÁËÏ, �Ï ÌÅÍÍÅ 2 Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏeG(Ai; V (G) \Ai) >
k − 1k |Ai| |V (G) \Ai:| (3)÷ÙÞÔÑ ÉÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (3) ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (2), �ÏÌÕÞÁÅÍeG(A1; A2) >
k − 1k |A1||A2|;ÞÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÌÅÍÍÅ 3.éÔÁË, ÎÁ ÄÁÎÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ × �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÉ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ Ä×ÕÈ ËÌÉËA1; A2 ÒÁÚÍÅÒÁ k0 < k ÍÙ ×Ù×ÅÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÔÁËÏÊ ËÌÉËÉ B ÒÁÚ-ÍÅÒÁ k, ÞÔÏ eG(A1 ∪ A2; B) > 2kk0 k−1k .



ðïþ�é òåçõìñòîùå òáúâéåîéñ çòáæá 113îÁÊÄÅÎÎÁÑ ÓÉÔÕÁ�ÉÑ (ËÌÉËÉ A1, A2 É B) × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔÌÅÍÍÅ 1: a = k0 < b = k. õÓÌÏ×ÉÅ k 6 2(b − a + 1)2 ×ÅÒÎÏ, �ÏÓËÏÌØËÕb − a > 1, Á k 6 8 �Ï ÕÓÌÏ×ÉÀ. ïÓÔÁÌÏÓØ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÇÒÁÆ G′, ËÁË ×ÌÅÍÍÅ 1, É Ï�ÅÎÉÔØ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÅÇÏ ÒÅÂÅÒ:e(G′) = 2kk0 − eG(A1 ∪A2; B) < 2kk0 − 2kk0 k − 1k = 2k0 = 2a:úÁÍÅÎÑÑ ÓÔÒÏÇÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÎÁ ÎÅÓÔÒÏÇÏÅ, �ÏÌÕÞÁÅÍ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÕÓÌÏ-×ÉÅ ÌÅÍÍÙ 1. �ÏÇÄÁ �Ï ÌÅÍÍÅ 1 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ (a + ; a − ; b)-ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ.úÁÍÅÎÉ× ËÌÉËÉ ÒÁÚÍÅÒÏ× a; a É b ÎÁ ËÌÉËÉ ÒÁÚÍÅÒÏ× a+ ; a−  É b, ÍÙÍÏÖÅÍ ÓÔÒÏÇÏ Õ×ÅÌÉÞÉÔØ ÞÉÓÌÏ ÒÅÂÅÒ ×ÎÕÔÒÉ ËÌÉË ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ:(a+ )(a+ − 1)2 + (a− )(a− − 1)2 = a2−a+ 2 > a2−a = 2a(a− 1)2�ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ. �ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ1. E. Szemer�edi, G. S�ark�ozy, J. Koml�os, Proof of the Seymour onjeture for largegraphs. | Ann. Comb. 2, no. 1 (1998), 43{60.2. E. Szemer�edi, A. Hajnal, Proof of a onjeture of P. Erd�os. | Combinatorial theoryand its appliations, II (Pro. Colloq., Balatonf�ured, 1969), pp. 601{623. North-Holland, Amsterdam, 1970.Savenkov K. S. Almost regular partition of a graph.Let k 6 8 be a positive integer and G be a graph on n verties suh thateah vertex degree of G is at least k−1k n. It is proved in the paper that thevertex set of G an be partitioned into several liques of size at most k,suh that for eah positive integer k0 < k there is at most one lique ofsize k0 in this partition. ðÏÓÔÕ�ÉÌÏ 7 ÎÏÑÂÒÑ 2014 Ç.ó.-ðÅÔÅÒÂÕÒÇÓËÉÊÇÏÓÕÄÁÒÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔõÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÓËÉÊ �Ò. 28, ðÅÔÒÏÄ×ÏÒÅ�,198504 óÁÎËÔ-ðÅÔÅÒÂÕÒÇ, òÏÓÓÉÑE-mail : ostrih�flyingsteps.org


