
úÁ�ÉÓËÉ ÎÁÕÞÎÙÈÓÅÍÉÎÁÒÏ× ðïíé�ÏÍ 426, 2014 Ç.á. ó. âÌÁÇÏ×ÅÝÅÎÓËÉÊðìïóëéå ÷ïìîù, òåûåîéñ âåê�íåîá ééó�ïþîéëé îá âåóëïîåþîïó�éðÒÅÄÍÅÔÏÍ ÉÚÕÞÅÎÉÑ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÓÔÁÔØÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ËÌÁÓÓÒÅÛÅÎÉÊ ×ÏÌÎÏ×ÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ
�x;tU = �2U�t2 −�xU = 0; (1)ÇÄÅ U = U(x; t), t ∈ R
1, x = (x1; x2; x3) ∈ R

3, |x|2 = x21 + x22 + x23,�x = �2�x21 + �2�x22 + �2�x23 . ÷ ÒÁÂÏÔÅ [1℄ ÂÙÌÏ ××ÅÄÅÎÏ �ÏÎÑÔÉÅ ×ÏÌÎÏ×ÏÇÏ�ÏÌÑ, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ ÉÓÔÏÞÎÉËÁÍÉ, ÎÁÈÏÄÑÝÉÍÉÓÑ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ.ëÒÁÔËÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÅÇÏ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ××ÅÄÅÍ ÓÎÁÞÁÌÁ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÉÎ×ÅÒÓÉÉ: ÜÔÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ (x; t) → (�; �) (�; � ∈ R
3 × R

1):� = x− x∗(t− t∗)2 − |x− x∗|2 ; � = t− t∗
|t− t∗|2 − |x− x∗|2 (2)(ÆÏÒÍÕÌÁ ÅÇÏ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ:x = ��2 − |�|2 + x∗; t = ��2 − |�|2 + t∗): (3)�ÏÞËÉ ËÏÎÕÓÁ �2 = |�|2 ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÁÚ×ÁÔØ ÏÂÒÁÚÁÍÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁ-ÌÅÎÎÙÈ ÔÏÞÅË �ÒÉ ÉÎ×ÅÒÓÉÉ. ó ÉÎ×ÅÒÓÉÅÊ ÔÅÓÎÏ Ó×ÑÚÁÎÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×Á-ÎÉÅ ëÅÌØ×ÉÎÁ [2℄ (ÎÅËÏÔÏÒÙÅ �ÒÅÄ�ÏÞÉÔÁÀÔ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÅÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ-×ÁÎÉÅÍ âÅÊÔÍÅÎÁ [3℄), ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÅ ÆÕÎË�ÉÉ U(x; t) ÆÕÎË�ÉÀV (�; �) = (KU)(�; �) = 1�2 − |�|2 U(x∗ + ��2 − |�|2 ; t∗ + ��2 − |�|2 ): (4)ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ëÅÌØ×ÉÎÁ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÔÅÍ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ,ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÆÕÎË�ÉÑ U(x; t) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ (1), ÔÏ É ÆÕÎË�ÉÑV (�; �) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ

���V = V�� −��V = 0 (5)ëÌÀÞÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á: ×ÏÌÎÏ×ÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ, �ÌÏÓËÁÑ ×ÏÌÎÁ, �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅëÅÌØ×ÉÎÁ{âÅÊÔÍÅÎÁ, ÒÅÛÅÎÉÅ âÅÊÔÍÅÎÁ, ÉÓÔÏÞÎÉË ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ.éÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ �ÒÉ �ÏÄÄÅÒÖËÅ ÇÒÁÎÔÁ óðÂçõ No. 11.38.215.2014.23



24 á. ó. âìáçï÷åýåîóëéê�ÒÉ �2− |�|2 6= 0. üÔÏ ÍÏÖÎÏ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÉÒÏ×ÁÔØ ËÁË ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÞÔÏÆÕÎË�ÉÑ V (�; �) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ
���V = �(�; �);ÇÄÅ �(�; �) - ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ Ó ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ, ÓÏÓÒÅÄÏÔÏ-ÞÅÎÎÙÍ ÎÁ ËÏÎÕÓÅ �2 = |�|2. ëÁË ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, �ÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÎÅÏÄÎÏÒÏÄ-ÎÏÇÏ ×ÏÌÎÏ×ÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÉÒÕÅÔÓÑ ËÁË ÆÕÎË�ÉÑ, Ï�ÉÓÙ×Á-ÀÝÁÑ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÉÓÔÏÞÎÉËÏ× ×ÏÌÎ. ðÏÜÔÏÍÕ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (ÉÌÉ ÎÅÒÁ-×ÅÎÓÔ×Ï) ÎÕÌÀ ÆÕÎË�ÉÉ �(�; �) ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÅ (ÉÌÉ ÎÁÌÉÞÉÅ) ÉÓ-ÔÏÞÎÉËÏ× ×ÏÌÎ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ. åÓÌÉ �(�; �) = 0, ÔÏ ÂÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ,ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ U(x; t) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ×ÏÌÎÏ×ÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ × ÛÉÒÏËÏÍÓÍÙÓÌÅ ÓÌÏ×Á.÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÏÇÏ �ÒÉÍÅÒÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÌÏÓËÕÀ ×ÏÌÎÕ {ÒÅÛÅÎÉÅ ×ÏÌÎÏ×ÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ×ÉÄÁU(x; t) = f(t− (x; !)); (7)ÇÄÅ ! ∈ R

3, |!| = 1. æÕÎË�ÉÀ f ÂÕÄÅÍ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ ÆÉÎÉÔÎÏÊ ÉÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÏÊ. ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Á�ÅÏÒÅÍÁ 1. ðÌÏÓËÁÑ ×ÏÌÎÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ×ÏÌÎÏ-×ÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ × ÛÉÒÏËÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÓÌÏ×Á.òÅÛÅÎÉÅ ×ÏÌÎÏ×ÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑV (�; �) = 1�2 − |�|2 f(� − (�; !)�2 − |�|2 ); (8)�ÏÌÕÞÁÀÝÅÅÓÑ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ Ë �ÌÏÓËÏÊ ×ÏÌÎÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ-×ÁÎÉÑ ëÅÌØ×ÉÎÁ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ âÅÊÔÍÅÎÁ. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÒÅÛÅÎÉÅâÅÊÔÍÅÎÁ ÉÍÅÅÔ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÏÓÔØ ÎÁ ÏÂÒÁÚÕÀÝÅÊ � = !� ËÏÎÕÓÁ �2 = |�|2(ÎÁ ÏÂÒÁÚÕÀÝÅÊ, Á ÎÅ ÎÁ ×ÓÅÍ ËÏÎÕÓÅ ×ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÆÉÎÉÔÎÏÓÔÉ ÆÕÎË�ÉÉf). âÕÄÅÍ ÄÁÌÅÅ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÅÅ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÏÊ ÏÂÒÁÚÕÀÝÅÊ.�ÅÏÒÅÍÁ 2. òÅÛÅÎÉÅ âÅÊÔÍÅÎÁ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÍÕ ×ÏÌÎÏ-×ÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ ×ÓÀÄÕ × R
4.ïÞÅ×ÉÄÎÏ, �ÅÏÒÅÍÁ 2 { ÜÔÏ �ÒÏÓÔÏ �ÅÏÒÅÍÁ 1, ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ×ÄÒÕÇÉÈ ÔÅÒÍÉÎÁÈ, É ÎÅ ÎÕÖÄÁÅÔÓÑ × Ó�Å�ÉÁÌØÎÏÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å.ðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ �ÅÏÒÅÍÕ 1, ÏÂÓÕÄÉÍ Ó×ÑÚÁÎÎÙÊ Ó ÎÅÊ ËÁ-ÖÕÝÉÊÓÑ �ÁÒÁÄÏËÓ. òÅÛÅÎÉÅ (7) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÏÌÕÞÅÎÏ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ



ðìïóëéå ÷ïìîù, òåûåîéñ âåê�íåîá 25�ÕÔÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÏÌÅ ÔÏÞÅÞÎÏÇÏ ÉÓÔÏÞÎÉËÁ [4℄ (f { ÆÉÎÉÔÎÁ É ÂÅÓ-ËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ): 1
|x|f(t− |x|): (9)ðÕÓÔØ ÔÏÞËÁ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÉÓÔÏÞÎÉËÁ ÕÄÁÌÑÅÔÓÑ × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅ-ÎÉÉ, �ÒÉ ÜÔÏÍ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÏ ÓÄ×ÉÇÁÅÔÓÑ × �ÒÏÛÌÏÅÎÁÞÁÌÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÉÓÔÏÞÎÉËÁ É ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ ÅÇÏ ÉÎÔÅÎÓÉ×ÎÏÓÔØ:limT→∞

T
|x+ !T | f(t+ T − |x+ !T |)= limT→∞

f (t+ T − T√1 + 2(x; !)T + |x|2T 2 ) = f(t− (x; !)): (10)�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÌÏÓËÁÑ ×ÏÌÎÁ, �Ï-×ÉÄÉÍÏÍÕ, ÍÏÖÅÔ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ-ÓÑ ËÁË �ÒÅÄÅÌØÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ �ÏÌÑ ÔÏÞÅÞÎÏÇÏ ÉÓÔÏÞÎÉËÁ �ÒÉ ÕÄÁÌÅÎÉÉ�ÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔØ. ðÁÒÁÄÏËÓ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ÂÌÁÇÏÄÁÒÑ ÔÏÍÕ,ÞÔÏ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÒÅÛÅÎÉÀ (9) ÏÔ×ÅÞÁÅÔ, ËÒÏÍÅ ÔÏÞÅÞÎÏÇÏ ÉÓÔÏÞÎÉËÁ,ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÎÏÇÏ × ÔÏÞËÅ x = 0, ÉÓÔÏÞÎÉË ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ. äÅÊÓÔ×É-ÔÅÌØÎÏg(�; �) =K( 1
|x|f(t−|x|))(�; �)= sgn(�2−|�|2)

|�| f( ��2−|�|2− |�|
|�2−|�|2|)= sgn(�2 − |�|2){ 1

|�|f( 1�+|�|) �ÒÉ �2 > |�|21
|�|f( 1�−|�|) �ÒÉ �2 < |�|2 :�ÅÍ ÓÁÍÙÍ ÆÕÎË�ÉÑ g(�; �) ÉÍÅÅÔ ÓËÁÞÏË ÎÁ ËÏÎÕÓÅ �2 = |�|2É ���g 6= 0 ÎÁ ÜÔÏÍ ËÏÎÕÓÅ. ÷ �ÒÅÄÅÌÅ ÜÔÉ Ä×Á ÉÓÔÏÞÎÉËÁ, ÓÌÉ×ÁÑÓØ,×ÚÁÉÍÎÏ ÕÎÉÞÔÏÖÁÀÔÓÑ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 �ÒÅÄ�ÏÛÌÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÌÅÍÍÕ.ìÅÍÍÁ 1. åÓÌÉ ÆÕÎË�ÉÑ f ÆÉÎÉÔÎÁ É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ, ÔÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅëÅÌØ×ÉÎÁ �ÌÏÓËÏÊ ×ÏÌÎÙ, ÆÕÎË�ÉÑV (�; �) = 1�2 − |�|2 f(� − (�; !)�2 − |�|2 );ÌÏËÁÌØÎÏ ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÁ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ f(t) = 0 �ÒÉ |t| > A. ÷ÍÅÓÔÏ � ××ÅÄÅÍ �É-ÌÉÎÄÒÉÞÅÓËÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ �; '; �, ÎÁ�ÒÁ×É× ÏÓØ � ×ÄÏÌØ ×ÅËÔÏÒÁ !.



26 á. ó. âìáçï÷åýåîóëéêäÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÌÏËÁÌØÎÕÀ ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÏÓÔØÆÕÎË�ÉÉ �(�; �) = (�2 − �2 − �2)−1�Q(�; �; �);ÇÄÅ �Q(�; �; �) { ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁQ := {�; �; � : ∣∣
∣

� − ��2 − �2 − �2 ∣∣∣ < A}:íÎÏÖÅÓÔ×Ï Q ÅÓÔØ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×
{�; �; � : �2 > �2 + �2; (� − a)2 > (� − a)2 + �2; (� + a)2 > (� + a)2 + �2}É
{�; �; � : �2 6 �2+ �2; (� − a)2 6 (� − a)2 + �2; (� + a)2 6 (� + a)2+ �2};ÇÄÅ a = (2A)−1: ðÕÓÔØ Q ÏÚÎÁÞÁÅÔ ËÏÎÕÓ (� − )2 = (�− )2+�2. �ÏÇÄÁÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Q ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÏ × ×ÉÄÅ(Qin0 ∩Qina ∩Qin−a) ∪ (Qe0 ∩Qea ∩Qe−a);ÇÄÅ Qin (Qe) { ×ÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔØ (×ÎÅÛÎÏÓÔØ) ËÏÎÕÓÁ Q. ï�ÅÎÉÍ ÓÎÉÚÕÆÕÎË�ÉÀ |�2 − �2 − �2| �ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ (�; �; �) ∈ Q. ðÕÓÔØ� > 0 { ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÏ. (÷ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÏÂÌÁÓÔÉ Q ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅÍ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ �). ðÕÓÔØ Q(�) { �ÅÒÅÓÅ-ÞÅÎÉÅ Q Ó �ÌÏÓËÏÓÔØÀ � = onst. ðÒÉ � > a Q(�) = Q(1)(�) ∪Q(2)(�),ÇÄÅ Q(1)(�) { ×ÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔØ ÛÁÒÁ �2 + (� − a)2 6 (� − a)2, Q(2)(�) -×ÎÅÛÎÏÓÔØ ÛÁÒÁ �2 +(� + a)2 > (� + a)2. îÁÊÄÅÍ min(�2 − �2 − �2) �ÒÉÕÓÌÏ×ÉÉ, ÞÔÏ �; � ∈ Q(1)(�), �2 + (� − �)2 = r2. éÓËÌÀÞÁÑ �2, �ÒÉÈÏÄÉÍË ÚÁÄÁÞÅ Ï min(2�2−2��−r2) �ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ, ÞÔÏ r2− (�−�)2+(�−a)2 6(� − a)2, ÉÌÉ �ÒÉ � 6 � − r22(�−a) . ÷ÅÌÉÞÉÎÁ ÉÓËÏÍÏÇÏ ÍÉÎÉÍÕÍÁ ÅÓÔØ2�2 − r2 − 2�(� − r22(�−a)) = a�−ar2. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, × ÏÂÌÁÓÔÉ Q(1)(�)0 6 1�2−�2−�2 6 �−aa 1r2 .áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, × ÏÂÌÁÓÔÉ Q(2)(�) ÎÁÈÏÄÉÍ 0 6 1�2+�2−�2 6 �+aa 1r2 .ðÒÉ � < a Q(�) ÅÓÔØ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ×ÎÅÛÎÏÓÔÅÊ ÛÁÒÏ× (�+a)2+�2 >(� +a)2 É (�−a)2+�2 > (� −a)2; min(�2+�2−�2) �ÒÉ �2+(�−�)2 = r2× ÏÂÌÁÓÔÉ Q(�) ÍÏÖÅÔ ÔÏÌØËÏ ÒÁÚ×Å ÞÔÏ ÕÍÅÎØÛÉÔØÓÑ, ÅÓÌÉ ÏÔËÁÚÁÔØÓÑÏÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ (� − a)2 + �2 > (� − a)2, ÔÏÇÄÁ �ÏÌÕÞÉÍ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ�ÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕ, �2 + �2 − �2 > a�+ar2 É 1

|�2+�2−�2| 6 �+aa 1r2 . ðÏÓËÏÌØ-ËÕ r ÅÓÔØ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ × �ÌÏÓËÏÓÔÉ � = onst ÏÔ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ



ðìïóëéå ÷ïìîù, òåûåîéñ âåê�íåîá 27ÄÏ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÏÊ ÏÂÒÁÚÕÀÝÅÊ, ÔÏ ÉÚ ÎÁÊÄÅÎÎÙÈ ×ÙÛÅ Ï�ÅÎÏË ÓÌÅÄÕÅÔÌÏËÁÌØÎÁÑ ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÏÓÔØ �(�; �). �ðÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ �ÅÏÒÅÍÙ 1. ðÕÓÔØ  (�; �) { �ÒÏÉÚ-×ÏÌØÎÁÑÆÉÎÉÔÎÁÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ. ðÏÓËÏÌØËÕV ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÕÇÌÏ×ÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ', ÍÏÖÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ ÆÕÎË�É-ÅÊ  , ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÊ ÔÅÍ ÖÅ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ.îÉÖÅ ÂÕÄÅÔ �ÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ(���V;  ) = 0: (11)÷ÙÞÉÓÌÉÍ(���V;  ) = (V;��� ) = ∫ ∫�>0∫ � d� d� d� V (�; �; �)���  (�; �; �)= lim�→+0 ∫ ∫
� ∫ � d� d� d� V (�; �; �)���  (�; �; �); (12)ÇÄÅ 
� := {�; �; � : � > 0; max(|� − � |; �) > �}. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÆÏÒÍÕÌÕÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ �Ï ÞÁÓÔÑÍ, �ÏÌÕÞÉÍ Ó ÕÞÅÔÏÍ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ × 
� V (�; �; �)Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÍ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ×ÏÌÎÏ×ÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ(���V;  ) = lim�→+0 ∞
∫

−∞

d� �
∫0 � d�(− � �� −

� �� )V +  (�V�� + �V�� )∣∣∣�=�+�+ ∞
∫

−∞

d� �
∫0 � d�(� �� + � �� ) V −  (�V�� + �V�� )∣∣∣�=�−�+ ∞
∫

−∞

d� �+�
∫�−� d�(�� �� V − � �V�� )∣∣∣�=�: (13)úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÉÎÔÅÇÒÁÌÁÈ �Ï �ÅÒÅÍÅÎÎÙÍ �, � ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅ ×Å-ÄÅÔÓÑ �Ï ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÊ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ É Ï�ÅÒÁÔÏÒ ��� + ��� Ñ×ÌÑÅÔ-ÓÑ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏÍ ÎÁ ÜÔÏÊ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ.ðÏÜÔÏÍÕ × ÜÔÉÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁÈ ÍÏÖÎÏ �ÒÏÉÚ×ÅÓÔÉ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ �Ï ÞÁ-ÓÔÑÍ. ÷ ÉÔÏÇÅ ÆÏÒÍÕÌÁ (13) �ÒÉÏÂÒÅÔÁÅÔ ×ÉÄ:(���V;  ) = lim�→+0 ∞
∫

−∞

d� �
∫0 � d�(− 2(� �� + � �� ) · V )∣∣∣�=�+�



28 á. ó. âìáçï÷åýåîóëéê+ ∞
∫

−∞

d� �
∫0 � d� 2(� �� + � �� ) V ∣∣∣�=�−�+� ∞

∫

−∞

d� �+�
∫�−� d�(� �� V − �V�� )∣∣∣�=�:(14)îÁËÏÎÅ�, �ÒÏÉÚ×ÅÄÑ ÚÁÍÅÎÕ, Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÕÀ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ O(�), ÚÎÁ-ÞÅÎÉÊ  (�; �; �) É ÅÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ � �� + � �� , � �� ÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÎÁ ÓÉÎ-ÇÕÌÑÒÎÏÊ ÏÂÒÁÚÕÀÝÅÊ � = 0, � = � É �ÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ V ,ÎÁÊÄÅÍ: (���V;  )= lim�→+0 ∞

∫

−∞

d� �
∫0 � d�(− 2( ��� + ��� )) (0; �; �) 12��+�2−�2 f( �2��+�2−�2)+ ∞

∫

−∞

d� �
∫0 � d� 2( ��� + ��� ) (0; �; �) 1

−2�� + �2 − �2 f( −�
−2�� + �2 − �2 )+� ∞

∫

−∞

d� �+�
∫�−� d� ��� (0; �; �) 1�2 − �2 − �2 · f( � − ��2 − �2 − �2)

−2�2 ∞
∫

−∞

d�  (0; �; �) �+�∫�−� d�( 1(�2 − �2 − �2)2 · f( � − ��2 − �2 − �2)+ � − �(�2 − �2 − �2)3 · f ′
( � − ��2 − �2 − �2))= lim�→+0−2 ∞

∫

−∞

d�( ��� + ��� ) (0; �; �)
×
(

�
∫0 � d� 12�� + �2 − �2 f( �2�� + �2 − �2)

−

�
∫0 � d� 1

−2�� + �2 − �2 f( −�
−2�� + �2 − �2 ))+� ∞

∫

−∞

d� �+�
∫�−� d� ��� (0; �; �) 1�2 − �2 − �2 · f( � − ��2 − �2 − �2 )
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−2�2 ∞

∫

−∞

d�  (0; �; �) �+�∫�−� d� 1(�2 − �2 − �2)2
×
(f( � − ��2 − �2 − �2)+ � − ��2 − �2 − �2 · f ′

( � − ��2 − �2 − �2))=: lim�→+0 (− 2I1 + 2I2 + I3 − 2I4): (15)òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅI1 = ∞
∫

−∞

~ 1(�) d� �
∫0 2� d�2�� + �2 − �2 f( �2�� + �2 − �2 ): (16)úÄÅÓØ ~ 1(�) = ( ��� + ��� ) (0; �; �): ðÒÏÉÚ×ÅÄÅÍ ×Ï ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÅÚÁÍÅÎÕ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÏÂÏÚÎÁÞÉ× ÁÒÇÕÍÅÎÔ ÆÕÎË�ÉÉ f , �2��+�2−�2 =: l.�ÏÇÄÁ I1 = −�=2

∫

−∞

~ 1(�) d� 1=2�
∫1=(2�+�) dll f(l) + ∞

∫0 ~ 1(�) d� 1=2�
∫1=(2�+�) dll f(l)+ 0

∫

−�=2 ~ 1(�) d�( ∞
∫1=(2�+�) dll f(l) + 1=2�

∫

−∞

dll f(l)):÷×ÉÄÕ ÆÉÎÉÔÎÏÓÔÉ ÆÕÎË�ÉÉ f(l) ÉÎÔÅÇÒÁÌ �Ï ÉÎÔÅÒ×ÁÌÕ (−�2 ; 0) ÏÓÉ �ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ �ÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÙÈ �.ðÕÓÔØ |f | 6 M , | ~ 1| < m1, ~ 1 = 0 �ÒÉ |x| > b,
∣

∣

∣

(2�)−1
∫(2�+�)−1 dll f(l)∣∣∣ 6 M ln ∣∣

∣

� + �=2� ∣

∣

∣
:÷ÙÂÅÒÅÍ b ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÍ, ÔÁË ÞÔÏ ~ 1 = 0 �ÒÉ � > b− �4 , � < −b.�ÏÇÄÁ

∣

∣

∣

−�=2
∫

−∞

d� ~ 1(�) ln � + �=2� ∣

∣

∣
+ ∣∣
∣

∞
∫0 d� ~ 1(�) ln � + �=2� ∣

∣

∣
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6 m1 −�=2

∫

−b−�=4 ln �� + �=2d� +m1 b−�=4
∫0 ln � + �=2� d�= m1 −�=4

∫

−b ln � − �=4� + �=4d� +m1 b
∫�=4 ln � + �=4� − �=4d� = 2m1 b

∫�=4 ln � + �=4� − �=4d�= 2m1( ln b+ �=4b− �=4 ·
(b− �4)+ �2 ln � + �=4�=2 )

→ 0:òÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÍ, ÄÁÀÔ lim�→+0 I2 = 0. òÁÓÓÍÏ-ÔÒÉÍI3 = � ∞
∫

−∞

d� ��� (0; �; �) �+�∫�−� d� 1(�2 − �2 − �2) · f( � − ��2 − �2 − �2 ): (17)ðÒÏÉÚ×ÅÄÅÍ ×Ï ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÅ ÚÁÍÅÎÕ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÏÂÏÚÎÁÞÉ×,ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕ, ÞÅÒÅÚ l ÁÒÇÕÍÅÎÔ ÆÕÎË�ÉÉ f :l = � − ��2 − �2 − �2 ; � ∈ (� − �; � + �); (18)×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ � ÞÅÒÅÚ l:� = 12l (1±√(2�l − 1)2 + 4l2�2); (19)ÇÄÅ ÚÎÁË �ÌÀÓ ÉÌÉ ÍÉÎÕÓ ÚÄÅÓØ É ÄÁÌÅÅ ×ÙÂÉÒÁÅÔÓÑ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó�ÒÁ×ÉÌÏÍ: ×ÅÒÈÎÉÊ ÚÎÁË { �ÒÉ �l > 12 , ÎÉÖÎÉÊ { �ÒÉ �l < 12 . äÉÆÆÅ-ÒÅÎ�ÉÒÕÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (18), ÎÁÊÄÅÍdl = −
(� − �)2 + �2(�2 − �2 − �2)2 d�;ÏÔËÕÄÁ d�(�2 − �2 − �2)2 = −

dl(� − �)2 + �2 ;d��2 − �2 − �2 = −
� − �(� − �)2 + �2 ·

dll : (20)



ðìïóëéå ÷ïìîù, òåûåîéñ âåê�íåîá 31ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ × ÆÏÒÍÕÌÙ (20) ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ ÄÌÑ � − �, �ÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÉÚ (19),ÎÁÊÄÅÍd�(�2 − �2 − �2)2 = −
2l2dl

√(2�l − 1)2 + 4l2�2 (√(2�l − 1)2 + 4l2�2 − |2�l − 1|)= −
2l2(√(2�l − 1)2 + 4l2�2 + |2�l − 1|)dl

√(2�l − 1)2 + 4l2�2 · 4�2l2= −
12�2 (√(2�l − 1)2 + 4l2�2 + |2�l− 1|)dl

√(2�l − 1)2 + 4l2�2 (21)d��2 − �2 − �2 = ∓
dl

√(2�l − 1)2 + 4l2�2 : (22)éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÆÏÒÍÕÌÕ (22), �ÏÌÕÞÉÍI3 = ∞
∫

−∞

d� ��� (0; �; �) ∞
∫

−∞

�dl
√(2�l − 1)2 + 4l2�2 (∓f(l)): (23)ï�ÅÎÉÍ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ëÏÛÉ,

∣

∣

∣

∞
∫

−∞

�dl
√(2�l − 1)2 + 4l2�2 (±f(l))∣∣∣

6 �( ∞
∫

−∞

|f(l)|2 dl)1=2( ∞
∫

−∞

dl(2�l − 1)2 + 4l2�2)1=2= �( ∞
∫

−∞

|f(l)|2 dl)1=2 12√�2 + �2( ∞
∫

−∞

dl(l − �2(�2+�2) )2 + �24(�2+�2)2 )1=2= �( ∞
∫

−∞

|f(l)|2 dl)1=2 12√�2 + �2(2�(�2 + �2)� )1=2=√��2 ( ∞
∫

−∞

|f(l)|2 dl)1=2 → 0:



32 á. ó. âìáçï÷åýåîóëéêòÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ × �ÏÓÌÅÄÎÅÍ ÓÌÁÇÁÅÍÏÍ × (15), �Å-ÒÅÈÏÄÑ × ÎÅÍ Ë �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ l (ÓÍ.(18)) É ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×Á×ÛÉÓØ ÆÏÒÍÕÌÏÊ(21): �2 �+�
∫�−� d�(�2 − �2 − �2)2 f( � − ��2 − �2 − �2)= −

12 ∞
∫

−∞

dl (√(2�l − 1)2 + 4l2�2 + |2�l − 1|)
√(2�l − 1)2 + 4l2�2 (f(l) + lf ′(l))

−→ −
12 ∞
∫

−∞

dl (lf(l))′ = 0 �ÒÉ �→ 0:�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, (�V;  ) = 0:�ÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ. ÷ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÓÄÅÌÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ: �úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1. ïÂÝÉÍ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (5), ÚÁ×ÉÓÑÝÉÍ ÔÏÌØËÏ ÏÔ := �2 − �2 − �2 É s = � − �, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÉ  6= 0 ÓÕÍÍÁ ÒÅÛÅÎÉÊâÅÊÔÍÅÎÁ: 1 f( � ) É ÏÞÅ×ÉÄÎÏÇÏ g(s), ÇÄÅ f É g { �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÆÕÎË-�ÉÉ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ÉÝÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅ, ÚÁ×ÉÓÑÝÅÅ ÔÏÌØËÏ ÏÔ  É s,ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (5) �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ×ÉÄ:sVs + V  + 2V = 0 ÉÌÉ (s ��s +  �� + 2)V = 0;ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ V Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÍÉ-ÎÕÓ ×ÔÏÒÏÊ ÏÔ s É . éÎÔÅÇÒÉÒÕÑ �Ï , �ÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ V ÅÓÔØ ÓÕÍÍÁÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÓÔÅ�ÅÎÉ -1 É ÆÕÎË�ÉÉ ÏÔ s, �ÒÉ  6= 0:V = 1 f( s ) + g(s):úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2. òÅÛÅÎÉÅ âÅÊÔÍÅÎÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÏÌÕÞÅÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÏÂÒÁÚÏÍ [5℄: �ÕÓÔØ E+ { �ÒÉÞÉÎÎÏÅ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ, E+ :=12� Æ(�2 − �2)�(�); E− { ÁÎÔÉ�ÒÉÞÉÎÎÏÅ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ,E−(�; �) := E+(�;−�), E0 := E+ − E− = 1� sgn �Æ(�2 − �2), h(t) { ÆÉ-ÎÉÔÎÁÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, ! ∈ R
3 { ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ×ÅËÔÏÒ. �ÏÇÄÁ ÆÕÎË�ÉÑW (�; �) = E0 ∗ (Æ(� − !�)h(�))



ðìïóëéå ÷ïìîù, òåûåîéñ âåê�íåîá 33= 12� ∫ ∫ d� ′ d�′ sgn � ′Æ(� ′2 − �′2) Æ(� − �′ − !� + !� ′)h(� − � ′)= 12� ∫ d� ′ sgn � ′Æ(� ′2 − |� − !� + !� ′|2)h(� − � ′)= 14� 1� − (�; !) h( �2 − �22(� − (�; !))): (24)æÕÎË�ÉÀ (24) ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ (8), �ÏÌÏÖÉ×f(l) = 14�l h( 12l):ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ1. A. S. Blagovesthensky On wave �elds the soures disposed in the in�nity. | J.Inv.Ill-posed Problems, 16 (2008), 1{11.2. ÷. é. óÍÉÒÎÏ×, ëÕÒÓ ×ÙÓÛÅÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ. IV, Þ.1, í., îÁÕËÁ (1981).3. H. Bateman, The onformal transformations in four dimensions and their appli-ations to geometrial optis. | Pro. London Math. So., 7 (1909), 70{89.4. ò. ëÕÒÁÎÔ, õÒÁ×ÎÅÎÉÑ Ó ÞÁÓÔÎÙÍÉ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÍÉ. í., íÉÒ (1964).5. ì. èÅÒÍÁÎÄÅÒ, áÎÁÌÉÚ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× Ó ÞÁÓÔÎÙÍÉ�ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÍÉ. I, í., íÉÒ (1986).Blagovesthensky A. S. Plane waves, Batmen's solutions and soures atin�nity.For threedimensional wave equation two equivalent statements are pro-ved:1) plane waves are not generated by a soure at in�nity,2) Bateman's solution (the solution that obtained by the appliation ofKelvin{Bateman transformation to a plane wave) is the solution to waveequation everywhere in R
4. ðÏÓÔÕ�ÉÌÏ 1 ÏËÔÑÂÒÑ 2014 Ç.ó.-ðÅÔÅÒÂÕÒÇÓËÉÊÇÏÓÕÄÁÒÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔ,ÕÌ. õÌØÑÎÏ×ÓËÁÑ, Ä.3,ðÅÔÒÏÄ×ÏÒÅ�, 198504,ó.-ðÅÔÅÒÂÕÒÇ, òÏÓÓÉÑE-mail : ablagoveshhenskij�yandex.ru


