
úÁ�ÉÓËÉ ÎÁÕÞÎÙÈÓÅÍÉÎÁÒÏ× ðïíé�ÏÍ 425, 2014 Ç.î. ÷. òÁÓÔÅÇÁÅ×ïâ áóéíð�ï�éëå óðåë�òá úáäáþé îåêíáîáäìñ õòá÷îåîéñ û�õòíá{ìéõ÷éììñ óóáíïðïäïâîùí ÷åóïí ïâïâýåîîïçïëáî�ïòï÷óëïçï �éðá
§1. ÷×ÅÄÅÎÉÅ÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÅ ÏÂÏÂÝÁÀÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÒÁÂÏÔ [1℄É [2℄, ËÁÓÁÀÝÉÅÓÑ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉË Ó�ÅËÔÒÁ ÚÁÄÁÞÉ
−y′′ − ��y = 0; (1)y′(0) = y′(1) = 0; (2)ÇÄÅ ×ÅÓÏ×ÁÑ ÍÅÒÁ � �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÓÁ-ÍÏ�ÏÄÏÂÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÇÏ ËÁÎÔÏÒÏ×ÓËÏÇÏ ÔÉ�Á (× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,� ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÍÅÒÙ ìÅÂÅÇÁ).úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1. èÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÉÚÍÅÎÅÎÉÅ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÊÚÁÄÁÞÉ ×ÌÅÞÅÔ ×ÏÚÍÕÝÅÎÉÅ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ÒÁÎÇÁ Ä×Á. éÚ ÏÂÝÅÊ×ÁÒÉÁ�ÉÏÎÎÏÊ ÔÅÏÒÉÉ (ÓÍ. [3, §10.3℄) �ÏÔÏÍÕ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÓÞÉÔÁÀÝÉÅÆÕÎË�ÉÉ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÚÁÄÁÞ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈ ÏÄÎÏ-ÍÕ É ÔÏÍÕ ÖÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ, ÎÏ ÒÁÚÎÙÍ ÇÒÁÎÉÞÎÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ, ÎÅ ÍÏÇÕÔÒÁÚÌÉÞÁÔØÓÑ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ ÎÁ 2.÷Ï�ÒÏÓ ÏÂ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÏÍ �Ï×ÅÄÅÎÉÉ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÜÔÏÊÚÁÄÁÞÉ ×ÏÓÈÏÄÉÔ Ë ÒÁÂÏÔÁÍ í. ç. ëÒÅÊÎÁ (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [4℄).éÚ ÒÁÂÏÔÙ [5℄ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÍÅÒÁ � ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÎÅ�ÒÅ-ÒÙ×ÎÕÀ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÕ, ÔÏ ÅÅ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÁÑ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÁÑ ÎÅ ×ÌÉÑÅÔ ÎÁÇÌÁ×ÎÙÊ ÞÌÅÎ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÉ Ó�ÅËÔÒÁ.ëÌÀÞÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á: ÓÁÍÏ�ÏÄÏÂÎÙÅ ÍÅÒÙ, Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÁ, Ó�ÅËÔÒÁÌØ-ÎÁÑ �ÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔØ, Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÁÑ Ë×ÁÚÉ�ÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔØ.òÁÂÏÔÁ �ÏÄÄÅÒÖÁÎÁ òÏÓÓÉÊÓËÉÍ ÆÏÎÄÏÍ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÊ(�ÒÏÅËÔ 13-01-00172á), ÇÒÁÎÔÏÍ óðÂçõ N6.38.64.2012, ìÁÂÏÒÁÔÏÒÉÅÊ ÉÍ.ð.ì.þÅÂÙÛÅ×Á óðÂçõ (ÇÒÁÎÔ ðÒÁ×ÉÔÅÌØÓÔ×Á òæ ÄÏÇ. 11.G34.31.0026), ïáï "çÁÚ-�ÒÏÍ ÎÅÆÔØ". 86



ïâ áóéíð�ï�éëå óðåë�òá úáäáþé îåêíáîá 87÷ ÓÌÕÞÁÅ ÞÉÓÔÏ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÏÊ ÍÅÒÙ � ÉÚ ÒÁÂÏÔÙ [6℄ ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÓÞÉ-ÔÁÀÝÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ N : (0;+∞) → N ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ËÒÁÅ×ÏÊ ÚÁÄÁ-ÞÉ ÄÌÑ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ (−1)ly(2l) ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ Ï�ÅÎËÕ o(� 12l ) ×ÍÅÓÔÏ ÏÂÙÞÎÏÊÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÉ N(�) ∼ C� 12l × ÓÌÕÞÁÅ ÍÅÒÙ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ÒÅÇÕÌÑÒÎÕÀÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÕÀ. äÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ Ó�Å�ÉÁÌØÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ× ÍÅÒ × [6℄ ÂÙÌÉ�ÏÌÕÞÅÎÙ ÌÕÞÛÉÅ Ï�ÅÎËÉ ÓÎÉÚÕ ÄÌÑ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.�ÏÞÎÙÊ ÓÔÅ�ÅÎÎÏÊ �ÏÒÑÄÏË D ÒÏÓÔÁ ÓÞÉÔÁÀÝÅÊ ÆÕÎË�ÉÉ N(�) ×ÓÌÕÞÁÅ ÓÁÍÏ�ÏÄÏÂÎÏÊ ÍÅÒÙ � ÂÙÌ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎ × [7℄ (ÓÍ. ÔÁËÖÅ ÂÏÌÅÅÒÁÎÎÉÅ ÒÁÂÏÔÙ [8℄ É [9℄, ÇÄÅ �ÏÌÕÞÅÎÙ ÞÁÓÔÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ, ËÁÓÁÀÝÉ-ÅÓÑ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ËÁÎÔÏÒÏ×ÏÊ ÌÅÓÔÎÉ�Ù).÷ ÒÁÂÏÔÁÈ [1℄ É [10℄ �ÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÓÞÉÔÁÀÝÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈÚÎÁÞÅÎÉÊ ÚÁÄÁÞÉ (1), (2) ÉÍÅÅÔ �ÒÉ � → +∞ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÕN(�) = �D ·
(s(ln �) + o(1)); (3)ÇÄÅ s { ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÚÁ×ÉÓÑÝÁÑ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ×ÅÓÁ � ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ �ÅÒÉÏÄÉÞÅ-ÓËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, �ÏËÁÚÁÔÅÌØ D ∈ (0; 12 ). ÷ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅÁÒÉÆÍÅÔÉÞÎÏÓÔÉ ÔÉ-�Á ÓÁÍÏ�ÏÄÏÂÉÑ (ÓÍ. ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2 ÎÉÖÅ) ËÁÎÔÏÒÏ×ÏÊ ÌÅÓÔÎÉ�Ù, �ÒÏ-ÉÚ×ÏÄÎÏÊ ËÏÔÏÒÏÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �, ÆÕÎË�ÉÑ s ×ÙÒÏÖÄÁÅÔÓÑ × ËÏÎÓÔÁÎÔÕ. ÷ÓÌÕÞÁÅ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÓÁÍÏ�ÏÄÏÂÉÑ ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ �ÅÒÉÏÄ �, ÚÁ×ÉÓÑÝÉÊÏÔ �ÁÒÁÍÅÔÒÏ× ÌÅÓÔÎÉ�Ù.÷ ÒÁÂÏÔÅ [11℄ ÜÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÏÂÏÂÝÁÅÔÓÑ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�É-ÁÌØÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ×ÙÓÛÅÇÏ ÞÅÔÎÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ, É, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÓÆÏÒÍÕ-ÌÉÒÏ×ÁÎÁ ÇÉ�ÏÔÅÚÁ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ s Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅ�ÏÓÔÏÑÎÎÏÊ ÄÌÑ�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÎÅÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ×ÅÓÁ Ó ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉ ÓÁÍÏ�ÏÄÏÂÎÏÊ�ÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÏÊ.÷ ÒÁÂÏÔÅ [12℄ �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ ËÏÍ�ØÀÔÅÒÎÙÈ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏÆÕÎË�ÉÑ s ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÎÅ ÍÏÖÅÔ Ñ×ÌÑÔØÓÑ �ÏÓÔÏÑÎÎÏÊ × ÔÏÍ �ÒÏ-ÓÔÅÊÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÏÂÏÂÝ£ÎÎÁÑ �ÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÁÑ ×ÅÓÁ � �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÏÂÏÊ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÕÀ ËÁÎÔÏÒÏ×Õ ÌÅÓÔÎÉ�Õ.÷ ÒÁÂÏÔÅ [2℄ ÇÉ�ÏÔÅÚÁ ÂÙÌÁ �ÏÄÔ×ÅÒÖÄÅÎÁ ÄÌÑ \ÒÏ×ÎÙÈ" ÌÅÓÔÎÉ�(ÓÍ. ÎÉÖÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3). äÌÑ ÔÁËÉÈ ÌÅÓÔÎÉ� ÂÙÌÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑÔÅÏÒÅÍÁ.�ÅÏÒÅÍÁ 1. ëÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ s ÉÚ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÉ (3) ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ �ÒÅÄ-ÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ

∀t ∈ [0; �℄ s(t) = e−Dt �(t);ÇÄÅ � { ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÞÉÓÔÏ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÁÑ ÎÅÕÂÙ×ÁÀÝÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ.



88 î. ÷. òáó�åçáå÷ïÔÓÀÄÁ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÎÅ�ÏÓÔÏÑÎÓÔ×Å ÆÕÎË�ÉÉ s(t) ÓÌÅÄÕÅÔ ÎÅÍÅÄ-ÌÅÎÎÏ. üÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ �ÏÚÄÎÅÅ ÏÂÏÂÝÅÎ × ÒÁÂÏÔÅ [13℄ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ ÕÒÁ×-ÎÅÎÉÑ ÞÅÔ×ÅÒÔÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ.ãÅÌØÀ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÙ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÎÁÂÏÌÅÅ ÛÉÒÏËÉÊ ËÌÁÓÓ ÌÅÓÔÎÉ�, Ï�ÉÓÁÎÎÙÊ ÎÉÖÅ × �ÅÏÒÅÍÅ 2.òÁÂÏÔÁ ÉÍÅÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ. §2 ÎÏÓÉÔ ÏÂÚÏÒÎÙÊ ÈÁÒÁËÔÅÒ,× ÎÅÍ �ÒÉ×ÏÄÑÔÓÑ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÁÍÏ�ÏÄÏÂÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊÏÂÏÂÝÅÎÎÏÇÏ ËÁÎÔÏÒÏ×ÓËÏÇÏ ÔÉ�Á, ×Ù×ÏÄÑÔÓÑ ÉÈ Ó×ÏÊÓÔ×Á É Ï�ÒÅÄÅÌÑ-ÀÔÓÑ ÉÓÓÌÅÄÕÅÍÙÅ ËÌÁÓÓÙ ÆÕÎË�ÉÊ. ÷ §3 ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ ÆÁËÔ Ó�ÅË-ÔÒÁÌØÎÏÊ �ÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÚÁÄÁÞÉ îÅÊÍÁÎÁ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ [2℄, Á ÔÁË-ÖÅ ÂÏÌÅÅ ÓÌÁÂÙÊ ×ÁÒÉÁÎÔ Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÏÊ \Ë×ÁÚÉ�ÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ" ÄÌÑ ÎÅ-ËÏÔÏÒÙÈ ÄÒÕÇÉÈ ËÒÁÅ×ÙÈ ÚÁÄÁÞ. îÁËÏÎÅ�, × 4 ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÅÏÒÅÍÁ 1ÄÌÑ ×ÙÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÌÅÓÔÎÉ�.
§2. óÁÍÏ�ÏÄÏÂÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÇÏËÁÎÔÏÒÏ×ÓËÏÇÏ ÔÉ�ÁðÕÓÔØ m > 2, É {Ik = [ak; bk℄}mk=1 { �ÏÄÏÔÒÅÚËÉ [0; 1℄, ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅ-ÓÑ �Ï ×ÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔÉ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Sk(t) = ak+(bk−ak) t ÁÆÆÉÎÎÙÅÓÖÁÔÉÑ [0; 1℄ ÎÁ Ik, ÎÅ ÍÅÎÑÀÝÉÅ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÉ. ÷×ÅÄÅÍ ÔÁËÖÅ ÎÁÂÏÒ �Ï-ÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ {�k}mk=1 ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ m

∑k=1 �k = 1.ï�ÒÅÄÅÌÉÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒ S, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å L∞(0; 1) ÓÌÅ-ÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:
S(f) = m

∑k=1 (�Ik (f ◦ S−1k ) + �{x>bk}) �k:ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. (ÓÍ., ÎÁ�Ò., [14, ìÅÍÍÁ 2.1℄) S { ÓÖÉÍÁÀÝÅÅÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÁ L∞(0; 1).ïÔÓÀÄÁ �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ âÁÎÁÈÁ Ï ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÏÊ ÔÏÞËÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ (ÅÄÉÎ-ÓÔ×ÅÎÎÁÑ) ÆÕÎË�ÉÑ C ∈ L∞(0; 1) ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ S(C) = C.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. �ÁËÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ C(t) ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊËÁÎÔÏÒÏ×ÏÊ ÌÅÓÔÎÉ�ÅÊ Ó m ÓÔÕ�ÅÎØËÁÍÉ.æÕÎË�ÉÀ C(t) ÍÏÖÎÏ ÉÓËÁÔØ ËÁË ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÙÊ �ÒÅÄÅÌ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔÉ Sk(f) ÄÌÑ f(t) ≡ t, ÞÔÏ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÓÞÉÔÁÔØ ÅÅ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÊÉ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊ, �ÒÉÞÅÍ C(0) = 0, C(1) = 1. ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÉ C(t)



ïâ áóéíð�ï�éëå óðåë�òá úáäáþé îåêíáîá 89× ÓÍÙÓÌÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ { ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÁÑ ÍÅÒÁ � ÂÅÚ ÁÔÏÍÏ×, ÓÁ-ÍÏ�ÏÄÏÂÎÁÑ �Ï èÁÔÞÉÎÓÏÎÕ (ÓÍ. [15℄), Ô.Å. ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÁÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅ-ÎÉÀ �(E) = m
∑k=1 �k · �(S−1k (E ∩ Ik)):âÏÌÅÅ ÏÂÝÉÅ Ó�ÏÓÏÂÙ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÓÁÍÏ�ÏÄÏÂÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ Ï�ÉÓÁÎÙ× [14℄.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. óÁÍÏ�ÏÄÏÂÉÅ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÍ, ÅÓ-ÌÉ ÌÏÇÁÒÉÆÍÙ ×ÅÌÉÞÉÎ �k(bk − ak) ÓÏÉÚÍÅÒÉÍÙ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ËÁÎÔÏÒÏ×Õ ÌÅÓÔÎÉ�ÕÒÏ×ÎÏÊ, ÅÓÌÉ

∀k = 2; : : : ;m �k = �1 = 1m; bk − ak = b1 − a1; ak − bk−1 = a2 − b1:éÍÅÎÎÏ ÔÁËÏÊ ËÌÁÓÓ ÌÅÓÔÎÉ� ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎ × ÒÁÂÏÔÅ [2℄.ïÓÎÏ×ÎÙÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÙ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÏÂÏ-ÂÝÅÎÉÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× [2℄.�ÅÏÒÅÍÁ 2. ðÕÓÔØ a1 = 0, bm = 1, ak − bk−1 > 0, É �ÕÓÔØ
∀k = 1; : : : ;m �k(bk − ak) = � (4)ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ �ÏÓÔÏÑÎÎÏÊ � (× ÒÁÍËÁÈ ÜÔÏÇÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ ×ÅÌÉÞÉÎÙ �k Ébk − ak ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍÉ). �ÏÇÄÁ
∀t ∈ [0; �℄ s(t) = e−Dt �(t);ÇÄÅ � { ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÞÉÓÔÏ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÁÑ ÎÅÕÂÙ×ÁÀÝÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2. äÌÑ Ï�ÉÓÁÎÎÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÌÅÓÔÎÉ� �ÏËÁÚÁÔÅÌØ D É �Å-ÒÉÏÄ ÆÕÎË�ÉÉ s(t) Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ (ÏÂÝÉÅÆÏÒÍÕÌÙ ÂÙÌÉ �ÏÌÕÞÅÎÙ × [1℄):�−D = m; � = − ln �: (5)

§3. ó�ÅËÔÒÁÌØÎÁÑ �ÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔØâÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÆÏÒÍÁÌØÎÕÀ ÇÒÁÎÉÞÎÕÀ ÚÁÄÁÞÕ
−y′′ − ��y = 0; (6)y′(0)− 0y(0) = y′(1) + 1y(1) = 0: (7)



90 î. ÷. òáó�åçáå÷åÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÍ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÑ y ∈ W 12 [0; 1℄, ÕÄÏ×ÌÅ-Ô×ÏÒÑÀÝÁÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÍÕ ÔÏÖÄÅÓÔ×Õ1
∫0 y′�′ dx+ 0y(0)�(0) + 1y(1)�(1) = � ∫ 10 y� �(dx)ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ � ∈ W 12 [0; 1℄. ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ × ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÅ ÔÏÖÄÅ-ÓÔ×Ï ÆÕÎË�ÉÉ � ∈

◦W 12[0; 1℄, ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÍ, ÞÔÏ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ y′ Ñ×ÌÑÅÔ-ÓÑ �ÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÏÊ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÏÊ ÍÅÒÙ ÂÅÚ ÁÔÏÍÏ× ��y, ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ,ÞÔÏ y ∈ C1[0; 1℄. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÎÁÍ �ÏÔÒÅÂÕÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÏÓ�ÉÌÌÑ�É-ÏÎÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2. ( [16, õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 11℄) ðÕÓÔØ {�n}∞n=0 { �ÏÓÌÅ-ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÚÁÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÎÙÈ × �ÏÒÑÄËÅ ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈÚÎÁÞÅÎÉÊ ÇÒÁÎÉÞÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ (6), (7) Ó ÓÁÍÏ�ÏÄÏÂÎÙÍ ×ÅÓÏÍ. �ÏÇÄÁ ÎÅ-ÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÉÎÄÅËÓÁ n ∈ N ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ �n Ñ×ÌÑÅÔ-ÓÑ �ÒÏÓÔÙÍ, �ÒÉÞ£Í ÌÀÂÁÑ ÏÔ×ÅÞÁÀÝÁÑ ÅÍÕ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÎÅÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ ÎÁ ÇÒÁÎÉ�Å ÏÔÒÅÚËÁ [0; 1℄ É ÉÍÅÅÔ ×ÎÕÔÒÉ ÜÔÏÇÏÏÔÒÅÚËÁ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ n ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÎÕÌÅÊ.÷ ÒÁÂÏÔÅ [16℄ × ËÁÞÅÓÔ×Å ×ÅÓÁ × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÉ ûÔÕÒÍÁ-ìÉÕ×ÉÌÌÑ ÒÁÓ-ÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ËÌÁÓÓÁ W−12 [0; 1℄, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 11 ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ×ÙÛÅÓÁÍÏ�ÏÄÏÂÎÙÈ ÍÅÒ, Á ÔÁË ÖÅ ÄÌÑ ÉÈ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÈ ÓÕÖÅÎÉÊ ÎÁ �ÏÄÏ-ÔÒÅÚËÉ [0; 1℄.äÏËÁÖÅÍ ÔÅ�ÅÒØ ÏÓÎÏ×ÎÙÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÜÔÏÇÏ �ÁÒÁÇÒÁÆÁ.�ÅÏÒÅÍÁ 3. ðÕÓÔØ {�n}∞n=0 { �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÚÁÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÎÙÈ× �ÏÒÑÄËÅ ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÚÁÄÁÞÉ (1), (2). �ÏÇÄÁÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÉÎÄÅËÓÁ n ∈ N ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï��mn = �n: (8)äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. óÈÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á �Ï×ÔÏÒÑÅÔ [2, �.3.1.1℄. úÁ-ÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÏÔ×ÅÞÁÀÝÕÀ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ �n ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÕÀ ÆÕÎ-Ë�ÉÀ yn. óÏ�ÏÓÔÁ×ÉÍ ÅÊ ÆÕÎË�ÉÀ z ∈ C[0; 1℄, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÕÀ ÓÌÅ-ÄÕÀÝÉÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ:z = k · (yn ◦ S−1k ) ÎÁ ÏÔÒÅÚËÁÈ Ik ;



ïâ áóéíð�ï�éëå óðåë�òá úáäáþé îåêíáîá 91ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, �ÒÏÄÏÌÖÉÍ ÅÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÁÍÉ ÎÁ �ÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÅ ÏÔÒÅÚËÉ.îÅ ÒÁ×ÎÙÅ ÎÕÌÀ ×ÅÌÉÞÉÎÙ k �ÏÄÂÉÒÁÀÔÓÑ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÓÏ-×�ÁÌÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ z ÎÁ ËÏÎ�ÁÈ �ÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÈ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ×. îÅ-ÔÒÕÄÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ �ÏÌÕÞÉ×ÛÁÑÓÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�É-ÒÕÅÍÁ É ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õz′(0) = z′(1) = 0:ìÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ (4), ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ z �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ ËÒÁÅ×ÏÊ ÚÁÄÁÞÉ (1), (2), ÏÔ×ÅÞÁÀÝÕÀ ÓÏÂÓÔ×ÅÎ-ÎÏÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ �−1�n. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [0; 1℄ × ÔÏÞ-ÎÏÓÔÉ mn ËÏÒÎÅÊ, ÞÔÏ É ÏÚÎÁÞÁÅÔ (ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2) ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÅ ÒÁ×ÅÎ-ÓÔ×Á (8). �úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3. ÷ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å �ÅÏÒÅÍÙ 3 ÎÅ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÉÅak−bk−1 > 0, �ÏÜÔÏÍÕ ÏÎÁ ×ÅÒÎÁ É × ÓÌÕÞÁÅ ÌÅÓÔÎÉ�Ù, ÉÍÅÀÝÅÊ �ÕÓÔÙÅ�ÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÅ ÏÔÒÅÚËÉ.÷ [2, �.3.1.2℄ ÂÙÌÏ �ÏÌÕÞÅÎÏ ÔÁËÖÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ, Ó×ÑÚÙ×ÁÀÝÅÅ ÓÏÂ-ÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉ n É m(n+ 1) − 1 × Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÚÁÄÁÞÁÈÓÏ ÓÍÅÛÁÎÎÙÍÉ ÇÒÁÎÉÞÎÙÍÉ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ ×ÉÄÁ (6), (7). ÷ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÁÎÁ-ÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ × ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÄÏËÁÚÁÎÏ,�ÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ×Ù×ÅÄÅÍ ÏÄÎÏÓÔÏÒÏÎÎÀÀ Ï�ÅÎËÕ, ËÏÔÏÒÕÀ ÎÁÚÏ×ÅÍ Ó�ÅË-ÔÒÁÌØÎÏÊ Ë×ÁÚÉ�ÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔØÀ. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÆÕÎË�ÉÀ yn, ÏÔ×ÅÞÁÀ-ÝÕÀ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ �(1)n ÚÁÄÁÞÉ Ó ÇÒÁÎÉÞÎÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÅÍy′(0)− (1)y(0) = y′(1) + (1)y(1) = 0:ðÏÓÔÒÏÉÍ ÆÕÎË�ÉÀ z ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ï�ÒÅÄÅÌÉÍz = k · (yn ◦ S−1k ) ÎÁ ÏÔÒÅÚËÁÈ Ik ;ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, �ÒÏÄÏÌÖÉÍ ÅÅ ÇÌÁÄËÏ1 ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ ÎÁ �ÒÏ-ÍÅÖÕÔÏÞÎÙÅ ÏÔÒÅÚËÉ ÄÏ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ Ó ÏÓØÀ ÁÂÓ�ÉÓÓ. åÓÌÉ �ÏÌÏÖÉÔØ(1) = maxk ( 2
|ak+1−bk |), ÔÏ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÏËÁÖÕÔÓÑ ÂÌÉÚËÏ Ë ËÒÁÑÍ Ik , É× ÓÅÒÅÄÉÎÁÈ �ÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏ× ÆÕÎË�ÉÑ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ÎÅ Ï�ÒÅÄÅ-ÌÅÎÁ2. íÙ Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÅÅ ÎÕÌÅÍ ÎÁ ×ÓÅÈ ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁÈ. úÎÁËÉÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ �ÁÒÁÍÅÔÒÏ× k Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ1úÄÅÓØ É ÄÁÌÅÅ × ÜÔÏÍ �ÁÒÁÇÒÁÆÅ ÉÍÅÅÔÓÑ × ×ÉÄÕ C1-ÇÌÁÄËÏÓÔØ.2äÌÉÎÁ ÏÔÒÅÚËÁ ÄÏ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ Ó ÏÓØÀ ÁÂÓ�ÉÓÓ ÒÑÄÏÍ Ó Ik ÓÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ |Ik| ·((1))−1, ÞÔÏ �ÒÉ ÔÁËÏÍ ×ÙÂÏÒÅ (1) ÍÅÎØÛÅ �ÏÌÏ×ÉÎÙ ÄÌÉÎÙ ÌÀÂÏÇÏ �ÒÏÍÅÖÕÔÏÞ-ÎÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ.



92 î. ÷. òáó�åçáå÷�ÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ ÆÕÎË�ÉÑ z ÉÍÅÌÁ ÓÍÅÎÕ ÚÎÁËÁ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÓÏÏÔ-ÎÏÛÅÎÉÀ (4) �ÏÌÕÞÉ×ÛÁÑÓÑ ÆÕÎË�ÉÑ �ÏÞÔÉ ×ÓÀÄÕ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÒÁ×-ÎÅÎÉÀ (1) ÄÌÑ � = �−1�(1)n , ÎÏ, Ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÏÊ. íÙ�ÒÏ×ÅÄÅÍ Ó ÎÅÊ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ, ÎÅ Õ×ÅÌÉÞÉ-×ÁÀÝÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ � É ÎÅ ÍÅÎÑÀÝÅÅ ÞÉÓÌÁ �ÅÒÅÍÅÎ ÚÎÁËÁ. ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÇÌÁÄËÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ, Ñ×ÌÑÀÝÕÀÓÑ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏ-ÒÏÊ ËÒÁÅ×ÏÊ ÚÁÄÁÞÉ, É ÓÍÏÖÅÍ ÎÁ�ÉÓÁÔØ Ï�ÅÎËÕ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊÜÔÏÊ ËÒÁÅ×ÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÞÅÒÅÚ �(1)n .îÁÛÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÂÕÄÅÔ ÓÏÓÔÏÑÔØ ÉÚ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÛÁÇÏ×. îÁ ÛÁ-ÇÅ j ÆÕÎË�ÉÑ z ÓËÌÅÅÎÁ ÉÚ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ËÒÁÅ×ÙÈ ÚÁÄÁÞ ÎÁ�ÏÄÏÔÒÅÚËÁÈ Ik Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍÉ ÇÒÁÎÉÞÎÙÍÉ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉz′(ak)− �(k)j z(ak) = z′(bk) + �(k)j z(bk) = 0É �ÒÏÄÏÌÖÅÎÁ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÁ �ÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÅ ÏÔÒÅÚËÉ. îÁ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ �ÒÏ-ÍÅÖÕÔÏÞÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÁÈ z ÕÖÅ ÇÌÁÄËÁÑ, ÎÁ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ËÕÓÏÞÎÏ ÌÉÎÅÊÎÁ.íÙ ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÁ ËÒÁÑÈ �(1)j = (1) · |I1|−1 É �(m)j = (1) · |Im|−1É ÂÕÄÅÍ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ ÉÚÍÅÎÑÔØ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ �(k)j É �(k)j ÔÁËÉÍÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ËÏÔÏÒÙÍ ÏÔ×ÅÞÁÀÔ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁÏÔÒÅÚËÁÈ Ik ÏÓÔÁ×ÁÌÉÓØ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÍÉ, z ÏÓÔÁ×ÁÌÁÓØ ÇÌÁÄËÏÊ ÎÁ �ÒÏÍÅ-ÖÕÔËÁÈ, ÇÄÅ ÇÌÁÄËÏÓÔØ ÕÖÅ ÂÙÌÁ ÄÏÓÔÉÇÎÕÔÁ, É �(k)j , �(k+1)j ÕÍÅÎØÛÁ-ÌÉÓØ ÎÁ ËÏÎ�ÁÈ �ÒÏÍÅÖÕÔËÏ×, ÇÄÅ ÇÌÁÄËÏÓÔÉ ÅÝÅ ÎÅÔ.3 üÔÁ �ÒÏ�ÅÄÕÒÁÕÍÅÎØÛÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ � × ÓÉÌÕ ×ÁÒÉÁ�ÉÏÎÎÏÇÏ �ÒÉÎ�É�Á É ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÞÉÓÌÁ �ÅÒÅÍÅÎ ÚÎÁËÁ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 2.÷ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÎÁ ÏÄÎÏÍ ÉÚ �ÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÈ ÏÔÒÅÚ-ËÏ× ÎÕÌÅ×ÏÊ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ ÆÕÎË�ÉÉ z ÓÏÖÍÅÔÓÑ × ÔÏÞËÕ. äÏ�ÕÓÔÉÍ, ÜÔÏ�ÒÏÉÚÏÛÌÏ ÍÅÖÄÕ ÏÔÒÅÚËÁÍÉ Il É Il+1. ÷ ÜÔÏÔ ÍÏÍÅÎÔ ÍÙ ÕÍÎÏÖÁÅÍl+1 É ×ÓÅ �ÏÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÎÁ ÏÂÝÉÊ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏÂÙz ÂÙÌÁ ÇÌÁÄËÏÊ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [al; bl+1℄.ðÏÓÌÅ m− 1 ÛÁÇÁ z ÓÔÁÎÅÔ �ÏÌÎÏÓÔØÀ ÇÌÁÄËÏÊ. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÍÏÖÎÏÕÍÅÎØÛÉÔØ ÏÄÉÎ ÉÚ �ÁÒÁÍÅÔÒÏ× ËÒÁÅ×ÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ ÎÁ ËÏÎ�ÁÈ, ÞÔÏÂÙ×Ù�ÏÌÎÑÌÏÓØ�(1)m = �(m)m = (2) := (1) ·min{|I1|−1; |Im|−1}:3üÔÏ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÏÚÍÏÖÎÙÍ × ÓÉÌÕ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÊ É ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÏÔ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ.



ïâ áóéíð�ï�éëå óðåë�òá úáäáþé îåêíáîá 93úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÏÌÕÞÉ×ÛÁÑÓÑ ÆÕÎË�ÉÑ z ÉÍÅÅÔ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ m(n+1)− 1ËÏÒÎÅÊ, Á ÚÎÁÞÉÔ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÅÊ ÓÏÂ-ÓÔ×ÅÎÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ �(2)m(n+1)−1 ËÒÁÅ×ÏÊ ÚÁÄÁÞÉz′(0)− (2)z(0) = z′(1) + (2)z(1) = 0:ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, �Ï �ÏÓÔÒÏÅÎÉÀ �ÏÌÕÞÉ×ÛÅÅÓÑ �(2)m(n+1)−1 ÎÅ �ÒÅ×ÙÛÁÅÔ ÉÓ-ÈÏÄÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ �−1�(1)n . �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÏËÁÚÁÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒ-ÖÄÅÎÉÅ.�ÅÏÒÅÍÁ 4. ðÏÌÏÖÉÍ(1) = maxk ( 2
|ak+1 − bk|);(2) = (1) ·min{|I1|−1; |Im|−1}:ðÕÓÔØ {�(1)n }∞n=0 { �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÚÁÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÎÙÈ × �ÏÒÑÄËÅ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÏÔ×ÅÞÁÀÝÅÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ (6) ÇÒÁ-ÎÉÞÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ y′(0)− (1)y(0) = y′(1) + (1)y(1) = 0;Á {�(2)n }∞n=0 { ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÄÌÑ ÏÔ×ÅÞÁÀÝÅÊ ÔÏ-ÍÕ ÖÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ ÇÒÁÎÉÞÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉy′(0)− (2)y(0) = y′(1) + (2)y(1) = 0:�ÏÇÄÁ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÉÎÄÅËÓÁ n ∈ N ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎ-ÓÔ×Ï ��(2)m(n+1)−1 6 �(1)n :

§4. õÔÏÞÎÅÎÉÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉË Ó�ÅËÔÒÁäÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á �ÅÏÒÅÍÙ 2 ÎÁÍ �ÏÔÒÅÂÕÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÆÁËÔÙ:ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3. ([2, õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 4.1.3℄) ðÕÓÔØ f ∈ L2[0; 1℄ {ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÎÅ�ÏÓÔÏÑÎÎÁÑ ÎÅÕÂÙ×ÁÀÝÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, {fn}∞n=0 { �ÏÓÌÅ-ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÅÕÂÙ×ÁÀÝÉÈ ÓÔÕ�ÅÎÞÁÔÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, Á {An}∞n=0 { �Ï-ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÔÏÞÅË ÒÁÚÒÙ×Á ÆÕÎË�ÉÊ fn. ðÕÓÔØ ÔÁË-ÖÅ �ÒÉ n → ∞ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ(#An + 2) · ‖f − fn‖L2[0;1℄ = o(1):�ÏÇÄÁ ÍÏÎÏÔÏÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ f Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÉÓÔÏ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÏÊ (Ô.Å. f ′ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÍÅÒÙ ìÅÂÅÇÁ).



94 î. ÷. òáó�åçáå÷ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4. ([2, õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 5.2.1℄) ðÕÓÔØ {�n}∞n=0 { �ÏÓÌÅ-ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÚÁÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÎÙÈ × �ÏÒÑÄËÅ ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈÚÎÁÞÅÎÉÊ ÇÒÁÎÉÞÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ Ó ÓÁÍÏ�ÏÄÏÂÎÙÍ ×ÅÓÏÍ
−y′′ − ��y = 0;y′(0) = y′(1) = 0;Á {�n}∞n=0 { ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÄÌÑ ÏÔ×ÅÞÁÀÝÅÊ ÔÏÍÕÖÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ ÇÒÁÎÉÞÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉy′(0)− 0y(0) = y′(1) + 1y(1) = 0;ÇÄÅ 0; 1 > 0. �ÏÇÄÁ

∞
∑n=1 | ln�n − ln �n| < +∞:úÁÍÅÞÁÎÉÅ 4. âÏÌÅÅ ÏÂÝÉÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ Ï ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÏ×ÁÎÎÙÈ �ÒÏÉÚ-×ÅÄÅÎÉÑÈ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌÉÓØ ÔÁËÖÅ × [17℄.ðÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ �ÅÏÒÅÍÙ 2.ðÕÓÔØ {�n}∞n=0, {�(1)n }∞n=0 É {�(2)n }∞n=0 { �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÚÁÎÕÍÅ-ÒÏ×ÁÎÎÙÈ × �ÏÒÑÄËÅ ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (1),ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈ ÇÒÁÎÉÞÎÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ�n : y′(0) = y′(1) = 0;�(1)n : y′(0)− (1)y(0) = y′(1) + (1)y(1) = 0;�(2)n : y′(0)− (2)y(0) = y′(1) + (2)y(1) = 0;ÇÄÅ �ÁÒÁÍÅÔÒÙ (1) and (2) ××ÅÄÅÎÙ × �ÅÏÒÅÍÅ 4.ðÏÌÏÖÉÍ �k(t) := m−kN(ek�+t), ÇÄÅ N { ÓÞÉÔÁÀÝÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ �n.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ (3) É (5) ÓÌÅÄÕÅÔ �k(t) = eDt(s(t)+o(1))�ÒÉ k → +∞, Á ÚÎÁÞÉÔ �ÒÉ ×ÓÅÈ t ∈ [0; �℄ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÒÅÄÅÌ �(t) =limk→∞

�k(t).ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ �(t) ÍÏÎÏÔÏÎÎÁ ËÁË �ÒÅÄÅÌ ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ.õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ �ÅÏÒÅÍÙ 2, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÀ ÏÓÉÎÇÕÌÑÒÎÏÓÔÉ ÆÕÎË�ÉÉ �(t).äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ �k(t) É �k+1(t) ÄÌÑ ×ÓÅÈ t ∈ [0; �℄ ÒÁÚÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅÞÅÍ ÎÁ m−k. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, × ÓÉÌÕ (5) ÍÙ ÉÍÅÅÍ
|�k(t)− �k+1(t)| = m−k−1|mN(ek�+t)−N(�−1ek�+t)|:



ïâ áóéíð�ï�éëå óðåë�òá úáäáþé îåêíáîá 95äÌÑ �n < ek�+t 6 �n+1 ×ÅÒÎÏ N(ek�+t) = n+1, Á ÉÚ (8) ÍÏÖÎÏ Õ×ÉÄÅÔØ,ÞÔÏ mn + 1 6 N(�−1ek�+t) 6 m(n + 1). ïÔÓÀÄÁ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÍÏÄÕÌÑ ×�ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÎÅ �ÒÅ×ÙÛÁÅÔ m, É ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ.äÁÌÅÅ, × ÓÉÌÕ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (8) ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÉÎÄÅËÓÁ k ∈ N ÄÌÑ×ÓÅÈ t ∈ [0; �℄, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ n ∈ N ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍ�m(n+1)−1 < e(k+1)�+t < �m(n+1); (9)ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÊ �k É �k+1 ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ. ï�ÅÎÉÍ ÍÅÒÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÓÅÈ�ÒÏÞÉÈ t. åÓÌÉ ÄÌÑ t ∈ [0; �℄ ÎÅ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ (9), ÔÏ ÄÌÑ ÎÅÇÏ ×ÅÒÎÏÓÌÅÄÕÀÝÅÅ:(k + 1)� + t ∈ (

∞
⋃n=0 [ln�mn; ln�m(n+1)−1] )

∩ [(k + 1)�; (k + 2)�℄:ï�ÅÎÉÍ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÞÁÓÔÉÞÎÙÈ ÓÕÍÍ ÒÑÄÁ
∞
∑n=1 | ln�m(n+1)−1 − ln�mn| 6

∞
∑n=1 | ln�m(n+1)−1 − ln�(2)m(n+1)−1|+ ∞

∑n=1 | ln�(2)m(n+1)−1 − ln�mn|:ï�ÅÎÉÍ ÏÔÄÅÌØÎÏ ËÁÖÄÕÀ ÓÕÍÍÕ.
∞
∑n=1 | ln�m(n+1)−1 − ln�(2)m(n+1)−1| 6

∞
∑n=1 | ln�n − ln�(2)n | 6 C:úÄÅÓØ �ÅÒ×ÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÓÌÁÇÁ-ÅÍÙÈ, Á ×ÔÏÒÏÅ { �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 4.

∞
∑n=1 | ln�(2)m(n+1)−1 − ln�mn| = ∞

∑n=1 ln�(2)m(n+1)−1 − ln�mn
6

∞
∑n=1 ln�(1)n − ln�n = ∞

∑n=1 | ln�(1)n − ln�n| 6 C:úÄÅÓØ �ÅÒ×ÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ �ÅÏÒÅÍÙ 4, ×ÔÏÒÏÅ ÉÚ ðÒÅÄÌÏÖÅ-ÎÉÑ 4, ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ×ÅÒÎÙ × ÓÉÌÕ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ�(2)m(n+1)−1 > �(2)mn > �mn; �(1)n > �n:



96 î. ÷. òáó�åçáå÷�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÙ �ÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÍÅÒÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á
∞
⋃n=0 [ln�mn; ln�m(n+1)−1]ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ, Á ÜÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ Ó ÕÈÏÄÑÝÉÍÉ ÎÁ ÂÅÓ-ËÏÎÅÞÎÏÓÔØ ÏÔÒÅÚËÁÍÉ [(k + 1)�; (k + 2)�℄ ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏmeas {t ∈ [0; �℄ : �k+1(t) 6= �k(t)} = o(1); k → ∞:óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù Ï�ÅÎËÉ

‖�k+1 − �k‖L2[0;�℄ = o(m−k);Á ÔÏÇÄÁ É ×ÙÔÅËÁÀÝÁÑ ÉÚ ÎÉÈ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÁ
‖�k − �‖L2[0;�℄ = o(m−k):õÂÅÄÉÍÓÑ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÔÏÞÅË ÒÁÚÒÙ×Á ÆÕÎË�ÉÊ �k ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ �ÒÉ k → ∞Ï�ÅÎËÕ O(mk). éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (8), �ÏÌÕÞÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÎÅÒÁ-×ÅÎÓÔ×Ï: mk+ + 1 = N(�mk+) = N(�−k−�1) > N(ek�+t)ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ �ÅÌÏÇÏ  > (1−�−1 ln�1). ïÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÒÁ-ÚÙ×Ï× ÆÕÎË�ÉÉ N(�) ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÎÁ �ÒÁ×ÏÍËÏÎ�Å.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÆÕÎË�ÉÑ � ×ÍÅÓÔÅ Ó �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ËÕÓÏÞÎÏ�ÏÓÔÏÑÎÎÙÈ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÊ �k ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ×ÓÅÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ðÒÅÄÌÏÖÅ-ÎÉÑ 3, ÞÔÏ É ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ.á×ÔÏÒ ×ÙÒÁÖÁÅÔ ÂÌÁÇÏÄÁÒÎÏÓÔØ á. é. îÁÚÁÒÏ×Õ ÚÁ ×ÎÉÍÁÎÉÅ, �ÒÏ-Ñ×ÌÅÎÎÏÅ Ë ÒÁÂÏÔÅ, Á ÔÁËÖÅ ÒÅ�ÅÎÚÅÎÔÕ ÚÁ ÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÙÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ.ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ1. M. Solomyak, E. Verbitsky, On a spetral problem related to self-similar measures.| Bull. London Math. So. 27, No. 3. (1995), 242{248.2. á. á. ÷ÌÁÄÉÍÉÒÏ×, é. á. ûÅÊ�ÁË, ï ÚÁÄÁÞÅ îÅÊÍÁÎÁ ÄÌÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ûÔÕÒÍÁ{ìÉÕ×ÉÌÌÑ Ó ÓÁÍÏ�ÏÄÏÂÎÙÍ ×ÅÓÏÍ ËÁÎÔÏÒÏ×ÓËÏÇÏ ÔÉ�Á. | æÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÊÁÎÁÌÉÚ É ÅÇÏ �ÒÉÌÏÖÅÎÉÑ 47, ×Ù�. 4 (2013), 18{29.3. í. ó. âÉÒÍÁÎ, í. ú. óÏÌÏÍÑË, ó�ÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÔÅÏÒÉÑ ÓÁÍÏÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÙÈ Ï�Å-ÒÁÔÏÒÏ× × ÇÉÌØÂÅÒÔÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å. éÚÄ. \ìÁÎØ", 2010.4. í. ç. ëÒÅÊÎ. ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ �ÌÏÔÎÏÓÔÉ ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÓÔÒÕÎÙ�Ï Ó�ÅËÔÒÕ. | äáî óóóò 76, No. 3 (1951), 345{348.5. í. ó. âÉÒÍÁÎ, í. ú. óÏÌÏÍÑË, áÓÉÍ�ÔÏÔÉËÁ Ó�ÅËÔÒÁ ÓÌÁÂÏ �ÏÌÑÒÎÙÈ ÉÎÔÅ-ÇÒÁÌØÎÙÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ×. | éÚ×. áî óóóò, ÍÁÔÅÍ. 34, No. 6 (1970), 1143{1158.
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