
úÁ�ÉÓËÉ ÎÁÕÞÎÙÈÓÅÍÉÎÁÒÏ× ðïíé�ÏÍ 425, 2014 Ç.á. ðÒÏÈÏÒÏ×, î. æÉÌÏÎÏ×òåçõìñòîïó�ø üìåë�òïíáçîé�îùè ðïìåê ÷÷ùðõëìùè ïâìáó�ñè÷×ÅÄÅÎÉÅ0.1. æÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. ðÕÓÔØ 
 { ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑÏÂÌÁÓÔØ × R3, × ËÏÔÏÒÏÊ ÚÁÄÁÎÙ ÉÚÍÅÒÉÍÙÅ (3 × 3)-ÍÁÔÒÉÞÎÏÚÎÁÞÎÙÅÆÕÎË�ÉÉ " É �. æÕÎË�ÉÉ " É � Ï�ÉÓÙ×ÁÀÔ ÄÉÜÌÅËÔÒÉÞÅÓËÕÀ É ÍÁÇÎÉÔ-ÎÕÀ �ÒÏÎÉ�ÁÅÍÏÓÔÉ ÓÒÅÄÙ, ÚÁ�ÏÌÎÑÀÝÅÊ ÏÂÌÁÓÔØ. íÙ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÍ,ÞÔÏ ÏÎÉ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙ, �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ:"(x) = "(x); �(x) = �(x);0 < "01 6 "(x) 6 "11 ; 0 < �01 6 �(x) 6 �11 : (0.1)ðÒÉ ÉÚÕÞÅÎÉÉ ÜÌÅËÔÒÏÍÁÇÎÉÔÎÙÈ ×ÏÌÎ × ÏÂÌÁÓÔÉ 
 ×ÏÚÎÉËÁÀÔ ÇÉÌØ-ÂÅÒÔÏ×Ù �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁF (
; s) = {u ∈ L2(
;C3) : rotu; div(su) ∈ L2}; s = " ÉÌÉ �;ÓÎÁÂÖÅÎÎÙÅ ÎÏÒÍÏÊ
‖u‖2F (
;s) = ‖ rotu‖2L2 + ‖ div(su)‖2L2 + (su; u)L2 :÷ ÜÔÉÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ ×ÙÄÅÌÑÀÔÓÑ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÆÕÎË�ÉÊ, ÕÄÏ×ÌÅ-Ô×ÏÒÑÀÝÉÈ ÇÒÁÎÉÞÎÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÉÄÅÁÌØÎÏÊ �ÒÏ×ÏÄÉÍÏÓÔÉ,F (
; "; �) = {E ∈ F (
; ") : E� |�
 = 0};F (
; �; �) = {H ∈ F (
; �) : (�H)� |�
 = 0}:úÄÅÓØ ÓÉÍ×ÏÌÙ � É � ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ ËÁÓÁÔÅÌØÎÕÀ É ÎÏÒÍÁÌØÎÕÀ ËÏÍ�Ï-ÎÅÎÔÙ ×ÅËÔÏÒÁ ÎÁ ÇÒÁÎÉ�Å �
; ÕÓÌÏ×ÉÑE� |�
 = 0 É (�H)� |�
 = 0 (0.2)�ÏÎÉÍÁÀÔÓÑ × ÓÍÙÓÌÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÈ ÔÏÖÄÅÓÔ×.ëÌÀÞÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á: ÏÂÌÁÓÔØ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ íÁËÓ×ÅÌÌÁ, ×Ù�ÕËÌÙÅ ÏÂÌÁ-ÓÔÉ, ÕÓÌÏ×ÉÅ ×ÎÅÛÎÅÇÏ ÛÁÒÁ.ðÅÒ×ÙÊ Á×ÔÏÒ �ÏÄÄÅÒÖÁÎ ÇÒÁÎÔÏÍ îéò óðÂçõ 0.38.237.2014, ×ÔÏÒÏÊ { ÇÒÁÎÔÏÍòææé 14-01-00306. 55



56 á. ðòïèïòï÷, î. æéìïîï÷ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 0.1. ðÕÓÔØ w ∈ L2(
;C3), rotw ∈ L2(
;C3). òÁ×ÅÎ-ÓÔ×Ï w� |�
 = 0 ÏÚÎÁÞÁÅÔ
∫
 〈w; roth〉dx = ∫
 〈rotw; h〉dx ∀ h ∈ L2(
;C3) : roth ∈ L2(
;C3):úÄÅÓØ 〈 : ; : 〉 { ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ × C3.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 0.2. ðÕÓÔØ w ∈ L2(
;C3), divw ∈ L2(
). òÁ×ÅÎÓÔ×Ïw� |�
 = 0 ÏÚÎÁÞÁÅÔ

∫
 〈w;∇'〉dx = −
∫
 divw'dx ∀ ' ∈W 12 (
):úÁÍÅÞÁÎÉÅ 0.3. åÓÌÉ �
 ÌÉ�ÛÉ�Å×Á É w ∈W 12 (
;C3), ÔÏ ÜÔÉ Ï�ÒÅÄÅ-ÌÅÎÉÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ× w� |�
 = 0 É w� |�
 = 0 ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑÍ ×ÓÍÙÓÌÅ ÔÅÏÒÉÉ ÓÌÅÄÏ×.ðÒÉ "; � ∈W 13 (
) (0.3)××ÅÄÅÍ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á óÏÂÏÌÅ×Á Ó ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍÉÇÒÁÎÉÞÎÙÍÉ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉW 12 (
; �) = {u ∈ W 12 (
;C3) : u� |�
 = 0};W 12 (
; �; �) = {v ∈W 12 (
;C3) : (�v)� |�
 = 0}:õÓÌÏ×ÉÑ (0.1) É (0.3) ÄÌÑ ÏÂÌÁÓÔÅÊ Ó ÌÉ�ÛÉ�Å×ÏÊ ÇÒÁÎÉ�ÅÊ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕ-ÀÔ ÉÍ�ÌÉËÁ�ÉÀ u ∈W 12 (
) ⇒ su ∈ W 12 (
);É ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,W 12 (
; �) ⊂ F (
; "; �); W 12 (
; �; �) ⊂ F (
; �; �):îÁÛÅÊ �ÅÌØÀ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÓÏ×�ÁÄÅÎÉÑ ÜÔÉÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×F (
; "; �) =W 12 (
; �); F (
; �; �) =W 12 (
; �; �) (0.4)× ÏÂÌÁÓÔÑÈ, ÌÏËÁÌØÎÏ (W 23 ∩W 1

∞)-ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÎÙÈ ×Ù�ÕËÌÙÍ ÏÂÌÁÓÔÑÍ(ÓÍ. ÎÉÖÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 0.6).



òåçõìñòîïó�ø üìåë�òïíáçîé�îùè ðïìåê 570.2. ï�ÅÒÁÔÏÒ íÁËÓ×ÅÌÌÁ. ÷ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å L2(
;C6; "; �) Ó ÎÏÒÍÏÊ
∥∥∥∥
(EH)∥∥∥∥2L2(
;C6;";�) = ∫
 (〈"E;E〉+ 〈�H;H〉) dx×ÙÄÅÌÉÍ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏJ = {E ∈ L2(
;C3) : div("E) = 0}
⊕
{H ∈ L2(
;C3) : div(�H) = 0; (�H)�∣∣�
 = 0}:ï�ÅÒÁÔÏÒ íÁËÓ×ÅÌÌÁ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å J �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ

M
(EH) = ( i"−1 rotH

−i�−1 rotE) (0.5)ÎÁ ÏÂÌÁÓÔÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑDomM = {E ∈ F (
; "; �) : div("E) = 0}
⊕
{H ∈ F (
; �; �) : div(�H) = 0}:úÄÅÓØ E É H { ÜÌÅËÔÒÉÞÅÓËÁÑ É ÍÁÇÎÉÔÎÁÑ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ �ÏÌÑ, �ÏÄÞÉ-ÎÅÎÎÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÓÏÌÅÎÏÉÄÁÌØÎÏÓÔÉdiv("E) = div(�H) = 0 (0.6)É ÇÒÁÎÉÞÎÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÉÄÅÁÌØÎÏÊ �ÒÏ×ÏÄÉÍÏÓÔÉ (0.2). ìÅÇËÏ �ÏËÁÚÁÔØ(ÓÍ. [4℄), ÞÔÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒ íÁËÓ×ÅÌÌÁ ÓÁÍÏÓÏ�ÒÑÖÅÎ, M = M∗. �ÁËÖÅÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔ \ÓÉÌØÎÙÊ" Ï�ÅÒÁÔÏÒ íÁËÓ×ÅÌÌÁMs, ÚÁÄÁÎÎÙÊ ÔÅÍ ÖÅ×ÙÒÁÖÅÎÉÅÍ (0.5) ÎÁ ÏÂÌÁÓÔÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑDomMs = {E ∈W 12 (
; �) : div("E) = 0}

⊕
{H ∈ W 12 (
; �; �) : div(�H) = 0}:èÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ \ÓÉÌØÎÙÊ" Ï�ÅÒÁÔÏÒ íÁËÓ×ÅÌÌÁ ÎÅ ×ÓÅÇÄÁ ÓÏ-×�ÁÄÁÅÔ ÓÏ \ÓÌÁÂÙÍ": ÅÓÌÉ ÏÂÌÁÓÔØ 
 { ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÅÓÔØ×ÈÏÄÑÝÅÅ ÒÅÂÒÏ, " = � = 1 , ÔÏ ÓÉÌØÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ Ms ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÎ,ÎÏ ÎÅ ÓÁÍÏÓÏ�ÒÑÖÅÎ É ÉÍÅÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ ÉÎÄÅËÓÙ ÄÅÆÅËÔÁ.ëÒÏÍÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ×M ÉMs ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔ ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒíÁËÓ×ÅÌÌÁ L. ïÎ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å L2(
;C8; "; �) Ó ÎÏÒÍÏÊ

‖X‖2L2(
;C8;";�) = ∫
 (
〈"E;E〉+ |'|2 + 〈�H;H〉+ |�|2) dx; X = ( E'H� ) :



58 á. ðòïèïòï÷, î. æéìïîï÷ï�ÅÒÁÔÏÒ L Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ
L =  0 0 i"−1 rot i∇0 0 −i div(�·) 0

−i�−1 rot −i∇ 0 0i div("·) 0 0 0  ; (0.7)
L




E'H� =  i"−1 rotH + i∇�
−i div(�H)

−i�−1 rotE − i∇'i div("E) 
ÎÁ ÏÂÌÁÓÔÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑDomL = F (
; "; �)⊕W 12 (
;C)⊕ F (
; �; �)⊕ �W 12 (
;C):ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒ L ÔÁËÖÅ ÓÁÍÏÓÏ�ÒÑÖÅÎ, L = L∗.ðÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï

{E ∈ L2(
;C3) : div("E) = 0}⊕ {0}
⊕
{H ∈ L2(
;C3) : div(�H) = 0; (�H)�∣∣�
 = 0}⊕ {0}�ÒÉ×ÏÄÉÔ Ï�ÅÒÁÔÏÒ L, É ÓÕÖÅÎÉÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ L ÎÁ ÜÔÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÕÎÉÔÁÒÎÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÕ M. æÕÎË�ÉÉ ÉÚ DomL ÄÏ�ÕÓËÁÀÔÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÇÌÁÄËÕÀ ÓÒÅÚËÕ, Á ÕÓÌÏ×ÉÑ ÓÏÌÅÎÏÉÄÁÌØÎÏÓÔÉ (0.6) �ÒÉÕÍÎÏÖÅÎÉÉ ÎÁ ÓÒÅÚËÕ ÎÁÒÕÛÁÀÔÓÑ, �ÏÜÔÏÍÕ Ó Ï�ÅÒÁÔÏÒÏÍ L ÒÁÂÏÔÁÔØÕÄÏÂÎÅÅ.\óÉÌØÎÙÊ" Ï�ÅÒÁÔÏÒ Ls Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅÍ (0.7) ÎÁ ÏÂÌÁÓÔÉÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑDomLs =W 12 (
; �)⊕W 12 (
;C)⊕W 12 (
; �; �)⊕ �W 12 (
;C):ï�ÅÒÁÔÏÒ Ls, × ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ Ms, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÉÍ. íÙ �ÏËÁ-ÖÅÍ (ÓÍ. ÎÉÖÅ ÔÅÏÒÅÍÕ 1.1), ÞÔÏ × ÏÂÌÁÓÔÑÈ, ÌÏËÁÌØÎÏ (W 23 ∩ W 1

∞)-ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÎÙÈ ×Ù�ÕËÌÙÍ ÏÂÌÁÓÔÑÍ, �ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ (0.1) É (0.3) L =
Ls, É ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, M =Ms É ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ (0.4).0.3. ïÂÌÁÓÔÉ. ï�ÉÛÅÍ ËÌÁÓÓÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÈ ÏÂÌÁÓÔÅÊ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 0.4. ïÂÌÁÓÔØ � ⊂ R

n ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ó�Å�ÉÁÌØÎÏÊ ÌÉ�ÛÉ-�Å×ÏÊ ÏÂÌÁÓÔØÀ, ÅÓÌÉ� = {(x′; xn) ∈ R
n : xn > �(x′)};ÇÄÅ � : Rn−1 → R { ÌÉ�ÛÉ�Å×Á ÆÕÎË�ÉÑ,

|�(x′)− �(y′)| 6 K|x′ − y′| ∀ x′; y′ ∈ R
n−1;



òåçõìñòîïó�ø üìåë�òïíáçîé�îùè ðïìåê 59K { ËÏÎÓÔÁÎÔÁ ìÉ�ÛÉ�Á ÏÂÌÁÓÔÉ �.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 0.5. ïÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ 
 ⊂ Rn ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÂÌÁ-ÓÔØÀ Ó ÌÉ�ÛÉ�Å×ÏÊ ÇÒÁÎÉ�ÅÊ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ �
 ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÕÅÔ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ D ÔÏÞËÉ x É Ó�Å�ÉÁÌØÎÁÑ ÌÉ�ÛÉ�Å×Á ÏÂÌÁÓÔØ�, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ D ∩ 
 = D ∩ �.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 0.6. ðÕÓÔØ X(D;Rn) { ÎÅËÏÔÏÒÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÆÕÎ-Ë�ÉÊ, ÚÁÄÁÎÎÙÈ × ÏÂÌÁÓÔÉ D ⊂ Rn. âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ-ÎÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ 
 ⊂ R
n �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÌÁÓÓÕ C(X), ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊÔÏÞËÉ x ∈ �
 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U ÔÏÞËÉ x, ÂÉÅË�ÉÑ : U → Ũ ;  ∈ X(U);  −1 ∈ X(Ũ);É Ó�Å�ÉÁÌØÎÁÑ ÌÉ�ÛÉ�Å×Á ÏÂÌÁÓÔØ V , ÔÁËÉÅ ÞÔÏ  (U ∩
) = Ũ ∩ V ÉÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ũ ∩ V ×Ù�ÕËÌÏ.ñÓÎÏ, ÞÔÏ ×Ù�ÕËÌÙÅ ÏÂÌÁÓÔÉ É ÏÂÌÁÓÔÉ Ó ÇÒÁÎÉ�ÅÊ ËÌÁÓÓÁ X �ÒÉ-ÎÁÄÌÅÖÁÔ C(X).äÁÌÅÅ, �ÕÓÔØ 
 ⊂ Rn, x ∈ �
. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ BR(x) ÛÁÒ ÒÁÄÉÕÓÁ R Ó�ÅÎÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ x. ðÏÌÏÖÉÍR(x) = sup{R : ∃ z ∈ R

n ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ |x− z| = R; BR(z) ∩ 
 = ∅}{ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÒÁÄÉÕÓ ÛÁÒÁ, ËÏÔÏÒÙÍ ÍÏÖÎÏ ËÏÓÎÕÔØÓÑ ÔÏÞËÉ x ÓÎÁ-ÒÕÖÉ ÏÂÌÁÓÔÉ, ÅÓÌÉ ÔÁËÉÅ ÛÁÒÙ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ, É R(x) = 0, ÅÓÌÉ ÉÈ ÎÅÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 0.7. ïÂÌÁÓÔØ 
 ⊂ Rn ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ ×ÎÅÛ-ÎÅÇÏ ÛÁÒÁ (× ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ { õ÷û), ÅÓÌÉR(
) := infx∈�
R(x) > 0:ðÒÉÍÅÒÙ:
• ìÀÂÁÑ ×Ù�ÕËÌÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ 
 ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ õ÷û; �ÒÉ ÜÔÏÍR(
) = +∞.
• ìÀÂÁÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ Ó C2-ÇÌÁÄËÏÊ ÇÒÁÎÉ�ÅÊ ÕÄÏ×ÌÅ-Ô×ÏÒÑÅÔ õ÷û.
• õÇÏÌ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ, Ï�ÉÓÙ×ÁÅÍÙÊ × �ÏÌÑÒÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈÆÏÒÍÕÌÏÊ 
 = {(�; �) : � ∈ (�=2; 2�)} ÎÅ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ õ÷û,ÔÁË ËÁË R(0) = 0.ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ ×ÎÅÛÎÅÇÏ ÛÁÒÁ ÍÏÖÎÏ Ï�ÉÓÁÔØ × ÔÅÒÍÉÎÁÈÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×.



60 á. ðòïèïòï÷, î. æéìïîï÷�ÅÏÒÅÍÁ 0.8. äÌÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÏÂÌÁÓÔÅÊ Ó ÌÉ�ÛÉ�Å×ÏÊ ÇÒÁÎÉ�ÅÊõ÷û ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔÉ ËÌÁÓÓÕ C(C2).íÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÜÔÕ ÔÅÏÒÅÍÕ × §2.1.âÌÁÇÏÄÁÒÎÏÓÔÉ. á×ÔÏÒÙ ÂÌÁÇÏÄÁÒÑÔ á. é. îÁÚÁÒÏ×Á ÚÁ ÓÏÄÅÒÖÁ-ÔÅÌØÎÙÅ ËÏÍÍÅÎÔÁÒÉÉ Ë ÒÁÂÏÔÅ.
§1. òÅÇÕÌÑÒÎÏÓÔØ ÜÌÅËÔÒÏÍÁÇÎÉÔÎÙÈ �ÏÌÅÊ1.1. æÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ.�ÅÏÒÅÍÁ 1.1. ðÕÓÔØ 
 { ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ × R3, 
 ∈ C(W 23 ∩W 1

∞). ðÕÓÔØ ÍÁÔÒÉ�Ù-ÆÕÎË�ÉÉ ", � ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ (0.1)É (0.3). �ÏÇÄÁ \ÓÌÁÂÙÅ" Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ íÁËÓ×ÅÌÌÁ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ Ó \ÓÉÌØÎÙ-ÍÉ", L = Ls, M =Ms, ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (0.4) É Ï�ÅÎËÉ
‖E‖W 12 6 C‖E‖F (
;") ∀ E ∈ F (
; "; �);
‖H‖W 12 6 C‖H‖F (
;�) ∀ H ∈ F (
; �; �): (1.1)�ÅÍ ÓÁÍÙÍ, F -ÎÏÒÍÁ ÉW 12 -ÎÏÒÍÁ × ÜÔÉÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ ÜË×É×ÁÌÅÎÔ-ÎÙ.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1.2. ðÏÄ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ �ÏÄ�ÁÄÁÀÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ ÏÂÌÁ-ÓÔÉ Ó ÌÉ�ÛÉ�Å×ÏÊ ÇÒÁÎÉ�ÅÊ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÅ õ÷û (ÓÍ. ÔÅÏÒÅÍÕ 0.8).îÁÛ ËÌÁÓÓ C(W 23 ∩W 1

∞) ÛÉÒÅ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÏÂÌÁÓÔØ
 = {(x′; x3) ∈ R
3 : −|x′|3=2 < x3 < 1− |x′|3=2; |x′| < 1}ÎÅ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ õ÷û, ÔÁË ËÁË R(0) = 0, ÎÏ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ C(W 23 ∩W 1

∞); × ËÁÞÅÓÔ×Å  ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (x′; x3) → (x′; x3+|x′|3=2).úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1.3. õÓÌÏ×ÉÑ ÎÁ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ", � É ÇÒÁÎÉ�Õ �
 ÍÏÖ-ÎÏ ÎÅÍÎÏÇÏ ÒÁÓÛÉÒÉÔØ. ëÁË ÂÕÄÅÔ ×ÉÄÎÏ ÉÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á, ÏÔ ËÏÜÆ-ÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÏÔÒÅÂÏ×ÁÔØ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÑ (0.1) É ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏÕÓÌÏ×ÉÑ × ÄÕÈÅ ÔÅÏÒÉÉ ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÏÒÏ× (ÓÍ. [17℄): ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ �ÏÌÏ-ÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ Æ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ C(Æ), ÞÔÏ
∫
 |�js|2|u|2dx 6 Æ‖∇u‖2L2(
) + C(Æ)‖u‖2L2(
);u ∈W 12 (
); s = " ÉÌÉ �: (1.2)äÌÑ s ∈ W 13 (
) ÕÓÌÏ×ÉÅ (1.2) ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ (ÓÍ. ÎÉÖÅ ÌÅÍÍÕ 3.2). ïÔÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×  , ÌÏËÁÌØÎÏ �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÈ ÏÂÌÁÓÔØ 
 × ×Ù�ÕËÌÕÀ



òåçõìñòîïó�ø üìåë�òïíáçîé�îùè ðïìåê 61ÏÂÌÁÓÔØ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÏÔÒÅÂÏ×ÁÔØ  ∈ W 1
∞ É ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÑ ÕÓÌÏ×ÉÑ (1.2)ÄÌÑ s = ∇ .äÌÑ �ÒÏÓÔÏÔÙ ÍÙ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÌÉ É ÄÏËÁÖÅÍ ÔÅÏÒÅÍÕ 1.1 ÔÏÌØ-ËÏ ÄÌÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÏÂÌÁÓÔÅÊ. éÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÅÅ ÍÏÖ-ÎÏ ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÉÔØ ÎÁ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ ÏÂÌÁÓÔÉ �ÒÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊÍÏÄÉÆÉËÁ�ÉÉ ÕÓÌÏ×ÉÊ ÎÁ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ. ÷ÙÄÅÌÉÍ ÓÌÕÞÁÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁÓ �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ × ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍ �ÉÌÉÎÄÒÅ.�ÅÏÒÅÍÁ 1.4. ðÕÓÔØ 
 = U × R { �ÉÌÉÎÄÒ, U ⊂ R2 { ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑÏÂÌÁÓÔØ, U ∈ C(W 2p ), p > 2. ðÕÓÔØ ", � ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ (0.1), �Å-ÒÉÏÄÉÞÎÙ �Ï ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÀ ×ÄÏÌØ ÏÓÉ �ÉÌÉÎÄÒÁ Ó �ÅÒÉÏÄÏÍ a É "; � ∈W 13 (U × [0; a℄). �ÏÇÄÁ L = Ls, M = Ms É ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ(0.4) É (1.1).úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1.5. õÓÌÏ×ÉÑ ÎÁ ÇÒÁÎÉ�Õ ÏÂÌÁÓÔÉ ÒÁÓÛÉÒÉÌÉÓØ ÄÏ C(W 2p ),p > 2, �ÏÓËÏÌØËÕ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÔÏÌØËÏÏÔ Ä×ÕÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ; ÌÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ s = s(x1; x2), s ∈ W 1p (U),p > 2, ÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ (1.2) ÄÌÑ 
 = U × [0; a℄ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ.1.2. ëÏÍÍÅÎÔÁÒÉÉ. ï�ÅÒÁÔÏÒ íÁËÓ×ÅÌÌÁ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÔÁËÖÅ ÒÁÓ-ÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÈ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ, ÓÍ., ÎÁ�ÒÉ-ÍÅÒ, [7,23℄. ÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÅ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÔÏÌØËÏ ÓÌÕÞÁÊ ÏÂÌÁ-ÓÔÉ × R3.îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (1.1) �ÒÉ " = � = 1, ÚÁ�ÉÓÁÎÎÙÅ ÎÁ ÑÚÙËÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎ-�ÉÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍ, ÉÚ×ÅÓÔÎÙ ËÁË ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á çÁÆÆÎÉ-æÒÉÄÒÉÈÓÁ. ïÎÉÂÙÌÉ ÄÏËÁÚÁÎÙ (ÂÅÚ Ó×ÑÚÉ Ó Ï�ÅÒÁÔÏÒÏÍ íÁËÓ×ÅÌÌÁ) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏçÁÆÆÎÉ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÂÅÚ ËÒÁÑ [11℄ É æÒÉÄÒÉÈÓÏÍ × ÓÌÕÞÁÅ ÇÌÁÄ-ËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ Ó ËÒÁÅÍ [10℄. óÌÅÄÕÅÔ ÏÔÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÉÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×(1.1), �ÒÏ×ÅÒÅÎÎÙÈ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ �ÏÌÅÊ ÉÚ W 12 , ÎÅ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÓÏ×�ÁÄÅÎÉÅ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× (0.4): ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, × ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁÈ Ó ×ÈÏÄÑÝÉÍÉ ÒÅÂÒÁÍÉ(1.1) ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ �ÒÉ " = � = 1, Á (0.4) { ÎÅÔ.îÅ �ÒÅÔÅÎÄÕÑ ÎÁ �ÏÌÎÏÔÕ ÏÂÚÏÒÁ, �ÒÉ×ÅÄÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÅÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÄÌÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÏÂÌÁÓÔÅÊ. R. Leis × 1968 Ç. ÄÏËÁÚÁÌ [16℄ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (0.4) �ÒÉ �
 ∈ C3, "; � ∈ C5(
). J. Gobert × 1971 Ç. �ÏÌÕ-ÞÉÌ [12℄ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ (× ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ) �ÒÉ �
 ∈ C2, " = � = 1,Á C. Weber × 1981 Ç. [22℄ { �ÒÉ �
 ∈ C2, "; � ∈ C1(
) (ÓÍ. ÔÁËÖÅÓÌÅÄÕÀÝÉÊ �ÕÎËÔ). ÷ 1982 Ç. J. Saranen ÄÏËÁÚÁÌ [20℄ \ÜÌÅËÔÒÉÞÅÓËÏÅ"ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (0.4) ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ×Ù�ÕËÌÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ 
 ⊂ R3 �ÒÉ " ∈ Lip(
).\íÁÇÎÉÔÎÏÅ" ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (0.4) ÄÌÑ ×Ù�ÕËÌÙÈ ÏÂÌÁÓÔÅÊ ÂÙÌÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅ-ÎÏ F. Kikuhi É S. Kaizu [14℄ × 1986 Ç. �ÒÉ � = 1. M. Mitrea × 2001



62 á. ðòïèïòï÷, î. æéìïîï÷Ç. ÕÓÔÁÎÏ×ÉÌ (0.4) ÄÌÑ ÌÉ�ÛÉ�Å×ÙÈ ÏÂÌÁÓÔÅÊ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ õ÷û,�ÒÉ " = � = 1 [18℄. ÷ ÎÅÄÁ×ÎÅÊ ÒÁÂÏÔÅ [1℄ G. Alberti É Y. CapdebosqÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÌÉ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÓÔØ ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙíÁËÓ×ÅÌÌÁ Ó ÎÅÓÁÍÏÓÏ�ÒÑ-ÖÅÎÎÙÍÉ " É �. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÎÉ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÌÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (0.4) × ÏÇÒÁ-ÎÉÞÅÎÎÙÈ ÏÂÌÁÓÔÑÈ Ó C2;1-ÇÌÁÄËÏÊ ÇÒÁÎÉ�ÅÊ �ÒÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÈÎÁ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ:"+ "∗ > "01 > 0; �+ �∗
> �01 > 0; "; � ∈W 1p (
); p > 3:�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ \ÜÌÅËÔÒÉÞÅÓËÉÊ" ÓÌÕÞÁÊ ÔÅÏÒÅ-ÍÙ 1.1 ÂÙÌ ÉÚ×ÅÓÔÅÎ. îÁÏÂÏÒÏÔ, \ÍÁÇÎÉÔÎÙÊ" ÓÌÕÞÁÊ ÄÌÑ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× � × ×Ù�ÕËÌÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÒÁÚÏÂÒÁÎ ÎÅ ÂÙÌ. äÌÑ ÕÄÏÂÓÔ×ÁÍÙ �ÒÉ×ÅÄÅÍ ÅÄÉÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÏÂÏÉÈ ÓÌÕÞÁÅ×.ïÔÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÁËÔÉ×ÎÏ ÉÚÕÞÁÌÓÑ ×Ï�ÒÏÓ Ï ËÏÍ�ÁËÔÎÏÓÔÉ ×ÌÏ-ÖÅÎÉÊ F (
; "; �) ⊂ L2(
) É F (
; �; �) ⊂ L2(
):�ÏÇÄÁ ÒÁÂÏÔÁÅÔ ÆÒÅÄÇÏÌØÍÏ×Á ÔÅÏÒÉÑ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀ-ÝÉÈ ÚÁÄÁÞ, É Ó�ÅËÔÒÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× ÄÉÓËÒÅÔÎÙ. åÓÌÉ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ (0.4), ÔÏ ×ÌÏÖÅÎÉÑ, ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ËÏÍ�ÁËÔÎÙ. îÏ ËÏÍ�ÁËÔ-ÎÏÓÔØ ÜÔÉÈ ×ÌÏÖÅÎÉÊ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÕÖÅ ÎÁ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÌÉ�ÛÉ�Å×ÙÈÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÈ Ó ËÒÁÅÍ (ÓÍ. [19℄ É �ÉÔÉÒÕÅÍÕÀ ÔÁÍ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÕ).1.3. òÅÚÕÌØÔÁÔ × ÇÌÁÄËÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ. ÷ ÜÔÏÍ �ÕÎËÔÅ ÍÙ ÓÌÅÄÕÅÍÒÁÂÏÔÁÍ [2, 4℄. ÷×ÅÄÅÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÇÒÁÄÉÅÎÔÏ× ÒÅÛÅÎÉÊ ÓËÁÌÑÒÎÙÈÜÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÉÈ ÚÁÄÁÞE(
; "; �) = {∇' : ' ∈ �W 12 (
); div("∇') ∈ L2(
)};E(
; �; �) = {∇� : � ∈W 12 (
); div(�∇�) ∈ L2(
); (�∇�)� |�
 = 0}:üÔÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍÉ F (
; "; �) É F (
; �; �)ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. äÌÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÏÂÌÁÓÔÅÊ Ó ÌÉ�ÛÉ�Å×ÏÊ ÇÒÁÎÉ�ÅÊÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅF (
; "; �) =W 12 (
; �) +E(
; "; �): (1.3)÷ [2℄ ÏÎÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ �ÒÉ " = 1, ÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï �ÒÏÈÏÄÉÔ ÂÅÚ ÉÚÍÅÎÅ-ÎÉÊ ÄÌÑ " ∈ W 13 (
).áÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÄÌÑ ÍÁÇÎÉÔÎÙÈ �ÏÌÅÊF (
; �; �) =W 12 (
; �; �) +E(
; �; �) (1.4)×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅ ×ÓÅÇÄÁ. ÷ [3℄ ÏÎÏ �ÏËÁÚÁÎÏ �ÒÉ � ∈ C1(
) ÄÌÑ \ÏÂÌÁÓÔÅÊÓ ÒÅÂÒÁÍÉ É ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ"; ÔÏÞÎÏÅ Ï�ÉÓÁÎÉÅ ËÌÁÓÓÁ ÏÂÌÁÓÔÅÊ ÓÍ. × [3℄; ÏÎ



òåçõìñòîïó�ø üìåë�òïíáçîé�îùè ðïìåê 63×ËÌÀÞÁÅÔ × ÓÅÂÑ ×ÓÅ ÏÂÌÁÓÔÉ, C2-ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÎÙÅ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁÍ. ÷ÒÁÂÏÔÅ [9℄ (1.4) ÂÙÌÏ �ÏËÁÚÁÎÏ × ÓÌÕÞÁÅ �
 ∈ C3=2+�, � > 0, � ∈W 13 (
).�ÁÍ ÖÅ ÂÙÌÁ �ÏÓÔÒÏÅÎÁ ÏÂÌÁÓÔØ 
 Ó ÇÒÁÎÉ�ÅÊ ËÌÁÓÓÁ C3=2, × ËÏÔÏÒÏÊÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (1.4) ÎÅ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ (�ÒÉ � = 1). ïÔÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (1.3), (1.4) ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÄÌÑ \ÏÂÌÁÓÔÅÊ Ó ÜËÒÁÎÁÍÉ" [5, 8℄.åÓÌÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (1.3) (ÓÏÏÔ×. (1.4)), ÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ÏÓÏ-ÂÅÎÎÏÓÔÉ ÆÕÎË�ÉÊ ÉÚ ËÌÁÓÓÁ F (
; "; �) (ÓÏÏÔ×. F (
; �; �)) Ó×ÏÄÑÔÓÑ ËÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÑÍ ÆÕÎË�ÉÊ ÉÚ E(
; "; �) (ÓÏÏÔ×. E(
; �; �)), ÔÏ ÅÓÔØ ÇÒÁÄÉ-ÅÎÔÏ× ÒÅÛÅÎÉÊ ÚÁÄÁÞÉ äÉÒÉÈÌÅ (ÓÏÏÔ×. îÅÊÍÁÎÁ) ÄÌÑ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÜÌ-ÌÉ�ÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ×ÔÏÒÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ Ó �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔØÀ ÉÚ L2(
).óËÁÌÑÒÎÙÅ ÜÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ÈÏÒÏÛÏ ÉÚÕÞÅÎÙ. óÉÌØÎÁÑ ÒÁÚÒÅÛÉ-ÍÏÓÔØ ÉÚ×ÅÓÔÎÁ É ÄÌÑ ÇÌÁÄËÉÈ ÏÂÌÁÓÔÅÊ, É ÄÌÑ ×Ù�ÕËÌÙÈ, É ÂÏÌÅÅ ÏÂ-ÝÏ, ÄÌÑ ÏÂÌÁÓÔÅÊ ËÌÁÓÓÁ C(W 23 ∩W 1
∞) × ÎÁÛÅÊ ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÉ (ÓÍ. [15℄É [13℄)1. éÚ ÓÉÌØÎÏÊ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ ÓËÁÌÑÒÎÙÈ ÚÁÄÁÞ ÓÌÅÄÕÀÔ ×ËÌÀÞÅ-ÎÉÑ E(
; "; �) ⊂W 12 (
; �) É E(
; �; �) ⊂ W 12 (
; �; �)�ÒÉ "; � ∈ W 13 (
). éÚ ÜÔÉÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ×, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ×ÙÔÅËÁÅÔ�ÅÏÒÅÍÁ 1.6. ðÕÓÔØ 
 ⊂ R3 { ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ, �
 ∈ C2, "; � ∈W 13 (
) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ (0.1). �ÏÇÄÁ ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (0.4) ÉÏ�ÅÎËÉ (1.1).1.4. ðÌÁÎ ÒÁÂÏÔÙ. ðÒÉ �ÏÍÏÝÉ ÌÏËÁÌÉÚÁ�ÉÉ É ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÈ ÄÉÆ-ÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÍÙ Ó×ÏÄÉÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 1.1 Ë ÓÌÕÞÁÀ Ó�Å-�ÉÁÌØÎÏÊ ÌÉ�ÛÉ�Å×ÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ. ÷ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÉ ÜÔÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ ÍÙ ÓÌÅ-ÄÕÅÍ ÉÄÅÏÌÏÇÉÉ ÓÔÁÔØÉ [18℄: ÍÏÄÅÌØÎÙÅ ÏÂÌÁÓÔÉ �ÒÉÂÌÉÖÁÀÔÓÑ ÇÌÁÄ-ËÉÍÉ (§2), × ÇÌÁÄËÉÈ ÏÂÌÁÓÔÑÈ ÄÏËÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÙÅ Á�ÒÉÏÒÎÙÅÏ�ÅÎËÉ (§4), ÇÄÅ ËÌÀÞÅ×ÕÀ ÒÏÌØ ÉÇÒÁÅÔ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ÌÅÍÍÁ 3.1 (§3).ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÁÍ ÎÅÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ Ï�ÅÎËÉ (1.1), ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÎÏÊ × ÔÅÏÒÅ-ÍÅ 1.6 ÄÌÑ ÇÌÁÄËÉÈ ÏÂÌÁÓÔÅÊ. îÕÖÎÁ Ï�ÅÎËÁ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÁÑ �Ï ÎÏÍÅÒÕÇÌÁÄËÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ, �ÒÉÂÌÉÖÁÀÝÅÊ ×Ù�ÕËÌÕÀ ÎÅÇÌÁÄËÕÀ ÏÂÌÁÓÔØ. îÁËÏ-ÎÅ�, × §5 ÉÚ Á�ÒÉÏÒÎÙÈ Ï�ÅÎÏË ×Ù×ÏÄÉÔÓÑ ÔÅÏÒÅÍÁ 1.1.

§2. ëÌÁÓÓÙ ÏÂÌÁÓÔÅÊ2.1. ïÂÌÁÓÔÉ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÀ ×ÎÅÛÎÅÇÏ ÛÁÒÁ.1óÏÂÓÔ×ÅÎÎÏ, ÁÎÁÌÏÇÉÑ ÓÏ ÓËÁÌÑÒÎÙÍÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ ×ÔÏÒÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ É ÓÔÉÍÕ-ÌÉÒÏ×ÁÌÁ ÎÁÛÕ Õ×ÅÒÅÎÎÏÓÔØ × ÔÏÍ, ÞÔÏ × ×Ù�ÕËÌÙÈ ÏÂÌÁÓÔÑÈ \ÓÌÁÂÙÊ" Ï�ÅÒÁÔÏÒíÁËÓ×ÅÌÌÁ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó \ÓÉÌØÎÙÍ".



64 á. ðòïèïòï÷, î. æéìïîï÷ìÅÍÍÁ 2.1. ðÕÓÔØ 
 { Ó�Å�ÉÁÌØÎÁÑ ÌÉ�ÛÉ�Å×Á ÏÂÌÁÓÔØ,
 = {(x′; xn) ∈ R
n : xn > �(x′)}; (2.1)

|�(x′1)− �(x′2)| 6 K|x′1 − x′2| ∀ x′1; x′2 ∈ R
n−1: (2.2)åÓÌÉ 
 ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ õ÷û ÎÁ ÕÞÁÓÔËÅ ÇÒÁÎÉ�Ù �
 ∩ {x = (x′; xn) :

|x′| < �}, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ �0, C0, ÔÁËÉÅÞÔÏ �(y + z) + �(y − z)− 2�(y) > −C0|z|2
∀ y ∈ R

n−1 : |y| < �; ∀ z ∈ R
n−1 : |z| < �0: (2.3)äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. æÉËÓÉÒÕÅÍ y ∈ R

n−1, |y| < �. ðÕÓÔØ (p; q) { �ÅÎÔÒÛÁÒÁ ÒÁÄÉÕÓÁ R = R(
), ËÁÓÁÀÝÅÇÏÓÑ ÓÎÁÒÕÖÉ ÏÂÌÁÓÔÉ 
 × ÔÏÞËÅ(y; �(y)),
|y − p|2 + (�(y) − q)2 = R2: (2.4)üÔÏÔ ×ÎÅÛÎÉÊ ÛÁÒ ÌÅÖÉÔ ×ÎÅ ËÏÎÕÓÁ

{(x′; xn) ∈ R
n : xn > �(y) +K|x′ − y|}:óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, |y−p|�(y)−q 6 K É�(y)− q >

R√1 +K2 : (2.5)äÁÌÅÅ,�(y + z)− q >
√R2 − |y + z − p|2=√R2 − |y − p|2(1− 2〈z; y − p〉R2 − |y − p|2 − z2R2 − |y − p|2)1=2 :õÞÉÔÙ×ÁÑ (2.4) É ÆÏÒÍÕÌÕ �ÅÊÌÏÒÁ

√1 + � = 1+ �2 − �28 +O(�3); � → 0;�ÏÌÕÞÁÅÍ �(y + z)− q > �(y)− q − 〈z; y − p〉�(y) − q − z22(�(y)− q)
− 〈z; y − p〉22(�(y)− q)3 +O(|z|3); z → 0: (2.6)
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∣∣2〈z; y − p〉+ z2∣∣(�(y) − q)2 6

12 �ÒÉ |z| 6 �;× ÓÉÌÕ (2.5) ÔÁËÏÅ � ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÝÉÍ ÏÔ y. ðÒÉ ÔÁËÏÍ×ÙÂÏÒÅ �ÏÓÔÏÑÎÎÁÑ × ÚÎÁËÅ O × ÆÏÒÍÕÌÅ (2.6) ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÁ �Ï y ∈ Rn−1,
|y| < �. óËÌÁÄÙ×ÁÑ ÆÏÒÍÕÌÙ (2.6) ÄÌÑ ×ÅËÔÏÒÏ× z É −z, �ÏÌÕÞÉÍ�(y + z) + �(y − z)− 2�(y) > − z2�(y)− q − 〈z; y − p〉2(�(y)− q)3 +O(|z|3)

> −C0|z|2 �ÒÉ |z| 6 �0�ÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÏÍ �0. �ìÅÍÍÁ 2.2. ðÕÓÔØ 
 ⊂ Rn { ÏÂÌÁÓÔØ, 0 ∈ �
,B̂ = {(x′; xn) ∈ R
n : |x′|2 + |xn −R|2 < R2} ⊂ B1(0);É B̂ ∩ 
 = ∅. ðÕÓÔØ  : B1(0) → U { C2-ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ. �ÏÇÄÁ ×ÍÎÏÖÅÓÔ×Å U ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÛÁÒ B̃ ÒÁÄÉÕÓÁ a, ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÊÓÑ Ó (
 ∩B1(0)). ðÒÉ ÜÔÏÍ  (0) ∈ �B̃, Á ÒÁÄÉÕÓ a ÚÁ×ÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ RÉ ÏÔ ‖ −1‖C2(U).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÎÏ×ÙÅ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ y= (x), x= −1(y).îÅ ÕÍÁÌÑÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏx(0) = 0; �xn�yi (0) = 0; i = 1; : : : ; n− 1; �xn�yn (0) > 0: (2.7)ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ �ÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÏÍ a ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ(yn − a)2 + |y′|2 < a2 ⇒ (xn −R)2 + |x′|2 < R2: (2.8)ðÏÓËÏÌØËÕ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ  −1 ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ × ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÅU , É ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ (2.7), ÉÍÅÅÍ

|x| 6 1|y| É xn > yn − 2|y|2;  > 0:ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ ÜÔÉ Ï�ÅÎËÉ × (2.8), �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÎÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÓÔÁÎÏ-×ÉÔØ ÉÍ�ÌÉËÁ�ÉÀ
|y|2 < 2ayn ⇒ −2Ryn + (2R2 + 21)|y|2 < 0:üÔÏ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ �ÒÉ a < R2R2 + 21 . �



66 á. ðòïèïòï÷, î. æéìïîï÷äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 0.8. ðÕÓÔØ 
 { ÌÉ�ÛÉ�Å×Á ÏÂÌÁÓÔØ, ÕÄÏ-×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÁÑ õ÷û, x0 ∈ �
. ðÕÓÔØ D É � { ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ x0É Ó�Å�ÉÁÌØÎÁÑ ÌÉ�ÛÉ�Å×Á ÏÂÌÁÓÔØ ÉÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 0.5 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.îÅ ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ x0 = 0, D = B2�(0).ðÏ ÌÅÍÍÅ 2.1 ÆÕÎË�ÉÑ �, Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÝÁÑ �, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ (2.3) Ó ÎÅËÏ-ÔÏÒÙÍÉ C0 É �0. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ C2-ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ  : Rn → Rn, : (x′; xn) 7→ (y′; yn) = (x′; xn + �(x′));ÇÄÅ � { ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ x′, �(x′) = C0|x′|2 �ÒÉ |x′| < �, É ÕÄÏ×ÌÅÔ×Ï-ÒÑÀÝÁÑ ÕÓÌÏ×ÉÀ ìÉ�ÛÉ�Á ÎÁ ×ÓÅÍ Rn−1. ïÂÌÁÓÔØ  (�) { Ó�Å�ÉÁÌØÎÁÑÌÉ�ÛÉ�Å×Á ÏÂÌÁÓÔØ, ËÏÔÏÒÁÑ Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÅÊ �̃, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀ-ÝÅÊ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ�̃(y′ + z) + �̃(y′ − z)− 2�̃(y′) > 0
∀ y′ ∈ R

n−1 : |y′| < �; ∀ z ∈ R
n−1 : |z| < �0:�ÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï  (�)∩Br(0), r < �, ×Ù�ÕËÌÏ, É × ËÁÞÅÓÔ×Å V ÉU ÉÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 0.6 ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ  (�) É  −1(Br(0))�ÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÏÍ r. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, 
 ∈ C(C2).õÓÔÁÎÏ×ÉÍ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ×ËÌÀÞÅÎÉÅ. ðÏÓËÏÌØËÕ ×Ù�ÕËÌÙÅ ÏÂÌÁÓÔÉ ÕÄÏ-×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ õ÷û, ÉÚ ÌÅÍÍÙ 2.2 ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÏÂÌÁÓÔÉ ËÌÁÓÓÁ

C(C2) × ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÇÒÁÎÉ�Ù ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÎÅÛÎÉÊ ÛÁÒ, É ÅÇÏ ÒÁÄÉ-ÕÓ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÝÉÍ ÏÔ ÔÏÞËÉ. �úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2.3. æÁËÔÉÞÅÓËÉ ÍÙ ÔÁËÖÅ �ÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓ ÏÂÌÁÓÔÅÊÓ ÌÉ�ÛÉ�Å×ÏÊ ÇÒÁÎÉ�ÅÊ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ õ÷û, ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó C(C∞).2.2. ðÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅ ×Ù�ÕËÌÙÈ ÏÂÌÁÓÔÅÊ ÇÌÁÄËÉÍÉ.�ÅÏÒÅÍÁ 2.4. ðÕÓÔØ 
 ⊂ Rn { Ó�Å�ÉÁÌØÎÁÑ ÌÉ�ÛÉ�Å×Á ÏÂÌÁÓÔØ (2.1),(2.2), É ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï 
 ∩ {x = (x′; xn) : |x′| < 2�}×Ù�ÕËÌÏ. �ÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ×ÌÏÖÅÎÎÙÈ Ó�Å�ÉÁÌØÎÙÈ ÌÉ�-ÛÉ�Å×ÙÈ ÏÂÌÁÓÔÅÊ {
�}�∈(0;1) ËÌÁÓÓÁ C∞, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ1) ïÂÌÁÓÔÉ 
� Ï�ÉÓÙ×ÁÀÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ
� = {(x′; xn) ∈ R
n : xn > ��(x′)}; (2.9)�ÒÉÞÅÍ

|��(x′1)− ��(x′2)| 6 K|x′1 − x′2| ∀ x′1; x′2;⋃�∈(0;1)
� = 
, É ÏÂÌÁÓÔÉ 
� ∩ {x = (x′; xn) : |x′| < �} { ×Ù�ÕËÌÙÅ.



òåçõìñòîïó�ø üìåë�òïíáçîé�îùè ðïìåê 672) óÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑP� :W 12 (
�) →W 12 (Rn); ‖P�‖ 6 C1;�ÒÉÞÅÍ ‖∇(P�u)‖L2(Rn) 6 C1‖∇u‖L2(
�) �ÒÉ ×ÓÅÈ u ∈W 12 (
�).3) ðÒÉ n > 2
‖u‖L 2nn−2 (
�) 6 C2‖∇u‖L2(
�) ∀ u ∈W 12 (
�):ëÏÎÓÔÁÎÔÙ C1; C2 ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ �.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2.5. �ÅÏÒÅÍÁ 2.4 ÚÁÉÍÓÔ×Ï×ÁÎÁ ÉÚ [18℄, ÇÄÅ �ÏÌÕÞÅÎ Å£ÁÎÁÌÏÇ × ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ Ó�Å�ÉÁÌØÎÏÊ ÌÉ�ÛÉ�Å×ÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ, ÕÄÏ-×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÊ õ÷û. îÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÓÌÕÞÁÑ ×Ù�ÕËÌÙÈ ÏÂÌÁÓÔÅÊ. äÌÑ�ÏÌÎÏÔÙ ÉÚÌÏÖÅÎÉÑ ÍÙ �ÒÉ×ÏÄÉÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ! ∈ C∞0 (Rn−1); supp! ⊂ B�(0); !(x′) > 0; ∫

Rn−1 !(x′) dx′ = 1:æÕÎË�ÉÉ �� Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ËÁË ÕÓÒÅÄÎÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ �, ÓÄ×ÉÎÕÔÙÅ ÎÁ ËÏÎ-ÓÔÁÎÔÕ: ��(x′) =M�+ ∫

Rn−1 !(z′)'(x′ − �z′) dz′; (2.10)ÇÄÅ M > K ∫

Rn−1 !(z′)|z′| dz′. �ÏÇÄÁ���(x′)�� =M −
∫

Rn−1 !(z′)〈z′;∇'(x′ − �z′)〉dz′
> M −K ∫

Rn−1 !(z′)|z′| dz′ > 0: (2.11)ïÂÌÁÓÔÉ 
� Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (2.9).1) ñÓÎÏ, ÞÔÏ
|��(x′1)− ��(x′2)| = ∣∣∣∣∣∣ ∫

Rn−1 !(z′) (�(x′1 − �z′)− �(x′2 − �z′)) dz′∣∣∣∣∣∣
6 K|x′1 − x′2|: (2.12)



68 á. ðòïèïòï÷, î. æéìïîï÷éÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ (2.10) ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ��(x′ + y′) + ��(x′ − y′)− 2��(x′)= ∫

Rn−1 !(z′) (�(x′ + y′−�z′)+�(x′−y′−�z′)−2�(x′−�z′)) dz′>0�ÒÉ ×ÓÅÈ x′; y′, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ x′ ± y′ ∈ B�, ÔÏ ÅÓÔØ ÆÕÎË�ÉÉ �� ×Ù�ÕËÌÙÅ× B�.éÚ (2.11) É ÓÔÒÅÍÌÅÎÉÑ ��(x′)−→�→0 �(x′) ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÂÌÁÓÔÉ 
�×ÌÏÖÅÎÙ ÄÒÕÇ × ÄÒÕÇÁ É ×ÍÅÓÔÅ ÉÓÞÅÒ�Ù×ÁÀÔ 
, ⋃�∈(0;1)
� = 
.2) èÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ (ÓÍ. [21℄), ÞÔÏ ÄÌÑ Ó�Å�ÉÁÌØÎÙÈ ÌÉ�ÛÉ�Å×ÙÈÏÂÌÁÓÔÅÊ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ Ï�ÅÒÁÔÏÒ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ P� : W 12 (
�) → W 12 (Rn),
‖P�‖6C1, �ÒÉÞÅÍ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ Ï�ÅÎËÁ ‖∇(P�u)‖L2(Rn)6C1‖∇u‖L2(
�),É �ÏÓÔÏÑÎÎÁÑ C1 ÚÁ×ÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ ìÉ�ÛÉ�Á ÏÂÌÁÓÔÉ 
�.ïÓÔÁÅÔÓÑ ÓÏÓÌÁÔØÓÑ ÎÁ (2.12).3) ðÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ óÏÂÏÌÅ×Á ÉÍÅÅÍ
‖u‖L 2nn−2 (
�) 6 ‖P�u‖L 2nn−2 (Rn) 6 C‖∇(P�u)‖L2(Rn)

6 CC1‖∇u‖L2(
�) ∀ u ∈W 12 (
�):�
§3. ÷Ó�ÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ3.1. áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ÌÅÍÍÁ.ìÅÍÍÁ 3.1. ðÕÓÔØ B { ÓÁÍÏÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÁÑ (3× 3)-ÍÁÔÒÉ�Á,0 < �01 6 B 6 �11 ;U { �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ (3× 3)-ÍÁÔÒÉ�Á. �ÏÇÄÁtr(BUBU) + �21 (tr(UU∗)− tr(UU)) > �20 tr(UU∗): (3.1)äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. íÁÔÒÉ�Á B ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÔÓÑ, B = O�O∗, ÇÄÅ O {ÕÎÉÔÁÒÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á,� = diag(�1; �2; �3); �1 > �1 > �2 > �3 > �0:ðÏÌÏÖÉÍ W = O∗UO. �ÏÇÄÁ (3.1) ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õtr(�W�W ) + �21 (tr(WW ∗)− tr(WW )) > �20 tr(WW ∗)ÉÌÉ ∑i;j (�i�jwijwji + �21(wijwij − wijwji)) > �20∑i;j wijwij :



òåçõìñòîïó�ø üìåë�òïíáçîé�îùè ðïìåê 69ðÏÓËÏÌØËÕ �i > �0, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ Ó i 6= j. óÏ-ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï \ÒÁÓ�ÁÄÁÅÔÓÑ" ÎÁ ÔÒÉ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÎÅÒÁ-×ÅÎÓÔ×Á:�1�2(w12w21 + w21w12) + �21 (|w12|2 + |w21|2 − w12w21 − w21w12)
> �20 (|w12|2 + |w21|2) (3.2)É ÔÁËÉÅ ÖÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÄÌÑ �ÁÒ ÚÎÁÞËÏ× {1; 3} É {2; 3}. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÌÅ×ÁÑÞÁÓÔØ (3.2) Ï�ÅÎÉ×ÁÅÔÓÑ ÓÎÉÚÕ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:�21 (|w12|2 + |w21|2)− 2(�21 − �1�2) Re(w12w21)

> �21 (|w12|2 + |w21|2)− (�21 − �1�2) (|w12|2 + |w21|2)
> �20 (|w12|2 + |w21|2) : �3.2. ï�ÅÎËÉ ÍÌÁÄÛÉÈ ÞÌÅÎÏ×.ìÅÍÍÁ 3.2. ðÕÓÔØ 
 ⊂ R3 { Ó�Å�ÉÁÌØÎÁÑ ÌÉ�ÛÉ�Å×Á ÏÂÌÁÓÔØ, 
 ∩

{x = (x′; xn) : |x′| < 2�} { ×Ù�ÕËÌÁÑ, 0 ∈ �
. ðÕÓÔØ v { ×ÅËÔÏÒ-ÆÕÎË�ÉÑ Ó ËÏÍ�ÁËÔÎÙÍ ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ, v ∈W 12 (
;R3), supp v ⊂ 
∩B�(0).ðÕÓÔØ s { ÓÁÍÏÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÁÑ (3×3)-ÍÁÔÒÉ�Á-ÆÕÎË�ÉÑ, s ∈ W 13 (
∩B�)É 0 < �01 6 s 6 �11 :ðÕÓÔØ Æ > 0. �ÏÇÄÁ
∫
�∩B� |�isjk |2|vl|2dx 6 Æ‖∇v‖2L2(
�) + C(Æ; �; s)‖v‖2L2(
�) (3.3)É ∫
�∩B� |sij�kslmvn�pvq | dx 6 Æ‖∇v‖2L2(
�) + C(Æ; �; s)‖v‖2L2(
�); (3.4)ÇÄÅ {
�} { �ÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ × ÔÅÏÒÅÍÅ 2.4 ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÏÂÌÁÓÔÅÊ, ÉÓÞÅÒ�Ù-×ÁÀÝÅÅ 
; �ÏÓÔÏÑÎÎÁÑ C(Æ; �; s) ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ � É ÏÔ v.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3.3. üÔÉ Ï�ÅÎËÉ ÈÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÙ. äÌÑ �ÏÌÎÏÔÙ ÉÚÌÏÖÅ-ÎÉÑ ÍÙ �ÒÉ×ÏÄÉÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ Æ0 > 0 ÆÕÎË�ÉÀ �isjk ∈ L3(
 ∩ B�)ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ �isjk = �1 + �2, ÇÄÅ �1 ∈ L∞(
 ∩ B�), �2 ∈L3(
 ∩B�), �ÒÉÞÅÍ ‖�2‖L3(
∩B�) 6 Æ0. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,

‖�isjkvl‖L2(
�) 6 ‖�1‖L∞(
∩B�)‖vl‖L2(
�) + Æ0‖vl‖L6(
�)
6 CÆ0‖∇vl‖L2(
�) + C(Æ0; �; s)‖vl‖L2(
�); (3.5)



70 á. ðòïèïòï÷, î. æéìïîï÷ÇÄÅ ÍÙ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌÉÓØ �ÕÎËÔÏÍ 3) ÔÅÏÒÅÍÙ 2.4. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, (3.3)ÄÏËÁÚÁÎÏ. äÁÌÅÅ, × ÓÉÌÕ (3.5)
∫
�∩B� |sij�kslmvn�pvq | dx 6 �1‖�kslmvn‖L2(
�)‖�pvq‖L2(
�)

6 �1 (CÆ0‖∇vn‖L2(
�) + C(Æ0; �; s)‖vn‖L2(
�)) ‖∇vq‖L2(
�);ÏÔËÕÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ (3.4). �éÚ ÌÅÍÍ 3.1 É 3.2 ×ÙÔÅËÁÅÔìÅÍÍÁ 3.4. ðÕÓÔØ 
 ⊂ R
3 { Ó�Å�ÉÁÌØÎÁÑ ÌÉ�ÛÉ�Å×Á ÏÂÌÁÓÔØ, ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï 
 ∩ {x = (x′; xn) : |x′| < 2�}×Ù�ÕËÌÏ, 0 ∈ �
. ðÕÓÔØ v { ×ÅËÔÏÒ-ÆÕÎË�ÉÑ Ó ËÏÍ�ÁËÔÎÙÍ ÎÏÓÉÔÅ-ÌÅÍ, v ∈ W 12 (
;R3); supp v ⊂ 
 ∩B�(0):ðÕÓÔØ s { ÓÁÍÏÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÁÑ (3×3)-ÍÁÔÒÉ�Á-ÆÕÎË�ÉÑ, s ∈ W 13 (
∩B�)É 0 < �01 6 s 6 �11 :�ÏÇÄÁ ∫
�∩B� (|∇(sv)|2 − | rot(sv)|2 + �21 | rot v|2) dx

>
�202 ∫
� |∇v|2dx− C(�; s) ∫
� |v|2dx;ÇÄÅ {
�} { �ÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ × ÔÅÏÒÅÍÅ 2.4 ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÏÂÌÁÓÔÅÊ, ÉÓÞÅÒ-�Ù×ÁÀÝÅÅ 
; �ÏÓÔÏÑÎÎÁÑ C(�; s) ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ v É �.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÍÅÅÍ

|∇v|2 = tr(UU∗); |∇v|2 − | rot v|2 = tr(UU); ÇÄÅ Ukj = �jvk:óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,
|∇(sv)|2 − | rot(sv)|2 + �21 | rot v|2 = tr(Ũ Ũ) + �21 (tr(UU∗)− tr(UU)) ;ÇÄÅ Ũij = �j(sikvk). ðÏÜÔÏÍÕ ÇÌÁ×ÎÙÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ × ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ (ËÏÇÄÁ×ÓÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ �ÁÄÁÀÔ ÎÁ v) Ï�ÅÎÉ×ÁÀÔÓÑ �Ï ÌÅÍÍÅ 3.1, �ÒÉÍÅÎÅÎÎÏÊ
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∫
�∩B� (tr(BUBU) + �21 (tr(UU∗)− tr(UU))) dx > �20 ∫
� |∇v|2dx:íÌÁÄÛÉÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ �Ï ÌÅÍÍÅ 3.2 ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÔ�202 ‖∇v‖2L2(
�) + C(�; s)‖v‖2L2(
�): �3.3. ðÌÏÔÎÏÓÔØ ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ. îÁÍ �ÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ �ÒÉÂÌÉÖÁÔØÆÕÎË�ÉÉ ÉÚ ËÌÁÓÓÁ óÏÂÏÌÅ×Á, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÍÕ ÉÌÉ ÎÏÒ-ÍÁÌØÎÏÍÕ ÇÒÁÎÉÞÎÏÍÕ ÕÓÌÏ×ÉÀ, ÇÌÁÄËÉÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ Ó ÔÅÍ ÖÅ ÇÒÁ-ÎÉÞÎÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ. äÌÑ ÕÄÏÂÓÔ×Á ÞÉÔÁÔÅÌÑ ÍÙ �ÒÉ×ÏÄÉÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ-ÓÔ×Ï ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÆÁËÔÁ.ìÅÍÍÁ 3.5. ðÕÓÔØ 
 ⊂ R3 { Ó�Å�ÉÁÌØÎÁÑ ÌÉ�ÛÉ�Å×Á ÏÂÌÁÓÔØ,
 = {x ∈ R

3 : x3 > �(x1; x2)};�ÒÉÞÅÍ � ∈ C3(R2), �(0) = 0. �ÏÇÄÁÁ) ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ u ∈ W 12 (
; �), suppu ⊂ B�, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÕÎË�ÉÊ uk ∈ W 12 (
; �) ∩ C2(
;R3); �ÒÉÞÅÍ suppuk ⊂ B�,uk W 12−→k→∞
u;Â) ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ u ∈ W 12 (
;1; �), suppu ⊂ B�, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÕÎË�ÉÊ uk ∈W 12 (
;1; �)∩C2(
;R3); �ÒÉÞÅÍ suppuk ⊂ B�,uk W 12−→k→∞
u.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÁÔÒÉ�Õ-ÆÕÎË�ÉÀM(x) =  1 0 �1�(x1; x2)0 1 �2�(x1; x2)

−�1�(x1; x2) −�2�(x1; x2) 1 

 :üÔÁ ÍÁÔÒÉ�Á ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÁ, detM=1+ |∇�|2 6= 0. ðÕÓÔØ u∈W 12 (
;C3),suppu ⊂ B�. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ v =Mu ∈W 12 (
;C3); supp v ⊂ B�. �ÏÇÄÁu� |�
 = 0⇔ v1|�
 = v2|�
 = 0;u� |�
 = 0 ⇔ v3|�
 = 0:



72 á. ðòïèïòï÷, î. æéìïîï÷òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÜÌÅËÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÓÌÕÞÁÊ, ÍÁÇÎÉÔÎÙÊ ÄÅÌÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ.íÙ ÍÏÖÅÍ �ÒÉÂÌÉÚÉÔØ v1; v2 Ó �ÏÍÏÝØÀ vk1 ; vk2 ∈ C∞0 (B�), v3 Ó �ÏÍÏ-ÝØÀ vk3 ∈ C2(
), supp v ⊂ B�. �ÏÇÄÁuk =M−1vk ∈W 12 (
; �) ∩ C2(
;R3); uk W 12−→k→∞
u: �

§4. á�ÒÉÏÒÎÙÅ Ï�ÅÎËÉ4.1. íÁÇÎÉÔÎÏÅ �ÏÌÅ.ìÅÍÍÁ 4.1. ðÕÓÔØ 
 ⊂ R3 { Ó�Å�ÉÁÌØÎÁÑ ÌÉ�ÛÉ�Å×Á ÏÂÌÁÓÔØ,
 = {x ∈ R
3 : x3 > �(x1; x2)};�ÒÉÞÅÍ � ∈ C3(R2). ðÕÓÔØ w ∈ W 12 (
), w� |�
 = 0. �ÏÇÄÁ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏÆÏÒÍÕÌÁ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ �Ï ÞÁÓÔÑÍ

∫
 (
| rotw|2 + | divw|2) dx = ∫
 |∇w|2dx+ ∫�
 〈Aw;w〉dS;ÇÄÅA(x1; x2; �(x1; x2)) = 1√1 + |∇�(x)|2  �21�(x) �1�2�(x) 0�1�2�(x) �22�(x) 00 0 0 (4.1){ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÷ÅÊÎÇÁÒÔÅÎÁ (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [6℄).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ 3.5 ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÇÌÁÄËÉÅw. éÍÅÅÍ∫
 (

|∇w|2 − | rotw|2) dx = ∫
 �jwk�kwj dx= −
∫
 wk�j�kwj dx+ ∫�
 �jwk�kwj dS= ∫
 | divw|2dx+ ∫�
 �jwk�kwj dS −

∫�
 �kwk�jwj dS; (4.2)ÇÄÅ �(x1; x2; �(x1; x2)) = 1√1 + |∇�(x)|2 �1�(x)�2�(x)
−1 
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. ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ 〈w; �〉|�
 = 0,�ÏÜÔÏÍÕ �ÏÓÌÅÄÎÅÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ × (4.2) ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ,wk�k(�jwj) = 0, ÔÁË ËÁË Ï�ÅÒÁÔÏÒ wk�k ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÌØËÏ × ËÁÓÁÔÅÌØ-ÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,
∫
 (

| rotw|2 + | divw|2 − |∇w|2) dx = ∫�
 �k�jwkwj dS:äÁÌÅÅ,�k� = 1√1 + |∇�|2 �k�1��2�−1+ �k( 1√1 + |∇�|2)�1��2�
−1 ;ÏÔËÕÄÁ, ÓÎÏ×Á ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÕÓÌÏ×ÉÅ 〈w; �〉|�
 = 0, �ÏÌÕÞÁÅÍ

〈w; �k�〉 = 1√1 + |∇�|2 〈w;�1�k��2�k�0 


〉É wkwj�k�j = 〈Aw;w〉. ��ÅÏÒÅÍÁ 4.2. ðÕÓÔØ 
 { Ó�Å�ÉÁÌØÎÁÑ ÌÉ�ÛÉ�Å×Á ÏÂÌÁÓÔØ,
 = {x ∈ R

3 : x3 > �(x1; x2)};ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï 
 ∩ {x ∈ R3 : √x21 + x22 < 2�} ×Ù�ÕËÌÏ, 
� = {x ∈ R3 :x3 > ��(x1; x2)} { �ÏÓÔÒÏÅÎÎÙÅ × ÔÅÏÒÅÍÅ 2.4 ÏÂÌÁÓÔÉ, ÉÓÞÅÒ�Ù×ÁÀ-ÝÉÅ 
. ðÕÓÔØ 0 ∈ �
, ÍÁÔÒÉ�Á-ÆÕÎË�ÉÑ � Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ × 
 ∩ B�(0) ÉÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ (0.1) É (0.3) × 
 ∩B�(0). �ÏÇÄÁ
‖v‖W 12 (
�) 6 C(�; �)‖v‖F (
�;�) ∀v ∈ W 12 (
�; �; �); supp v ⊂ B�;�ÏÓÔÏÑÎÎÁÑ C(�; �) ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ v É �.
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�; �; �), supp v ⊂ B�. ðÏ ÌÅÍÍÅ 4.1,�ÒÉÍÅÎÅÎÎÏÊ Ë ÏÂÌÁÓÔÉ 
� É ÆÕÎË�ÉÉ w = �v, ÉÍÅÅÍ
∫
� | div(�v)|2dx+ �21 ∫
� | rot v|2dx= ∫
� (|∇(�v)|2 − | rot(�v)|2 + �21| rot v|2) dx+ ∫�
� 〈A��v; �v〉dS =: I1 + I2;ÇÄÅ ÍÁÔÒÉ�Á A� Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (4.1) Ó ÚÁÍÅÎÏÊ � ÎÁ ��. ðÏÌÅÍÍÅ 3.4 I1 >

�202 ∫
� |∇v|2dx− C(�; �) ∫
� |v|2dx:ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ 2.4 D2�� > 0 �ÒÉ √x21 + x22 < �, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏ, I2 > 0. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,
∫
� | div(�v)|2dx+�21 ∫
� | rot v|2dx >

�202 ∫
� |∇v|2dx−C(�; �) ∫
� |v|2dx: �4.2. üÌÅËÔÒÉÞÅÓËÏÅ �ÏÌÅ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÍÅÎÎÏ × ÜÔÏÍ �ÕÎËÔÅ ÍÙÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁ s.ìÅÍÍÁ 4.3. ðÕÓÔØ 
 ⊂ R3 { ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ, �
 ∈ C2. ðÕÓÔØu ∈ C2(
;R3), s { (3×3)-ÍÁÔÒÉ�Á-ÆÕÎË�ÉÑ Ó ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎ-ÔÁÍÉ, s ∈W 13 (
). �ÏÇÄÁ∫
 (
| rot(su)|2 + | div(su)|2) dx = ∫
 |∇(su)|2dx+ ∫�
 K(x; u(x)) dS + I3;ÇÄÅ K(x; u(x)) = sjmskn(�k�jum − �j�kum)un; (4.3)�(x) { ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ×ÎÅÛÎÑÑ ÎÏÒÍÁÌØ Ë ÇÒÁÎÉ�Å �
, I3 { ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍ-ÂÉÎÁ�ÉÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ× ×ÉÄÁ

∫
 �isjk�lsmnupuqdx É ∫
 sij�kslmun�puqdx: (4.4)



òåçõìñòîïó�ø üìåë�òïíáçîé�îùè ðïìåê 75úÁÍÅÞÁÎÉÅ 4.4. ÷ ÜÔÏÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅÂÕË×ÏÊ I3 ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÒÁÚÎÙÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ× ×É-ÄÁ (4.4).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÍÅÅÍ
∫
 (

|∇(su)|2 − | rot(su)|2) dx = ∫
 �k(sjmum)�j(sknun)dx= ∫
 sjm�kumskn�jundx+ I3= −
∫
 sjm�j�kumsknundx+ ∫�
 sjm�kumskn�jundS + I3= ∫
 sjm�jum�k(sknun)dx+ ∫�
 sjm�kumskn�jundS

−
∫�
 sjm�k�jumsknundS + I3= ∫
 | div(su)|2dx−

∫�
 K(x; u(x)) dS + I3: �ìÅÍÍÁ 4.5. ðÕÓÔØ �
 ∈ C2, 0 ∈ �
, × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÕÌÑ ÏÂÌÁÓÔØ 
Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ x3 >  (x1; x2), �ÒÉÞÅÍ (0) = 0; ∇ (0) = 0; D2 (0) > 0:ðÕÓÔØ s { ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á, s > 0. ðÕÓÔØ u ∈C1(
;R3), u� |�
 = 0. �ÏÇÄÁK(0; u(0)) = sjmskn(�k(0)�jum(0)− �j(0)�kum(0))un(0) > 0:äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÍÅÅÍ�(x) = 1√1 + |∇ (x)|2 �1 (x)�2 (x)
−1 

 ;× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, �(0) =  00
−1 : (4.5)



76 á. ðòïèïòï÷, î. æéìïîï÷÷×ÅÄÅÍ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÁ�1(x) =  10�1 (x) ; �2(x) =  01�2 (x) :õÓÌÏ×ÉÅ u� |�
 = 0 �ÅÒÅ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ
〈u(x1; x2;  (x1; x2)); �j(x1; x2)〉 = 0; j = 1; 2; (4.6)× ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ u1(0) = u2(0) = 0: (4.7)ðÒÏÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×Á× (4.6) �Ï xi, i = 1; 2, × ÔÏÞËÅ 0, Ó ÕÞÅÔÏÍ ∇ (0) =0, �ÏÌÕÞÉÍ �iuj(0) = −u3(0)�i�j (0); i; j = 1; 2: (4.8)óÏÇÌÁÓÎÏ (4.5) É (4.7)K(0; u(0)) = −sjms33�jum(0)u3(0) + s3msk3�kum(0)u3(0):óÌÁÇÁÅÍÙÅ Ó m = 3 ÓÏËÒÁÝÁÀÔÓÑ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, �ÅÒ×ÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ Ój = 3 ÓÏËÒÁÝÁÅÔÓÑ ÓÏ ×ÔÏÒÙÍ ÓÌÁÇÁÅÍÙÍ Ó k = 3. ðÏÜÔÏÍÕK(0; u(0)) = ∑j;m=1;2 (sjms33 − s3msj3) �j�m (0)|u(0)|2;ÇÄÅ ÍÙ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌÉÓØ (4.8). îÅ ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉ-ÔÁÔØ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉ�Á (�j�m (0)) ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁ,(D2 (0)) = (�1 00 �2) ; �i > 0:óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,K(0; u(0)) = ∑j=1;2 (sjjs33 − s3jsj3)�j |u(0)|2 > 0;ÔÁË ËÁË ÍÁÔÒÉ�Á s �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ. ��ÅÏÒÅÍÁ 4.6. ðÕÓÔØ 
 { Ó�Å�ÉÁÌØÎÁÑ ÌÉ�ÛÉ�Å×Á ÏÂÌÁÓÔØ, 0 ∈ �
,ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï 
 ∩ {x ∈ R

3 :√x21 + x22 < 2�}×Ù�ÕËÌÏ, 
� = {x ∈ R3 : x3 > ��(x1; x2)} { �ÏÓÔÒÏÅÎÎÙÅ × ÔÅÏÒÅÍÅ 2.4ÏÂÌÁÓÔÉ, ÉÓÞÅÒ�Ù×ÁÀÝÉÅ 
. ðÕÓÔØ ÍÁÔÒÉ�Á-ÆÕÎË�ÉÑ " Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ×
 ∩B�(0) É ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ (0.1) É (0.3) × 
 ∩B�(0). �ÏÇÄÁ
‖u‖W 12 (
�) 6 C(�; ")‖u‖F (
�;") ∀u ∈ W 12 (
�; �); suppu ⊂ B�;



òåçõìñòîïó�ø üìåë�òïíáçîé�îùè ðïìåê 77�ÏÓÔÏÑÎÎÁÑ C(�; ") ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ v É �.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏ ÌÅÍÍÅ 3.5 ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÇÌÁÄËÉÅÆÕÎË�ÉÉ u. ðÏ ÌÅÍÍÅ 4.3
∫
� | div("u)|2dx+ "21 ∫
� | rotu|2dx=∫
� (|∇("u)|2 − | rot("u)|2 + "21| rotu|2) dx+ ∫�
� K(x; u(x)) dS + I3;ÇÄÅK(x; u(x)) Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ × (4.3), I3 { ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ××ÉÄÁ (4.4). ðÏ ÌÅÍÍÅ 3.4

∫
� (|∇("u)|2 − | rot("u)|2 + "21| rotu|2) dx
>
"202 ∫
� |∇u|2dx − C(�; ") ∫
� |u|2dx:ðÏ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÏÂÌÁÓÔÅÊ 
�, (D2��)(x) > 0 �ÒÉ√x21 + x22 < �. ðÒÉÍÅ-ÎÑÑ ÌÅÍÍÕ 4.5 É ÕÞÉÔÙ×ÁÑ, ÞÔÏ ÓÌÅÄ ÎÁ ÇÒÁÎÉ�Å ÏÔ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÒÅ-ÄÅÌÅÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù ÓÎÏ×Á �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎ, ÉÍÅÅÍ K(x; u(x)) >0 �ÒÉ �.×. x ∈ �
�. ðÏÜÔÏÍÕ

∫�
� K(x; u(x)) dS > 0:îÁËÏÎÅ�, �Ï ÌÅÍÍÅ 3.2
|I3| 6

"204 ∫
� |∇u|2dx+ C(�; ") ∫
� |u|2dx;ÏÔËÕÄÁ
∫
� (| div("u)|2 + "21| rotu|2) dx >

"204 ∫
� |∇u|2dx− C(�; ") ∫
� |u|2dx: �
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§5. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 1.15.1. óÌÕÞÁÊ Ó�Å�ÉÁÌØÎÏÊ ÌÉ�ÛÉ�Å×ÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ.ìÅÍÍÁ 5.1. ðÕÓÔØ {
k} { ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÂÌÁ-ÓÔÅÊ, 
k ⊂ 
k+1, ∪k
k = 
. ðÕÓÔØ ÄÁÎÙ ÆÕÎË�ÉÉ fk ∈ L2(
k),

‖fk‖L2(
k) 6 C0, É f ∈ L2(
), �ÒÉÞÅÍ fk|
m → f |
m ÓÌÁÂÏ × L2(
m) 2�ÒÉ ×ÓÅÈ m. �ÏÇÄÁ(fk; z)L2(
k) → (f; z)L2(
) ∀ z ∈ L2(
):äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ " > 0. ÷ÙÂÅÒÅÍ m ÔÁË, ÞÔÏÂÙ(C0 + ‖f‖L2(
)) ‖z‖L2(
\
m) 6 "=2:�ÏÇÄÁ �ÒÉ k > m
|(fk; z)L2(
k) − (f; z)L2(
)|
6 |(fk; z)L2(
m) − (f; z)L2(
m)|+(‖fk‖L2(
k)+‖f‖L2(
))‖z‖L2(
\
m)

6 |(fk; z)L2(
m) − (f; z)L2(
m)|+ "=2:ïÓÔÁÌÏÓØ ×ÙÂÒÁÔØ k ÔÁË, ÞÔÏÂÙ �ÅÒ×ÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ÂÙÌÏ ÍÅÎØÛÅ "=2. �îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ L É Ls ÚÁÄÁÎÙ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (0.7) ÎÁ ÏÂÌÁ-ÓÔÑÈ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ
D(
) := F (
; "; �)⊕W 12 (
;C)⊕ F (
; �; �)⊕ �W 12 (
;C):É
A(
) :=W 12 (
; �) ⊕W 12 (
;C)⊕W 12 (
; �; �)⊕ �W 12 (
;C):÷ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å D(
) ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ××ÅÓÔÉ ÎÏÒÍÕ ÇÒÁÆÉËÁ ‖X‖2D(
) =

‖LX‖2L2 + ‖X‖2L2, × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å A(
) { W 12 -ÎÏÒÍÕ.�ÅÏÒÅÍÁ 5.2. ðÕÓÔØ 
 ⊂ R3 { Ó�Å�ÉÁÌØÎÁÑ ÌÉ�ÛÉ�Å×Á ÏÂÌÁÓÔØ, ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï 
 ∩ {x ∈ R
3 :√x21 + x22 < 2�}2úÄÅÓØ É × ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÈ ÓÉÔÕÁ�ÉÑÈ × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ �ÏÄÒÁÚÕÍÅ×ÁÅÔÓÑ ÓÔÒÅÍÌÅÎÉÅ�Ï �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ k = m;m + 1; : : :
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. ðÕÓÔØ ÍÁÔÒÉ�Ù-ÆÕÎË�ÉÉ " É � ÚÁÄÁÎÙ × 
 ∩B2�(0)É ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÔÁÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ (0.1) É (0.3). ðÕÓÔØX = E'H� ∈ D(
); suppX ⊂ 
 ∩B�=2(0):�ÏÇÄÁ X ∈ A(
); ‖X‖W 12 6 C(�; "; �)(‖LX‖L2 + ‖X‖L2):úÁÍÅÞÁÎÉÅ 5.3. éÄÅÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÚÁÉÍÓÔ×Ï×ÁÎÁ ÉÚ[18℄.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ 
� { ÏÂÌÁÓÔÉ, �ÏÓÔÒÏÅÎÎÙÅ × ÔÅÏÒÅÍÅ 2.4.ðÏÌÏÖÉÍf� = ((L − iI)X)|
�∩B2� ; f� ∈ L2(
� ∩B2�;C8; "; �):ðÕÓÔØ L� { ÓÁÍÏÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ, ÚÁÄÁÎÎÙÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (0.7) ÎÁÏÂÌÁÓÔÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ D(
� ∩B2�). ï�ÒÅÄÅÌÉÍ X1;� = (L� − iI)−1f� ∈
D(
� ∩B2�). éÍÅÅÍ

‖X1;�‖D(
�∩B2�) = ‖f�‖L2(
�∩B2�) 6 ‖X‖D(
) ∀ � ∈ (0; 1):òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÏÌÅX2;� := X |
�∩B2� −X1;�; ‖X2;�‖D(
�∩B2�) 6 2‖X‖D(
):îÅ ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ X2;�k →�k→0X3 (ÓÍ. ÓÎÏ-ÓËÕ Ë ÌÅÍÍÅ 5.1) ÓÌÁÂÏ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅF (
�∩B2�; ")⊕W 12 (
�∩B2�;C)⊕F (
�∩B2�; �)⊕W 12 (
�∩B2�;C) (5.1)ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ � > 0, ÉX3 ∈ F (
 ∩B2�; ")⊕W 12 (
 ∩B2�;C)⊕ F (
 ∩B2�; �)⊕W 12 (
 ∩B2�;C):ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ �ÏÌÑX3 = E3'3H3�3
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∩B2�).äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, �ÕÓÔØ h ∈ L2(
 ∩ B2�;C3), roth ∈ L2(
 ∩ B2�;C3). ðÏÌÅÍÍÅ 5.1 ÉÍÅÅÍ (E3; roth)L2(
∩B2�) − (rotE3; h)L2(
∩B2�)= lim�k→0((E2;�k ; roth)L2(
�k∩B2�) − (rotE2;�k ; h)L2(
�k∩B2�))= lim�k→0((E; roth)L2(
�k∩B2�) − (rotE; h)L2(
�k∩B2�))= (E; roth)L2(
) − (rotE; h)L2(
) = 0;ÔÁË ËÁË �ÏÌÑX1;� ÉX ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ (E1;�)� ∣∣�(
�∩B2�) = 0 ÉE� |�
 = 0 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ, (E3)� |�(
∩B2�) = 0. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ (�H3)� |�(
∩B2�) = 0 É �3|�(
∩B2�) = 0. îÁËÏÎÅ�,((L�k − i)X1;�k )|
�∩B2� = f� �ÒÉ �k 6 �, ÏÔËÕÄÁ((L − i)X2;�k)|
�∩B2� = 0 �ÒÉ �k 6 �;ÇÄÅ L �ÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ËÁË ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ (0.7). óÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏ, (L − i)X3 = 0 × 
. ðÏÓËÏÌØËÕ X3 ∈ D(
), ÏÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔX3 = 0. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, X1;� ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë X ÓÌÁÂÏ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å (5.1)�ÒÉ ×ÓÅÈ � > 0.äÁÌÅÅ, ××ÅÄÅÍ ×ÅËÔÏÒ X� = ��X1;� ∈ D(
� ∩ B2�). úÄÅÓØ �� ∈C∞0 (R3); ��(x) = {1; x ∈ B�=20; x =∈ B� :îÁ ÇÒÁÎÉ�Å ÏÂÌÁÓÔÉ 
� ∩B2� ÆÕÎË�ÉÑ X� ÏÔÌÉÞÎÁ ÏÔ ÎÕÌÑ ÔÏÌØËÏ ÎÁ�
�. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 1.6 X� ∈ A(
�). óÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÁÍ 4.2 É 4.6
‖X�‖W 12 (
�) 6 C(�; "; �)‖X�‖D(
�) 6 C(�; "; �)‖X‖D(
):óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �k → 0 É �ÏÌÅ X0 ∈W 12 (
;C8), ÔÁËÉÅ ÞÔÏ X�k → X0 ÓÌÁÂÏ × W 12 (
� ;C8) (ÓÍ. ÓÎÏÓËÕ ËÌÅÍÍÅ 5.1) �ÒÉ ×ÓÅÈ � > 0; ‖X0‖W 12 (
) 6 C(�; "; �)‖X‖D(
). óÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏ, X = X0 ∈ A(
). �5.2. (W 23 ∩W 1

∞)-ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÙ.ìÅÍÍÁ 5.4. ðÕÓÔØ 
, 
̃ { ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ ÏÂÌÁÓÔÉ × R3,  : 
 → 
̃ {ÂÉÅË�ÉÑ, �ÒÉÞÅÍ ∈ W 23 ∩W 1
∞(
);  −1 ∈ W 23 ∩W 1

∞(
̃):



òåçõìñòîïó�ø üìåë�òïíáçîé�îùè ðïìåê 81ðÕÓÔØ ÆÕÎË�ÉÉ u É v Ó×ÑÚÁÎÙ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍuj(x) = �j k(x)vk( (x)); (5.2)s { ÍÁÔÒÉ�Á-ÆÕÎË�ÉÑ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ Jjk(x) = �j k(x); y =  (x): �ÏÇÄÁ�ÒÉ �.×. x ∈ 
 (rotx u)(x) = (| det J |(J−1)t roty v)(y);(divx(su))(x) = (| det J | divy ( J tsJv| det J |)) (y):äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÍÅÅÍ(rotx u)i = [∇x; u℄i = 〈ei; [J∇y; Jv℄〉= | det J |〈J−1ei; [∇y; v℄〉 = | det J |((J−1)t roty v)i:úÄÅÓØ × ÔÒÅÔØÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Å �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÏÔ J ÓÏËÒÁÝÁÀÔÓÑ, �ÏÓËÏÌØËÕ�xjJkmvm − �xkJjmvm = (�j�k m − �j�k m)vm = 0:éÓ�ÏÌØÚÕÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÄÉ×ÅÒÇÅÎ�ÉÉ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË-�ÉÊ, ÉÍÅÅÍ
∫
 divx(su)�dx = −

∫
 〈su;∇x�〉dx = −
∫
̃ 〈sJv; J∇y�〉| det J |−1dy=∫
̃ divy ( J tsJv| det J |) �dy=∫
 | det J | divy ( J tsJv| det J |) �dx; ∀�∈C∞0 (
;R):��ÅÏÒÅÍÁ 5.5. ðÕÓÔØ 
, 
̃ { ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ ÏÂÌÁÓÔÉ × R3,  : 
 → 
̃{ ÂÉÅË�ÉÑ, �ÒÉÞÅÍ ∈ W 23 ∩W 1

∞(
);  −1 ∈ W 23 ∩W 1
∞(
̃):ðÒÉ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÉ (5.2) �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï F (
; "; �) �ÅÒÅÈÏÄÉÔ × �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Ï F (
̃; "̃; �), F (
; �; �) { × F (
̃; �̃; �), W 12 (
; �) { × W 12 (
̃; �),W 12 (
; �; �) { × W 12 (
̃; �̃; �), ÇÄÅ ÍÁÔÒÉ�Ù-ÆÕÎË�ÉÉ"̃(y) = J t"(x)J

| det J | ; �̃(y) = J t�(x)J
| det J |ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ (0.1) É (0.3) ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ Ó " É �, y =  (x), Jjk(x) =�j k(x). ðÒÉ ÜÔÏÍ ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ Ï�ÅÎËÉ ÎÏÒÍ1‖u‖F (
;s) 6 ‖v‖F (
̃;s̃) 6 2‖u‖F (
;s); s = " ÉÌÉ �;
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) 6 ‖v‖W 12 (
̃) 6 2‖u‖W 12 (
):úÄÅÓØ 1 É 2 ÚÁ×ÉÓÑÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÎÏÒÍ  É  −1 × W 23 É W 1
∞ .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ u É v Ó×ÑÚÁÎÙ (5.2), u ∈ F (
; s), s = " ÉÌÉ �.éÚ ÌÅÍÍÙ 5.4 ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ v ∈ F (
̃; s̃), É ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ Ä×ÕÓÔÏÒÏÎÎÉÅÏ�ÅÎËÉ ÎÏÒÍ.äÁÌÅÅ, �ÕÓÔØu ∈ F (
; "; �); h ∈ L2(
;C3); roth ∈ L2(
;C3); h̃(y) = J(x)−1h(x):�ÏÇÄÁ(roty v; h̃)L2(
̃) = (rotx u; h)L2(
) = (u; rotx h)L2(
) = (v; roty h̃)L2(
̃);óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, v� |�
̃=0. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÅÓÌÉ u∈F (
; �; �), '∈W 12 (
;C),ÔÏ (divy(�̃v); ')L2(
̃) = (divx(�u); ')L2(
) = −(�u;∇x')L2(
)= −(�̃v;∇y')L2(
̃);ÏÔËÕÄÁ (�̃v)� |�
̃ = 0. îÁËÏÎÅ�, ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ J ∈ W 13 ∩ L∞ Ñ×ÌÑÅÔÓÑÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏÍ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å óÏÂÏÌÅ×Á W 12 . �5.3. ìÏËÁÌÉÚÁ�ÉÑ. ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÓÒÅÚËÕ ÎÅ ×Ù-×ÏÄÉÔ ÉÚ ËÌÁÓÓÁ D(
) (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [2℄).ìÅÍÍÁ 5.6. ðÕÓÔØ 
 ⊂ R

3, X ∈ D(
), � ∈ C∞0 (R3). �ÏÇÄÁ�X ∈ D(
); ‖�X‖D(
) 6 C (‖∇�‖L∞
+ ‖�‖L∞

) ‖X‖D(
):äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 1.1. ðÕÓÔØ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ 
 �ÒÉ-ÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÌÁÓÓÕ C(W 23 ∩ W 1
∞). éÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 0.6 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ �
ÍÏÖÎÏ �ÏËÒÙÔØ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÏÂÌÁÓÔÅÊ Dj , ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ËÏÔÏ-ÒÙÈ ÂÕÄÅÔ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÔØ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ  j . üÔÏÔÎÁÂÏÒ ÏÂÌÁÓÔÅÊ ÍÏÖÎÏ ÄÏ�ÏÌÎÉÔØ ÄÏ �ÏËÒÙÔÉÑ ×ÓÅÊ ÏÂÌÁÓÔÉ 
. ïÂÏ-ÚÎÁÞÉÍ ÎÏ×ÏÅ �ÏËÒÙÔÉÅ Wj É �ÏÄÞÉÎÅÎÎÏÅ ÅÍÕ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÅÄÉÎÉ�Ù �j :�j ∈ C∞0 (Rn); 0 6 �j(x) 6 1; supp �j ⊂ Wj ;
∑j �j(x) = 1 �ÒÉ x ∈ 
: (5.3)
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) É Xj = �jX = Ej'jHj�j  :ðÏ ÌÅÍÍÅ 5.6Xj ∈ D(
); ‖Xj‖D(
) 6 C‖X‖D(
) É suppXj ⊂ Wj :ðÏÌÏÖÉÍ Yj(y) = Jj(x)−1Ej(x)'j(x)Jj(x)−1Hj(x)�j(x) 
 ;ÇÄÅ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ x É y Ó×ÑÚÁÎÙ ÆÏÒÍÕÌÏÊ y =  j(x), Jj { ÍÁÔÒÉ�Á ñËÏÂÉÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ  j .ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 5.5 Yj ∈ D( j(Wj) ∩ Vj), ÇÄÅ Vj { ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑÓ�Å�ÉÁÌØÎÁÑ ÌÉ�ÛÉ�Å×Á ÏÂÌÁÓÔØ. ðÏÓËÏÌØËÕ suppYj ⊂  j(Wj), ÉÍÅÅÔÍÅÓÔÏ ×ËÌÀÞÅÎÉÅ Yj ∈ D(Vj). äÁÌÅÅ �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ 5.2 Yj ∈ A(Vj). óÎÏ×Á�ÒÉÍÅÎÑÑ ÔÅÏÒÅÍÕ 5.5, �ÏÌÕÞÉÍ Xj ∈ A(Wj ∩
), �ÒÉ ÜÔÏÍ

‖Xj‖W 12 (
) 6 C1‖Yj‖W 12 (Vj) 6 C2‖Yj‖D(Vj) 6 C3‖Xj‖D(
):óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, X =∑j Xj ∈ A(
)É
‖X‖W 12 (
) 6

∑j ‖Xj‖W 12 (
) 6 C4∑j ‖Xj‖D(
) 6 C5‖X‖D(
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