
úÁ�ÉÓËÉ ÎÁÕÞÎÙÈÓÅÍÉÎÁÒÏ× ðïíé�ÏÍ 424, 2014 Ç.á. æ. çÒÉÛÉÎ, îÇÕÅÎ ÷ÁÎ ëÕÉÎØãåìùå æõîëãéé ó îáðåòåä úáäáîîùíîõìå÷ùí õ�ïþîåîîùí ðïòñäëïíîÁÞÎ£Í Ó ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÈ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ.æÕÎË�ÉÑ �(r), Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÁÑ ÎÁ �ÏÌÕÏÓÉ (0;∞), ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÕÔÏÞÎ£Î-ÎÙÍ �ÏÒÑÄËÏÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ ìÉ�ÛÉ�Á ÎÁ ÌÀÂÏÍÓÅÇÍÅÎÔÅ [a; b℄ ⊂ (0;∞) É ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÉÑ:1) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÒÅÄÅÌ � = limr→∞
�(r);2) limr→∞

r�′(r) ln r = 0 (�ÏÄ �′(r) ÓÌÅÄÕÅÔ �ÏÎÉÍÁÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ �ÏÍÏÄÕÌÀ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÅ ÞÉÓÌÏ).÷ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ � = 0, ÔÏ ÕÔÏÞÎ£ÎÎÙÊ �ÏÒÑÄÏË �(r) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÕÌÅ-×ÙÍ ÕÔÏÞÎ£ÎÎÙÍ �ÏÒÑÄËÏÍ.÷ ÒÁÂÏÔÅ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ V (r) = r�(r). óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÎÅ-ÓËÏÌØËÏ Ó×ÏÊÓÔ× ÕÔÏÞÎ£ÎÎÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÓÓÙÌÁÔØÓÑ× ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ.�ÅÏÒÅÍÁ A. ðÕÓÔØ �(r) { ÎÕÌÅ×ÏÊ ÕÔÏÞÎ£ÎÎÙÊ �ÏÒÑÄÏË. �ÏÇÄÁ ÄÌÑÌÀÂÏÇÏ t > 0 limr→∞

V (rt)V (r) = 1;�ÒÉÞ£Í ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÁÑ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ÓÅÇÍÅÎÔÅ[a; b℄ ⊂ (0;∞).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ × [1, ÇÌÁ×Á 1, §12℄.�ÅÏÒÅÍÁ B. ðÕÓÔØ �(r) { ÎÕÌÅ×ÏÊ ÕÔÏÞÎ£ÎÎÙÊ �ÏÒÑÄÏË ÔÁËÏÊ, ÞÔÏV (r)V ( 1r ) = 1: ðÕÓÔØ 
(t) = supr>0 V (rt)V (r) :�ÏÇÄÁ 
(t) { ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÎÁ �ÏÌÕÏÓÉ (0;∞), �ÒÉÞ£Í ÆÕÎË�ÉÉ
(t) É 
( 1t ) ÉÍÅÀÔ ÎÕÌÅ×ÏÊ �ÏÒÑÄÏË, ÔÏ ÅÓÔØlimt→∞

ln 
(t)ln t = limt→∞

ln 
( 1t )ln t = 0:ëÌÀÞÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á: �ÅÌÁÑ ÔÒÁÎÓ�ÅÎÄÅÎÔÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, ÎÕÌÅ×ÏÊ ÕÔÏÞÎ£ÎÎÙÊ �ÏÒÑ-ÄÏË, �-ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ×Ù�ÕËÌÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ.141



142 á. æ. çòéûéî, îçõåî ÷áî ëõéîøüÔÏ ÔÅÏÒÅÍÁ 2.5 ÉÚ [2℄.�ÅÏÒÅÍÁ C. ðÕÓÔØ �(r) { ÎÕÌÅ×ÏÊ ÕÔÏÞÎ£ÎÎÙÊ �ÏÒÑÄÏË ÔÁËÏÊ, ÞÔÏV (r)V ( 1r ) = 1. ðÕÓÔØ K(t) { ÆÕÎË�ÉÑ ÎÁ �ÏÌÕÏÓÉ (0;∞) ÔÁËÁÑ, ÞÔÏÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ Æ > 0 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÉ t±ÆK(t) �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Õ L1(0;∞). �ÏÇÄÁlimr→∞

1rV (r) ∞
∫0 K ( tr)V (t) dt = ∞

∫0 K(t) dt:üÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍ A É B. âÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ(ÔÅÏÒÅÍÁ 4.1.3) ÅÓÔØ × [3℄.õÔÏÞÎ£ÎÎÙÅ �ÏÒÑÄËÉ �(r) É �1(r) ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉlimr→∞

V (r)V1(r) = 1:�ÅÏÒÅÍÁ D. ðÕÓÔØ �(r) { ÎÕÌÅ×ÏÊ ÕÔÏÞÎ£ÎÎÙÊ �ÏÒÑÄÏË. �ÏÇÄÁ ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÕÅÔ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÊ ÅÍÕ ÕÔÏÞÎ£ÎÎÙÊ �ÏÒÑÄÏË �1(r) ÔÁËÏÊ, ÞÔÏÆÕÎË�ÉÑ V1(r) ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÅ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ × �ÏÌÕ�ÌÏÓËÏÓÔØRe z > 0 É ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n > 1 ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ïlimr→∞
rn�(n)1 (r) ln r = 0:áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ �ÒÉ×ÅÄÅÎÙ × [2, ÌÅÍÍÁ 2.2℄, É [4, ÔÅÏÒÅ-ÍÁ 7℄. äÏÂÁ×ÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ V (r) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔÕÓÌÏ×ÉÀ V (r)V ( 1r ) = 1, ÔÏ × ËÁÞÅÓÔ×Å V1(z) ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ ÆÕÎË�ÉÀV1(z) = 2z� ∞
∫0 V (t)t2 + z2 dt; Re z > 0:ðÕÓÔØ f(z) { �ÅÌÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ. íÙ ÂÕÄÅÍ �ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅÍ M(r; f) = max' |f(rei')|:õÔÏÞÎ£ÎÎÙÊ �ÏÒÑÄÏË �(r) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÕÔÏÞÎ£ÎÎÙÍ �ÏÒÑÄËÏÍ �ÅÌÏÊÆÕÎË�ÉÉ f(z), ÅÓÌÉ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÉÅlimr→∞

lnM(r; f)V (r) = � ∈ (0;∞):åÓÌÉ f(z) { �ÅÌÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, ÔÏ �(z) = ln |f(z)| ÅÓÔØ ÓÕÂÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÁÑÆÕÎË�ÉÑ × ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ C.



ãåìùå æõîëãéé 143ëÁË �ÏËÁÚÁÌ ÷ÁÌÉÒÏÎ, Õ ×ÓÑËÏÊ �ÅÌÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ �,� = limr→∞

ln lnM(r; f)ln r ;ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÕÔÏÞÎ£ÎÎÙÊ �ÏÒÑÄÏË �(r).íÙ ÉÚÕÞÁÅÍ ×Ï�ÒÏÓ: \ëÁËÏÊ ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ ÕÔÏÞÎ£ÎÎÙÊ �ÏÒÑÄÏË �(r),ÞÔÏÂÙ ÏÎ ÂÙÌ ÕÔÏÞÎ£ÎÎÙÍ �ÏÒÑÄËÏÍ �ÅÌÏÊ ÔÒÁÎÓ�ÅÎÄÅÎÔÎÏÊ ÆÕÎË-�ÉÉ?"÷ÎÁÞÁÌÅ ÏÂÓÕÄÉÍ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ limr→∞
�(r) = � > 0 É ËÏÇÄÁ ÏÔ×ÅÔ ÎÁ�ÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÊ ×ÙÛÅ ×Ï�ÒÏÓ ÉÚ×ÅÓÔÅÎ.îÁÍ ÂÕÄÅÔ ÎÕÖÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ �ÏÎÑÔÉÅ. ä×ÁÖÄÙ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁÑÆÕÎË�ÉÑ h(�) ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (�; �) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �-ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ×Ù�ÕËÌÏÊ, ÅÓÌÉ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï h′′(�) + �2h(�) > 0. ÷ ÏÂÝÅÍÓÌÕÞÁÅ ÏÄÎÏ ÉÚ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÈ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ �-ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ×Ù-�ÕËÌÏÓÔÉ ÔÁËÏ×Ï. æÕÎË�ÉÑ h(�) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �-ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ×Ù-�ÕËÌÏÊ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (�; �), ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ É ÆÕÎË�ÉÑ h′′(�) +�2h(�), ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÁÑ ËÁË ÏÂÏÂÝ£ÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ û×ÁÒ�Á ÎÁ ÉÎÔÅÒ-×ÁÌÅ (�; �), Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÍÅÒÏÊ.îÅËÏÔÏÒÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á �-ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ×Ù�ÕËÌÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÉÚ-ÌÏÖÅÎÙ × [1, ÇÌÁ×Á 1, §16℄.äÌÑ �ÅÌÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÕÔÏÞÎ£ÎÎÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ �(r) ≡ � (ÔÁËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ �ÏÒÑÄËÁ � É ÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÔÉ�Á) ìÉÎÄÅÌ£Æ ××£Ì�ÏÎÑÔÉÅ ÉÎÄÉËÁÔÏÒÁ. üÔÏ �ÏÎÑÔÉÅ ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÑÅÔÓÑ ÎÁ �ÒÏÉÚ×ÏÌØ-ÎÙÅ ÕÔÏÞÎ£ÎÎÙÅ �ÏÒÑÄËÉ É �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÓÕÂÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ.æÕÎË�ÉÑ h(�) ×ÉÄÁ h(�) = limr→∞

�(rei�)V (r)ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÎÄÉËÁÔÏÒÏÍ ÓÕÂÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ �(z) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØ-ÎÏ ÕÔÏÞÎ£ÎÎÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ �(r). éÎÄÉËÁÔÏÒ �ÅÌÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f(z) { ÜÔÏÉÎÄÉËÁÔÏÒ ÓÕÂÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ �(z) = ln |f(z)|.éÚ×ÅÓÔÎÏ ([1, ÇÌÁ×Á 1, §16℄), ÞÔÏ ÅÓÌÉ �(r) { ÕÔÏÞÎ£ÎÎÙÊ �ÏÒÑÄÏËÓÕÂÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ �(z), ÔÏ Å£ ÉÎÄÉËÁÔÏÒ ÅÓÔØ ÎÅÎÕÌÅ×ÁÑ �-ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ×Ù�ÕËÌÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ. ðÒÁ×ÄÁ, × [1℄ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï�ÒÉ×ÅÄÅÎÏ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ, ËÏÇÄÁ �(z) = ln |f(z)|. ïÄÎÁËÏ, ÏÎÏ ÂÅÚ ÉÚÍÅ-ÎÅÎÉÑ ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÑÅÔÓÑ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÓÕÂÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÈÆÕÎË�ÉÊ.



144 á. æ. çòéûéî, îçõåî ÷áî ëõéîø÷ �ÑÔÉÄÅÓÑÔÙÅ ÇÏÄÙ Ä×ÁÄ�ÁÔÏÇÏ ×ÅËÁ ÂÙÌ ÏÔËÒÙÔÙÍ ×Ï�ÒÏÓ (ÓÍ.[1, ÇÌÁ×Á 2, §1, ÔÅÏÒÅÍÁ 3℄) Ï ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÉ �ÅÌÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ Ó ÚÁÄÁÎ-ÎÙÍ ÉÎÄÉËÁÔÏÒÏÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÕÔÏÞÎ£ÎÎÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ �(r).÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÜÔÏÔ ×Ï�ÒÏÓ �ÏÌÕÞÉÌ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ. �Å�ÅÒØÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÌÏÖÉÔØ ÔÁËÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ h(�) { �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ 2�-�Å-ÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ �-ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ×Ù�ÕËÌÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ. �ÏÇÄÁ ÆÕÎË�ÉÑ�(rei�) = r�h(�) ÅÓÔØ ÓÕÂÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÁÑ × C ÆÕÎË�ÉÑ Ó ÉÎÄÉËÁÔÏÒÏÍh(�) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕÔÏÞÎ£ÎÎÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ �(r) ≡ �. éÚ ÜÔÏÇÏ É ÔÅÏÒÅÍÙ4 ÉÚ [5℄ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ �(r) { �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÕÔÏÞÎ£ÎÎÙÊ �ÏÒÑÄÏËÔÁËÏÊ, ÞÔÏ limr→∞
�(r) = �, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÕÂÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑÓ ÉÎÄÉËÁÔÏÒÏÍ h(�) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕÔÏÞÎ£ÎÎÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ �(r). äÁÌÅÅ�ÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ ÔÅÏÒÅÍÁ Ï �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÉ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÓÕÂÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÊÆÕÎË�ÉÉ �(z) ÓÕÂÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ ×ÉÄÁ ln |f(z)|, ÇÄÅ f(z) {�ÅÌÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ. �ÅÏÒÅÍÙ ÔÁËÏÇÏ ÔÉ�Á ÄÏËÁÚÙ×ÁÌÉÓØ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ Á×ÔÏ-ÒÁÍÉ. ïÓÎÏ×Ï�ÏÌÏÇÁÀÝÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ × ÜÔÏÍ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔàÌÍÕÈÁÍÅÔÏ×Õ [6℄.�ÅÏÒÅÍÁ E. ðÕÓÔØ � { ÓÕÂÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ × C ËÏÎÅÞÎÏÇÏ �Ï-ÒÑÄËÁ � > 0. �ÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÅÌÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ f(z) �ÏÒÑÄËÁ � ÔÁËÁÑ,ÞÔÏ �(z)− ln |f(z)| = O(ln |z|);ËÏÇÄÁ z ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ×ÎÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ËÒÕÇÏ× |z−zj| <rj ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ∑rj>r rj = o(r�−�) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁ�ÅÒ£Ä ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ � > �.éÚ ÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ �-ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ×Ù-�ÕËÌÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ h(�) É ÌÀÂÏÇÏ ÕÔÏÞÎ£ÎÎÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ �(r) ÔÁËÏÇÏ, ÞÔÏlimr→∞

�(r) = � > 0 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÅÌÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ f(z) Ó ÉÎÄÉËÁÔÏÒÏÍ h(�)ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕÔÏÞÎ£ÎÎÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ �(r).�ÁË ËÁË limr→∞

lnM(r; f)V (r) = maxh(�);ÔÏ ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÕÔÏÞÎ£ÎÎÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ �(r)ÔÁËÏÇÏ, ÞÔÏ limr→∞
�(r) = � > 0, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÅÌÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÕÔÏÞÎ£ÎÎÏÇÏ�ÏÒÑÄËÁ �(r).äÌÑ ÓÌÕÞÁÑ, ËÏÇÄÁ � = 0, ×Ï�ÒÏÓ Ï ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÉ ÔÁËÏÊ �ÅÌÏÊ ÆÕÎË-�ÉÉ ÏÓÔÁ×ÁÌÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÍ ÄÏ ÎÁÓÔÏÑÝÅÇÏ ×ÒÅÍÅÎÉ. íÙ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÍ ÓÌÅ-ÄÕÀÝÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ.



ãåìùå æõîëãéé 145�ÅÏÒÅÍÁ. ðÕÓÔØ �(r) { ÚÁÄÁÎÎÙÊ ÎÕÌÅ×ÏÊ ÕÔÏÞÎ£ÎÎÙÊ �ÏÒÑÄÏË. äÌÑÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÌÁ �ÅÌÁÑ ÔÒÁÎÓ�ÅÎÄÅÎÔÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ f(z),ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÕÔÏÞÎ£ÎÎÙÊ �ÏÒÑÄÏË �(r) ÂÙÌ ÂÙ ÕÔÏÞÎ£ÎÎÙÍ �ÏÒÑÄ-ËÏÍ ÜÔÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ×Ù�ÏÌÎÑÌÏÓØÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï limr→∞

ln rV (r) = 0: (1)äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. î Å Ï Â È Ï Ä É Í Ï Ó Ô Ø. üÔÁ ÞÁÓÔØ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÞÅ-×ÉÄÎÁ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, �ÕÓÔØ f(z) { �ÅÌÁÑ ÔÒÁÎÓ�ÅÎÄÅÎÔÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑÕÔÏÞÎ£ÎÎÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ �(r). �ÏÇÄÁ ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅ-ÎÉÑ: limr→∞

lnM(r; f)V (r) = � ∈ (0;∞); limr→∞

ln rlnM(r; f) = 0;limr→∞

ln rV (r) 6 limr→∞

ln rlnM(r; f) limr→∞

lnM(r; f)V (r) = 0:�ÅÍ ÓÁÍÙÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (1) ÄÏËÁÚÁÎÏ.ä Ï Ó Ô Á Ô Ï Þ Î Ï Ó Ô Ø. äÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ, ÄÏÓÔÁ-ÔÏÞÎÏ Å£ ÄÏËÁÚÁÔØ ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÌÉÂÏ ÕÔÏÞÎ£ÎÎÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ �1(r), ÜË×É×Á-ÌÅÎÔÎÏÇÏ �(r). �ÏÇÄÁ, ËÁË ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ D, ÍÏÖÎÏ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ V (r) { Ä×ÁÖÄÙ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎË�ÉÑÎÁ �ÏÌÕÏÓÉ (0;∞). éÚ ÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÔÁËÖÅ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÔÅÏÒÅÍÕ ÄÏÓÔÁ-ÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÎÉÂÕÄØ ÕÔÏÞÎ£ÎÎÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ �1(r), ËÏÔÏ-ÒÙÊ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó �(r) ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ �ÏÌÕÏÓÉ [a;∞). ðÏÜÔÏÍÕ ÉÍÅÑ ××ÉÄÕ (1), ÍÏÖÎÏ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÎÁ �ÏÌÕÏÓÉ [1;∞) ×Ù�ÏÌ-ÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï V (r) > ln r + 1, Á ÎÁ ÓÅÇÍÅÎÔÅ [1; e℄ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï V (r) = ln r + 1.ðÏÜÔÏÍÕ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ×ÅÓÔÉ, ÓÞÉ-ÔÁÑ, ÞÔÏ ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ:1) V (r) { Ä×ÁÖÄÙ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÎÁ �Ï-ÌÕÏÓÉ (0;∞),2) �ÒÉ r > 1 ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï V (r) > ln r + 1,3) ÎÁ ÓÅÇÍÅÎÔÅ [1; e℄ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï V (r) = ln r + 1.�ÁË ËÁË ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÌÉÎÎÏÅ, ÍÙ ÒÁÚÏÂØ£Í ÅÇÏ ÎÁÎÅÓËÏÌØËÏ ÜÔÁ�Ï×.1. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ '(x) = V (ex). æÕÎË�ÉÑ '(x) ÏÂÌÁÄÁÅÔ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ:1) '(x) { Ä×ÁÖÄÙ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÎÁ �Ï-ÌÕÏÓÉ [0;∞),



146 á. æ. çòéûéî, îçõåî ÷áî ëõéîø2) �ÒÉ x > 0 ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï '(x) > x+ 1,3) ÎÁ ÓÅÇÍÅÎÔÅ [0; 1℄ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï '(x) = x+ 1,4) limx→∞

'(x)x =∞,5) limx→∞

'′(x)'(x) = 0.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï 4) ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (1), Á Ó×ÏÊÓÔ×Ï 5)ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á'′(x)'(x) = exV ′(ex)V (ex) = �(ex) + xex�′(ex):ðÕÓÔØ k { �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. ÷Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎ-ÓÔ×Ï limx→∞
('(x) − kx) =∞:ðÏÜÔÏÍÕ ÆÕÎË�ÉÑ '(x)−kx ÎÁ �ÏÌÕÏÓÉ [0;∞) ÉÍÅÅÔ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÚÎÁ-ÞÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ b(k). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ b(k) { ÕÂÙ×Á-ÀÝÁÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ É ÞÔÏ b(k) = 1 �ÒÉ k 6 1.2. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÅÛÅÎÉÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ '(x) = kx+ b(k) ÅÓÔØ ÎÅ�ÕÓÔÏÊ ËÏÍ-�ÁËÔ Fk. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ~xk = minFk; xk = maxFk : (2)ðÒÑÍÁÑ `(k) : y = kx+b(k) ÅÓÔØ Ï�ÏÒÎÁÑ �ÒÑÍÁÑ Ë ËÒÉ×ÏÊ L : y = '(x)É ÔÏÞËÉ (~xk; '(~xk)); (xk ; '(xk)) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÔÏÞËÁÍÉ Ï�ÏÒÙ ÄÌÑ �ÒÑÍÏÊ`(k) É ËÒÉ×ÏÊ L .�ÅÍ ÓÁÍÙÍ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ Õ ËÒÉ×ÏÊ L ÅÓÔØ Ï�ÏÒÎÁÑ �ÒÑÍÁÑ `(k) ÓÕÇÌÏ×ÙÍ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ k É ÞÔÏ ËÒÉ×ÁÑ L ÒÁÓ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ ÎÁÄ �ÒÑÍÏÊ`(k).éÚ Ó×ÏÊÓÔ×Á 4) ÆÕÎË�ÉÉ '(x) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ËÒÉ×ÁÑ L ÎÅ ÌÅÖÉÔ ÎÉ× ËÁËÏÊ �ÏÌÕ�ÌÏÓËÏÓÔÉ y 6 kx + b. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ï�ÏÒÎÙÈ �ÒÑ-ÍÙÈ Ë ËÒÉ×ÏÊ L , ËÏÔÏÒÙÅ ÉÍÅÀÔ ÕÇÌÏ×ÏÊ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ k, ÓÏÄÅÒÖÉÔÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ `(k).íÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ×ÅÌÉÞÉÎÙ ~xk; xk ËÁË ÆÕÎË�ÉÉ �ÅÒÅÍÅÎ-ÎÏÊ k. éÚÕÞÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÜÔÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÑÍÙÅ `(k) É`(k1), ÇÄÅ k < k1. �ÏÞËÁ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÜÔÉÈ �ÒÑÍÙÈ ÅÓÔØ ÔÏÞËÁM(�; k�+b(k)), ÇÄÅ � = b(k)−b(k1)k1−k .ðÕÓÔØ h1 { ÏÔËÒÙÔÙÊ ÌÕÞ, ÌÅÖÁÝÉÊ ÎÁ �ÒÑÍÏÊ `(k) : y = kx+ b(k),Ñ×ÌÑÀÝÉÊÓÑ ÏÂÒÁÚÏÍ �ÏÌÕÏÓÉ (�;∞). ðÏÓËÏÌØËÕ ËÒÉ×ÁÑ L ÌÅÖÉÔ ÎÁÄ�ÒÑÍÏÊ `(k1), Á ÌÕÞ h1 ÌÅÖÉÔ ÓÔÒÏÇÏ �ÏÄ �ÒÑÍÏÊ `(k1), ÍÙ ×ÉÄÅÍ, ÞÔÏÎÁ ÌÕÞÅ h1 ÎÅÔ ÔÏÞÅË ËÒÉ×ÏÊ L . �ÏÞËÁ (xk; kxk+b(k)) ÌÅÖÉÔ ÎÁ ËÒÉ×ÏÊ
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L É �ÒÑÍÏÊ `(k) É ÎÅ ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÌÕÞÅ h1. úÎÁÞÉÔ, xk 6 �. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ � 6 ~xk1 . �ÅÍ ÓÁÍÙÍ ÄÏËÁÚÁÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï xk 6 ~xk1 .�ÁË ËÁË L { ÇÌÁÄËÁÑ ËÒÉ×ÁÑ, ÔÏ Ï�ÏÒÎÁÑ �ÒÑÍÁÑ Ë ÜÔÏÊ ËÒÉ×ÏÊÑ×ÌÑÅÔÓÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ Ë ÜÔÏÊ ËÒÉ×ÏÊ × ÔÏÞËÅ Ï�ÏÒÙ. ðÏÜÔÏÍÕ '′(xk) =k; '′(~xk1 ) = k1 > k; xk < ~xk1 . éÚ ÜÔÏÇÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á É ÏÞÅ×ÉÄÎÏÇÏÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ~xk 6 xk ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÉ ~xk ; xk Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÔÒÏÇÏ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÍÉ. äÏËÁÖÅÍ ÅÝ£, ÞÔÏlimk→∞

xk =∞: (3)åÓÌÉ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÞÉÓÌÏ a > 0 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ limxk = a (k →
∞). üÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï É ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï '′(xk) = k �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÁÔ ÔÏÍÕ, ÞÔÏÆÕÎË�ÉÑ ' Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ä×ÁÖÄÙ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎË�É-ÅÊ. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (3) ÄÏËÁÚÁÎÏ.3. ðÕÓÔØ g1 { ÏÔËÒÙÔÙÊ ÏÔÒÅÚÏË ÎÁ �ÒÑÍÏÊ `(k), Ñ×ÌÑÀÝÉÊÓÑ ÏÂÒÁÚÏÍÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ (0; ~xk) �ÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ y = kx+ b(k); g2 { ÏÔËÒÙÔÙÊ ÌÕÞÎÁ �ÒÑÍÏÊ `(k), Ñ×ÌÑÀÝÉÊÓÑ ÏÂÒÁÚÏÍ ÌÕÞÁ (xk;∞) �ÒÉ ÔÏÍ ÖÅ ÏÔÏÂÒÁ-ÖÅÎÉÉ.äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÞÅÒÅÚ ËÁÖÄÕÀ ÔÏÞËÕ ÏÔÒÅÚËÁ g1 �ÒÏÈÏÄÉÔ Ï�ÏÒÎÁÑ�ÒÑÍÁÑ Ë ËÒÉ×ÏÊ L Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÕÇÌÏ×ÙÍ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ k1 < k, ÁÞÅÒÅÚ ËÁÖÄÕÀ ÔÏÞËÕ ÌÕÞÁ g2 �ÒÏÈÏÄÉÔ Ï�ÏÒÎÁÑ �ÒÑÍÁÑ Ë ËÒÉ×ÏÊ L ÓÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÕÇÌÏ×ÙÍ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ k2 > k.ðÕÓÔØ M { �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ ÌÕÞÁ g2. å£ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ(t; kt + b(k)), ÇÄÅ t { ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÞÉÓÌÏ ÎÁ �ÏÌÕÏÓÉ (xk ;∞). ðÏËÁÖÅÍ,ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ Æ = Æ(t) > 0 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ � ∈ [k; k + Æ)ÌÕÞ A� �ÒÑÍÏÊ y − kt− b(k) = �(x − t), Ñ×ÌÑÀÝÉÊÓÑ ÏÂÒÁÚÏÍ �ÏÌÕÏÓÉ[t;∞), ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó ËÒÉ×ÏÊ L . åÓÌÉ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �n > t ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï'(�n) = kt+ b(k) +(k + 1n) (�n − t): (4)éÚ ÔÏÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á É Ó×ÏÊÓÔ×Á 4) ÆÕÎË�ÉÉ '(x) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅ-ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �n ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ. ðÏÜÔÏÍÕ Õ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ �n ÅÓÔØÓÈÏÄÑÝÁÑÓÑ �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �nm . åÓÌÉ � = lim �nm (m → ∞),ÔÏ � > t > xk. âÅÒÑ × ÒÁ×ÅÎÓÔ×Å (4) n = nm É �ÅÒÅÈÏÄÑ Ë �ÒÅÄÅÌÕ �ÒÉm→ ∞, �ÏÌÕÞÉÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï '(�) = k� + b(k). üÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï �ÒÏÔÉ×Ï-ÒÅÞÉÔ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÞÉÓÌÁ xk.�ÅÍ ÓÁÍÙÍ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÞÉÓÌÁ Æ > 0 ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ÄÌÑÌÀÂÏÇÏ � ∈ [k; k + Æ) ÌÕÞ A� ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó ËÒÉ×ÏÊ L . ðÕÓÔØ Æ2



148 á. æ. çòéûéî, îçõåî ÷áî ëõéîø{ ÔÏÞÎÁÑ ×ÅÒÈÎÑÑ ÇÒÁÎØ ÔÁËÉÈ Æ. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ Æ2 < ∞. ðÕÓÔØ k2 =k+Æ2. ìÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ �ÒÑÍÁÑ y−kt−b(k) = k2(x−t), �ÒÏÈÏÄÑÝÁÑÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ M , Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ï�ÏÒÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ Ë ËÒÉ×ÏÊ L .�ÅÍ ÓÁÍÙÍ ÞÁÓÔØ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ×ÙÛÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ, ÏÔÎÏÓÑ-ÝÁÑÓÑ Ë ÌÕÞÕ g2, ÄÏËÁÚÁÎÁ.áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÒÕÇÁÑ ÞÁÓÔØ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ, ÏÔÎÏÓÑÝÁÑÓÑË ÏÔÒÅÚËÕ g1. îÁ ÜÔÏÍ ÍÙ ÚÁËÁÎÞÉ×ÁÅÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ-×ÁÎÎÏÇÏ ÎÁÍÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ.4. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÎÁ �ÏÌÕÏÓÉ [0;∞) ÆÕÎË�ÉÀ'1(x) = supk (kx+ b(k)):äÌÑ ÌÀÂÙÈ x > 0 É k ∈ (−∞;∞) ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï kx+ b(k) 6'(x). éÚ ÜÔÏÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ'1(x) 6 '(x); x ∈ [0;∞): (5)�ÁË ËÁË supk (kx+b(k)) > x+b(1) = x+1; ÔÏ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï'1(x) > x+1. �ÁË ËÁË ÎÁ ÓÅÇÍÅÎÔÅ [0; 1℄ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï '(x) =x+1, ÔÏ ÎÁ ÔÏÍ ÖÅ ÓÅÇÍÅÎÔÅ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï '1(x) = x+1. �ÁËËÁË �ÒÉ k 6 1 ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ kx + b(k) = kx + 1 6 x + 1,ÔÏ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï'1(x) = supk>1(kx+ b(x)): (6)�ÁË ËÁË �ÒÉ k > 1 ÆÕÎË�ÉÑ kx+b(k) ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ �Ï �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x, ÔÏ'1(x) { ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÎÁ �ÏÌÕÏÓÉ [0;∞). �ÁË ËÁË '1(x) ÅÓÔØ×ÅÒÈÎÑÑ ÏÇÉÂÁÀÝÁÑ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ÔÏ '1(x) { ×Ù�ÕËÌÁÑÆÕÎË�ÉÑ ÎÁ �ÏÌÕÏÓÉ [0;∞).5. ðÒÑÍÁÑ `(k) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ï�ÏÒÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ ÄÌÑ ËÒÉ×ÏÊ L . ðÕÓÔØ (�; '(�)){ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ Ï�ÏÒÙ ÄÌÑ �ÒÑÍÏÊ `(k). �ÏÇÄÁ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ-×ÅÎÓÔ×Ï k� + b(k) = '(�). �ÁË ËÁË '1(x) 6 '(x), ÔÏ '1(�) 6 '(�) =k�+b(k). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÉÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ '1 ÓÌÅÄÕÅÔ ÎÅÒÁ-×ÅÎÓÔ×Ï '1(�) > k� + b(k) = '(�). �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï'1(�) = '(�).ï�ÏÒÎÁÑ �ÒÑÍÁÑ Ë ÇÌÁÄËÏÊ ËÒÉ×ÏÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ Ë ÜÔÏÊ ËÒÉ-×ÏÊ × ÔÏÞËÅ Ï�ÏÒÙ. ðÏÜÔÏÍÕ '′(�) = k.éÍÅÅÍ ÓÉÓÔÅÍÕ ÕÓÌÏ×ÉÊ:1) '1(x) 6 '(x);2) '1(�) = '(�);



ãåìùå æõîëãéé 1493) ' { ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ,4) '1 { ×Ù�ÕËÌÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ.éÚ ÜÔÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ '1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕ-ÅÍÏÊ × ÔÏÞËÅ � É ÞÔÏ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï '′1(�) = '′(�).÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÆÕÎË�ÉÑ '1 ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ × ÔÏÞËÁÈ ~xk É xk É×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á '′1(~xk) = '′1(xk) = k. åÓÌÉ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅ-ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ~xk < xk, ÔÏ ÎÁ ÓÅÇÍÅÎÔÅ [~xk; xk℄ ÆÕÎË�ÉÑ '1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ-ÎÅÊÎÏÊ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÆÕÎË�ÉÑ '1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÏÊ ÎÁÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (~xk ; xk). äÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÏÓÔØ ÆÕÎË�ÉÉ '1 × ÔÏÞËÁÈ ~xk Éxk ÂÙÌÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ ÒÁÎÅÅ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÆÕÎË�ÉÑ '1 ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕ-ÅÍÁ × ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÓÅÇÍÅÎÔÁ [~xk ; xk℄. úÄÅÓØ ÕÖÅ ÎÅÔ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ�ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÓÅÇÍÅÎÔ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÊ.6. �Å�ÅÒØ ÄÏËÁÖÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ïlimx→∞

'1(x)x =∞: (7)éÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á '1(xk) = '(xk) É Ó×ÏÊÓÔ×Á 4) ÆÕÎË�ÉÉ '(x) (ÓÍ. �ÕÎËÔ 1)ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ '1(x)x Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÎÁ �ÏÌÕÏÓÉ [1;∞).�ÁË ËÁË '1 { ×Ù�ÕËÌÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, ÔÏ ('1)′+(x) { ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ ÆÕÎË-�ÉÑ. ðÏÜÔÏÍÕ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ lim('1)′+(x) (x → ∞). åÓÌÉ ÜÔÏÔ �ÒÅÄÅÌ ËÏ-ÎÅÞÎÙÊ, ÔÏ ÜÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔÉ ÆÕÎË�ÉÉ '1(x)x ÎÁ �Ï-ÌÕÏÓÉ [1;∞). ðÏÜÔÏÍÕ lim ('1)′+ (x) = ∞ (x → ∞). éÚ ÜÔÏÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (7).7. éÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (7) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ËÒÉ×ÁÑ L1 : y = '1(x); x ∈ [0;∞), ÎÅÌÅÖÉÔ ÎÉ × ËÁËÏÊ �ÏÌÕ�ÌÏÓËÏÓÔÉ y 6 kx + b. ðÏÜÔÏÍÕ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ ×Å-ÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÍ k Õ ËÒÉ×ÏÊ L1 ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÏÄÎÁ Ï�ÏÒÎÁÑ �ÒÑÍÁÑÓ ÕÇÌÏ×ÙÍ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ k. ðÒÑÍÁÑ `(k) ÅÓÔØ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ Ï�ÏÒÎÁÑ�ÒÑÍÁÑ Ë ËÒÉ×ÏÊ L , ËÏÔÏÒÁÑ ÉÍÅÅÔ ÕÇÌÏ×ÏÊ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ k. üÔÁ �ÒÑ-ÍÁÑ ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ï�ÏÒÎÏÊ Ë ËÒÉ×ÏÊ L1, �ÒÉÞ£Í ÔÏÞËÉ (~xk; '1(~xk))É (xk ; '1(xk)) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÔÏÞËÁÍÉ Ï�ÏÒÙ ÄÌÑ ÜÔÏÊ �ÒÑÍÏÊ. üÔÁ �ÒÑÍÁÑÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ Ï�ÏÒÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ Ë ËÒÉ×ÏÊ L1, ËÏÔÏÒÁÑ ÉÍÅÅÔÕÇÌÏ×ÏÊ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ k. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, Õ ËÒÉ×ÙÈ L É L1 ÏÄÎÏ É ÔÏÖÅÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ï�ÏÒÎÙÈ �ÒÑÍÙÈ.8. �Å�ÅÒØ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ '1(x) ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ ÎÁ �ÏÌÕÏÓÉ(0;∞). ðÕÓÔØ � { �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÓÔÒÏÇÏ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. îÁÍ ÎÕÖ-ÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ '′1(�). ðÏÓËÏÌØËÕ '(x) = x+1ÎÁ ÓÅÇÍÅÎÔÅ [0; 1℄, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ � > 1. åÓÌÉ '1(�) = '(�), ÔÏ,



150 á. æ. çòéûéî, îçõåî ÷áî ëõéîøËÁË ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ, �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÙÈ ÎÁ ÜÔÁ�Å 5 ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á,× ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÆÕÎË�ÉÑ '1 ÂÕÄÅÔ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÏÊ × ÔÏÞËÅ � .ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ ÔÅ�ÅÒØ, ÞÔÏ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï '1(�) < '(�).ðÒÏ×ÅÄ£Í ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ (�; '1(�)) �ÒÑÍÕÀ `1, Ï�ÏÒÎÕÀ Ë ËÒÉ×ÏÊ L1. �ÁËËÁË ÆÕÎË�ÉÑ '1 ×Ù�ÕËÌÁ, ÔÏ ÔÁËÁÑ �ÒÑÍÁÑ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ. éÚ ÒÁÓÓÕÖÄÅ-ÎÉÊ, �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÙÈ ÎÁ ÜÔÁ�Å 7, ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ �ÒÑÍÁÑ `1 ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÏÄÎÏÊÉÚ �ÒÑÍÙÈ `(k).äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ~xk 6 � 6 xk . ðÒÅÄ�ÏÌÏ-ÖÉÍ, ÞÔÏ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï xk < � . ðÕÓÔØ �1 { ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ,ÞÔÏ xk < �1 < � . éÚ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ, �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÙÈ ÎÁ ÜÔÁ�Å 3, ÓÌÅÄÕÅÔ,ÞÔÏ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ (�1; k�1+b(k)), ÌÅÖÁÝÕÀ ÎÁ �ÒÑÍÏÊ `(k), ÍÏÖÎÏ �ÒÏ×Å-ÓÔÉ �ÒÑÍÕÀ `2 { Ï�ÏÒÎÕÀ Ë ËÒÉ×ÏÊ L , ÕÇÌÏ×ÏÊ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ ËÏÔÏÒÏÊk1 ÓÔÒÏÇÏ ÂÏÌØÛÅ ÞÅÍ k. ðÒÑÍÁÑ `2 ÂÕÄÅÔ Ï�ÏÒÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ ÔÁËÖÅ Ë ËÒÉ-×ÏÊ L1. ðÏÜÔÏÍÕ ËÒÉ×ÁÑ L1 ÌÅÖÉÔ ÎÁÄ �ÒÑÍÏÊ `2. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ,ÔÏÞËÁ (�; k� + b(k)) ÌÅÖÉÔ ÎÁ ËÒÉ×ÏÊ L1 É ÓÔÒÏÇÏ �ÏÄ �ÒÑÍÏÊ `2. ðÏ-ÌÕÞÅÎÎÏÅ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï � 6 xk. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ~xk 6 � . éÚ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ, �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÙÈ ÎÁÜÔÁ�Å 5, ÓÌÅÄÕÅÔ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÏÓÔØ ÆÕÎË�ÉÉ '1 × ÔÏÞËÅ � . äÉÆÆÅ-ÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÏÓÔØ ÆÕÎË�ÉÉ '1 ÄÏËÁÚÁÎÁ.9. íÙ ÚÁËÁÎÞÉ×ÁÅÍ ÉÚÕÞÅÎÉÅ Ó×ÏÊÓÔ× ÆÕÎË�ÉÉ '1 ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÏÍÒÁ×ÅÎÓÔ×Á limx→∞

'′1(x)'1(x) = 0: (8)ïÂÏÚÎÁÞÉÍ F = {x > 0 : '1(x) = '(x)}. üÔÏ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï.ðÕÓÔØ " { �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÓÔÒÏÇÏ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ� ∈ F ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ �ÒÉ x > � ÂÕÄÅÔ ×Ù�ÏÌÎÑÔØÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï '′(x)'(x) < ".ðÕÓÔØ x > �. åÓÌÉ x ∈ F , ÔÏ '′1(x)'1(x) = '′(x)'(x) < ". ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ x =∈F . éÚ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ, �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÙÈ ÎÁ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÜÔÁ�Å, ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ k ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ~xk 6 x 6 xk . éÚÜÔÏÇÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á É ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ x =∈ F ÓÌÅÄÕÅÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ~xk < x <xk. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ~xk > �. éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÔÏ,ÞÔÏ '1 { ÌÉÎÅÊÎÁÑ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÎÁ ÓÅÇÍÅÎÔÅ [~xk ; x℄, �ÏÌÕÞÉÍ'′1(x)'1(x) 6
'′1(~xk)'1(~xk) = '′(~xk)'(~xk) < ":



ãåìùå æõîëãéé 151åÓÌÉ ÖÅ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ~xk < �, ÔÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅÎÕÖÎÏ �ÒÉÍÅÎÉÔØ Ë ÓÅÇÍÅÎÔÕ [�; x℄. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (8) ÄÏËÁÚÁÎÏ.ðÕÓÔØ ÞÉÓÌÏ×ÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ y =  (x) ÉÍÅÅÔ Ó×ÏÅÊ ÏÂÌÁÓÔØÀ Ï�ÒÅÄÅÌÅ-ÎÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï E. îÁÄÇÒÁÆÉË epi  ÆÕÎË�ÉÉ  Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀ-ÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: epi  = {(x; y) ∈ R
2 : x ∈ E; y >  (x)} :íÏÖÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ �ÏÓÔÒÏÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ '1(x) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÉÂÏÌØ-ÛÅÊ ×Ù�ÕËÌÏÊ ÍÉÎÏÒÁÎÔÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ '(x) É ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï epi '1 ÅÓÔØ×Ù�ÕËÌÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á epi '.10. æÕÎË�ÉÑ '1(x) ×Ù�ÕËÌÁ ÎÁ �ÏÌÕÏÓÉ [0;∞), �ÒÉÞ£Í '1(0) = 1,('1)′+ (0) = 1. ðÏÜÔÏÍÕ ÆÕÎË�ÉÀ '1(x) ÍÏÖÎÏ �ÒÏÄÏÌÖÉÔØ ËÁË ×Ù-�ÕËÌÕÀ ÎÁ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÕÀ ÏÓØ (−∞;∞), �ÒÉÞ£Í ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ×Ù�ÏÌÎÑ-ÌÉÓØ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑlimx→−∞

'1(x) = m > 0; limx→−∞
'′1(x) = 0:ïÂÏÚÎÁÞÉÍ r�1(r) = V1(r) = '1(ln r). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ �1(r) {ÜÔÏ ÎÕÌÅ×ÏÊ ÕÔÏÞÎ£ÎÎÙÊ �ÏÒÑÄÏË, ÆÕÎË�ÉÑ V1(r) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉ-ÞÅÓËÉ ×Ù�ÕËÌÏÊ, �ÒÉÞ£Í ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑlimr→+0V1(r) = m > 0; limr→+0 rV ′1 (r) = 0; limr→∞

rV ′1(r) = ∞:ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÅÓÔØ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (7) É ÔÏÇÏ, ÞÔÏ rV ′1 (r)ÅÓÔØ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ.äÁÌÅÅ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍn(r) = [rV ′1 (r)℄ ; N(r) = r
∫0 n(t)t dt:æÕÎË�ÉÑ n(r) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÊ ÓÔÕ�ÅÎÞÁÔÏÊ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊÆÕÎË�ÉÅÊ Ó ÅÄÉÎÉÞÎÙÍÉ ÓËÁÞËÁÍÉ. ÷Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ n(r) ∼rV ′1 (r) (r → ∞),limr→∞

N(r)V1(r) = 1; rN ′+(r)N(r) = n(r)N(r) → 0 (r → ∞):éÚ �ÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏN(r) =r�2(r), ÇÄÅ �2(r) { ÎÕÌÅ×ÏÊ ÕÔÏÞÎ£ÎÎÙÊ �ÏÒÑÄÏË.



152 á. æ. çòéûéî, îçõåî ÷áî ëõéîøðÕÓÔØ an { ÔÏÞËÉ ÒÏÓÔÁ ÆÕÎË�ÉÉ n(r),f(z) = ∞
∏n=1(1− zan) :éÍÅÅÍ lnM(r; f) = ∞

∑n=1 ln(1 + ran) = ∞
∫0 ln(1 + rt ) dn(t)= ∞

∫0 rn(t)t(t+ r)dt = ∞
∫0 rN(t)(t+ r)2 dt:�Å�ÅÒØ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ C ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏlimr→∞

lnM(r; f)N(r) = ∞
∫0 dt(1 + t)2 = 1:ðÏÜÔÏÍÕ limr→∞

lnM(r; f)V1(r) = 1:�ÁË ËÁË V (r) > V1(r), ÔÏlimr→∞

lnM(r; f)V (r) 6 1:éÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ rn ÔÁ-ËÁÑ, ÞÔÏ V1(rn) = V (rn), ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏlimr→∞

lnM(r; f)V (r) = 1:�ÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ. �ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ1. â. ñ. ìÅ×ÉÎ, òÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÒÎÅÊ �ÅÌÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, çé��ì, í. (1956).2. á. æ. çÒÉÛÉÎ, é. ÷. ðÏÅÄÉÎ�Å×Á, áÂÅÌÅ×Ù É ÔÁÕÂÅÒÏ×Ù ÔÅÏÒÅÍÙ ÄÌÑ ÉÎÔÅ-ÇÒÁÌÏ×. | áÌÇÅÂÒÁ É ÁÎÁÌÉÚ 26, No. 3 (2014), 1{88.3. N. H. Bingham, C. M. Goldie, J. L. Teugels, Regular variation, Cambridge Uni-versity Press, Cambridge, London, New York, New Ro
helle, Melbaurne, Sidney(1987).
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