
úÁ�ÉÓËÉ ÎÁÕÞÎÙÈÓÅÍÉÎÁÒÏ× ðïíé�ÏÍ 424, 2014 Ç.÷. é. ÷ÁÓÀÎÉÎðòéíåò ðïó�òïåîéñ æõîëãéé âåììíáîáäìñ üëó�òåíáìøîùè úáäáþ÷ ðòïó�òáîó�÷å BMO
§0. ÷×ÅÄÅÎÉÅèÏÞÕ Ó ÓÁÍÏÇÏ ÎÁÞÁÌÁ �ÒÅÄÕ�ÒÅÄÉÔØ ÞÉÔÁÔÅÌÑ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÒÁÂÏÔÁ ÎÅÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÊ ÓÁÍÏÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÊ ÓÔÁÔØ�ÅÊ. üÔÏ { ÉÌÌÀÓÔÒÁ�ÉÑ�ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÔÅÈÎÉËÉ, ÒÁÚ×ÉÔÏÊ × ÒÁÂÏÔÅ [6℄. ñ ÂÙ ÎÁÚ×ÁÌ ÄÁÎÎÙÊ ÔÅËÓÔÍÅÔÏÄÉÞËÏÊ �Ï �ÒÁËÔÉÞÅÓËÏÍÕ ÏÓ×ÏÅÎÉÀ ÍÅÔÏÄÁ ÆÕÎË�ÉÉ âÅÌÍÁÎÁ ×ÁÎÁÌÉÚÅ ÄÌÑ ÇÉ�ÏÔÅÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÓÔÕÄÅÎÔÁ, ËÏÔÏÒÙÊ ÏÚÎÁËÏÍÉÌÓÑ Ó ÔÅÏÒÅ-ÔÉÞÅÓËÏÊ ÞÁÓÔØÀ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ âÅÌÌÍÁÎÁ ÄÌÑ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÈÚÁÄÁÞ ÎÁ ÷íï, Á ÔÅ�ÅÒØ ÈÏÞÅÔ ÞÔÏ-ÔÏ �ÏÓÞÉÔÁÔØ Ó×ÏÉÍÉ ÒÕËÁÍÉ. éÄÁÎÎÙÊ ÔÅËÓÔ { ÜÔÏ ÔÁËÁÑ �ÏÛÁÇÏ×ÁÑ ÉÎÓÔÒÕË�ÉÑ: ÄÅÌÁÊ ÔÏ-ÔÏ É �Ï-ÌÕÞÉÛØ ÔÏ-ÔÏ. �ÕÔ ÎÅÔ ÎÉËÁËÉÈ ÔÅÏÒÅÍ É ÒÁ×ÎÏ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÕÀÔ ÄÏËÁÚÁ-ÔÅÌØÓÔ×Á ÞÅÇÏ-ÌÉÂÏ, ÔÕÔ { ÔÏÌØËÏ ÁÎÏÎÓÙ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÄÏÌÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØÓÑ,ÅÓÌÉ �ÒÁ×ÉÌØÎÏ �ÏÓÞÉÔÁÔØ. á �ÏÓÞÉÔÁÔØ ÄÏÌÖÅÎ ÕÖÅ ÓÁÍ ÞÉÔÁÔÅÌØ, ÈÏ-ÔÑ ×ÓÅ ÆÏÒÍÕÌÙ, Ñ×ÌÑÀÝÉÅÓÑ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁÍÉ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÍÏÇÏ ÓÞ�ÅÔÁ,�ÒÉ×ÅÄÅÎÙ. òÁÚÎÏÏÂÒÁÚÎÙÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ, �ÒÑÍÏ ÎÅ Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÍÅ-ÔÏÄÏÍ ÆÕÎË�ÉÉ âÅÌÌÍÁÎÁ (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ-ÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ, ÞÔÏ ÔÁËÁÑ-ÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ ÕÂÙ×ÁÅÔ ÉÌÉ ×ÏÚÒÁÓÔÁ-ÅÔ), ×ÏÏÂÝÅ ÎÅ ÏÂÓÕÖÄÁÀÔÓÑ, Á ÏÓÔÁ×ÌÅÎÙ �ÅÌÉËÏÍ ÞÉÔÁÔÅÌÀ: ÅÓÌÉ ÏÎÈÏÞÅÔ { ÍÏÖÅÔ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÎÅÔ { �ÕÓÔØ �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ÎÁ ×ÅÒÕ. éÎÏÇÄÁ ÔÁ-ËÉÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ �ÒÏ×ÅÒÑÀÔÓÑ ÓÏ×ÓÅÍ �ÒÏÓÔÏ, ÉÎÏÇÄÁ { ÏÞÅÎØ ÓÌÏÖÎÏÉ ÔÒÅÂÕÀÔ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏÇÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ×ÙËÌÁÄÏË, ËÏÔÏÒÙÅ ×Ó�Å ÒÁ×ÎÏÂÙÌÏ ÂÙ ÎÅÍÙÓÌÉÍÏ �ÒÉ×ÅÓÔÉ, ÅÓÌÉ É ÂÅÚ ÎÉÈ ÓÔÁÔØÑ ÄÏÓÔÉÇÌÁ ÔÁËÏÇÏÏÂß�ÅÍÁ.åÓÌÉ �ÒÏÌÉÓÔÙ×ÁÔØ ÄÁÎÎÕÀ ÓÔÁÔØÀ, ÔÏ ÏÎÁ ÍÏÖÅÔ �ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÁÂÓÏ-ÌÀÔÎÏ ÎÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ { ÎÅ ÚÁ ÞÔÏ ÇÌÁÚÕ ÚÁ�Å�ÉÔØÓÑ, ÎÉËÁËÉÈ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÈ ÌÅÍÍ, ÔÅÏÒÅÍ, ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ, ÎÅ�ÏÎÑÔÎÏ, ÞÔÏ ÏÓÎÏ×ÎÏÅ, ÁÞÔÏ ×ÔÏÒÏÓÔÅ�ÅÎÎÏÅ... �ÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÓÔÁÔØÑ Þ�ÅÔËÏ ÓÔÒÕËÔÕÒÉÒÏ×ÁÎÁ. ÷ÓÔÁÔØÅ ÒÁÚÂÉÒÁÅÔÓÑ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ, Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÁÑ ÎÅËÏÊ Þ�ÅÔÎÏÊëÌÀÞÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á: ÆÕÎË�ÉÑ âÅÌÌÍÁÎÁ, ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ íÏÎÖÁ{áÍ�ÅÒÁ, ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÅÌÏËÁÌØÎÏ ×Ù�ÕËÌÙÅ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ.òÁÂÏÔÁ �ÏÄÄÅÒÖÁÎÁ ÇÒÁÎÔÏÍ òææé 14-01-00748.33



34 ÷. é. ÷áóàîéîÆÕÎË�ÉÅÊ, ËÏÔÏÒÁÑ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ËÕÓËÁ ÓÉÎÕÓÏÉÄÙ, ÇÌÁÄËÏ �ÒÏÄÏÌÖÅÎ-ÎÏÊ �ÏÓÌÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÉ �ÁÒÁÂÏÌÏÊ. éÚÌÏÖÅÎÉÅ ÉÄ�ÅÔ ÏÔ �ÒÏÓÔÏÇÏË ÓÌÏÖÎÏÍÕ: Ó�ÅÒ×Á ÒÁÚÂÉÒÁÅÔÓÑ Ì�ÅÇËÉÊ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ÏÔÒÅÚÏË ÓÉÎÕ-ÓÏÉÄÙ ÓÏ×ÓÅÍ ÎÅÂÏÌØÛÏÊ, �ÏÔÏÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ÓÌÕÞÁÉ ×Ó�Å ÂÏÌÅÅÄÌÉÎÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏ× ÓÉÎÕÓÏÉÄÙ, É ×Ó�Å ÚÁËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ Ä×ÕÍÑ �ÁÒÁÇÒÁÆÁ-ÍÉ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÏÂÝÉÊ ÓÌÕÞÁÊ ÓÉÎÕÓÏÉÄÙ �ÒÏÉÚ×ÏÌØ-ÎÏÊ ÄÌÉÎÙ. ÷ ËÁÖÄÏÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ �ÁÒÁÇÒÁÆÅ ÓÉÎÕÓÏÉÄÁ ÎÁ �ÏÌ�ÅÒÉÏÄÁÄÌÉÎÎÅÅ, ÞÅÍ × �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍ. ðÁÒÁÇÒÁÆ × Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ ÒÁÚÂÉÔ ÎÁ �ÏÄ-�ÁÒÁÇÒÁÆÙ ÔÁË, ÞÔÏ × ËÁÖÄÏÍ �ÏÄ�ÁÒÁÇÒÁÆÅ Ë Ü×ÏÌÀ�ÉÉ ÒÅÛÅÎÉÑ ÄÏ-ÂÁ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÏ×ÙÅ ÄÅÔÁÌÉ × ÓÒÁ×ÎÅÎÉÉ Ó �ÒÅÄÙÄÕÝÉÍ �ÏÄ�ÁÒÁÇÒÁÆÏÍ.á�ÒÉÏÒÉ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÏÂßÑ×ÉÔØ, ÎÁÓËÏÌØËÏ ÎÁÄÏ ÕÄÌÉÎÉÔØ ÓÉÎÕÓÏÉÄÕ,ÞÔÏÂÙ ÉÚÍÅÎÉÌÓÑ ÈÁÒÁËÔÅÒ Ü×ÏÌÀ�ÉÉ, �ÏÜÔÏÍÕ ÔÏÞËÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÏÔÄÅÌÑ-ÀÔ ÏÄÉÎ �ÏÄ�ÁÒÁÇÒÁÆ ÏÔ ÄÒÕÇÏÇÏ, ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ × �ÒÏ�ÅÓÓÅ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑÜ×ÏÌÀ�ÉÉ.ðÏÓËÏÌØËÕ ÚÄÅÓØ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÏÂßÑÓÎÉÔØ ×Ó�Å ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ ÓÔÁÔØÉ [6℄,�ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÞÉÔÁÔÅÌØ ÚÎÁËÏÍ ÅÓÌÉ ÎÅ Ó ÎÅÊ, ÔÏ Ó �ÅÒ×ÏÊ ÓÔÁ-ÔØ�ÅÊ [2℄ (ÓÍ. ÔÁËÖÅ �ÒÅ�ÒÉÎÔÙ [3℄ É [4℄ ÉÌÉ ÉÈ ÁÎÇÌÉÊÓËÕÀ ×ÅÒÓÉÀ [5℄)ÉÌÉ, �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ, Ó ËÒÁÔËÉÍ Ï�ÉÓÁÎÉÅÍ ÜÔÉÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× × ÓÔÁ-ÔØÅ [1℄. ïÄÎÁËÏ ÎÅ ×ÓÅ ÏÂßÅËÔÙ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍÙÅ × ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÓÔÁÔØÅ, ÂÙ-ÌÉ ××ÅÄÅÎÙ × ÒÁÂÏÔÅ [2℄ (ÔÁËÉÅ ËÁË ×ÏÌÁÎÞÉË, ÍÕÌØÔÉÌÕÎËÁ É ÄÒ.), ÏÎÉÂÕÄÕÔ ÔÕÔ ËÒÁÔËÏ Ï�ÉÓÁÎÙ, ÎÏ ÞÔÏÂÙ ÏÚÎÁËÏÍÉÔØÓÑ ÂÏÌÅÅ ÄÅÔÁÌØÎÏ,ÎÁÄÏ ÏÂÒÁÝÁÔØÓÑ Ë ÒÁÂÏÔÅ [6℄.úÁÄÁÞÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ÂÕÄÅÔ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØÓÑ, ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ:ÄÌÑ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÓËÁÔØ ÓÕ�ÒÅÍÕÍ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ
〈f(')〉I def= 1

|I | ∫I f('(s)) ds :óÕ�ÒÅÍÕÍ ÂÅÒ�ÅÔÓÑ �Ï ÛÁÒÕ ÒÁÄÉÕÓÁ " × �ÒÏÓÔÒÁÎÓ×Å BMO(I), ÔÏ ÅÓÔØ�Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ÆÕÎË�ÉÊ ' : I → R, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ
‖'‖2 def= supJ⊂I {

〈'2〉J − 〈'〉2J}

6 "2 :âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÍÙ ÏÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ÔÅÓÔÏ×ÙÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ ', ÞØÉ ÓÒÅÄÎÉÅ
〈'〉I def= x1 É 〈'2〉I def= x2 ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÙ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÓ-ËÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ:B"(x) def= sup{

〈f ◦ '〉I : 〈'〉I = x1; 〈'2〉I = x2; ‖'‖ 6 "};ÚÁÄÁÎÎÕÀ × �ÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ �ÏÌÏÓÅ
" def= {x = (x1; x2) : x2 − x21 6 "2} :



ðòéíåò ðïó�òïåîéñ æõîëãéé âåììíáîá 35üÔÁ ÆÕÎË�ÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÌÏËÁÌØÎÏ ×ÏÇÎÕÔÏÊ ÆÕÎË�É-ÅÊ × �ÏÌÏÓÅ 
" ÓÒÅÄÉ ÔÅÈ, ÞÔÏ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÇÒÁÎÉÞÎÏÍÕ ÕÓÌÏ×ÉÀB(x1; x21) = f(x1), ÔÏ ÅÓÔØ ÜÔÁ ÆÕÎË�ÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑíÏÎÖÁ{áÍ�ÅÒÁBx1x1Bx2x2−B2x1x2 = 0 Ó ÚÁÄÁÎÎÙÍ ÇÒÁÎÉÞÎÙÍ ÕÓÌÏ×É-ÅÍ. èÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ Å�Å ÇÒÁÆÉË Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁÚ×�ÅÒÔÙ×ÁÀÝÅÊÓÑ �Ï-×ÅÒÈÎÏÓÔØÀ. ïÂÌÁÓÔØ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÔÁËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÍÅÔÅ-ÎÁ ÏÔÒÅÚËÁÍÉ �ÒÑÍÙÈ, ×ÄÏÌØ ËÏÔÏÒÙÈ ÆÕÎË�ÉÑ ÌÉÎÅÊÎÁ. üÔÉ ÏÔÒÅÚËÉÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÍÉ ÌÉÎÉÑÍÉ ÉÌÉ ÜËÓÔÒÅÍÁÌÑÍÉ. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔÄ×Á ÒÏÄÁ ÜËÓÔÒÅÍÁÌÅÊ { ÈÏÒÄÙ É ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ. ÷ ÔÏ ×ÒÅÍÑ ËÁË ÏÂÁ ËÏÎ-�Á ÈÏÒÄÙ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÎÉÖÎÅÊ ÇÒÁÎÉ�Å ÏÂÌÁÓÔÉ 
", Õ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ÏÄÉÎËÏÎÅ� ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÎÉÖÎÅÊ ÇÒÁÎÉ�Å, Á ×ÔÏÒÏÊ { ÎÁ ×ÅÒÈÎÅÊ, �ÒÉÞ�ÅÍ ÜÔÁ�ÒÑÍÁÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ Ë ×ÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎÉ�Å. åÓÌÉ ÞÅÒÅÚ ËÁËÕÀ-ÔÏ ÔÏÞËÕ ÍÏÖÎÏ �ÒÏ×ÅÓÔÉ Ä×Å ÒÁÚÎÙÈ ÜËÓÔÒÅÍÁÌÉ, ÔÏ ÎÁÛÁ ÆÕÎË�ÉÑÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ. òÁÚÂÉÅ-ÎÉÅ ÏÂÌÁÓÔÉ 
" × ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÏÂÌÁÓÔÅÊ, ÇÄÅ ÜËÓÔÒÅÍÁÌÑÍÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑÈÏÒÄÙ (ÈÏÒÄÁÌØÎÙÅ ÏÂÌÁÔÉ), ÇÄÅ ÜËÓÔÒÅÍÁÌÑÍÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ(ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ ÏÂÌÁÓÔÉ) É ÏÂÌÁÓÔÅÊ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÆÏÌÉÁ�ÉÅÊ.åÓÌÉ ÆÏÌÉÁ�ÉÑ ÉÚ×ÅÓÔÎÁ, ÔÏ ÍÙ ÌÅÇËÏ ÍÏÖÅÍ ×Ù�ÉÓÁÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÎÁ-ÛÅÊ ÆÕÎË�ÉÉ âÅÌÌÍÁÎÁ B × ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ x × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÇÒÁÎÉÞÎÏÊÆÕÎË�ÉÉ f . ëÏÎËÒÅÔÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ, Ï�ÉÓÙ×ÁÀÝÉÅ ÔÏ, ËÁË ÜÔÏ ÓÄÅÌÁÔØ,ÞÉÔÁÔÅÌØ ÍÏÖÅÔ ÎÁÊÔÉ × ÒÁÂÏÔÅ [2℄ ÉÌÉ [6℄. ÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÓÔÁÔØÅ ÍÙÏÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ Ï�ÉÓÁÎÉÅÍ ÆÏÌÉÁ�ÉÊ (× ÏÓÎÏ×ÎÏÍ ÉÈ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØÀ ÏÔ�ÁÒÁÍÅÔÒÁ ") ÄÌÑ ÏÄÎÏÇÏ ËÏÎËÒÅÔÎÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ.üÔÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ×ÙÂÒÁÎÏ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏÂÙ �ÒÏÄÅÍÏÎÓÔÒÉÒÏ×ÁÔØ×ÏÚÍÏÖÎÏÅ ÒÁÚÎÏÏÂÒÁÚÉÅ ÆÏÌÉÁ�ÉÊ É ÉÈ Ü×ÏÌÀ�ÉÊ �ÒÉ ÒÏÓÔÅ �ÁÒÁÍÅ-ÔÒÁ ".ðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ÎÁÞÁÔØ Ï�ÉÓÁÎÉÅ ÇÒÁÎÉÞÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ, ÓÌÅÄÕÅÔ ÄÏÇÏ×Ï-ÒÉÔØÓÑ Ï ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÉ. ëÁË ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÓÁÍÉÈ ÎÁÚ×ÁÎÉÊ, ÈÏÒÄÁÌØÎÙÅÏÂÌÁÓÔÉ ÚÁÍÅÔÁÀÔÓÑ ÈÏÒÄÁÍÉ, Á ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ { ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍÉ ÜËÓÔÒÅ-ÍÁÌÑÍÉ. ÷Ù�ÕËÌÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÈÏÒÄÏÊ É ÓÔÑÇÉ×ÁÅÍÏÊ ÅÀÞÁÓÔØÀ ÎÉÖÎÅÊ ÇÒÁÎÉ�Ù, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÕÎËÏÊ. ìÕÎËÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÒÏ-ÓÔÏÊ (ÅÓÌÉ ÏÎÁ �ÅÌÉËÏÍ ÚÁÍÅÔÁÅÔÓÑ ÈÏÒÄÁÍÉ) ÉÌÉ ÓÏÓÔÁ×ÎÏÊ (ÅÓÌÉ ÏÎÁÓÏÄÅÒÖÉÔ ÏÂÌÁÓÔÉ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ). èÏÒÄÙ �ÒÏÓÔÏÊ ÌÕÎËÉ ÓÔÑÇÉ×ÁÀÔÓÑ ËÔÏÞËÅ, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅÍ ÉÌÉ ËÏÒÎÅÍ ÌÕÎËÉ. ëÁÓÁÔÅÌØ-ÎÙÅ ÏÂÌÁÓÔÉ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÌÅ×ÙÍÉ (ÅÓÌÉ ÜËÓÔÒÅÍÁÌÉ ÉÄÕÔ ×ÌÅ×Ï ÏÔ ÔÏÞ-ËÉ ËÁÓÁÎÉÑ) ÉÌÉ �ÒÁ×ÙÍÉ (× �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ). ïÂÌÁÓÔÉ ÌÉ-ÎÅÊÎÏÓÔÉ ÍÙ ËÌÁÓÓÉÆÉ�ÉÒÕÅÍ �Ï ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ ÔÏÞÅË ÎÉÖÎÅÊ ÇÒÁÎÉ�Ù,ÉÍ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÈ. åÓÌÉ Õ ÏÂÌÁÓÔÉ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÁ ÔÏÞËÁ ÎÁ



36 ÷. é. ÷áóàîéîÎÉÖÎÅÊ ÇÒÁÎÉ�Å, ÏÎÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÕÇÏÌËÏÍ. çÒÁÎÉ�Á ÕÇÏÌËÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚÄ×ÕÈ ÒÁÚÎÏÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÎÙÈ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ, ×ÙÈÏÄÑÝÉÈ ÉÚ ÜÔÏÊ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎ-ÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÎÁ ÎÉÖÎÅÊ ÇÒÁÎÉ�Å (×ÅÒÛÉÎÙ ÕÇÏÌËÁ), É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊÄÕÇÉ ×ÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎÉ�Ù. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÕÇÏÌÏË ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ-ÓÑ Ó×ÏÅÊ ×ÅÒÛÉÎÏÊ. åÓÌÉ Õ ÏÂÌÁÓÔÉ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ ÅÓÔØ ÒÏ×ÎÏ Ä×Å ÔÏÞËÉ ÎÁÎÉÖÎÅÊ ÇÒÁÎÉ�Å, ÔÏ ÈÏÒÄÁ, ÉÈ ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÁÑ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÁÓÔØÀ ÇÒÁÎÉ�ÙÜÔÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ. ä×Å ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ÉÚ ËÏÎ�Ï× ÜÔÏÊ ÈÏÒÄÙ ÔÁËÖÅ ÄÏÌÖÎÙÂÙÔØ ÞÁÓÔØÀ Å�Å ÇÒÁÎÉ�Ù. åÓÌÉ ÏÎÉ ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÅ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÅ, ÔÏÏÂÌÁÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÒÏÌÌÅÊÂÕÓÏÍ, × ÓÌÕÞÁÅ ÒÁÚÎÏÎÁ�ÒÁ-×ÌÅÎÎÙÈ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ÏÎÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÏÌÁÎÞÉËÏÍ. åÓÌÉ ÏÂÌÁÓÔØ ÌÉ-ÎÅÊÎÏÓÔÉ ÉÍÅÅÔ ÔÒÉ ÉÌÉ ÂÏÌÅÅ ÔÏÞÅË ÎÁ ÎÉÖÎÅÊ ÇÒÁÎÉ�Å, ÔÏ ÜÔÏ ÌÉÂÏÍÕÌØÔÉ×ÏÌÁÎÞÉË, ÌÉÂÏ ÍÕÌØÔÉÔÒÏÌÌÅÊÂÕÓ, ÌÉÂÏ ÍÕÌØÔÉÌÕÎËÁ. íÕÌØÔÉ-×ÏÌÁÎÞÉË ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ �ÒÁ×ÏÊ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ ÓÌÅ×Á É ÌÅ×ÏÊ { Ó�ÒÁ×Á. ëÁ-ÓÁÔÅÌØÎÙÅ ÞÁÓÔÉ ÇÒÁÎÉ�Ù ÍÕÌØÔÉÔÒÏÌÌÅÊÂÕÓÁ ÏÄÎÏÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÙ. åÓÌÉÏÂÌÁÓÔØ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ �ÒÁ×ÏÊ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ Ó�ÒÁ×Á É ÌÅ×ÏÊ { ÓÌÅ×Á, ÔÏÜÔÏ { ÍÕÌØÔÉÌÕÎËÁ, ÏÔËÒÙÔÁÑ ÍÕÌØÔÉÌÕÎËÁ. åÓÌÉ ÏÂÌÁÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉÓÏ ×ÓÅÈ ÓÔÏÒÏÎ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÔÏÌØËÏ ÈÏÒÄÁÍÉ, ÔÏ ÏÎÁ ÔÏÖÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑÍÕÌØÔÉÌÕÎËÏÊ, ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÍÕÌØÔÉÌÕÎËÏÊ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÕÌØÔÉÆÉÇÕ-ÒÙ ÍÏÇÕÔ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË ÎÁ ÎÉÖÎÅÊ ÇÒÁÎÉ-�Å, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, �ÅÌÕÀ ÄÕÇÕ, ÅÓÌÉ ÇÒÁÎÉÞÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁ-ÔÉÞÎÙÍ �ÏÌÉÎÏÍÏÍ ÎÁ ÜÔÏÊ ÄÕÇÅ.îÅÓËÏÌØËÏ ÓÌÏ× ÓÌÅÄÕÅÔ ÓËÁÚÁÔØ Ï Ó�ÏÓÏÂÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÙÆÏÌÉÁ�ÉÉ, ËÏÔÏÒÁÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÇÒÁÎÉÞÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f .ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ, ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅÍ ÌÀÂÏÊ ÌÕÎËÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÅÎØ 
 ÔÒÅÔØÅÊ�ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ f ′′′, �ÒÉÞ�ÅÍ ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ f ′′′(u) > 0 × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÌÅ×ÏÊÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ 
 É f ′′′(u) < 0 × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ �ÒÁ×ÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ.þÔÏÂÙ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ËÏÎ�Ù A = (a; a2) É B = (b; b2) ÌÀÂÏÊ ÈÏÒÄÙ, ÎÁÍÎÕÖÎÏ ÒÅÛÉÔØ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÌÕÎËÉ:f(b)− f(a)b− a = f ′(b) + f ′(a)2 (1)É �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ × ËÏÎ�ÁÈ ÈÏÒÄÙ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌÙDL def= f ′′(a)− f ′(b)− f ′(a)b− a É DR def= f ′′(b)− f ′(b)− f ′(a)b− a (2)ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙ. åÓÌÉ " ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÏ, ÔÏ ×ÅÒÈÎÑÑ ÈÏÒÄÁ ÌÀÂÏÊ ÌÕÎ-ËÉ ËÁÓÁÅÔÓÑ ×ÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎÉ�Ù, ÔÏ ÅÓÔØ Å�Å ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÊ ÒÁÚÍÅÒ { ×ÔÏÞÎÏÓÔÉ 2". ó�ÒÁ×Á ÏÔ ÔÁËÏÊ ÌÕÎËÉ ÍÙ ÒÉÓÕÅÍ �ÏÄÏÂÌÁÓÔØ �ÒÁ×ÙÈ



ðòéíåò ðïó�òïåîéñ æõîëãéé âåììíáîá 37ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ, Á ÓÌÅ×Á { �ÏÄÏÂÌÁÓÔØ ÌÅ×ÙÈ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ. �Å�ÅÒØ ÍÅÖ-ÄÕ ÌÀÂÙÍÉ Ä×ÕÍÑ ÌÕÎËÁÍÉ ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ×ÓÔÁ×ÉÔØ �Ï ÕÇÏÌËÕ, ÞÔÏÂÙÓÏÅÄÉÎÉÔØ Ä×Å ÏÂÌÁÓÔÉ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÏ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÎÙÈ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ.ðÏÌÏÖÅÎÉÅ ×ÅÒÛÉÎÙ U = (u; u2) ÕÇÏÌËÁ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÍÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ ÂÁÌÁÎÓÁ: FR(u) + FL(u) = 0 ;ÇÄÅ FR { �ÒÁ×ÁÑ ÓÉÌÁ ÌÕÎËÉ, ÎÁÈÏÄÑÝÅÊÓÑ ÓÌÅ×Á, Á FL { ÌÅ×ÁÑ ÓÉÌÁÌÕÎËÉ, ÎÁÈÏÄÑÝÅÊÓÑ Ó�ÒÁ×Á ÏÔ ÉÓËÏÍÏÇÏ ÕÇÏÌËÁ. óÉÌÁ ÌÕÎËÉ Ï�ÒÅÄÅ-ÌÑÅÔÓÑ Å�Å ×ÅÒÈÎÅÊ ÈÏÒÄÏÊ. á ÓÉÌÙ ÌÀÂÏÊ ÈÏÒÄÙ ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ×ÙÒÁÖÅÎÉÑÍÉ: FL(u) = eu="[DLe−a=" + ∫ auf ′′′(t)e−t="dt] ;FR(u) = e−u="[DReb=" + ∫ ub f ′′′(t)et="dt] :ìÅ×ÁÑ ÓÉÌÁ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ÓÌÅ×Á ÏÔ ÈÏÒÄÙ, ÔÏ ÅÓÔØ ÄÌÑ u 6 a, Á �ÒÁ×ÁÑÓÉÌÁ { Ó�ÒÁ×Á, ÔÏ ÅÓÔØ ÄÌÑ u > b. óÉÌÁ, �ÒÉÈÏÄÑÝÁÑ ÉÚ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ(+∞), ÚÁÄÁ�ÅÔÓÑ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅÍF∞(u) = eu=" ∫ ∞u f ′′′(t)e−t="dt :ëÏÇÄÁ �ÁÒÁÍÅÔÒ " Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÅÔÓÑ, ÕÇÏÌÏË ÍÏÖÅÔ ÓÔÏÌËÎÕÔØÓÑ Ó ÒÁ-ÓÔÕÝÅÊ ÌÕÎËÏÊ É �ÒÅ×ÒÁÔÉÔØÓÑ × ÔÒÏÌÌÅÊÂÕÓ. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÍÏÍÅÎÔÁÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÂÁÌÁÎÓÁ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ÕÖÅ ÎÅ �ÏÚÉ�ÉÀ ×ÅÒÛÉÎÙÕÇÏÌËÁ, Á �ÏÌÏÖÅÎÉÅ \ÚÁÄÎÅÊ" ÇÒÁÎÉ�Ù ÔÒÏÌÌÅÊÂÕÓÁ. åÓÌÉ Ä×Á ÕÇÏÌËÁÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÓÔÁÌËÉ×ÁÀÔÓÑ Ó ÌÕÎËÏÊ Ó Ä×ÕÈ ÓÔÏÒÏÎ, ÔÏ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ×Ï-ÌÁÎÞÉË, É ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÂÁÌÁÎÓÁ ÄÏÌÖÎÏ ×Ù�ÏÌÎÑÔØÓÑ ÄÌÑ ÏÂÏÉÈ ËÏÎ�Ï×ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ ×ÏÌÁÎÞÉËÁ.ïÂßÑÓÎÅÎÉÑ É ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á �ÒÉ×ÅÄ�ÅÎÎÙÈ ×ÙÛÅ ÆÁËÔÏ× ÍÏÖÎÏÎÁÊÔÉ × ÓÔÁÔØÅ [2℄, Á ÎÅÓËÏÌØËÏ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÁÑ ÓÉÔÕÁ�ÉÑ Ó ÍÕÌØÔÉÆÉ-ÇÕÒÁÍÉ Ï�ÉÓÁÎÁ × ÒÁÂÏÔÅ [6℄.�Å�ÅÒØ, �ÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ �ÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÏÂÝÅÇÏ Ï�ÉÓÁÎÉÑ, ÎÁÞÎ�ÅÍ ÆÏÒ-ÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÔÕ ËÏÎËÒÅÔÎÕÀ ÚÁÄÁÞÕ, ËÏÔÏÒÏÊ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÚÁÎÉÍÁÔØÓÑ.úÁÄÁ×ÛÉÓØ ÞÉÓÌÏÍ �, � > 0, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ Þ�ÅÔÎÕÀ C2-ÇÌÁÄËÕÀ ÇÒÁÎÉÞÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀf(t) = {

− 
os t; |t| 6 �;12 (t2 − �2) 
os�+ (sin�− � 
os�)(|t| − �) − 
os�; |t| > �:



38 ÷. é. ÷áóàîéî�ÏÇÄÁ f ′(t) = {sin t; |t| 6 �;t 
os�+ (sin�− � 
os�) sign t; |t| > �;f ′′(t) = {
os t; |t| 6 �;
os�; |t| > �;f ′′′(t) = {

− sin t; |t| 6 �;0; |t| > �:ðÕÓÔØ N { ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÅ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÎÅ-ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍÉ: (2N−1)� < � 6 (2N+1)�. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÔÁËÏÇÏ ÇÒÁÎÉÞÎÏÇÏÕÓÌÏ×ÉÑ Ü×ÏÌÀ�ÉÑ ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ Ó 2N + 1 ÌÕÎËÉ, ÍÅÖÄÕ ËÏÔÏÒÙÍÉ ÒÁÓ-�ÏÌÏÖÅÎÙ 2N ÕÇÏÌËÏ×. ÷ÓÅ ÕÇÏÌËÉ ×ÓÅÇÄÁ ÎÁÞÉÎÁÀÔ Ó×Ï�Å ÒÁÚ×ÉÔÉÅ ÉÚÔÏÞÅË vn = (2n − 1)�, −N < n 6 N . ïÓÎÏ×ÁÎÉÑÍÉ ÌÕÎÏË Ñ×ÌÑÀÔ-ÓÑ ÔÏÞËÉ 
n = 2n�, −N 6 n 6 N , ÅÓÌÉ � > 2N�. ÷ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ� 6 2N�, ×ÍÅÓÔÏ ÓÁÍÏÊ ÌÅ×ÏÊ É ÓÁÍÏÊ �ÒÁ×ÏÊ ÌÕÎÏË Õ ÎÁÓ ×ÏÚÎÉËÁ-ÀÔ ÍÕÌØÔÉÌÕÎËÉ ÎÁ \ÔÏÌÓÔÙÈ" ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ËÏÒÎÑÈ 
−N = (−∞;−�℄É 
N = [�;∞). îÁÛÁ ÚÁÄÁÞÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ, É �Ï ÜÔÏÊ �ÒÉÞÉÎÅ ÕÄÏÂ-ÎÅÅ ÎÕÍÅÒÏ×ÁÔØ ÌÕÎËÉ ÉÍÅÎÎÏ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ É ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÔÏÌØËÏÔÏ, ÞÔÏ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÎÁ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ �ÏÌÕÏÓÉ. ìÅ×ÙÊ ËÏÎÅ� ÌÕÎËÉ ÓËÏÒÎÅÍ × ÔÏÞËÅ 
n ÂÕÄÅÔ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØÓÑ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ an, Á �ÒÁ×ÙÊ { ÓÉÍ-×ÏÌÏÍ bn, `n = bn − an. ÷ÓÅ ÌÕÎËÉ ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ, ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÓÁÍÏÊ�ÒÁ×ÏÊ (É ÓÁÍÏÊ ÌÅ×ÏÊ) ÒÁÓÔÕÔ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ, ÔÏ ÅÓÔØan = 2n� − 12`n; bn = 2n� + 12`n: (3)ìÅ×ÙÊ É �ÒÁ×ÙÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌÙ ÔÁËÏÊ ÌÕÎËÉ ÒÁ×ÎÙDL = DR = 
os `n2 − 2̀n sin `n2 :ìÅ×ÁÑ É �ÒÁ×ÁÑ ÓÉÌÙ ÌÕÎËÉ Ó ËÏÒÎÅÍ × ÔÏÞËÅ 
n ÚÁÄÁÀÔÓÑ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑÍÉFnL(u; `; ") = −
[ 11 + "2 
os 2̀ + ( "1 + "2 − 2̀) sin 2̀]e `+2u−4�n2" (4)

− "1 + "2 (" 
osu+ sinu) ;FnR(u; `; ") = [ 11 + "2 
os 2̀ + ( "1 + "2 − 2̀) sin 2̀]e `−2u+4�n2" (5)+ "1 + "2 (" 
osu− sinu) :



ðòéíåò ðïó�òïåîéñ æõîëãéé âåììíáîá 39÷ ÜÔÉÈ ÆÏÒÍÕÌÁÈ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ 2n� + 12` 6 u 6 � É 0 6 ` 6 2".âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÌÕÎËÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙ, ÔÏ ÅÓÔØ bn 6 �.úÎÁÞÅÎÉÅ bN ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ �, ÔÏÇÄÁ ÌÕÎËÁ Ó ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅÍ ×ÔÏÞËÅ 
N = 2N� ÒÁÓÔ�ÅÔ ÎÅÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ, É ÎÕÖÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÄÒÕÇÉÅÆÏÒÍÕÌÙ.÷ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ b > � É ` = 2", ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÌÕÎËÉ (1) ÄÁ�ÅÔ ÎÁÍÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ " ËÁË ÆÕÎË�ÉÉ ÏÔ ×ÅÌÉÞÉÎÙ a:" = 
osa+ [12 (� − a)2 − 1] 
os�− (�− a) sin�(�− a) 
os�+ sin a− sin� : (6)÷ÅÔ×É ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ a = a(") ÂÕÄÕÔ ËÏÒÒÅËÔÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ ÎÁÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁÈ ÍÅÖÄÕ ËÏÒÎÑÍÉ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÑ(�− a) 
os�+ sin a− sin� = 0 : (7)üÔÉ ËÏÒÎÉ ÄÁÀÔ ÎÁÍ �ÒÅÄÅÌØÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ a �ÒÉ " → ∞. îÁ-�ÒÉÍÅÒ, �ÅÒ×ÙÊ Ó�ÒÁ×Á ËÏÒÅÎØ ÂÕÄÅÔ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØÓÑ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ aN (∞),ÔÏ ÅÓÔØ ÜÔÏ { ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (7) ÉÚ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ a ∈((2N − 32 )�; 2N�). é Õ ÎÁÓ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ËÏÒÒÅËÔÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌ�ÅÎÎÁÑ ÆÕÎË-�ÉÑ aN(") ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ [� − 2N�;∞), ÚÎÁÞÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÏÊ �ÒÏÂÅÇÁÀÔÉÎÔÅÒ×ÁÌ (aN (∞); 4N� − �℄.íÙ ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ "(a) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ 2�-�ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ × ÓÌÅÄÕÀ-ÝÅÍ ÓÍÙÓÌÅ: ÅÓÌÉ ÓÄÅÌÁÔØ ÓÄ×ÉÇ N 7→ N + 1, � 7→ �+ 2�, a 7→ a+ 2�,ÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ " ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ÎÅÉÚÍÅÎÎÙÍ.åÓÔØ �ÒÏÓÔÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÉÎÔÒ�ÒÅÔÁ�ÉÑ ËÏÒÎÅÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (7):ÜÔÏ ÔÏÞËÉ, ÇÄÅ �ÒÑÍÁÑ ÌÉÎÉÑ, Ñ×ÌÑÀÝÁÑÓÑ ÞÁÓÔØÀ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎË�ÉÉf ′(t) �ÒÉ t > �, �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÇÒÁÆÉË ÔÏÊ ÞÁÓÔÉ, ÇÄÅ f ′(t) = sin t. üÔÏÏÓÏÂÅÎÏ ÑÓÎÏ, ÅÓÌÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (7) �ÅÒÅ�ÉÓÁÔØ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ×ÉÄÅ:
os� = sin�− sin a�− a : (8)òÉÓÕÎÏË 1 ÉÌÌÀÓÔÒÉÒÕÅÔ ÜÔÏ ÏÂßÑÓÎÅÎÉÅ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ N = 1. úÎÁÞÅÎÉÅaN(∞) { ÜÔÏ �ÒÅÄÅÌ ÌÅ×ÏÇÏ ËÏÎ�Á ÌÕÎËÉ Ó ËÏÒÎÅÍ × ÔÏÞËÅ 
N = 2N�,ËÏÇÄÁ Å�Å �ÒÁ×ÙÊ ËÏÎÅ� bN ÕÈÏÄÉÔ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔØ �ÒÉ " → ∞.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÒÉ N > 1 ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ × ×ÙÒÁÖÅÎÉÉ (6) ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØÂÏÌØÛÅ ÏÄÎÏÇÏ ËÏÒÎÑ, É ÎÁÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ �ÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÑ a(")ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ × ÄÒÕÇÉÈ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁÈ, Á ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÉÚ �ÒÏÍÅÖÕÔËÁ(aN (∞); 4�N − �℄. ïÄÎÁËÏ ÏÔÌÏÖÉÍ ÉÈ ËÏÒÒÅËÔÎÏÅ Ï�ÉÓÁÎÉÅ ÄÏ ÔÏÇÏÍÏÍÅÎÔÁ, ËÏÇÄÁ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÈ ÉÓ�ÏÌØÚ×ÁÔØ, Á ÓÅÊÞÁÓ ÔÏÌØËÏ ×Ù�ÉÛÅÍÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÌÅ×ÏÊ ÓÉÌÙ ÏÔ ÎÅÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÈÏÒÄÙ, ÚÁËÁÎÞÉ×ÁÀÝÅÊÓÑ
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òÉÓ. 1. çÒÁÆÉË ÆÕÎË�ÉÉ f ′(t) ×ÍÅÓÔÅ Ó �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅÍÅÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÞÁÓÔÉ.× ÔÏÞËÅ a:FLa(u; `; ") = [ 11 + "2 (" sina− 
osa) + 
os�
− 1̀((�− a) 
os�+ sin a− sin�)

]eu−a"
− "1 + "2 (" 
osu+ sinu) (9)îÁËÏÎÅ�, ÎÁÍ �ÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ ÓÉÌÙ, ÉÄÕÝÅÊ ÉÚ ÂÅÓËÏ-ÎÅÞÎÏÓÔÉ. ðÒÉ � ∈

((2N − 1)�; 2N�] Õ ÎÁÓ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÔÏÌÓÔÙÊËÏÒÅÎØ: 
N = [�;+∞). óÉÌÁ ÉÚ +∞ (Ô.Å. ÌÅ×ÁÑ ÓÉÌÁ ÏÔ ÍÕÌØÔÉÌÕÎËÉ ÎÁÜÔÏÍ ÔÏÌÓÔÏÍ ËÏÒÎÅ) ÚÁÄÁ�ÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ:F∞(u; ") = "1 + "2 [(sin�+ " 
os�)eu−�" − (sinu+ " 
osu)] (10)ÄÌÑ 0 6 u 6 �. ñÓÎÏ, ÞÔÏ F∞(u; ") = 0 ÄÌÑ u > �.íÙ ÓÏÂÒÁÌÉ ×ÓÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÓÉÌ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÕÖÎÙ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÂÁÌÁÎÓÁ. îÁÛÁ �ÅÌØ { �ÒÏÓÌÅÄÉÔØ Ü×ÏÌÀ�ÉÀ ÆÏÌÉÁ�ÉÉ, ÔÏÅÓÔØ Å�Å ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ÏÔ ", É ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ �ÏÎÑÔØ, ËÁË ÜÔÁ Ü×ÏÌÀ�ÉÑ ÚÁ-×ÉÓÉÔ ÏÔ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ �. ëÁË ÕÖÅ ÂÙÌÏ ÓËÁÚÁÎÏ, × ÓÉÌÕ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÍÙÂÕÄÅÍ × ÏÓÎÏ×ÎÏÍ ÓÍÏÔÒÅÔØ ÔÏÌØËÏ ÎÁ �ÒÁ×ÕÀ �ÏÌÏ×ÉÎÕ ËÁÒÔÉÎËÉ.



ðòéíåò ðïó�òïåîéñ æõîëãéé âåììíáîá 41ðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ �ÅÒÅÊÔÉ Ë ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÀ Ü×ÏÌÀ�ÉÉ, ××ÅÄ�ÅÍ ÎÅÓËÏÌØËÏÓÅÒÉÊ �ÁÒÁÍÅÔÒÏ×, ÓÍÙÓÌ ËÏÔÏÒÙÈ �ÒÏÑÓÎÉÔÓÑ �ÏÚÄÎÅÅ. îÁÞÎ�ÅÍ Ó ÞÉÓÌÁ�n, ËÏÔÏÒÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË n-Ê �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ ËÏÒÅÎØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑtan� = � ; (11)ÔÏ ÅÓÔØ �n ∈
(n�; (n+ 1)�), É �ÏÌÏÖÉÍ �n;m def= �n + 2m�.åÝ�Å ÞÅÔÙÒÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á �ÁÒÁÍÅÔÒÏ× ÚÁÄÁÄÉÍ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÎÅÞ�ÅÔÎÙÈÚÎÁÞÅÎÉÊ ÉÎÄÅËÓÁ n. åÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ � ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ�2 
os�− � sin�− en−�� = 0 ; (12)�Ï�ÁÄÁÀÝÅÅ × �ÒÏÍÅÖÕÔÏË ((n�; (n+ 12 )�), ÂÕÄÅÔ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØÓÑ ÓÉÍ×Ï-ÌÏÍ �n. éÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ �n = �1 + (n− 1)�.óÅÍÅÊÓÔ×Ï 
n { ÜÔÏ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ � ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑn2�2 
os�− n� sin�− e1− �n� = 0 (13)ÉÚ �ÒÏÍÅÖÕÔËÁ (n�; (n+ 12 )�).óÅÍÅÊÓÔ×Ï �n { ÜÔÏ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ � ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑn2�2 
os�+ n� sin�− e �n�−1 = 0 (14)ÉÚ �ÒÏÍÅÖÕÔËÁ ((n+ 12 )�; (n+ 1)�).óÅÍÅÊÓÔ×Ï �n { ÜÔÏ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ � ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ�2 
os�+ � sin�− e��−n = 0 : (15)ÉÚ �ÒÏÍÅÖÕÔËÁ ((n+ 12 )�; (n+ 1)�), ÔÏ ÅÓÔØ �n = �1 + (n− 1)�.

§1. 0 < � 6 �÷ ÜÔÏÍ �ÒÏÓÔÅÊÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÉÔÕÁ�ÉÑ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÁ: Õ ÎÁÓ ÌÉÛØ ÏÄÎÁÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÌÕÎËÁ Ó ËÏÒÎÅÍ × ÎÕÌÅ, ËÏÔÏÒÁÑ ÒÁÓÔ�ÅÔ ÄÏ ÂÅÓËÏÎÅÞ-ÎÏÓÔÉ, ÓÍ. òÉÓ. 2. ÷ÌÅ×Ï ÏÔ ÌÕÎËÉ Õ ÎÁÓ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ ÌÅ×ÙÈËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ, Á Ó�ÒÁ×Á { ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ �ÒÁ×ÙÈ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ.÷ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÈ ÓÉÔÕÁ�ÉÑÈ ÂÕÄÅÔ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÉÚÏÂÒÁ-ÚÉÔØ ËÁÒÔÉÎËÕ Ó ÆÏÌÉÁ�ÉÅÊ, É ÔÏÇÄÁ ÍÙ ÏÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ÇÒÁÆÏÍ ÆÏÌÉÁ-�ÉÉ. ðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ÏÂßÑÓÎÑÔØ, ËÁËÏÊ ÇÒÁÆ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÆÏ-ÌÉÁ�ÉÉ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÒÁÆ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÊ ÆÏÌÉÁ�ÉÉ, ÉÚÏÂÒÁÖ�ÅÎÎÏÊ ÎÁòÉÓ. 2. ïÎ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎ ÎÁ òÉÓ. 3.úÄÅÓØ ×Ù ×ÉÄÉÔÅ ÞÅÔÙÒÅ ×ÅÒÛÉÎÙ: Ä×Å ÉÚ ÎÉÈ, ÌÅ×ÁÑ É �ÒÁ×ÁÑ, ÏÔ-×ÅÞÁÀÔ ±∞, ×ÅÒÛÉÎÁ �ÏÓÒÅÄÉÎÅ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ \ÄÌÉÎÎÏÊÈÏÒÄÅ" (ÜÔÏ ÈÏÒÄÁ, ËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ Ë ×ÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎÉ�Å, Å�Å ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØ-ÎÁÑ ÄÌÉÎÁ ×ÓÅÇÄÁ ÒÁ×ÎÁ 2"), É, ÎÁËÏÎÅ�, ÞÅÔ×�ÅÒÔÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ
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òÉÓ. 2. æÏÌÉÁ�ÉÑ ÏÂÌÁÓÔÉ �ÒÉ ÌÀÂÙÈ ".
òÉÓ. 3. çÒÁÆ ÆÏÌÉÁ�ÉÉ, ÉÚÏÂÒÁÖ�ÅÎÎÏÊ ÎÁ òÉÓ. 2.ÏÓÎÏ×ÁÎÉÀ ÌÕÎËÉ. çÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÅ Ò�ÅÂÒÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÏÂÌÁÓÔÑÍ ËÁ-ÓÁÔÅÌØÎÙÈ. äÌÑ ÏÂÌÁÓÔÉ �ÒÁ×ÙÈ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ÍÙ ÒÉÓÕÅÍ ÒÅÂÒÏ, ÎÁ-�ÒÁ×ÌÅÎÎÏÅ ×�ÒÁ×Ï, É, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ×ÌÅ×Ï ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÏ ÒÅÂÒÏ, ÏÔ-×ÅÞÁÀÝÅÅ ÏÂÌÁÓÔÉ ÌÅ×ÙÈ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ. äÌÑ ÏÂÌÁÓÔÉ ÈÏÒÄ ÍÙ ÒÉÓÕÅÍ



ðòéíåò ðïó�òïåîéñ æõîëãéé âåììíáîá 43×ÅÒÔÉËÁÌØÎÏÅ ÒÅÂÒÏ, ÏÓÔÁ×ÌÑÑ ÅÇÏ ÎÅÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ. ïÄÎÁËÏ × ÓÌÕ-ÞÁÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÈÏÒÄÁÌØÎÙÈ ÏÂÌÁÓÔÅÊ, ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÎÙÈ ÏÄÎÁ �ÏÄ ÄÒÕÇÏÊ,ÍÏÖÎÏ É ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÅ Ò�ÅÂÒÁ ÓÎÁÂÄÉÔØ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÅÊ Ó×ÅÒÈÕ ×ÎÉÚ, ÞÔÏ-ÂÙ �ÏÄÞÅÒËÎÕÔØ, ÞÔÏ ÎÉÖÎÑÑ ÈÏÒÄÁÌØÎÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ �ÏÄÞÉÎÅÎÁ ×ÅÒÈÎÅÊ.òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÇÒÁÆ ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÍÙ �Ï×ÅÒÎ�ÅÍ ÅÇÏ ÉÌÉ �ÏÍÅÎÑÅÍ×ÅÒÈ É ÎÉÚ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ, �ÏÜÔÏÍÕ ÔÁËÏÅ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÉÅ ×ÙÂÒÁÎÏ �ÒÏÓÔÏÄÌÑ ÕÄÏÂÓÔ×Á ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÁ�ÉÉ, ÞÔÏÂÙ �Ï ÇÒÁÆÕ ÂÙÌÏ ÌÅÇÞÅ ×ÏÓÓÔÁÎÏ-×ÉÔØ ËÁÒÔÉÎËÕ Ó ÆÏÌÉÁ�ÉÅÊ.ò�ÅÂÒÁ ×ÓÅÇÄÁ ÂÕÄÕÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Ï×ÁÔØ ÌÉÂÏ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍ, ÌÉÂÏ ÈÏÒ-ÄÁÌØÎÙÍ ÏÂÌÁÓÔÑÍ, Á ×ÅÒÛÉÎÙ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÕÖÅ Ï�ÉÓÁÎÎÙÈÔÉ�Ï×. ëÁË ÒÁÚ ×ÓÔÒÅÔÉ×ÛÉÅÓÑ ÎÁÍ ÔÉ�Ù ×ÅÒÛÉÎ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÙÒÏÖÄÅÎ-ÎÙÍÉ ÓÌÕÞÁÑÍÉ, Á ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ×ÅÒÛÉÎÙ ÇÒÁÆÁ ÂÕÄÕÔ �ÏÒÏÖÄÁÔØÓÑÏÂÌÁÓÔÑÍÉ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ (ÕÇÏÌËÁÍÉ, ÔÒÏÌÌÅÊÂÕÓÁÍÉ, ×ÏÌÁÎÞÉËÁÍÉ É ÌÀ-ÂÙÍÉ ÍÕÌØÔÉÆÉÇÕÒÁÍÉ). ðÒÉÍÙËÁÀÝÉÅ ÎÅÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÂÌÁÓÔÉ (ÔÏ ÅÓÔØÏÂÌÁÓÔÉ ÈÏÒÄ ÉÌÉ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ Ò�ÅÂÒÁÍ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÍÄÁÎÎÕÀ ×ÅÒÛÉÎÕ Ó ÄÒÕÇÉÍÉ. ÷ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÇÒÁÆÁ ÓÎÁÂÖÅÎÙ ÞÉÓÌÏÍ,Ï�ÉÓÙ×ÁÀÝÉÍ ÉÈ \ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÊ ÒÁÚÍÅÒ". äÌÑ ÏÂÌÁÓÔÉ ÈÏÒÄ ÜÔÏÒÁÚÎÏÓÔØ ÄÌÉÎ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÈ �ÒÏÅË�ÉÊ ×ÅÒÈÎÅÊ É ÎÉÖÎÅÊ ÈÏÒÄ. ÷ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÌÕÎËÉ, ÞØÑ ÎÉÖÎÑÑ ÈÏÒÄÁ ÉÍÅÅÔ ÎÕÌÅ×ÕÀ ÄÌÉÎÕ, ÜÔÏÒÁÚÎÏÓÔØ �ÅÒ×ÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ËÏÎ�Ï× ×ÅÒÈÎÅÊ ÈÏÒÄÙ. äÌÑ ÏÂÌÁÓÔÉ ËÁÓÁ-ÔÅÌØÎÙÈ ÍÙ ÂÅÒ�ÅÍ ÒÁÚÎÏÓÔØ �ÅÒ×ÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ËÏÎ�Ï× ÓÁÍÏÊ �ÒÁ×ÏÊ ÉÓÁÍÏÊ ÌÅ×ÏÊ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ÉÚ ÄÁÎÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ. ìÀÂÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÏ-ÓÔÉ ÓÎÁÂÖÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏÍ, ËÏÔÏÒÏÅ ÒÁ×ÎÏ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏÍÕ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÀÍÅÖÄÕ ÓÁÍÏÊ �ÒÁ×ÏÊ É ÓÁÍÏÊ ÌÅ×ÏÊ ÔÏÞËÁÍÉ ÎÉÖÎÅÊ ÇÒÁÎÉ�Ù, �ÒÉÎÁÄ-ÌÅÖÁÝÉÍÉ ÜÔÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ.âÏÌÅÅ ÄÅÔÁÌØÎÏÅ Ï�ÉÓÁÎÉÅ É ÆÏÒÍÁÌØÎÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÑÍÅÖÄÕ ÆÏÌÉÁ�ÉÑÍÉ É ÇÒÁÆÁÍÉ ÞÉÔÁÔÅÌØ ÓÍÏÖÅÔ ÎÁÊÔÉ × ÒÁÂÏÔÅ [6℄.
§2. � < � 6 2��Å�ÅÒØ ËÒÏÍÅ ËÏÒÎÑ 
0 = 0 Õ ÎÁÓ ÅÓÔØ Ä×Á ÔÏÌÓÔÙÈ ËÏÒÎÑ ÎÁ ±∞:
−1 = (−∞;−�℄ É 
1 = [�;+∞). íÅÖÄÕ ÜÔÉÍÉ ÔÒÅÍÑ ËÏÒÎÑÍÉ × ÔÏÞËÁÈ

±� ×ÏÚÎÉËÁÀÔ Ä×Á ÕÇÏÌËÁ.2.1. � < � < �1. åÓÌÉ ÚÎÁÞÅÎÉÅ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ � ÞÕÔØ-ÞÕÔØ ÂÏÌØÛÅ �, ÔÏÕÇÏÌËÉ, �ÏÑ×ÌÑÀÝÉÅÓÑ × ÔÏÞËÁÈ �, ÂÙÓÔÒÏ ÕÂÅÇÁÀÔ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔØ.üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ × ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÍÅÎÔ (ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÜÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ �Á-ÒÁÍÅÔÒÁ " ÓÉÍ×ÏÌÏÍ "1) ÕËÏÌÏË ÓÏ�ÒÉËÁÓÁÅÔÓÑ Ó ÍÕÌØÔÉÌÕÎËÏÊ ÎÁ ÔÏÌ-ÓÔÏÍ ËÏÒÎÅ 
1 × ÔÏÞËÅ �. æÏÌÉÁ�ÉÑ �ÒÉ " < "1 ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÁ ÎÁ òÉÓ. 4.



44 ÷. é. ÷áóàîéîóÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÇÒÁÆ �ÒÉ×ÅÄ�ÅÎ ÎÁ òÉÓ. 5. ÷ ÍÏÍÅÎÔ " = "1 ÕÇÏ-

òÉÓ. 4. æÏÌÉÁ�ÉÑ ÏÂÌÁÓÔÉ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ " < "1.

òÉÓ. 5. çÒÁÆ ÆÏÌÉÁ�ÉÉ, ÉÚÏÂÒÁÖ�ÅÎÎÏÊ ÎÁ òÉÓ. 4.



ðòéíåò ðïó�òïåîéñ æõîëãéé âåììíáîá 45ÌÏË, ÏÂßÅÄÉÎÑÑÓØ Ó ÍÕÌØÔÉÌÕÎËÏÊ ÎÁ ÔÏÌÓÔÏÍ ËÏÒÎÅ 
1, ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÍÕÌØ-ÔÉÔÒÏÌÌÅÊÂÕÓ, ËÏÔÏÒÙÊ × ÔÏÔ ÖÅ ÍÏÍÅÎÔ ÉÓÞÅÚÁÅÔ, É Ó�ÒÁ×Á ÏÔ �ÅÎ-ÔÒÁÌØÎÏÊ ÌÕÎËÉ Õ ÎÁÓ ÏÓÔÁ�ÅÔÓÑ ÌÉÛØ ÏÂÌÁÓÔØ, ÚÁÍÅÔÁÅÍÁÑ �ÒÁ×ÙÍÉËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍÉ (ÌÅ×ÙÍÉ ÓÌÅ×Á), ÒÏ×ÎÏ ÔÁË, ËÁË ÜÔÏ ÂÙÌÏ �ÒÉ � < �.éÔÁË, �ÒÉ " > "1 Õ ÎÁÓ ÆÏÌÉÁ�ÉÑ ÔÁËÁÑ, ËÁË ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÁ ÎÁ òÉÓ. 2(ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÇÒÁÆ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎ ÎÁ òÉÓ. 3).íÏÍÅÎÔ " = "1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÏÊ Ü×ÏÌÀ�ÉÉ. ÷ ÜÔÏÔ ÍÏ-ÍÅÎÔ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ �ÅÒÅÓÔÒÏÊËÁ ÉÌÉ ÍÏÄÉÆÉËÁ�ÉÑ ÆÏÌÉÁ�ÉÉ. ïÎÁ ÍÏ-ÖÅÔ ÂÙÔØ �ÒÏÉÌÌÀÓÔÒÉÒÏ×ÁÎÁ Ó �ÏÍÏÝØÀ \ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á" ÕÇÏÌÏË + ÍÕÌØ-ÔÉÌÕÎËÁ = ÍÕÌØÔÉÔÒoÌÌÅÊÂÕÓ = ÏÂÌÁÓÔØ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Õ-ÀÝÅÅ \ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï" ÄÌÑ ÇÒÁÆÏ×, �ÏËÁÚÁÎÎÏÅ ÎÁ òÉÓ. 6, Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔ ÔÒÉ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ÆÏÌÉÁ�ÉÉ, ÇÄÅ ÏÂÝÁÑ ÏÂÌÁÓÔØÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ (ÍÕÌØÔÉÔÒÏÌÌÅÊÂÕÓ ÎÁ ÔÏÌÓÔÏÍ ËÏÒÎÅ) ÒÁÚÂÉÔÁ ÌÉÂÏ × ÏÂß-ÅÄÉÎÅÎÉÅ ÕÇÏÌËÁ É ÍÕÌØÔÉÌÕÎËÉ (Ó ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔØÀ ÎÕÌÅ×ÏÊ ÄÌÉ-ÎÙ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ), ÌÉÂÏ × ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ÜËÓÔÒÅÍÁÌÅÊ (ÏÂ-ÌÁÓÔØ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ).

òÉÓ. 6. \òÁ×ÅÎÓÔ×Ï" ÕÇÏÌÏË+ÍÕÌØÔÉÌÕÎËÁ=ÍÕÌØÔÉ-ÔÒoÌÌÅÊÂÕÓ=ÏÂÌÁÓÔØ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ.þÔÏÂÙ Ï�ÉÓÁÔØ �Ï×ÅÄÅÎÉÅ ÕÇÏÌËÁ �ÒÉ " < "1 ÂÏÌÅÅ �ÏÄÒÏÂÎÏ, ÎÁÍÎÕÖÎÏ ÒÅÛÉÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÂÁÌÁÎÓÁF0R(u; 2"; ") + F∞(u; ") = 0 ;



46 ÷. é. ÷áóàîéîÒÅÛÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ u = u("; �) ÚÁÄÁ�ÅÔ �ÏÌÏÖÅÎÉÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÕÇÏÌËÁ. éÓ-�ÏÌØÚÕÑ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ (10) É (5), ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ"(sin�+ " 
os�)eu−�" + [ 
os "− sin "" ]e1−u" − 2" sinu = 0: (16)îÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ ×ÅÔ×Ø ËÏÒÎÑ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ u("), ÎÁÞÉÎÁÀÝÁÑÓÑ × ÔÏÞËÅu(0) = �, ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ, �ÏËÁ ÎÅ ÄÏÓÔÉÇÎÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ u = �.îÁ òÉÓ. 7 �ÏËÁÚÁÎ ÇÒÁÆÉË ÜÔÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ �ÒÉ � = 4:4.

òÉÓ. 7. ðÅÒ×ÁÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ ×ÅÒÛÉÎÙ ÕÇÏÌËÁ ËÁË ÆÕÎË-�ÉÑ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ " ÄÌÑ � = 4:4.úÎÁÞÅÎÉÅ ", �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ u = �, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ�ÁÒÁÍÅÔÒÁ �. íÙ ÍÏÖÅÍ ÎÁÊÔÉ Å�Å, �ÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ u = � × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (16).üÔÏ ÄÁ�ÅÔ ÎÁÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÍÅÖÄÕ � É ":"2[ 
os�− sin�" ]+ [ 
os "− sin "" ]e1−�" = 0: (17)



ðòéíåò ðïó�òïåîéñ æõîëãéé âåììíáîá 47îÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ ×ÅÔ×Ø ËÏÒÎÑ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, ×ÙÈÏÄÑÝÅÇÏ ÉÚ ÔÏÞËÉ(�; ") = (�; 0), ËÁË ÒÁÚ É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ÆÕÎË�ÉÉ "1 = "1(�), Á ÇÒÁ-ÆÉË ÜÔÏÊ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÍÏÖÎÏ Õ×ÉÄÅÔØ ÎÁ òÉÓ. 8. îÁ ÜÔÏÍÒÉÓÕÎËÅ ÉÚÏÂÒÁÖ�ÅÎ ÔÁËÖÅ É ÇÒÁÆÉË ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ " = �. ðÒÏ×Å-ÒÉÍ, ÞÔÏ ÏÎÉ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÔÏÞËÅ (�1; �1). åÓÌÉ × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (17) ÍÙ�ÏÄÓÔÁ×ÉÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅ " = �, ÔÏ �ÏÌÕÞÉÍ (11), ÇÄÅ ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ ×ÚÑÔØ ÍÉ-ÎÉÍÁÌØÎÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ, ÔÏ ÅÓÔØ �1 ≈ 4:49341 ≈32� − 0:21898.ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÔÏÞËÅ � = �1 ÆÕÎË�ÉÑ "1 ÉÍÅÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ ÌÅ×ÕÀ�ÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ, ÔÏ ÅÓÔØ Õ ÇÒÁÆÉËÁ ÎÁ òÉÓ. 8 ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÁÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ× ÔÏÞËÅ (�1; �1).

òÉÓ. 8. çÒÁÆÉË ÆÕÎË�ÉÉ " = "1(�) ×ÍÅÓÔÅ Ó �ÒÑÍÏÊ " = �.



48 ÷. é. ÷áóàîéîðÏ×ÔÏÒÉÍ ÅÝ�Å ÒÁÚ Ï�ÉÓÁÎÉÅ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ × ÍÏÍÅÎÔ " ="1(�). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ " ×ÅÒÛÉÎÁ �ÒÁ×ÏÇÏ ÕÇÏÌËÁ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × ÔÏÞ-ËÅ �, É ×ÓÑ ÏÂÌÁÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ �ÒÁ×ÅÅ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ �ÒÅ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ ÉÚÍÕÌØÔÉÌÕÎËÉ × ÍÕÌØÔÉÔÒÏÌÌÅÊÂÕÓ É ÔÕÔ ÖÅ ÉÓÞÅÚÁÅÔ. �Ï ÅÓÔØ, ÅÓÌÉ �ÒÉ" < "1 Õ ÎÁÓ ÏÔ ÕÇÏÌËÁ ÄÏ ÔÏÞËÉ � ÂÙÌÁ ÏÂÌÁÓÔØ ÌÅ×ÙÈ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ,Á �ÏÔÏÍ ÎÁÞÉÎÁÌÁÓØ ÏÂÌÁÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ (ÍÕÌØÔÉÌÕÎËÁ), ÔÏ �ÒÉ " > "1ÂÏÌØÛÅ ÎÅÔ ÎÉ ÕÇÏÌËÁ, ÎÉ ÜÔÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ: ×Ó�Å �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÏÔ ÌÕÎËÉ Ó ËÏÒÎÅÍ × ÎÕÌÅ ÄÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÚÁÍÅÔÁÅÔÓÑ �ÒÁ×ÙÍÉ ËÁÓÁ-ÔÅÌØÎÙÍÉ, É ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÔÕ ÖÅ ÆÏÌÉÁ�ÉÀ, ÞÔÏ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÁ ÎÁ òÉÓ. 2.2.2. � = �1. îÅÓËÏÌØËÏ ÏÔÄÅÌØÎÙÈ ÓÌÏ× ÎÁÄÏ ÓËÁÚÁÔØ Ï ÓÌÕÞÁÅ � = �1.÷ ÍÏÍÅÎÔ " = �1 �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÔÒÏÊÎÏÅ ÓÔÏÌËÎÏ×ÅÎÉÅ: × ÔÏÞËÕ u = �1,ÇÄÅ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÌÅ×ÙÊ ËÏÎÅ� ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÌÕÎËÉ, ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ �ÒÉÈÏ-ÄÑÔ É ÕÇÏÌÏË, É �ÒÁ×ÙÊ ËÏÎÅ� �ÅÎÔÒÁÌØÎÏÊ ÌÕÎËÉ. �Ï ÖÅ ÓÁÍÏÅ �ÒÏÉÓ-ÈÏÄÉÔ É × ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÔÏÞËÅ u = −�, É × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍÏÄÎÕ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ ÍÕÌØÔÉÌÕÎËÕ, ÚÁ�ÏÌÎÑÀÝÕÀ ×ÓÀ ÏÂÌÁÓÔØ, ÒÁÓ�ÏÌÏ-ÖÅÎÎÕÀ ÎÁÄ ÈÏÒÄÏÊ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÊ ÜÔÉ Ä×Å ÔÏÞËÉ, ÇÄÅ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÜÔÏÓÔÏÌËÎÏ×ÅÎÉÅ. ëÏÇÄÁ " �ÒÏÄÏÌÖÁÅÔ ÒÁÓÔÉ (" > �1), �ÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÁÑ�ÏÌÏÓÁ ÒÁÓÛÉÒÑÅÔÓÑ, ÎÏ ÆÕÎË�ÉÑ âÅÌÌÍÁÎÁ ÕÖÅ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ. ÷ ÜÔÏÍÓÌÕÞÁÅ ÎÅÔÒÕÄÎÏ Å�Å Ñ×ÎÏ ÓÏÓÞÉÔÁÔØ:B"(x1; x2) = {

− 
os√x2 ; x2 6 �21;
[12 (x2 − �21)− 1] 
os�1 ; x2 > �21:éÔÁË, �ÒÉ ÜÔÏÍ � ÄÌÑ ÚÎÁÞÅÎÉÊ " < �1 ÆÏÌÉÁ�ÉÑ ÏÓÔÁ�ÅÔÓÑ ÔÁËÏÊÖÅ, ËÁË �ÒÅÖÄÅ (ÓÍ. òÉÓ. 4 É òÉÓ. 5), Á ÄÌÑ " > �1 ÏÎÁ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÁÎÁ òÉÓ. 9.2.3. �1 < � 6 2�. úÎÁÞÅÎÉÅ �1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ ÓÒÅÄÉ ×ÓÅÈ �,�ÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÕÇÏÌÏË ÕÂÅÇÁÅÔ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔØ. ðÒÉ Â�ÏÌØÛÉÈ � ×ÅÒ-ÛÉÎÁ ÕÇÏÌËÁ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ Ó×ÏÅÇÏ ËÒÁÊÎÅ �ÒÁ×ÏÇÏ �ÏÌÏÖÅÎÉÑ (ÔÅ�ÅÒØ ÜÔÏÚÎÁÞÅÎÉÅ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ �) É �Ï×ÏÒÁÞÉ×ÁÅÔ ÎÁÚÁÄ, ÕÂÙ×ÁÑ ÄÏ ÔÏÇÏ ÍÏ-ÍÅÎÔÁ, ËÏÇÄÁ ÕÇÏÌÏË ÎÁÔÙËÁÅÔÓÑ ÎÁ ÌÕÎËÕ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÓÌÕÞÉÔÓÑ �ÒÉ" = u, É ÍÙ ÓÎÏ×Á ÜÔÏÔ ÍÏÍÅÎÔ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ "1(�). üÔÉÍ ÓÉÍ-×ÏÌÏÍ ×ÓÅÇÄÁ ÂÕÄÅÔ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØÓÑ ÔÏÔ ÍÏÍÅÎÔ, ËÏÇÄÁ ÓÁÍÙÊ �ÒÁ×ÙÊÕÇÏÌÏË ËÏÓÎ�ÅÔÓÑ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÌÕÎÏË. ðÒÉ � ∈ (�; �1) ÜÔÏ ÂÙÌÁ�ÒÁ×ÁÑ ÌÕÎËÁ (ÔÏÞÎÅÅ { ÍÕÌØÔÉÌÕÎËÁ), �ÒÉ � ∈ (�1; 2�℄ ÜÔÏ ÌÅ×ÁÑ ÌÕÎ-ËÁ. ðÒÉ � = �1, ÏÎ ËÁÓÁÅÔÓÑ ÉÈ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ. íÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÎÅÑ×ÎÏÅ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÉ "1 ÎÁ �ÒÏÍÅÖÕÔËÅ [�1; 2�℄, ÅÓÌÉ �ÏÄÓÔÁ×ÉÍ
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òÉÓ. 9. æÏÌÉÁ�ÉÑ É Å�Å ÇÒÁÆ ÄÌÑ " > � = �1.u = " × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (16). ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ:"(sin�+ " 
os�)e1−�" + 
os "− (2"+ 1") sin " = 0: (18)çÒÁÆÉË ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (18) �ÒÉ×ÅÄ�ÅÎ ÎÁ òÉÓ. 10. �ÕÔ �ÒÁ×ÁÑ�ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÉ "1 × ÔÏÞËÅ �1 ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔØ, ÔÏÅÓÔØ ËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ Ë ÇÒÁÆÉËÕ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÁ × ÔÏÞËÅ (�; ") = (�1; �1).éÔÁË, ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (18) ÚÁÄÁ�ÅÔ ÆÕÎË�ÉÀ "1(�) ÎÁ �ÒÏÍÅÖÕÔËÅ [�1; 2�℄,ÏÎÁ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÕÂÙ×ÁÅÔ ÏÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ "1(�1) = �1 ≈ 4:49341 ÄÏ "1(2�) ≈2:88011. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ×ÅÌÉÞÉÎÁ "1(2�) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ"2e1− 2�" + 
os "− (2"+ 1") sin " = 0 : (19)ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÉ "1 ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ ÏÔ −∞ × ÔÏÞËÅ � = �1 ÄÏ ÎÕÌÑ ×ÔÏÞËÅ � = 2�.çÒÁÆÉË ÆÕÎË�ÉÉ "1 ÎÁ ×Ó�ÅÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ [�; 2�℄ ÍÏÖÎÏ Õ×ÉÄÅÔØ ÎÁòÉÓ. 11.÷ ÍÏÍÅÎÔ "1(�), ËÏÇÄÁ ÕÇÏÌÏË ÓÔÁÌËÉ×ÁÅÔÓÑ Ó ÌÕÎËÏÊ (× ÓÉÌÕ ÓÉÍÍÅ-ÔÒÉÉ ÌÅ×ÙÊ É �ÒÁ×ÙÊ ÕÇÏÌËÉ ÓÔÁÌËÉ×ÁÀÔÓÑ Ó ÌÕÎËÏÊ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ),×ÏÚÎÉËÁÅÔ ×ÏÌÁÎÞÉË. ïÎ ÓÕÖÁÅÔÓÑ �ÒÉ ÒÏÓÔÅ ". ðÏÌÏÖÅÎÉÅ �ÒÁ×ÏÇÏËÏÎ�Á ÌÕÎËÉ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÉÚ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑF0R(u; 2u; ") + F∞(u; ") = 0;



50 ÷. é. ÷áóàîéî

òÉÓ. 10. çÒÁÆÉË ÆÕÎË�ÉÉ "1(�).ÉÌÉ ÂÏÌÅÅ Ñ×ÎÏ, �ÒÁ×ÙÊ ËÏÎÅ� u = b0("; �) { ÜÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ"1 + "2 [(sin�+ " 
os�)eu−�" − sinu− " 
osu]+ 
osu− sinuu = 0: (20)�ÏÞÎÅÅ, b0 { ÜÔÏ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ ×ÅÔ×Ø ÒÅÛÅÎÉÑ, ×ÙÈÏÄÑÝÁÑ ÉÚ ÔÏÞËÉb0("1(�); �) = "1(�).ðÅÒÅÈÏÄÑ Ë �ÒÅÄÅÌÕ × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÉ (20) �ÒÉ " → ∞, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ sinuu = 
os� :
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òÉÓ. 11. çÒÁÆÉË ÆÕÎË�ÉÉ "1(�) ÎÁ �ÒÏÍÅÖÕÔËÅ [�; 2�℄.åÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÉÚ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ [0; �1℄ ÚÁÄÁ�ÅÔÆÕÎË�ÉÀ u = b0(∞; �), ÕÂÙ×ÁÀÝÕÀ ÏÔ b0(∞; �1) = �1 ÄÏ b0(∞; 2�) = 0.÷ÅÌÉÞÉÎÁ b0(∞; �) { �ÒÅÄÅÌØÎÏÅ �ÏÌÏÖÅÎÉÅ �ÒÁ×ÏÇÏ ËÏÎ�Á ÂÁÚÙ ×ÏÌÁÎ-ÞÉËÁ �ÒÉ " → ∞. ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÍÙ ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÌÕÎËÁ �ÏÄ ×ÏÌÁÎÞÉËÏÍÎÉËÏÇÄÁ ÎÅ ÉÓÞÅÚÁÅÔ, ÔÏ ÅÓÔØ ÜÔÏÔ ×ÏÌÁÎÞÉË ÎÉËÏÇÄÁ ÎÅ �ÒÅ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ× ÕÇÏÌÏË. äÁÖÅ × �ÒÅÄÅÌØÎÏÊ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÉ (ÔÏ ÅÓÔØ ÂÅÚ ×ÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁ-ÎÉ�Ù) ÄÌÑ ×ÓÅÈ � < 2� Õ ÎÁÓ ÌÕÎËÁ ÓÉÄÉÔ ÏËÏÌÏ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÉÔÏÌØËÏ �ÒÉ � = 2� ×ÓÑ �ÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ ÚÁÍÅÔÁÅÔÓÑ ×ÅÒÔÉËÁÌØ-ÎÙÍÉ ÜËÓÔÒÅÍÁÌÑÍÉ.



52 ÷. é. ÷áóàîéîóÕÍÍÉÒÕÑ �ÏÌÕÞÅÎÎÙÅ Ó×ÅÄÅÎÉÑ ÏÂ Ü×ÏÌÀ�É �ÒÉ � ∈ (�1; 2�℄, ÍÏÖ-ÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÏ ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÉ (ÔÏ ÅÓÔØ ÄÌÑ " < "1) Õ ÎÁÓÔÁËÁÑ ÆÏÌÉÁ�ÉÑ, ËÁË ÉÚÏÂÒÁÖ�ÅÎÁ ÎÁ òÉÓ. 4 (Å�Å ÇÒÁÆ { ÎÁ òÉÓ. 5), Á�ÏÓÌÅ ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÉ (ÔÏ ÅÓÔØ ÄÌÑ " > "1) Õ ÎÁÓ ÉÍÅÅÔÓÑ ×ÏÌÁÎÞÉËÉ Ä×Å ÓÔÁÂÉÌØÎÙÅ ÍÕÌØÔÉÌÕÎËÉ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÔÏÌÓÔÙÈ ËÏÒÎÑÈ 
±1,ÒÁÚÄÅÌ�ÅÎÎÙÅ ÏÂÌÁÓÔÑÍÉ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ. óÍ. òÉÓ. 12.

òÉÓ. 12. æÏÌÉÁ�ÉÑ �ÒÉ " > "1.÷ ÍÏÍÅÎÔ " = "1 ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÓÈÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï:ÕÇÏÌÏË + ÄÌÉÎÎÁÑ ÈÏÒÄÁ + ÕÇÏÌÏË = ×ÏÌÁÎÞÉË, ÓÍ. òÉÓ. 13, ËÏÔÏÒÙÊ ÉÌ-ÌÀÓÔÒÉÒÕÅÔ ÏÔÄÅÌØÎÏ ÜÔÏ ÓÔÏÌËÎÏ×ÅÎÉÅ. �ÕÔ ×ÙÄÅÌÅÎÁ ÔÁ ÞÁÓÔØ ÇÒÁÆÁ,ËÏÔÏÒÁÑ ÆÏÌÉÉÒÕÅÔÓÑ Ä×ÕÍÑ ÒÁÚÎÙÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ. ÷ÓÑ ËÁÒÔÉÎËÁ �ÒÅÄ-
òÉÓ. 13. �ÏÖÄÅÓÔ×Ï ÆÏÌÉÁ�ÉÊ ÕÇÏÌÏË + ÄÌÉÎÎÁÑ ÈÏÒÄÁ+ ÕÇÏÌÏË = ×ÏÌÁÎÞÉË.ÓÔÁ×ÌÅÎÁ ÎÁ òÉÓ. 14.
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òÉÓ. 14. ðÅÒÅÓÔÒÏÊËÁ ÆÏÌÉÁ�ÉÉ × ÍÏÍÅÎÔ " = "1.

§3. 2� < � 6 3�3.1. 2� < � 6 �2. ðÒÉ " ∈ (0; � − 2�℄ ÎÉÞÅÇÏ ÉÎÔÅÒÅÓÎÏÇÏ ÎÅ �ÒÏ-ÉÓÈÏÄÉÔ: Õ ÎÁÓ ÔÒÉ �ÏÌÎÙÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÌÕÎËÉ ×ÏËÒÕÇ ÔÏÞÅË 2k�,k = 0;±1, É Ä×Á ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÙÈ ÕÇÏÌËÁ Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ × ÔÏÞËÁÈ ±�.(îÁÞÉÎÁÑ Ó ÄÁÎÎÏÇÏ ÍÏÍÅÎÔÁ Ñ ÂÏÌØÛÅ ÎÅ ÂÕÄÕ ÒÉÓÏ×ÁÔØ ËÁÒÔÉÎÏË ÓÆÏÌÉÁ�ÉÑÍÉ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÏÎÉ ÓÔÁÎÏ×ÑÔÓÑ ÕÖÅ ÓÌÉÛËÏÍ ÇÒÏÍÏÚÄËÉÍÉ, ÉÏÇÒÁÎÉÞÕÓØ ÔÏÌØËÏ ÇÒÁÆÁÍÉ. îÁÄÅÀÓØ, ÞÔÏ ÞÉÔÁÔÅÌØ, ÎÁÂÒÁ×ÛÉÓØ ÎÅ-ËÏÔÏÒÏÇÏ Ï�ÙÔÁ, ÓÍÏÖÅÔ ÓÁÍ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ËÁÒÔÉÎÕ ÆÏÌÉÁ�ÉÉ, × ÜÔÏÍÅÍÕ �ÏÍÏÖÅÔ É �ÒÉ×ÏÄÉÍÏÅ ÓÌÏ×ÅÓÎÏÅ Ï�ÉÓÁÎÉÅ ÆÏÌÉÁ�ÉÉ.) çÒÁÆ ÆÏ-ÌÉÁ�ÉÉ �ÒÉ×ÅÄ�ÅÎ ÎÁ òÉÓ. 15, ÇÄÅ ÎÕÖÎÏ �ÏÌÏÖÉÔØ u = � É a = 2� − ".
òÉÓ. 15. æÏÌÉÁ�ÉÑ �ÒÉ " < "1.÷Ó�Å ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÎÅ ÔÁË Ó ÍÏÍÅÎÔÁ " = � − 2�, ËÏÇÄÁ �ÒÁ×ÁÑ ÌÕÎËÁÎÁÞÉÎÁÅÔ ÒÁÓÔÉ ÁÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ. ðÒÉ Â�ÏÌØÛÉÈ " ÍÙ ÏÂÑÚÁÎÙ ÉÓ�ÏÌØÚÏ-×ÁÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ (6) ÄÌÑ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÍÅÖÄÕ " É ÌÅ×ÙÍ ËÏÎ�ÏÍa = a1 ÌÕÎËÉ. çÒÁÆÉË ÆÕÎË�ÉÉ a1("), ÏÂÒÁÔÎÏÊ Ë ÔÏÊ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÎÁ ÒÁ-×ÅÎÓÔ×ÏÍ (6), �ÒÉ � = 2� + 1 �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎ ÎÁ òÉÓ. 16.
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òÉÓ. 16. ðÅÒ×ÁÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ ÌÅ×ÏÇÏ ËÏÎ�Á �ÒÁ×ÏÊ ÌÕÎ-ËÉ ËÁË ÆÕÎË�ÉÑ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ " �ÒÉ � = 2� + 1.äÌÑ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÌÅ×ÅÅ ÜÔÏÊ ÎÅÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊÌÕÎËÉ, × ËÁÞÅÓÔ×Å ÌÅ×ÏÊ ÓÉÌÙ �ÏÓÌÅÄÎÅÊ ÎÕÖÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ×ÙÒÁÖÅ-ÎÉÅ (9) Ó ` = 2":F1La(u; 2"; ") =
[ 11 + "2("2 − 12" sina− 
osa)+ 12"((a+ 2"− �) 
os�+ sin�)

]eu−a"
− "1 + "2 (" 
osu+ sinu); u 6 a 6 4� − �:



ðòéíåò ðïó�òïåîéñ æõîëãéé âåììíáîá 55òÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑF0R(u; 2"; ") + F1La(u; 2"; ") = 0 (21)(ÔÏÞÎÅÅ, ÔÁ ×ÅÔ×Ø ÒÅÛÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ × ÔÏÞËÅ u = � �ÒÉ" = �− 2�) ÚÁÄÁ�ÅÔ ÆÕÎË�ÉÀ u("), �ÏËÁÚÙ×ÁÀÝÕÀ �ÏÌÏÖÅÎÉÅ ×ÅÒÛÉÎÙÕÇÏÌËÁ ÍÅÖÄÕ �ÒÁ×ÏÊ É �ÅÎÔÒÁÌØÎÏÊ ÌÕÎËÁÍÉ. üÔÁ ÆÕÎË�ÉÑ ÚÁÄÁÎÁ ÎÁ�ÒÏÍÅÖÕÔËÅ [� − 2�; "1(�)℄, ÇÄÅ "1, ËÁË É ÒÁÎØÛÅ, ÜÔÏ ÍÏÍÅÎÔ, ËÏÇÄÁÕÇÏÌÏË ÎÁÔÙËÁÅÔÓÑ ÎÁ �ÅÎÔÒÁÌØÎÕÀ ÌÕÎËÕ, ÔÏ ÅÓÔØ ÜÔÏ ÍÏÍÅÎÔ, ËÏÇÄÁu("1) = "1, ÞÔÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (21) Ó u = ", Ô.Å.,
[ 11 + "2("2 − 12" sin a− 
osa)+ 12"((a+ 2"− �) 
os�+ sin�)

]e1−a"+ 11 + "2 [ 
os "− (1" + 2") sin "] = 0 : (22)æÕÎË�ÉÑ "1(�) ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ ÏÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ "1(2�) ≈ 2:88011 (ÎÁ�ÏÍÎÉÍ,ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÎÅÅ ÚÎÁÞÎÉÅ { ÜÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (19)) ÄÏ ×ÅÌÉÞÉÎÙ"1(�2) ≈ 3:06761.éÔÁË, × ÍÏÍÅÎÔ " = "1 �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÁÑ �ÅÒÅÓÔÒÏÊËÁ ÆÏÌÉÁ-�ÉÉ, Ï�ÉÓÁÎÎÁÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÏÍ ÇÒÁÆÏ× ÎÁ òÉÓ. 13, É �ÒÉ " > "1 ×ÏÚÎÉËÁÅÔ×ÏÌÁÎÞÉË ÎÁ �ÅÎÔÒÁÌØÎÏÊ ÌÕÎËÅ. üÔÏÔ ×ÏÌÁÎÞÉË ÓÕÖÁÅÔÓÑ, ÎÏ ÎÉËÏÇÄÁÎÅ ÉÓÞÅÚÁÅÔ, �ÏÓËÏÌØËÕlim"→∞
F1La(0; 2"; ") = 
os�− 1 < 0 ;ÔÏ ÅÓÔØ È×ÏÓÔ �ÒÁ×ÏÊ ÌÕÎËÉ ÎÉËÏÇÄÁ ÎÅ �ÏËÒÙ×ÁÅÔ ÔÏÞËÕ 0. óÌÅÄÏ-×ÁÔÅÌØÎÏ, �ÒÉ " > "1 ÆÏÌÉÁ�ÉÑ ÔÁËÏ×Á, ËÁË ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÏ ÎÁ òÉÓ. 17.

òÉÓ. 17. æÏÌÉÁ�ÉÑ �ÒÉ " > "1.



56 ÷. é. ÷áóàîéîåÓÌÉ ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÕÚÎÁÔØ ÒÁÚÍÅÒ ÌÕÎËÉ × ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ", ÎÕÖÎÏÒÅÛÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÂÁÌÁÎÓÁ:F0R(b0; 2b0; ") + F1La(b0; 2"; ") = 0 ; (23)ÇÄÅ b0 { ÜÔÏ �ÅÒ×ÁÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ �ÒÁ×ÏÇÏ ËÏÎ�Á ×ÅÒÈÎÅÊ ÈÏÒÄÙ �ÅÎÔÒÁÌØ-ÎÏÊ ÌÕÎËÉ, ÔÏ ÅÓÔØ `0 = 2b0, Á × Ñ×ÎÏÍ ×ÉÄÅ ÜÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ×ÙÇÌÑÄÉÔÔÁË:
[ 11 + "2("2 − 12" sin a− 
osa)+ 12"((a+ 2"− �) 
os�+ sin�)

]e− a−b0"+ 11 + "2 
os b0 − ( 1b0 + "1 + "2) sin b0] = 0 : (24)÷ �ÒÅÄÅÌÅ �ÒÉ "→ ∞ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÂÁÌÁÎÓÁ (24) �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ×ÉÄ:sin b0b0 = 
os� :ëÏÒÅÎØ b0 = b0(∞) ÜÔÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÉÚ �ÒÏÍÅÖÕÔËÁ (0; �) Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ�ÏÌÏÖÅÎÉÅ �ÒÁ×ÏÇÏ ËÏÎ�Á �ÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÈÏÒÄÙ, ÄÏ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÖÉÍÁÅÔ-ÓÑ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅ ×ÏÌÁÎÞÉËÁ (× ÓÉÌÕ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÌÅ×ÙÊ ËÏÎÅ� a0(∞) { ÜÔÏ
−b0(∞)).�ÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ b0(") < a = a1(") �ÒÉ ×ÓÅÈ ", ÅÓÌÉ � ∈ (2�; �2℄, Éb0(∞) = a1(∞), ÅÓÌÉ � = �2, ÏÂßÑÓÎÑÅÔ ×ÙÂÏÒ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÇÏ ÉÎ-ÔÅÒ×ÁÌÁ ÚÎÁÞÅÎÉÊ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ �. äÌÑ Â�ÏÌØÛÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ � ÒÁÓÔÕÝÉÅÌÅ×ÁÑ É �ÒÁ×ÁÑ ÌÕÎËÉ ÚÁÈ×ÁÔÑÔ (ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ × ÓÉÌÕ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ) ÓÕ-ÖÁÀÝÉÊÓÑ ×ÏÌÁÎÞÉË, ÏÂÒÁÚÕÑ ÍÕÌØÔÉÌÕÎËÕ. îÏ ÜÔÁ ÉÓÔÏÒÉÑ ÂÕÄÅÔ ÒÁÓ-ÓÍÏÔÒÅÎÁ ÕÖÅ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ �ÏÄ�ÁÒÁÇÒÁÆÅ.ëÏÇÄÁ � = �2, ÍÕÌØÔÉÌÕÎËÁ Õ ÎÁÓ ÏÂÒÁÚÕÅÔÓÑ × �ÒÅÄÅÌÅ " → ∞. �ÏÞ-ËÁ u = b0(∞) = a1(∞), × ËÏÔÏÒÏÊ × �ÒÅÄÅÌÅ ×ÏÌÁÎÞÉË ÓÏ�ÒÉËÁÓÁÅÔÓÑ Ó�ÒÁ×ÏÊ ÌÕÎËÏÊ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑsinuu = 
os�2 = sin�2�2 :çÒÁÆÉÞÅÓËÉ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÎÁÊÔÉ ÜÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ËÁË ÁÂÓ�ÉÓÓÕ ÔÏÞËÉ �ÅÒÅ-ÓÅÞÅÎÉÑ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎË�ÉÉ f ′(t) = sin t ÎÁ �ÒÏÍÅÖÕÔËÅ (0; �2) Ó �ÒÏ-ÄÏÌÖÅÎÉÅÍ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÞÁÓÔÉ ÇÒÁÆÉËÁ f ′(t). þÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÅÚÎÁÞÅÎÉÅ �, �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÍÕÌØÔÉÌÕÎËÁ, ÎÁÍ ÎÁÄÏ �ÒÏ×ÅÓÔÉ�ÒÑÍÕÀ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÞÔÏÂÙ ÏÎÁ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ËÁÓÁÌÁÓØÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎË�ÉÉ sin t (ÓÍ. òÉÓ. 18).
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òÉÓ. 18. çÒÁÆÉË ÆÕÎË�ÉÉ f ′(t) ×ÍÅÓÔÅ Ó �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅÍÅÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÞÁÓÔÉ �ÒÉ � = �2 ≈ 7:72525.3.2. �2 < � < 3�. ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ Õ�ÏÍÑÎÅÍ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÍÏÍÅÎÔ "1(�)ÓÏ�ÒÉËÏÓÎÏ×ÅÎÉÑ �ÅÎÔÒÁÌØÎÏÊ ÌÕÎËÉ Ó ÓÏÓÅÄÎÉÍÉ ÕÇÏÌËÁÍÉ ÚÁÄÁ�ÅÔÓÑÔÅÍ ÖÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ (22), ÞÔÏ É ÒÁÎØÛÅ, É ÆÕÎË�ÉÑ "1 �ÒÏÄÏÌÖÁÅÔ Ó×ÏÊÒÏÓÔ ×�ÌÏÔØ ÄÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ "1(3�) = �. åÓÌÉ ÍÙ ÚÁÈÏÔÉÍ �ÏÎÑÔØ ÂÏÌÅÅÄÅÔÁÌØÎÏ �Ï×ÅÄÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ×ÂÌÉÚÉ ÔÏÞËÉ 3�, ÉÚ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ (6)É (22) ÍÙ ÍÏÖÅÍ ×Ù×ÅÓÔÉ, ÞÔÏ ×ÅÌÉÞÉÎÁ a = a1 × ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ "1ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ � ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: a ≈ � + 13 (3� − �)3. ðÏÜÔÏÍÕ, ÕÞÔÑÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (6), ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ "1(�) ≈ � − 132� (3� − �)4.÷ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍ �ÏÄ�ÁÒÁÇÒÁÆÅ ÂÙÌÁ Ï�ÉÓÁÎÁ ÓÉÔÕÁ�ÉÑ, ËÏÇÄÁ �ÒÁ×ÁÑÌÕÎËÁ ÎÅ ÍÏÇÌÁ ÚÁÄÅÔØ ÓÕÖÁÀÝÉÊÓÑ ×ÏÌÁÎÞÉË. �Å�ÅÒØ ÓÉÔÕÁ�ÉÑ ÉÎÁÑ,É ÍÙ ÍÏÖÅÍ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ, ËÏÇÄÁ ÔÁËÏÅ �ÒÏÉÚÏÊÄ�ÅÔ. üÔÏÔ ÍÏÍÅÎÔ " ÍÙÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ Æ1(�).óÉÔÕÁ�ÉÑ, ËÏÇÄÁ ÔÁËÏÅ ÓÏÕÄÁÒÅÎÉÅ ÓÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÌÅÇËÏÎÁÊÄÅÎÁ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎË�ÉÉ f ′: ÎÁÍ ÎÁÄÏ ÎÁÊÔÉ �ÒÑÍÕÀÌÉÎÉÀ, �ÒÏÈÏÄÑÝÕÀ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ É �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÕÀ ÜÔÏÔÇÒÁÆÉË × ÔÏÞËÁÈ Ó ÁÂÓ�ÉÓÓÁÍÉ a ∈ ( 12�; �℄ É b ∈ (�2; 3�℄, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÌÕÎËÉ (1), ÔÏ ÅÓÔØ ÓÕÍÍÁÒÎÁÑ �ÌÏÝÁÄØ ÍÅÖÄÕÜÔÏÊ �ÒÑÍÏÊ É ÇÒÁÆÉËÏÍ (Ó ÕÞ�ÅÔÏÍ ÚÎÁËÁ) ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ (ÓÍ. òÉÓ. 19).�ÏÇÄÁ ÔÏÞËÉ a = a1 É b = b1 ÂÕÄÕÔ ËÏÎ�ÁÍÉ �ÒÁ×ÏÊ ÌÕÎËÉ Ó ËÏÒÎÅÍ
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òÉÓ. 19. îÁÈÏÖÄÅÎÉÅ ÍÏÍÅÎÔÁ ", ËÏÇÄÁ �ÏÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÕÌØÔÉÌÕÎËÁ.
1 = 2�, × ÔÏ ×ÒÅÍÑ ËÁË ÔÏÞËÉ a0 = −a É b0 = a { ÜÔÏ ËÏÎ�Ù �ÅÎÔÒÁÌØ-ÎÏÊ ÌÕÎËÉ.÷ÙÞÉÓÌÉÍ ÜÔÏÔ ÍÏÍÅÎÔ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ×ÙÛÅ�ÒÉ×ÅÄ�ÅÎÎÙÊ ÒÉÓÕÎÏË:f ′(b)b = f ′(a)a ;ÏÔËÕÄÁ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ ":" = a[(�− a) 
os�+ sin a− sin�℄2[a 
os�− sin a℄ :óÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ Ó ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ (6) ÎÅÑ×ÎÏ ÚÁÄÁ�ÅÔ ÆÕÎË�ÉÀa(�), ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÕÀ ÏÔ a1(∞) ÄÏ �, ËÏÇÄÁ � �ÒÏÂÅÇÁÅÔ ÏÔ �2 ÄÏ 3�.÷ÂÌÉÚÉ ÔÏÞËÉ 3� �ÒÉÂÌÉÚÉÔÅÌØÎÏ a(�) ≈ � − 132� (3� − �)4. �Å�ÅÒØ,ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÌÉÂÏ �ÒÉ×ÅÄ�ÅÎÎÏÅ ×ÙÛÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ, ÌÉÂÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (6), ÍÙ�ÏÌÕÞÉÍ " ËÁË ÆÕÎË�ÉÀ ÏÔ �, ÞÔÏ É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÓËÏÍÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ Æ1(�),ÕÂÙ×ÁÀÝÅÊ ÏÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÄÏ Æ1(3�) = �. ÷ÂÌÉÚÉ ÔÏÞËÉ 3� ÏÎÁ×ÅÄ�ÅÔ ÓÅÂÑ ËÁË Æ1(�) ≈ � + 16 (3� − �)3.äÏ �ÅÒ×ÏÊ ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÉ, Ô.Å. �ÒÉ " < "1(�), ÆÏÌÉÁ�ÉÑ Ï�ÉÓÙ-×ÁÅÔÓÑ ÔÅÍ ÖÅ ÓÁÍÙÍ ÇÒÁÆÏÍ, ÞÔÏ É ÒÁÎØÛÅ (ÓÍ. òÉÓ. 15). îÁ �ÒÏÍÅ-ÖÕÔËÅ " ∈ ("1(�); Æ1(�)), ËÏÇÄÁ Õ ÎÁÓ �ÒÉÓÕÔÓÔ×ÕÅÔ ×ÏÌÁÎÞÉË × �ÅÎÔÒÅ



ðòéíåò ðïó�òïåîéñ æõîëãéé âåììíáîá 59É Ä×Å ÒÁÓÔÕÝÉÅ ÌÕÎËÉ, ÆÏÌÉÁ�ÉÑ ÔÏÖÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÁ (ÓÍ. òÉÓ. 17). óÉÔÕÁ-�ÉÑ ÍÅÎÑÅÔÓÑ × ÍÏÍÅÎÔ " = Æ1(�), ËÏÇÄÁ ÏÂÅ ÌÕÎËÉ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÓÏ-�ÒÉËÁÓÁÀÔÓÑ Ó �ÅÎÔÒÁÌØÎÙÍ ×ÏÌÁÎÞÉËÏÍ, É �ÏÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÕÌØÔÉÌÕÎËÁ,ÉÍÅÀÝÁÑ ×ÓÅ ÔÒÉ ÌÕÎËÉ × Ó×Ï�ÅÍ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÉ.üÔÕ �ÅÒÅÓÔÒÏÊËÕ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÆÏÌÉÁ�ÉÉ ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅ ÒÁ-×ÅÎÓÔ×Á: ÄÌÉÎÎÁÑ ÈÏÒÄÁ+×ÏÌÁÎÞÉË+ÄÌÉÎÎÁÑ ÈÏÒÄÁ=ÍÕÌØÔÉÌÕÎËÁ (ÓÍ.òÉÓ. 20). ðÒÉ " > Æ1(�) Ü×ÏÌÀ�ÉÑ ÕÖÅ �ÒÏÓÔÁÑ: ÍÕÌØÔÉÌÕÎËÁ ÒÁÚ×É-
òÉÓ. 20. æÏÌÉÁ�ÉÏÎÎÏÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÏÄÌÉÎÎÁÑ ÈÏÒÄÁ+×ÏÌÁÎÞÉË+ÄÌÉÎÎÁÑ ÈÏÒÄÁ=ÍÕÌØÔÉÌÕÎËÁ.×ÁÅÔÓÑ ÄÏ ÍÏÍÅÎÔÁ " = �0(�) def= b1(Æ1(�)) = 12`0(Æ1) + 2Æ1, �ÏÓÌÅ ÞÅÇÏÎÁÄ ÎÅÊ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÏÂÌÁÓÔØ ÈÏÒÄ, Á ÏÎÁ ÓÁÍÁ ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÏÊÓÔÁÂÉÌØÎÏÊ ÍÕÌØÔÉÌÕÎËÏÊ, ×ÈÏÄÑÝÅÊ × ÓÏÓÔÁ× ÓÌÏÖÎÏÊ ÌÕÎËÉ, Á �Ï-ÓÌÅÄÎÑÑ ÕÖÅ ÒÁÓÔ�ÅÔ ÄÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ. æÕÎË�ÉÑ �0, Ï�ÒÅÄÅÌ�ÅÎÎÁÑ (ËÁËÉ Æ1) ÎÁ �ÒÏÍÅÖÕÔËÅ (�2; 3�℄, ÕÂÙ×ÁÅÔ ÏÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÄÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ�0(3�) = 3�. ïËÏÌÏ ÔÏÞËÉ 3� ÏÎÁ ×ÅÄ�ÅÔ ÓÅÂÑ ËÁË �0(�) = a1(Æ1(�)) +2Æ1(�) ≈ 3� + 13 (3� − �)3.éÔÁË, �ÏÄ×ÏÄÑ ÉÔÏÇ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÔÅ�ÅÒØ Õ ÎÁÓ ÎÅ ÏÄÎÁ,Á ÔÒÉ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÔÏÞËÉ Ü×ÏÌÀ�ÉÉ:

• �ÒÉ " = "1(�) Ä×Á ÕÇÏÌËÁ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ËÁÓÁÀÔÓÑ �ÅÎÔÒÁÌØÎÏÊÌÕÎËÉ, ÏÂÒÁÚÕÑ ×ÏÌÁÎÞÉË;
• �ÒÉ " = Æ1(�) Ä×Å ÏÓÔÁ×ÛÉÅÓÑ ÌÕÎËÉ ËÁÓÁÀÔÓÑ ×ÏÌÁÎÞÉËÁ, �ÒÅ-ÏÂÒÁÚÕÑ ÅÇÏ × ÍÕÌØÔÉÌÕÎËÕ;
• �ÒÉ " = �0(�) ÍÕÌØÔÉÌÕÎËÁ ÚÁËÁÎÞÉ×ÁÅÔ Ó×Ï�Å ÒÁÚ×ÉÔÉÅ É ×ÏÚ-ÎÉËÁÅÔ ÓÌÏÖÎÁÑ ÌÕÎËÁ.æÏÌÉÁ�ÉÑ ÍÅÖÄÕ ÜÔÉÍÉ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕ-ÀÝÉÍÉ ÇÒÁÆÁÍÉ:
• òÉÓ. 15 �ÒÉ " ∈ (0; "1);
• òÉÓ. 17 �ÒÉ " ∈ ("1; Æ1);



60 ÷. é. ÷áóàîéî

òÉÓ. 21. æÏÌÉÁ�ÉÑ �ÒÉ Æ1 < " < �0.

òÉÓ. 22. æÏÌÉÁ�ÉÑ �ÒÉ " > �0.
• òÉÓ. 21 �ÒÉ " ∈ (Æ1; �0);
• òÉÓ. 22 �ÒÉ " ∈ (�0;∞).3.3. � = 3�. ðÏÓËÏÌØËÕ "1(3�) = Æ1(3�) = �, Õ ÎÁÓ ÔÏÌØËÏ Ä×Å ËÒÉÔÉ-ÞÅÓËÉÈ ÔÏÞËÉ Ü×ÏÌÀ�ÉÉ �ÒÉ � = 3�:
• �ÒÉ " = � ×ÓÅ ÔÒÉ ÌÕÎËÉ ËÁÓÁÀÔÓÑ Ó×ÏÉÈ ÓÏÓÅÄÅÊ, Á Ä×Á ÕÇÏÌËÁÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ �ÒÅ×ÒÁÝÁÀÔÓÑ × ÍÕÌØÔÉÌÕÎËÕ;
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• �ÒÉ " = 3� ÍÕÌØÔÉÌÕÎËÁ ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔ Ó×ÏÀ Ü×ÏÌÀ�ÉÀ, ÏÂÒÁÚÕÑÓÌÏÖÎÕÀ ÌÕÎËÕ.æÏÌÉÁ�ÉÑ ÍÅÖÄÕ ÜÔÉÍÉ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕ-ÀÝÉÍÉ ÇÒÁÆÁÍÉ:
• òÉÓ. 15, ÇÄÅ u = � É a = 2� − " �ÒÉ " ∈ (0; �);
• òÉÓ. 21, ÇÄÅ Æ1 = �, `0(Æ1) = 2� É �0 = 3� �ÒÉ " ∈ (�; 3�);
• òÉÓ. 22 Ó ÔÅÍÉ ÖÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ Æ1 = �, `0(Æ1) = 2� É �0 = 3� �ÒÉ" ∈ (3�;∞).

§4. 3� < � 6 4�4.1. 3� < � 6 �3. ðÒÉ ÍÁÌÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ " Õ ÎÁÓ ÎÁ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ �Ï-ÌÕÏÓÉ ËÒÏÍÅ �ÏÌÎÏÊ �ÅÎÔÒÁÌØÎÏÊ ÌÕÎËÉ Ó ËÏÒÎÅÍ × 0 ÅÓÔØ �ÏÌÎÁÑ ÌÕÎËÁÓ ËÏÒÎÅÍ × 2� É ÍÕÌØÔÉÌÕÎËÁ ÎÁ ÔÏÌÓÔÏÍ ËÏÒÎÅ [�;+∞). é ÅÓÔØ Ä×ÁÕÇÏÌËÁ, �ÏÑ×ÌÑÀÝÉÈÓÑ × ÔÏÞËÁÈ � É 3� (ÓÍ. ÇÒÁÆ ÎÁ òÉÓ. 23). ðÅÒ×ÙÊ
òÉÓ. 23. æÏÌÉÁ�ÉÑ �ÒÉ " < "1.ÉÚ ÎÉÈ ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÅÎ, Á ×ÔÏÒÏÊ ÎÁÞÉÎÁÅÔ ÓÒÁÚÕ ÓÄ×ÉÇÁÔØÓÑ ×�ÒÁ×Ï ÔÏÞÎÏÔÁË ÖÅ, ËÁË ÜÔÏ ÂÙÌÏ �ÒÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ �, ÎÁ 2� ÍÅÎØÛÉÈ, ÞÅÍ ÓÅÊÞÁÓ.äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, �ÏÌÏÖÅÎÉÅ ×ÅÒÛÉÎÙ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍF1R(u; 2"; ") + F∞(u; ") = 0 ;ÇÄÅ F∞ ÚÁÄÁ�ÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (10), Á F1R(u; 2"; ") { ÆÏÒÍÕÌÏÊ (5). äÒÕ-ÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÂÁÌÁÎÓÁ × ÎÁÛÅÊ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ, ÅÓÌÉ�ÏÄÓÔÁ×ÉÍ u− 2� ×ÍÅÓÔÏ u É �− 2� ×ÍÅÓÔÏ � × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (16):"(sin�+ " 
os�)eu−�" + [ 
os "− sin "" ]e1−u−2�" − 2" sinu = 0 : (25)îÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ ×ÅÔ×Ø u(") ËÏÒÎÑ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, ÎÁÞÉÎÁÀÝÁÑÓÑ × ÔÏÞ-ËÅ u(0) = 3�, ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ, �ÏËÁ ÎÅ ÄÏÓÔÉÇÎÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑu = �. äÌÑ ÍÏÍÅÎÔÁ, ËÏÇÄÁ ÕÇÏÌÏË ËÁÓÁÅÔÓÑ �ÒÁ×ÏÊ ÍÕÌØÔÉÌÕÎËÉ (Ô.Å.



62 ÷. é. ÷áóàîéîu(") = �), ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ, ÅÓÌÉ �ÏÄÓÔÁ×ÉÍ � − 2� ×ÍÅÓÔÏ � ×ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (16):"2[ 
os�− sin�" ]+ [ 
os "− sin "" ]e1−�−2�" = 0: (26)ëÏÒÅÎØ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÄÁ�ÅÔ ÎÁÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ "1(�), ÔÁËÉÍÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ �ÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÍÕ ×Ù×ÏÄÕ, ÞÔÏ "1(�) = "1(�−2�)ÎÁ �ÒÏÍÅÖÕÔËÅ � ∈ [3�; �3℄. úÎÁÞÅÎÉÅ � = �3, �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ "1(�) = �,Ñ×ÌÑÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ�2 
os�− � sin�− e3−�� = 0 (27)ÉÚ �ÒÏÍÅÖÕÔËÁ � ∈ (3�; 72�).ðÒÉ " > "1(�) Ü×ÏÌÀ�ÉÑ �ÒÏÓÔÁ: × ÍÏÍÅÎÔ " = "1(�) �ÏÑ×ÌÑÅÔÓÑÍÕÌØÔÉÔÒÏÌÌÅÊÂÕÓ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍ ÔÏÌÓÔÏÍ ËÏÒÎÅ [�;∞), ËÏÔÏÒÙÊ ÔÕÔÖÅ ÉÓÞÅÚÁÅÔ, ÚÁÔÅÍ × ÍÏÍÅÎÔ " = � ×ÓÅ ÔÒÉ ÌÕÎËÉ Ó ËÏÒÎÅÍ × ÎÕÌÅÉ × ÔÏÞËÁÈ ±2� ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÍÕÌØÔÉÌÕÎËÕ, ËÏÔÏÒÁÑ ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔ Ó×ÏÀ Ü×Ï-ÌÀ�ÉÀ �ÒÉ " = 3�, ËÏÇÄÁ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÓÏÓÔÁ×ÎÁÑ ÌÕÎËÁ,ÒÁÓÔÕÝÁÑ ÄÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Õ ÎÁÓ Ï�ÑÔØ ÔÒÉ ËÒÉÔÉ-ÞÅÓËÉÈ ÔÏÞËÉ Ü×ÏÌÀ�ÉÉ:
• �ÒÉ " = "1(�) ÓÁÍÙÊ ÌÅ×ÙÊ É ÓÁÍÙÊ �ÒÁ×ÙÊ ÕÇÏÌËÉ ÕÂÅÇÁÀÔÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔØ;
• �ÒÉ " = � ×ÓÅ ÔÒÉ ÌÕÎËÉ ËÁÓÁÀÔÓÑ Ó×ÏÉÈ ÓÏÓÅÄÅÊ, Á Ä×Á ÕÇÏÌËÁÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ �ÒÅ×ÒÁÝÁÀÔÓÑ × ÍÕÌØÔÉÌÕÎËÕ;
• �ÒÉ " = 3� ÍÕÌØÔÉÌÕÎËÁ ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔ Ó×ÏÀ Ü×ÏÌÀ�ÉÀ, �ÏÒÏÖÄÁÑÓÏÓÔÁ×ÎÕÀ ÌÕÎËÕ.æÏÌÉÁ�ÉÑ ÍÅÖÄÕ ÜÔÉÍÉ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕ-ÀÝÉÍÉ ÇÒÁÆÁÍÉ:
• òÉÓ. 23 �ÒÉ " ∈ (0; "1);
• òÉÓ. 15, ÇÄÅ u = � É a = 2� − " �ÒÉ " ∈ ("1; �);
• òÉÓ. 21, ÇÄÅ Æ1 = �, `0(Æ1) = 2� É �0 = 3� �ÒÉ " ∈ (�; 3�);
• òÉÓ. 22 Ó ÔÅÍÉ ÖÅ �ÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ Æ1 = �, `0(Æ1) = 2� É �0 = 3��ÒÉ " ∈ (3�;∞).4.2. �3 < � 6 
3. �Å�ÅÒØ ×ÏÚÎÉËÁÀÝÁÑ × ÍÏÍÅÎÔ " = � ÍÕÌØÔÉÌÕÎËÁ�ÏÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁÎØÛÅ, ÞÅÍ ÓÁÍÙÊ �ÒÁ×ÙÊ ÕÇÏÌÏË ÕÓ�Å×ÁÅÔ ÕÂÅÖÁÔØ ÎÁÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔØ (ÔÏ ÅÓÔØ ÒÁÎØÛÅ, ÞÅÍ ÏÎ ÕÓ�Å×ÁÅÔ ÄÏÓÔÉÞØ ÔÏÞËÉ �).ðÏ ÜÔÏÊ �ÒÉÞÉÎÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÂÁÌÁÎÓÁ �ÒÉ " > � ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÕÒÁ×ÎÅ-ÎÉÑ (25). ÷ ÜÔÏÊ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ �ÒÁ×ÕÀ ÓÉÌÕ ÍÕÌØÔÉÌÕÎËÉ ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ



ðòéíåò ðïó�òïåîéñ æõîëãéé âåììíáîá 63× ×ÉÄÅ F0R(u; 6�; ") ×ÍÅÓÔÏ F1R(u; 2"; "). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÂÁ-ÌÁÎÓÁ �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ×ÉÄ"(sin�+ " 
os�)eu−�" − e 3�−u" − 2" sinu = 0: (28)ðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ �ÒÏÄÏÌÖÁÔØ ÎÁÛÅ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ, ÓËÁÖÕ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÓÌÏ×Ï ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ �3 É 
3. ëÁË ÕÖÅ ÂÙÌÏ ÓËÁÚÁÎÏ, �ÒÉ � = �3�ÒÁ×ÙÊ ÕÇÏÌÏË ÕÂÅÇÁÅÔ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔØ × ÍÏÍÅÎÔ " = � (ÍÏÍÅÎÔ ÏÂÒÁ-ÚÏ×ÁÎÉÑ ÍÕÌØÔÉÌÕÎËÉ). ðÒÉ ÍÅÎØÛÉÈ � ÕÖÅ ÂÙÌÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ�1 ≈ 4:46757, ËÏÇÄÁ �ÒÁ×ÙÊ ÕÇÏÌÏË ÕÂÅÇÁÌ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔØ × ÍÏÍÅÎÔ" = �. îÏ �ÒÉ � = �1 ÎÅ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÌÏ ÄÒÕÇÉÈ �ÅÒÅÓÔÒÏÅË ÓÔÒÕËÔÕÒÙ, É�Ï ÜÔÏÊ �ÒÉÞÉÎÅ ÍÙ Ó�Å�ÉÁÌØÎÏ ÎÅ ÏÔÍÅÞÁÌÉ ÜÔÕ ÔÏÞËÕ. ïÄÎÁËÏ, ÏÎÁÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÁÊÄÅÎÁ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÏÊ " = � × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (17):�2 
os�− � sin�− e1−�� = 0 ; (29)Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ ×ÚÑÔØ ÒÅÛÅÎÉÅ ÉÚ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ (�; 32�). çÒÁÆÉËÆÕÎË�ÉÉ ÉÚ ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ �ÏËÁÚÁÎ ÎÁ òÉÓ. 24.

òÉÓ. 24. æÕÎË�ÉÑ ÉÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (29).÷ ÓÉÌÕ Õ�ÏÍÑÎÕÔÏÊ �ÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ ÆÕÎË�ÉÉ "1(�), ÓÁÍÙÊ �ÒÁ×ÙÊÕÇÏÌÏË ÕÂÅÇÁÅÔ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔØ × ÍÏÍÅÎÔ " = �, ÅÓÌÉ � = �3 =�1 + 2�. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ "1(�) = "1(� − 2�) Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï�ÒÉ � ∈ (3�; �3), Á ÞÔÏÂÙ �ÏÌÕÞÉÔØ ÆÕÎË�ÉÀ "1(�) ÄÌÑ � > �3, ÎÕÖÎÏ



64 ÷. é. ÷áóàîéî�ÏÄÓÔÁ×ÌÑÔØ u = � × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (28), Á ÎÅ × (25). ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÍÙ�ÏÌÕÞÉÍ "2[ 
os�− sin�" ]

− e 3�−�" = 0 : (30)ïÄÎÁËÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (28) ÚÁÄÁ�ÅÔ �ÏÌÏÖÅÎÉÅ �ÒÁ×ÏÇÏ ÕÇÏÌËÁ ÌÉÛØ × ÔÏÍÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ Õ ÎÁÓ ÅÓÔØ ÎÅ ÚÁ×ÅÒÛÉ×ÛÁÑ Ó×ÏÀ Ü×ÏÌÀ�ÉÀ ÍÕÌØÔÉÌÕÎËÁ,ÔÏ ÅÓÔØ �ÒÉ " 6 3�. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (30) Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ÆÕÎË-�ÉÀ "1(�) ×�ÌÏÔØ ÄÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ � = 
3, �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÕÇÏÌÏË ÕÂÅÇÁÅÔ ÎÁÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔØ × ÍÏÍÅÎÔ " = 3�, ËÏÇÄÁ ÍÕÌØÔÉÌÕÎËÁ ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔ Ó×ÏÀÜ×ÏÌÀ�ÉÀ É ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÓÌÏÖÎÁÑ ÌÕÎËÁ. üÔÏ ÅÝ�Å ÒÁÚ ÍÅÎÑÅÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÂÁÌÁÎÓÁ, É ÔÁËÁÑ ÓÉÔÕÁ�ÉÑ ÂÕÄÅÔ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÁ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ �ÏÄ�ÁÒÁ-ÇÒÁÆÅ. �ÕÔ ÍÙ ÔÏÌØËÏ ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ×ÅÌÉÞÉÎÙ 
3 ÎÁÍÎÁÄÏ �ÏÄÓÔÁ×ÉÔØ " = 3� × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (30) ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ ÓÌÅ-

òÉÓ. 25. æÕÎË�ÉÑ ÉÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (31).ÄÕÀÝÅÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (ÓÍ. òÉÓ. 25)9�2 
os�− 3� sin�− e1− �3� = 0 : (31)íÙ ÉÝÅÍ ÒÅÛÅÎÉÅ ÉÚ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ (3�; 72�), ËÏÔÏÒÏÅ ÂÕÄÅÔ � = 
3 ≈10:89944 ≈ 3� + 1:47466 ≈ 72� − 0:09613. éÔÁË, ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (30) ÚÁÄÁ�ÅÔÆÕÎË�ÉÀ "1(�) �ÒÉ � ∈ [�3; 
3℄.



ðòéíåò ðïó�òïåîéñ æõîëãéé âåììíáîá 65óÕÍÍÉÒÕÑ Ó×ÅÄÅÎÉÑ ÏÂ Ü×ÏÌÀ�ÉÉ �ÒÉ � ∈ [�3; 
3℄, ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ×Ù-×ÏÄ, ÞÔÏ �ÒÉ " < � Õ ÎÁÓ �ÒÏÓÔÁÑ ËÁÒÔÉÎËÁ: Ä×Á ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÙÈ ÕÇÏÌËÁ× ÔÏÞËÁÈ u = ±�, Ä×Á ÄÒÕÇÉÈ, ÓÔÁÒÔÏ×Á×ÛÉÈ ÉÚ ÔÏÞÅË u = ±3� É ÒÁÚ-ÂÅÇÁÀÝÉÈÓÑ, É ÌÕÎÏÞËÉ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ ÒÁÓÔÕÝÉÅ ×ÏËÒÕÇ ÔÏÞÅË 
0 = 0É 
±1 = ±2�. ÷ ÍÏÍÅÎÔ " = � ×ÓÅ ÜÔÉ ÔÒÉ ÌÕÎÏÞËÉ ÓÏ�ÒÉËÁÓÁÀÔÓÑ, �Ï-ÒÏÖÄÁÑ ÍÕÌØÔÉÌÕÎËÕ. üÔÁ ÍÕÌØÔÉÌÕÎËÁ �ÒÏÄÏÌÖÁÅÔ Ó×ÏÀ Ü×ÏÌÀ�ÉÀÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÏÔ Ä×ÕÈ ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ ÕÇÏÌËÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ �ÒÏÄÏÌÖÁÀÔ Ó×Ï�ÅÕÂÅÇÁÎÉÅ ÄÏ ÍÏÍÅÎÔÁ " = "1(�). ÷ ÜÔÏÔ ÍÏÍÅÎÔ ÏÎÉ ËÁÓÁÀÔÓÑ ÂÅÓ-ËÏÎÅÞÎÙÈ ÍÕÌØÔÉÌÕÎÏË, ÏÂÒÁÚÕÑ ÍÕÌØÔÉÔÒÏÌÌÅÊÂÕÓÙ, ËÏÔÏÒÙÅ × Ó×ÏÀÏÞÅÒÅÄØ ÍÏÍÅÎÔÁÌØÎÏ ÒÁÓ�ÁÄÁÀÔÓÑ, É Õ ÎÁÓ ÏÓÔÁ�ÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÏÂÌÁÓÔØ�ÒÁ×ÙÈ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ Ó�ÒÁ×Á ÏÔ ÍÕÌØÔÉÌÕÎËÉ É ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÏÂÌÁÓÔØÌÅ×ÙÈ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ÓÌÅ×Á. îÁËÏÎÅ�, × ÍÏÍÅÎÔ " = 3� ÍÕÌØÔÉÌÕÎËÁ ÚÁ-×ÅÒÛÁÅÔ Ó×ÏÀ Ü×ÏÌÀ�ÉÀ, ÏÓÔÁ×ÁÑÓØ �ÒÉ Â�ÏÌØÛÉÈ " ÓÔÁÂÉÌØÎÏÊ ÚÁÍËÎÕ-ÔÏÊ ÍÕÌØÔÉÌÕÎËÏÊ, ÎÁÄ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁÞÉÎÁÅÔ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ ÒÁÓÔÉ ÏÂÌÁÓÔØÈÏÒÄ.éÔÁË, Õ ÎÁÓ ÔÅ ÖÅ ÓÁÍÙÅ ÔÒÉ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÔÏÞËÉ Ü×ÏÌÀ�ÉÉ, ÎÏ ÏÎÉÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÙ × ÄÒÕÇÏÍ �ÏÒÑÄËÅ:
• �ÒÉ " = � ×ÓÅ ÔÒÉ ÌÕÎËÉ ËÁÓÁÀÔÓÑ Ó×ÏÉÈ ÓÏÓÅÄÅÊ, Á Ä×Á ÕÇÏÌËÁÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ �ÒÅ×ÒÁÝÁÀÔÓÑ × ÍÕÌØÔÉÌÕÎËÕ;
• �ÒÉ " = "1(�) ÓÁÍÙÊ ÌÅ×ÙÊ É ÓÁÍÙÊ �ÒÁ×ÙÊ ÕÇÏÌËÉ ÕÂÅÇÁÀÔÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔØ;
• �ÒÉ " = 3� ÍÕÌØÔÉÌÕÎËÁ ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔ Ó×ÏÀ Ü×ÏÌÀ�ÉÀ, �ÏÒÏÖÄÁÑÓÏÓÔÁ×ÎÕÀ ÌÕÎËÕ.æÏÌÉÁ�ÉÑ ÍÅÖÄÕ ÜÔÉÍÉ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕ-ÀÝÉÍÉ ÇÒÁÆÁÍÉ:
• òÉÓ. 23 �ÒÉ " ∈ (0; �);
• òÉÓ. 26 �ÒÉ " ∈ (�; "1);
• òÉÓ. 21, ÇÄÅ Æ1 = �, `0(Æ1) = 2� É �0 = 3�, �ÒÉ " ∈ ("1; 3�);
• òÉÓ. 22 Ó ÔÅÍÉ ÖÅ �ÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ Æ1 = �, `0(Æ1) = 2� É �0 = 3��ÒÉ " ∈ (3�;∞).4.3. 
3 < � < �3. �Å�ÅÒØ, �ÒÉ " > 3�, �ÒÁ×ÁÑ ÓÉÌÁ ÓÌÏÖÎÏÊ ÌÕÎËÉ ÒÁ×-ÎÁ F0R(u; 2"; "), Á ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÂÁÌÁÎÓÁ �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ×ÉÄ"(sin�+ " 
os�)eu−�" + [ 
os "− sin "" ]e1−u" − 2" sinu = 0 : (32)
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òÉÓ. 26. æÏÌÉÁ�ÉÑ �ÒÉ � < " < "1.éÔÁË, ÚÎÁÞÅÎÉÅ ", �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ u ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ ÔÏÞËÉ � (Ô.Å. ÚÎÁÞÅÎÉÅÆÕÎË�ÉÉ "1(�)), ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÉÚ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ"2[ 
os�− sin�" ]+ [ 
os "− sin "" ]e1−�" = 0 : (33)�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Õ ÎÁÓ ÔÅ ÖÅ ÔÒÉ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÔÏÞËÉ Ü×ÏÌÀ�ÉÉ:

• �ÒÉ " = � ×ÓÅ ÔÒÉ ÌÕÎËÉ ËÁÓÁÀÔÓÑ Ó×ÏÉÈ ÓÏÓÅÄÅÊ, Á Ä×Á ÕÇÏÌËÁÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ �ÒÅ×ÒÁÝÁÀÔÓÑ × ÍÕÌØÔÉÌÕÎËÕ;
• �ÒÉ " = 3� ÍÕÌØÔÉÌÕÎËÁ ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔ Ó×ÏÀ Ü×ÏÌÀ�ÉÀ, �ÏÒÏÖÄÁÑÓÏÓÔÁ×ÎÕÀ ÌÕÎËÕ;
• �ÒÉ " = "1(�) ÓÁÍÙÊ ÌÅ×ÙÊ É ÓÁÍÙÊ �ÒÁ×ÙÊ ÕÇÏÌËÉ ÕÂÅÇÁÀÔÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔØ.æÏÌÉÁ�ÉÑ ÍÅÖÄÕ ÜÔÉÍÉ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀ-ÝÉÍÉ ÇÒÁÆÁÍÉ:
• òÉÓ. 23 �ÒÉ " ∈ (0; �);
• òÉÓ. 26 �ÒÉ " ∈ (�; 3�);
• òÉÓ. 27 �ÒÉ " ∈ (3�; "1);
• òÉÓ. 22, ÇÄÅ Æ1 = �, `0(Æ1) = 2� É �0 = 3� �ÒÉ " ∈ (3�;∞).íÙ ÚÁ×ÅÒÛÉÌÉ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ Ü×ÏÌÀ�ÉÉ �ÒÉ � < �3. íÙ ÍÏÖÅÍ ÓÄÅ-ÌÁÔØ ×Ù×ÏÄ, ÞÔÏ Ä×Á ÕÇÏÌËÁ (ÓÁÍÙÊ �ÒÁ×ÙÊ É ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÊ ÅÍÕ ÎÁÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÊ �ÏÌÕÏÓÉ) ÎÅ ×ÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔ×ÕÀÔ Ó ÏÓÔÁÌØÎÏÊ ÞÁÓÔØÀ ËÁÒ-ÔÉÎËÉ �ÒÉ ÔÁËÉÈ �. ïÎÉ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÒÁÓÈÏÄÑÔÓÑ, ÕÂÅÇÁÑ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞ-ÎÏÓÔØ × ÍÏÍÅÎÔ " = "1(�). �ÒÉ ÌÕÎÏÞËÉ ÒÁÚ×É×ÁÀÔÓÑ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ, ×ÍÏÍÅÎÔ " = � ÏÎÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÍÕÌØÔÉÌÕÎËÕ, ÒÁÚ×É×ÁÀÝÕÀÓÑ ÄÏ " = 3�,
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òÉÓ. 27. æÏÌÉÁ�ÉÑ �ÒÉ 3� < " < "1.�ÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ÍÕÌØÔÉÌÕÎËÁ ÓÔÁÂÉÌØÎÁ, Á ÎÁÄ ÎÅÊ ÄÏ ÂÅÓËÏÎÅÞ-ÎÏÓÔÉ ÒÁÓÔ�ÅÔ ÏÂÌÁÓÔØ ÈÏÒÄ, ÓÌÅ×Á É Ó�ÒÁ×Á ÏÔ ËÏÔÏÒÏÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅÏÂÌÁÓÔÉ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ.4.4. � = �3. ëÁË É × ÓÌÕÞÁÅ � = �1, �ÒÉ � = �3 ÓÉÔÕÁ�ÉÑ ÏÔÌÉÞÁÅÔ-ÓÑ ÏÔ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÒÁÓÔÕÝÁÑ ÌÕÎËÁ ÚÁÈ×ÁÔÙ×ÁÅÔÕÇÏÌËÉ × �ÏÓÌÅÄÎÉÊ ÍÏÍÅÎÔ ÉÈ ÕÂÅÇÁÎÉÑ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔØ, ÔÏ ÅÓÔØ ×ÍÏÍÅÎÔ, ËÏÇÄÁ ÏÎÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ ÏÂÌÁÓÔÉ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ. �ÁËÉÍÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÂÒÁÚÕÅÔÓÑ ÏÂÌÁÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ ÎÁÄ ÈÏÒÄÏÊ ÄÌÉÎÙ 2�3, ËÏ-ÔÏÒÁÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÔÁÂÉÌØÎÏÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÍÕÌØÔÉÌÕÎËÏÊ. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ,ÞÔÏ �ÒÉ " > �3 ÆÕÎË�ÉÑ âÅÌÌÍÁÎÁ ÂÏÌØÛÅ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ, ÌÉÛØ Õ×ÅÌÉÞÉ-×ÁÅÔÓÑ Å�Å ÏÂÌÁÓÔØ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ.éÔÁË, ÄÏ ÍÏÍÅÎÔÁ " = � = �3 Ü×ÏÌÀ�ÉÑ ÔÏÞÎÏ ÔÁËÁÑ, ËÁË × �ÒÅÄÙ-ÄÕÝÅÍ �ÏÄ�ÁÒÁÇÒÁÆÅ. ïÔÌÉÞÉÅ ÎÁÓÔÕ�ÁÅÔ �ÒÉ " > "1 = �3. óÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÆÏÌÉÁ�ÉÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÁ ÇÒÁÆÏÍ ÎÁ òÉÓ. 28.4.5. �3 < � 6
72�. ðÒÉ ÔÁËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ � ×ÅÒÛÉÎÁ ÕÇÏÌËÁÄÏÓÔÉÇÁÅÔ ËÒÁÊÎÅ �ÒÁ×ÏÇÏ �ÏÌÏÖÅÎÉÑ (ÔÅ�ÅÒØ ÏÎÏ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ �) É�Ï×ÏÒÁÞÉ×ÁÅÔ ÎÁÚÁÄ, ÕÂÙ×ÁÑ ÄÏ ÍÏÍÅÎÔÁ ÓÔÏÌËÎÏ×ÅÎÉÑ Ó ÌÕÎËÏÊ. üÔÏÔÍÏÍÅÎÔ ÓÎÏ×Á ÂÕÄÅÔ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØÓÑ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ "1(�), É ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ �ÒÏ-ÉÚÏÊÄ�ÅÔ, ËÏÇÄÁ " = u. õÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÂÁÌÁÎÓÁ ÂÕÄÅÔ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÞÔÏ ÉÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (16), �ÏÓËÏÌØËÕ Õ ÎÁÓ Ï�ÑÔØ ÏÄÎÁ ÌÕÎËÁ (ÔÅ�ÅÒØ ÓÏÓÔÁ×ÎÁÑ),ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÕÌÑ, É ÔÁ ÖÅ ÓÉÌÁ �ÒÉÈÏÄÉÔ Ó ÂÅÓËÏÎÅÞ-ÎÏÓÔÉ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ, ÚÁÄÁÀÝÅÅ ÆÕÎË�ÉÀ "1, ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó
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òÉÓ. 28. æÏÌÉÁ�ÉÑ �ÒÉ " > �3.ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ (18), ÔÏ ÅÓÔØ ×ÅÌÉÞÉÎÁ " = "1 ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ"(sin�+ " 
os�)e1−�" + 
os "− (2"+ 1") sin " = 0 ; (34)ÎÏ ÔÅ�ÅÒØ ÎÁÍ ÎÁÄÏ ×ÚÑÔØ ÔÕ ×ÅÔ×Ø ÒÅÛÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ ×ÔÏÞËÅ (�3; �3), Á ÎÅ (�1; �1), ËÁË ÜÔÏ ÂÙÌÏ �ÒÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÆÕÎË�ÉÉ"1(�) �ÒÉ � ∈ (�1; 2�℄.çÒÁÆÉË ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (34) �ÒÉ×ÅÄ�ÅÎ ÎÁ òÉÓ. 29. ïÂÌÁÓÔØ, ÇÄÅÆÕÎË�ÉÑ "1(�) ÚÁÄÁ�ÅÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ (34), ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ × ÔÏÞËÅ � = �3(ÓÁÍÁÑ ÌÅ×ÁÑ ÔÏÞËÁ ÇÒÁÆÉËÁ ÉÍÅÅÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (�; ") = (�3; �3), É ËÁ-ÓÁÔÅÌØÎÁÑ Ë ÇÒÁÆÉËÕ × ÎÅÊ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÁ). ðÏÓËÏÌØËÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (34)�ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔ, ÞÔÏ �ÅÒ×ÁÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ �ÒÁ×ÏÇÏ ËÏÎ�Á ÌÕÎËÉ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ3� (Ô.Å. Õ ÎÁÓ ÓÏÓÔÁ×ÎÁÑ ÌÕÎËÁ), ÏÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ÆÕÎË�ÉÀ "1 ÄÏ ÔÏÇÏÍÏÍÅÎÔÁ, �ÏËÁ ÏÎÁ ÎÅ Ï�ÕÓÔÉÔÓÑ ÄÏ ÕÒÏ×ÎÑ " = 3�. üÔÏ ÄÁ�ÅÔ ÎÁÍ ÍÁËÓÉ-ÍÁÌØÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ �, �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÄÌÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ"1 ÅÝ�Å ÍÏÖÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (34). åÓÌÉ × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (34) �ÏÄ-ÓÔÁ×ÉÔØ " = 3�, ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ:(9�2 
os�+ 3� sin�)e1− �3� = 1 : (35)îÁÍ ÎÕÖÅÎ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ËÏÒÅÎØ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÉÚ �ÒÏÍÅÖÕÔËÁ � ∈( 72�; 4�). ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ (ÓÍ. (14)), ÜÔÉÍ ËÏÒÎÅÍ ÂÕÄÅÔ � = �3. ðÒÉ-ÂÌÉÚÉÔÅÌØÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ �3 ≈ 11:1147 ≈ 72� + 0:1191 �ÏÌÕÞÉÍ, ÞÉÓÌÅÎÎÏÒÅÛÁÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ "1(�3) = 3�. éÔÁË, ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (34) ÚÁÄÁ�ÅÔ ÆÕÎË�ÉÀ"1(�) ÎÁ �ÒÏÍÅÖÕÔËÅ [�3; �3℄.
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òÉÓ. 29. çÒÁÆÉË ÆÕÎË�ÉÉ "1(�).÷ ÍÏÍÅÎÔ "1(�), ËÏÇÄÁ ÕÇÏÌÏË ËÁÓÁÅÔÓÑ ÌÕÎÏÞËÉ (× ÓÉÌÕ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉÌÅ×ÙÊ É �ÒÁ×ÙÊ ÕÇÏÌËÉ ÜÔÏ ÄÅÌÁÀÔ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ), ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ×Ï-ÌÁÎÞÉË. ðÏÓÌÅÄÎÉÊ ÓÕÖÁÅÔÓÑ �ÒÉ ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÉ ". ðÏÌÏÖÅÎÉÅ �ÒÁ×ÏÇÏËÏÎ�Á ÌÕÎÏÞËÉ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÁÊÄÅÎÏ ÉÚ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑF0R(u; 2u; ") + F∞(u; ") = 0 ;ÔÏ ÅÓÔØ"1 + "2 [(sin�+ " 
os�)eu−�" − sinu− " 
osu]+ 
osu− sinuu = 0 : (36)ðÒÉ ÎÁÛÉÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑÈ ÎÁ � ÒÅÛÅÎÉÅ u ×ÓÅÇÄÁ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ 3�, Ô.Å.�ÏÄ ÎÁÛÉÍ ×ÏÌÁÎÞÉËÏÍ ×ÓÅÇÄÁ �ÒÉÓÕÔÓÔ×ÕÅÔ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ



70 ÷. é. ÷áóàîéîÈÏÒÄ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ÍÙ �ÏÌÏÖÉÍ u = 3� × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÉ (36), ÍÙ�ÏÌÕÞÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ:"(sin�+ " 
os�)e 3�−�" = 1: (37)ïÄÎÁËÏ, ÅÓÌÉ � ∈ [3�; 72�℄, ÔÏ ÌÅ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ×ÓÅÇÄÁ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÁ, ÔÏ ÅÓÔØÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÊ �ÒÉ ÔÁËÉÈ �. ðÅÒÅÈÏÄÑ Ë �ÒÅÄÅÌÕ " → ∞× ÕÒÁ×ÎÅÎÉÉ (36), ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅsinuu = 
os� :ïÎÏ ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ u∞(�) ∈ [3�; �3℄ �ÒÉ � ∈ [�3; 72�℄,ËÏÔÏÒÏÅ ÚÁÄÁ�ÅÔ ÆÕÎË�ÉÀ ÏÔ �, ÕÂÙ×ÁÀÝÕÀ ÏÔ u∞(�3) = �3 ÄÏ ÚÎÁ-ÞÅÎÉÑ u∞( 72�) = 3�. ÷ÅÌÉÞÉÎÁ u∞(�) �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÄÏ ËÁËÏÇÏ �ÒÅÄÅÌÁÓÖÉÍÁÅÔÓÑ ×ÏÌÁÎÞÉË �ÒÉ "→ ∞.÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ Õ ÎÁÓ Ï�ÑÔØ ÔÒÉ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÔÏÞËÉ Ü×ÏÌÀ�ÉÉ:
• �ÒÉ " = � ×ÓÅ ÔÒÉ ÌÕÎËÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÍÕÌØÔÉÌÕÎËÕ;
• �ÒÉ " = 3� ÍÕÌØÔÉÌÕÎËÁ ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔ Ó×ÏÀ Ü×ÏÌÀ�ÉÀ, �ÏÑ×ÌÑÅÔÓÑÓÏÓÔÁ×ÎÁÑ ÌÕÎËÁ;
• �ÒÉ " = "1(�) ÓÁÍÙÊ ÌÅ×ÙÊ É ÓÁÍÙÊ �ÒÁ×ÙÊ ÕÇÏÌËÉ ÓÏ�ÒÉËÁ-ÓÁÀÔÓÑ Ó ÓÏÓÔÁ×ÎÏÊ ÌÕÎËÏÊ, �ÒÅ×ÒÁÝÁÑÓØ × ×ÏÌÁÎÞÉË.æÏÌÉÁ�ÉÑ ÏÓÔÁ�ÅÔÓÑ ÔÏÊ ÖÅ, ÞÔÏ ÂÙÌÁ, ÄÏ �ÏÓÌÅÄÎÅÊ ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÊÔÏÞËÉ:
• òÉÓ. 23 �ÒÉ " ∈ (0; �);
• òÉÓ. 26 �ÒÉ " ∈ (�; 3�);
• òÉÓ. 27 �ÒÉ " ∈ (3�; "1).á �ÒÉ " > "1 Õ ÎÁÓ ÔÅ�ÅÒØ ÓÕÖÁÀÝÉÊÓÑ ×ÏÌÁÎÞÉË ÎÁ �ÅÎÔÒÁÌØÎÏÊÓÏÓÔÁ×ÎÏÊ ÌÕÎËÅ É Ä×Å ÓÔÁÂÉÌØÎÙÈ ÍÕÌØÔÉÌÕÎËÉ ÎÁ ÔÏÌÓÔÙÈ ËÏÒÎÑÈ
−2 = (−∞;−�℄ É 
2 = [�;+∞).
• òÉÓ. 30 �ÒÉ " ∈ ("1;∞).4.6. 72� < � < �3. ðÒÉ � ÉÚ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ �ÏÄ�ÁÒÁÇÒÁÆÁ Õ ÎÁÓ ÂÙÌÏÔÒÉ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÔÏÞËÉ Ü×ÏÌÀ�ÉÉ: × ÍÏÍÅÎÔ " = � �ÏÑ×ÌÑÌÁÓØ ÍÕÌØ-ÔÉÌÕÎËÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ÚÁ×ÅÒÛÁÌÁ Ó×ÏÀ Ü×ÏÌÀ�ÉÀ �ÒÉ " = 3�, ËÏÇÄÁ �Ï×ÅÒÈÍÕÌØÔÉÌÕÎËÉ ÎÁÞÉÎÁÌÁ ÒÁÓÔÉ ÏÂÌÁÓÔØ ÈÏÒÄ, �ÏÓÌÅÄÎÑÑ × ËÏÎ�Å ËÏÎ�Ï×ÓÔÏÌËÎÕÌÁÓØ Ó Ä×ÕÍÑ ÕÇÏÌËÁÍÉ × ÍÏÍÅÎÔ " = "1(�), ÓÏÚÄÁ× ÉÚ ÎÉÈ ×Ï-ÌÁÎÞÉË. üÔÏÔ ×ÏÌÁÎÞÉË ÓÖÉÍÁÌÓÑ, ÎÏ ÎÉËÏÇÄÁ ÎÅ ÉÓÞÅÚÁÌ. ëÁÒÔÉÎÁ ÍÅ-ÎÑÅÔÓÑ �ÒÉ � > 72�. ðÏËÁ " 6 "1(�) (ÆÕÎË�ÉÑ "1(�) ÂÙÌÁ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁ�ÒÏÍÅÖÕÔËÅ [�3; �3℄), Ü×ÏÌÀ�ÉÑ ÏÓÔÁ�ÅÔÓÑ �ÒÅÖÎÅÊ, ËÁË × �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍ



ðòéíåò ðïó�òïåîéñ æõîëãéé âåììíáîá 71

òÉÓ. 30. æÏÌÉÁ�ÉÑ �ÒÉ " > "1.�ÏÄ�ÁÒÁÇÒÁÆÅ, ÎÏ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ �ÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ. �Å�ÅÒØ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÞÅÔ×�ÅÒÔÁÑËÒÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÔÏÞËÁ. üÔÏ ÔÏÔ ÍÏÍÅÎÔ, ËÏÇÄÁ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅ ×ÏÌÁÎÞÉËÁ ÓÖÉ-ÍÁÅÔÓÑ ÄÏ ÒÁÚÍÅÒÁ 6� É ×ÏÌÁÎÞÉË ÎÁ ÓÏÓÔÁ×ÎÏÊ ÌÕÎËÅ ×ÍÅÓÔÅ Ó ÍÕÌØ-ÔÉÌÕÎËÏÊ ÏÂßÅÄÉÎÑÀÔÓÑ × ÍÕÌØÔÉ×ÏÌÁÎÞÉË. üÔÏ ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÅ ÚÎÁÞÅ-ÎÉÅ " (ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ "2(�)) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ (37).çÒÁÆÉË ÆÕÎË�ÉÉ "2(�) ÎÁ �ÒÏÍÅÖÕÔËÅ ( 72�; �3) �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎ ÎÁ òÉÓ. 31.æÕÎË�ÉÑ "2(�) ÕÂÙ×ÁÅÔ ÏÔ +∞ ÄÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ "2(�3) = 3�.÷ ÍÏÍÅÎÔ " = "2(�) ×ÏÌÁÎÞÉË �ÒÅ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÍÕÌØÔÉ×ÏÌÁÎÞÉË, ËÏ-ÔÏÒÙÊ × Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ ÍÏÍÅÎÔÁÌØÎÏ ÒÁÓ�ÁÄÁÅÔÓÑ ÎÁ ÔÒÉ ËÕÓËÁ: �ÅÎ-ÔÒÁÌØÎÙÊ ×ÏÌÁÎÞÉË É Ä×Á ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÔÒÏÌÌÅÊÂÕÓÁ, Á ÜÔÉ ÆÉÇÕÒÙ�ÒÏÄÏÌÖÁÀÔ ÓÖÉÍÁÔØÓÑ �ÒÉ " → ∞, ÎÏ ÎÉËÏÇÄÁ ÎÅ ÉÓÞÅÚÁÀÔ. âÏÌÅÅÄÅÔÁÌØÎÏÅ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ ÉÈ �Ï×ÅÄÅÎÉÑ ÂÕÄÅÔ �ÒÏ×ÅÄÅÎÏ × ÓÌÅÄÕÀÝÉÈÄ×ÕÈ �ÏÄ�ÁÒÁÇÒÁÆÁÈ, ÇÄÅ ÜÔÁ ÖÅ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÑ �ÅÎÔÒÁÌØÎÏÇÏ ×ÏÌÁÎÞÉ-ËÁ Ó Ä×ÕÍÑ ÏËÒÕÖÁÀÝÉÍÉ ÔÒÏÌÌÅÊÂÕÓÁÍÉ ÂÕÄÅÔ ÔÏÖÅ �ÏÑ×ÌÑÔØÓÑ �ÒÉÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ ".ëÁË ÕÖÅ ÂÙÌÏ ÓËÁÚÁÎÏ, Õ ÎÁÓ ÞÅÔÙÒÅ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÔÏÞËÉ Ü×ÏÌÀ�ÉÉ:
• �ÒÉ " = � ×ÓÅ ÔÒÉ ÌÕÎËÉ ËÁÓÁÀÔÓÑ Ó×ÏÉÈ ÓÏÓÅÄÅÊ É ÕÇÏÌËÉÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÍÕÌØÔÉÌÕÎËÕ;
• �ÒÉ " = 3� ÍÕÌØÔÉÌÕÎËÁ ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔ Ó×ÏÀ Ü×ÏÌÀ�ÉÀ, �ÏÑ×ÌÑÅÔÓÑÓÏÓÔÁ×ÎÁÑ ÌÕÎËÁ;
• �ÒÉ " = "1(�) ÓÁÍÙÊ ÌÅ×ÙÊ É ÓÁÍÙÊ �ÒÁ×ÙÊ ÕÇÏÌËÉ ÓÏ�ÒÉËÁ-ÓÁÀÔÓÑ Ó ÓÏÓÔÁ×ÎÏÊ ÌÕÎËÏÊ, �ÒÅ×ÒÁÝÁÑÓØ × ×ÏÌÁÎÞÉË;
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òÉÓ. 31. çÒÁÆÉË ÆÕÎË�ÉÉ "2(�).
• �ÒÉ " = "2(�) ÉÓÞÅÚÁÅÔ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅ ×ÏÌÁÎÞÉËÁ É ÏÎ ×ÍÅÓÔÅ ÓÌÅÖÁÝÅÊ ÎÉÖÅ ÍÕÌØÔÉÌÕÎËÏÊ ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÍÕÌØÔÉ×ÏÌÁÎÞÉË, ËÏÔÏ-ÒÙÊ × ÔÏÔ ÖÅ ÓÁÍÙÊ ÍÏÍÅÎÔ �ÒÅ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ �ÅÎ-ÔÒÁÌØÎÏÇÏ ×ÏÌÁÎÞÉËÁ É Ä×ÕÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÔÒÏÌÌÅÊÂÕÓÏ×.æÏÌÉÁ�ÉÑ ÓÎÏ×Á ÔÁ ÖÅ ÓÁÍÁÑ ×�ÌÏÔØ ÄÏ �ÏÓÌÅÄÎÅÊ ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞ-ËÉ:
• òÉÓ. 23 �ÒÉ " ∈ (0; �);
• òÉÓ. 26 �ÒÉ " ∈ (�; 3�);
• òÉÓ. 27 �ÒÉ " ∈ (3�; "1);
• òÉÓ. 30 �ÒÉ " ∈ ("1; "2).



ðòéíåò ðïó�òïåîéñ æõîëãéé âåììíáîá 73óÔÒÕËÔÕÒÎÁÑ �ÅÒÅÓÔÒÏÊËÁ, ËÏÔÏÒÁÑ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ × ÍÏÍÅÎÔ " = "2,ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ×ÙÒÁÖÅÎÁ × ×ÉÄÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ×ÏÌÁÎÞÉË+ ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ÍÕÌØ-ÔÉÌÕÎËÁ=ÍÕÌØÔÉ×ÏÌÁÎÞÉË=�ÒÁ×ÙÊ ÔÒÏÌÌÅÊÂÕÓ+ ×ÏÌÁÎÞÉË+ ÌÅ×ÙÊÔÒÏÌÌÅÊÂÕÓ, ÓÍ. òÉÓ. 32.
òÉÓ. 32. æÏÌÉÁ�ÉÏÎÎÏÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï×ÏÌÁÎÞÉË+ ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ÍÕÌØÔÉÌÕÎËÁ=ÍÕÌØÔÉ×ÏÌÁÎÞÉË==�ÒÁ×ÙÊ ÔÒÏÌÌÅÊÂÕÓ+ ×ÏÌÁÎÞÉË+ ÌÅ×ÙÊ ÔÒÏÌÌÅÊÂÕÓ.éÔÁË, ËÁË ÕÖÅ ÏÔÍÅÞÁÌÏÓØ, �ÏÓÌÅ ÍÏÍÅÎÔÁ " = "2 Õ ÎÁÓ �ÒÉÓÕÔÓÔ×Õ-ÀÔ �ÅÎÔÒÁÌØÎÙÊ ×ÏÌÁÎÞÉË É Ä×Á ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÔÒÏÌÌÅÊÂÕÓÁ:

• òÉÓ. 33 �ÒÉ " ∈ ("2;∞).
òÉÓ. 33. æÏÌÉÁ�ÉÑ �ÒÉ " > "2.4.7. �3 6 � < �3. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ "1(�3) = "2(�3) = 3�, ÔÏ ÅÓÔØ × ÜÔÏÍÓÌÕÞÁÅ ÌÅ×ÙÊ É �ÒÁ×ÙÊ ÕÇÏÌËÉ ÓÏ�ÒÉËÁÓÁÀÔÓÑ ÎÅ Ó ÓÏÓÔÁ×ÎÏÊ ÌÕÎ-ËÏÊ (ÅÝ�Å ÎÅ ÂÙÌÏ ×ÒÅÍÅÎÉ, ÞÔÏÂÙ ÎÁÄ ÍÕÌØÔÉÌÕÎËÏÊ ÕÓ�ÅÌÁ ×ÙÒÁÓÔÉÏÂÌÁÓÔØ ÈÏÒÄ), Á Ó �ÏÌÎÏÊ ÍÕÌØÔÉÌÕÎËÏÊ, ÓÒÁÚÕ ÏÂÒÁÚÕÑ ÍÕÌØÔÉ×ÏÌÁÎ-ÞÉË. åÓÌÉ � > �3, ÔÏ ÕÇÏÌËÉ ×ÈÏÄÑÔ × ÓÏ�ÒÉËÏÓÎÏ×ÅÎÉÅ Ó ÍÕÌØÔÉÌÕÎ-ËÏÊ ÄÏ ÚÁ×ÅÒÛÅÎÉÑ Å�Å Ü×ÏÌÀ�ÉÉ, É ÔÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÍÕÌØÔÉ-×ÏÌÁÎÞÉË. îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ "1(�) { ÜÔÏ ÍÏÍÅÎÔ, ËÏÇÄÁ ÓÁÍÙÊ �ÒÁ×ÙÊ



74 ÷. é. ÷áóàîéîÕÇÏÌÏË ÓÏ�ÒÉËÁÓÁÅÔÓÑ Ó ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÌÕÎÏË (ÔÅ�ÅÒØ ÜÔÏ ÍÏÍÅÎÔ×ÏÚÎÉËÎÏ×ÅÎÉÑ ÍÕÌØÔÉ×ÏÌÁÎÞÉËÁ). þÔÏÂÙ ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÉÔØ ÎÁÛÕ ÆÕÎË-�ÉÀ "1(�) ÎÁ ÚÎÁÞÅÎÉÑ � > �3, ÎÕÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÍÏÍÅÎÔ, ËÏÇÄÁ ×ÅÒÛÉÎÁÕÇÏÌËÁ ×ÏÚ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ Ë Ó×ÏÅÍÕ ÉÓÈÏÄÎÏÍÕ �ÏÌÏÖÅÎÉÀ u = 3�. õÒÁ×ÎÅ-ÎÉÅ ÂÁÌÁÎÓÁ × ÔÏÞËÅ u = 3� ÔÅ�ÅÒØ ÉÍÅÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ×ÉÄ:F1R(3�; 2�; ") + F∞(3�; ") = 0 : (38)ðÏÓËÏÌØËÕDR(�; 3�) = DR(−3�; 3�), ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÕÒÁ×ÎÅ-ÎÉÅ (37), ËÏÔÏÒÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÑÌÏ ÆÕÎË�ÉÀ "2(�) ÎÁ �ÒÏÍÅÖÕÔËÅ ( 72�; �3).ïÄÎÁËÏ ÜÔÕ ÆÕÎË�ÉÀ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ "1(�). (îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅÒÁÚÕÍÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ "1 = "2 ÎÁ ÜÔÏÍ �ÒÏÍÅÖÕÔËÅ.) üÔÁ ÆÕÎË�ÉÑ ÕÂÙ-×ÁÅÔ ÏÔ "1(�3) = 3� ÄÏ "1(�3) = �, ÇÄÅ �3 ≈ 11:4912 ≈ 72�+0:4956 { ÜÔÏ�ÒÏÓÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (37) �ÒÉ " = �. çÒÁÆÉË ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊÞÁÓÔÉ ÆÕÎË�ÉÉ "1(�) ÍÏÖÎÏ Õ×ÉÄÅÔØ ÎÁ òÉÓ. 34.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅ�ÅÒØ Ü×ÏÌÀ�ÉÀ �ÒÉ " > "1. îÁÛ ÍÕÌØÔÉ×ÏÌÁÎÞÉËÍÇÎÏ×ÅÎÎÏ ÒÁÓ�ÁÄÁÅÔÓÑ ÎÁ Ä×Á ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÔÒÏÌÌÅÊÂÕÓÁ É ×ÏÌÁÎÞÉËÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ. ÷ÓÅ ÏÎÉ �ÒÉ ÒÏÓÔÅ " ÓÖÉÍÁÀÔÓÑ, ÎÏ ÎÅ ÉÓÞÅÚÁÀÔ. äÅÊ-ÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅF1R(u; 2u− 4�; ") + F∞(u; ") = 0 ; (39)Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÝÅÅ �ÏÌÏÖÅÎÉÅ �ÒÁ×ÏÇÏ ËÏÎ�Á u = b1(") �ÒÁ×ÏÇÏ ÔÒÏÌÌÅÊÂÕ-ÓÁ, × �ÒÅÄÅÌÅ " → ∞ �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ×ÉÄ
os� = sinuu− 2� : (40)îÁ�ÏÍÎÉÍ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ `1(") = b1(")−a1(") ÄÌÑ \ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÚ-ÍÅÒÁ" ÈÏÒÄÙ × ÏÓÎÏ×ÁÎÉÉ �ÒÁ×ÏÇÏ ÔÒÏÌÌÅÊÂÕÓÁ. åÇÏ �ÒÅÄÅÌØÎÏÅ ÚÎÁÞÅ-ÎÉÅ { ÜÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ
os� = 2`1(∞) sin `1(∞)2 ; `1(∞) ∈ [0; �℄ :ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × �ÅÎÔÒÅ ËÁÒÔÉÎËÉ ÍÙ × �ÒÅÄÅÌÅ �ÏÌÕÞÉÍ ×ÏÌÁÎÞÉË ÎÁÈÏÒÄÅ ÔÁËÏÇÏ ÖÅ ÒÁÚÍÅÒÁ.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Õ ÎÁÓ ÔÏÌØËÏ Ä×Å ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÔÏÞËÉ Ü×ÏÌÀ�ÉÉ:
• �ÒÉ " = � ×ÓÅ ÔÒÉ ÌÕÎËÉ ËÁÓÁÀÔÓÑ Ó×ÏÉÈ ÓÏÓÅÄÅÊ É ÕÇÏÌËÉÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÍÕÌØÔÉÌÕÎËÕ;
• �ÒÉ " = "1(�) Ä×Á ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ ÕÇÏÌËÁ ÓÏ�ÒÉËÁÓÁÀÔÓÑ Ó ÍÕÌØÔÉ-ÌÕÎËÏÊ, ÏÂßÅÄÉÎÑÑÓØ Ó ÎÅÊ × ÍÕÌØÔÉ×ÏÌÁÎÞÉË, ËÏÔÏÒÙÊ × ÔÏÔÖÅ ÓÁÍÙÊ ÍÏÍÅÎÔ �ÒÅ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ �ÅÎÔÒÁÌØÎÏÇÏ×ÏÌÁÎÞÉËÁ É Ä×ÕÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÔÒÏÌÌÅÊÂÕÓÏ×.
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òÉÓ. 34. çÒÁÆÉË ÆÕÎË�ÉÉ "1(�) �ÒÉ � ∈ [�3; �3℄.æÏÌÉÁ�ÉÑ ÍÅÖÄÕ ÜÔÉÍÉ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕ-ÀÝÉÍÉ ÇÒÁÆÁÍÉ:
• òÉÓ. 23 �ÒÉ " ∈ (0; �);
• òÉÓ. 26 �ÒÉ " ∈ (�; "1);
• òÉÓ. 33 �ÒÉ " ∈ ("1;∞).4.8. � = �3. ðÏÓËÏÌØËÕ "1(�3) = �, Õ ÎÁÓ ÔÅ�ÅÒØ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ ËÒÉÔÉ-ÞÅÓËÁÑ ÔÏÞËÁ Ü×ÏÌÀ�ÉÉ " = �, ËÏÇÄÁ ×ÓÅ ÓÅÍØ ÆÉÇÕÒ (3 ÌÕÎÏÞËÉ É 4ÕÇÏÌËÁ) ×ÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ ×ÍÅÓÔÅ, É ×ÓÅ ÕÇÏÌËÉ �ÒÅ×ÒÁÝÁÀÔÓÑ × ÍÕÌØÔÉ×Ï-ÌÁÎÞÉË. üÔÏÔ ÍÕÌØÔÉ×ÏÌÁÎÞÉË ÓÒÁÚÕ ÖÅ ÒÁÓ�ÁÄÁÅÔÓÑ ÎÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÕÀ



76 ÷. é. ÷áóàîéî�ÁÒÕ ÔÒÏÌÌÅÊÂÕÓÏ× É �ÅÎÔÒÁÌØÎÙÊ ×ÏÌÁÎÞÉË, ËÁË ÜÔÏ ÂÙÌÏ �ÒÉ ÍÅÎØ-ÛÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ �. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, Õ ÎÁÓ ÔÏÌØËÏ Ä×Á ×ÉÄÁÆÏÌÉÁ�ÉÊ:
• òÉÓ. 23 �ÒÉ " ∈ (0; �);
• òÉÓ. 33 �ÒÉ " ∈ (�;∞).4.9. �3 < � 6 4�. ðÒÉ � > �3 ÕÇÏÌÏË ÓÏ�ÒÉËÁÓÁÅÔÓÑ Ó ÌÕÎËÏÊ × ÍÏ-ÍÅÎÔ " < �, ÔÏ ÅÓÔØ ÄÏ ÆÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÍÕÌØÔÉÌÕÎËÉ, É ÎÉËÁËÏÇÏ ÍÕÌØ-ÔÉ×ÏÌÁÎÞÉËÁ × ÜÔÏÊ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ ÎÅ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ. �Å�ÅÒØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÒÁÓ�ÒÏ-ÓÔÒÁÎÉÔØ ÆÕÎË�ÉÀ "1 ÎÁ ÚÎÁÞÅÎÉÑ � > �3, ÎÏ ÜÔÏ ÕÖÅ ÂÕÄÅÔ ÍÏÍÅÎÔ,ËÏÇÄÁ ÕÇÏÌÏË ÓÏ�ÒÉËÁÓÁÅÔÓÑ Ó ÏÔÄÅÌØÎÏÊ ÌÕÎËÏÊ, ËÏÒÅÎØ ËÏÔÏÒÏÊ ÒÁÓ-�ÏÌÏÖÅÎ × ÔÏÞËÅ 
1 = 2�. üÔÏÔ ÍÏÍÅÎÔ ÄÁ�ÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑF1R(2� + "; 2"; ") + F∞(2� + "; ") = 0 ;ÔÏ ÅÓÔØ "(sin�+ " 
os�)e 2�−�" +1 + 
os "− (2"+ 1") sin " = 0 ; (41)ÞÔÏ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ (34) É (18), × ËÏÔÏÒÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎÁ � ÚÁÍÅ-ÎÅÎÁ ÎÁ � − 2�. ðÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ "1(�) ÕÂÙ×ÁÅÔ ÏÔ "1(�3) = � ÄÏ"1(4�) ≈ 2:88011.ðÏËÁ " < "1, ÕÇÏÌÏË Ó ×ÅÒÛÉÎÏÊ × ÔÏÞËÅ � ÓÔÁÂÉÌÅÎ, Á �ÒÉ " > "1ÎÁ ÌÕÎËÅ Ó ËÏÒÎÅÍ × ÔÏÞËÅ 
1 ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÔÒÏÌÌÅÊÂÕÓ É ÌÕÎËÁ ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÕÖÁÔØÓÑ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÕÇÏÌÏË Ó ×ÅÒÛÉÎÏÊ × ÔÏÞËÅ � ÎÁÞÉÎÁÅÔ Ä×É-ÖÅÎÉÅ ×ÌÅ×Ï ÄÏ ÔÏÇÏ ÍÏÍÅÎÔÁ " = "2(�), ËÏÇÄÁ ÏÎ ÎÁÔËÎ�ÅÔÓÑ ÎÁ ÌÕÎËÕÓ �ÅÎÔÒÏÍ × ÎÕÌÅ. ÷ ÓÉÌÕ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ, × ÔÏÔ ÖÅ ÓÁÍÙÊ ÍÏÍÅÎÔ Ó ÜÔÏÊ�ÅÎÔÒÁÌØÎÏÊ ÌÕÎËÏÊ ÓÏ�ÒÉËÏÓÎ�ÅÔÓÑ É ÔÏÔ ÕÇÏÌÏË, ÞÔÏ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÓÌÅ×Á,É ×ÏÚÎÉËÎÅÔ ×ÏÌÁÎÞÉË.ó�ÅÒ×Á ÎÁÍ ÎÁÄÏ ÎÁÊÔÉ ÆÕÎË�ÉÀ `1(") = `1("; �), ËÏÔÏÒÁÑ ÄÁ�ÅÔ ÇÏ-ÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÊ ÒÁÚÍÅÒ ÌÕÎËÉ Ó ËÏÒÎÅÍ × ÔÏÞËÅ 
1. ðÏÓËÏÌØËÕ ÎÁÄ ÜÔÏÊÌÕÎËÏÊ Õ ÎÁÓ ÌÅ×ÙÊ ÔÒÏÌÌÅÊÂÕÓ, ËÏÒÅÎØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÂÁÌÁÎÓÁF1R(u; `1("); ") + F∞(u; ") = 0 (42)ÄÏÌÖÅÎ ÄÁ×ÁÔØ �ÏÌÏÖÅÎÉÅ �ÒÁ×ÏÇÏ ËÏÎ�Á ÌÕÎËÉ, ÔÏ ÅÓÔØ u = b1(") =2�+ 12 `1("). åÓÌÉ ÜÔÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ u �ÏÄÓÔÁ×ÉÔØ × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (42), ÔÏÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ, ÒÅÛÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ, ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÎÏÅ × ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ



ðòéíåò ðïó�òïåîéñ æõîëãéé âåììíáîá 77(0; �), ÄÁ�ÅÔ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÕÀ ÎÁÓ ÆÕÎË�ÉÀ `1:"1 + "2 (sin�+ " 
os�)e `1+4�−2�2"+ 11 + "2 
os `12 −
( "1 + "2 + 2̀1) sin `12 = 0 : (43)�Å�ÅÒØ ÉÚ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÂÁÌÁÎÓÁF0R(u; 2"; ") + F1L(u; `1("); ") = 0 (44)ÍÙ ÍÏÖÅÍ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÆÕÎË�ÉÀ "2(�), ÅÓÌÉ �ÏÌÏÖÉÍ u = ", ÔÏ ÅÓÔØ

[ 11 + "2 
os `12 + ( "1 + "2 − 2̀1) sin `12 ]e `1−4�2" +1
− 11 + "2 
os "+ 1 + 2"21 + "2 · sin "" = 0 : (45)÷ ÜÔÏÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÉ ÎÅÔ Ñ×ÎÏÊ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ �. üÔÁ ÚÁ×ÉÓÉ-ÍÏÓÔØ ÎÅÑ×ÎÁÑ, ÔÁË ËÁË ÆÕÎË�ÉÑ `1("), Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÁÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ (43),ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ �.éÔÁË, �ÁÒÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ (45) É (43) ÎÅÑ×ÎÏ ÚÁÄÁ�ÅÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÍÅÖÄÕ" É �. �ÁËÉÍ Ó�ÏÓÏÂÏÍ ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÆÕÎË�ÉÀ "2(�), ËÏÔÏÒÁÑ ÕÂÙ×ÁÅÔÏÔ "2(�3) = � ÄÏ "2(4�) ≈ 3:132754.�Å�ÅÒØ ÉÓÓÌÅÄÕÅÍ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÏÅ �Ï×ÅÄÅÎÉÅ ÔÒÏÌÌÅÊÂÕÓÁ É ×ÏÌÁÎ-ÞÉËÁ. ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÔÒÏÌÌÅÊÂÕÓ ÎÉËÏÇÄÁ ÎÅ ÉÓÞÅÚÁÅÔ.äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ÍÙ �Ï�ÙÔÁÅÍÓÑ ÎÁÊÔÉ ÔÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ � É ", �ÒÉ ËÏ-ÔÏÒÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (43) ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ `1 = 0, Ô.Å. ÅÓÌÉ �ÏÌÏÖÉÍ `1 = 0× ÕÒÁ×ÎÅÎÉÉ (43), ÔÏ �ÏÌÕÞÉÍ × ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ"1 + "2 (sin�+ " 
os�)e 2�−�" − "21 + "2< "1 + "2 [ sin�+ "(
os�− 1)]e 2�−�" < 0 :÷ �ÒÅÄÅÌÅ "→ ∞ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÂÁÌÁÎÓÁ (43) �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ×ÉÄ
os�− 2̀1 sin `12 = 0 ;ÞØ�Å ÒÅÛÅÎÉÅ ÉÚ �ÒÏÍÅÖÕÔËÁ [0; �) É ÄÁ�ÅÔ ÎÁÍ �ÒÅÄÅÌØÎÙÊ ÒÁÚÍÅÒ ÔÒÏÌ-ÌÅÊÂÕÓÁ `1(∞). íÙ ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ `1(∞) → 0, ËÏÇÄÁ � → 4�, ÔÏ ÅÓÔØ ÜÔÏÔÔÒÏÌÌÅÊÂÕÓ ÎÉËÏÇÄÁ ÎÅ ÉÓÞÅÚÁÅÔ, ÄÁÖÅ × �ÒÅÄÅÌÅ ÏÎ ÓÖÉÍÁÅÔÓÑ ÄÏ ÎÕÌÑÌÉÛØ �ÒÉ � = 4�.



78 ÷. é. ÷áóàîéîáÎÁÌÏÇÉÞÎÏ É �ÅÎÔÒÁÌØÎÙÊ ×ÏÌÁÎÞÉË ÎÉËÏÇÄÁ ÎÅ ÓÕÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÕÇÏÌ-ËÁ, É �ÒÅÄÅÌØÎÙÊ ÒÁÚÍÅÒ �ÅÎÔÒÁÌØÎÏÊ ÌÕÎËÉ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó �ÒÅÄÅÌØÎÙÍÒÁÚÍÅÒÏÍ ÌÕÎËÉ �ÏÄ ÔÒÏÌÌÅÊÂÕÓÏÍ. þÔÏÂÙ ÜÔÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ×Ù�ÉÛÅÍÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÂÁÌÁÎÓÁF0R(u; `0("); ") + F1L(u; `1("); ") = 0 : (46)íÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ × ÓÌÕÞÁÅ ×ÏÌÁÎÞÉËÁ ÔÏÞËÁ ÂÁÌÁÎÓÁ { ÜÔÏ ËÏÎÅ� ÌÕÎËÉ,ÔÏ ÅÓÔØ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÄÏÌÖÎÏ ×Ù�ÏÌÎÑÔØÓÑ �ÒÉ u = 12`0. ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ ÜÔÏÚÎÁÞÅÎÉÅ u × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (46), �ÏÌÕÞÁÅÍ:
−

[ 11 + "2 
os `12 + ( "1 + "2 − 2̀1) sin `12 ]e `1+`0−4�2"+ [ 11 + "2 
os `02 −
( "1 + "2 + 2̀0) sin `02 ] = 0 :íÏÖÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ Õ ÎÁÓ Ï�ÑÔØ ÎÅÔ ÒÅÛÅÎÉÑ `0 = 0, Á × �ÒÅÄÅÌÅ"→ ∞ ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ2̀1 sin `12 − 2̀0 sin `02 = 0 ;Ô.Å. `0(∞) = `1(∞).éÔÁË, Õ ÎÁÓ ÌÉÛØ Ä×Å ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÔÏÞËÉ Ü×ÏÌÀ�ÉÉ:

• �ÒÉ " = "1(�) ÓÁÍÙÊ ÌÅ×ÙÊ É ÓÁÍÙÊ �ÒÁ×ÙÊ ÕÇÏÌËÉ ÓÔÁÌËÉ×Á-ÀÔÓÑ Ó ÓÏÓÅÄÎÉÍÉ ÌÕÎËÁÍÉ, ÏÂÒÁÚÕÑ Ä×Á ÔÒÏÌÌÅÊÂÕÓÁ: ÌÅ×ÙÊ Ó�ÒÁ×ÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ É �ÒÁ×ÙÊ Ó ÌÅ×ÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ;
• �ÒÉ " = "2(�) Ä×Á ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ ÕÇÏÌËÁ ÎÁÔÙËÁÀÔÓÑ ÎÁ �ÅÎÔÒÁÌØ-ÎÕÀ ÌÕÎËÕ, ÏÂÒÁÚÕÑ ×ÏÌÁÎÞÉË.äÌÑ �ÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ " ÆÏÌÉÁ�ÉÑ ÉÍÅÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ×ÉÄ:
• òÉÓ. 23 �ÒÉ " ∈ (0; "1);
• òÉÓ. 35 �ÒÉ " ∈ ("1; "2);
• òÉÓ. 33 �ÒÉ " ∈ ("2;∞).

§5. 4� < � 6 5�5.1. 4� < � 6 �2;1. �Å�ÅÒØ ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ ÉÓÔÏÒÉÑ Ï �ÑÔÉ ÌÕÎËÁÈ. ðÏËÁ" ∈ (0; �− 4�℄, ÎÅ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÎÉÞÅÇÏ ÉÎÔÅÒÅÓÎÏÇÏ: Õ ÎÁÓ �ÑÔØ �ÏÌÎÙÈÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÌÕÎÏË ×ÏËÒÕÇ ÔÏÞÅË 2k�, k = 0;±1;±2, É ÞÅÔÙÒÅ ÓÔÁ-ÂÉÌØÎÙÈ ÕÇÏÌËÁ Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ × ÔÏÞËÁÈ ±� É ±3�. á �ÏÓÌÅ " = �− 4�ÓÁÍÁÑ �ÒÁ×ÁÑ ÌÕÎËÁ ÎÁÞÉÎÁÅÔ ÒÁÓÔÉ ÎÅÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ. (îÁ�ÏÍÎÀ, ÞÔÏ ×
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òÉÓ. 35. æÏÌÉÁ�ÉÑ �ÒÉ "1 < " < "2.ÓÉÌÕ �ÏÌÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÔÏ, ÞÔÏ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÎÁ �Ï-ÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ �ÏÌÕÏÓÉ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÇÒÁÆ ÆÏÌÉÁ�ÉÉ ÔÅ�ÅÒØ ÕÖÅ ÎÁÓÔÏÌØ-ËÏ ×ÅÌÉË, ÞÔÏ �Ï ÜÔÏÊ �ÒÉÞÉÎÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÅÇÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÀÉ �ÒÉ×ÏÄÉÔØ ÔÏÌØËÏ �ÒÁ×ÕÀ ÅÇÏ �ÏÌÏ×ÉÎÕ, ÓÍ. òÉÓ. 36.) þÔÏÂÙ Õ�ÒÏ-
òÉÓ. 36. æÏÌÉÁ�ÉÑ �ÒÉ " < "1.ÓÔÉÔØ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ �ÅÒ×ÕÀ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÕ a2(") ÌÅ-×ÏÇÏ ËÏÎ�Á �ÒÁ×ÏÊ ÌÕÎËÉ �ÒÏÓÔÏ ÂÕË×ÏÊ a, ÔÏÇÄÁ b2(") = b = a + 2"{ ÜÔÏ �ÅÒ×ÁÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ Å�Å �ÒÁ×ÏÇÏ ËÏÎ�Á. íÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÌÕÎËÉ ÄÁ�ÅÔ ÎÁÍ Ñ×ÎÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ (6) ×ÅÌÉÞÉÎÙ " ËÁË ÆÕÎË�ÉÉ ËÏÏÒÄÉ-ÎÁÔÙ a, Ï�ÒÅÄÅÌ�ÅÎÎÏÊ ÎÁ �ÒÏÍÅÖÕÔËÅ (a2(∞); 8� − �℄, ÇÄÅ a2(∞) { ÜÔÏÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (7) ÉÚ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ a ∈ ( 52�; 4�). �ÁËÖÅ, ËÁË É × ÓÌÕÞÁÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ a1(∞) �ÒÉ � ∈ (2�; �2℄, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÒÏ-ÓÔÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÁ�ÉÑ ×ÅÌÉÞÉÎÙ a2(∞): ÜÔÏ ÔÏÞËÁ, ÇÄÅ�ÒÑÍÁÑ, ÞÁÓÔØ ËÏÔÏÒÏÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÒÁÆÉËÏÍ ÆÕÎË�ÉÉ f ′(t) �ÒÉ t > �,�ÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎË�ÉÉ f ′(t) = sin t ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ ( 52�; 4�). òÉÓ. 37ÉÌÌÀÓÔÒÉÒÕÅÔ ÜÔÏ ÏÂßÑÓÎÅÎÉÅ.÷ÅÌÉÞÉÎÁ a2(∞) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÅÄÅÌØÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ �ÏÌÏÖÅÎÉÑ ÌÅ×ÏÇÏËÏÎ�Á ÌÕÎËÉ Ó ËÏÒÎÅÍ × ÔÏÞËÅ 4�, ËÏÇÄÁ Å�Å �ÒÁ×ÙÊ ËÏÎÅ� ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ ËÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ �ÒÉ " → ∞. çÒÁÆÉË ÆÕÎË�ÉÉ a("), ÏÂÒÁÔÎÏÊ Ë ÔÏÊ, ÞÔÏÚÁÄÁÎÁ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅÍ (6) �ÒÉ � = 4� + 1, �ÒÉ×ÅÄ�ÅÎ ÎÁ òÉÓ. 38.
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òÉÓ. 37. çÒÁÆÉË ÆÕÎË�ÉÉ f ′(t) ×ÍÅÓÔÅ Ó �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅÍÅÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÞÁÓÔÉ.äÏ ÎÁÓÔÏÑÝÅÇÏ ÍÏÍÅÎÔÁ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌÉ ÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ �ÒÁ×ÕÀÌÕÎËÕ. �Å�ÅÒØ ÎÁÄÏ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÓÌÅ×Á ÏÔ ÎÅ�Å. ìÅ×ÁÑÓÉÌÁ �ÏÌÎÏÊ �ÒÁ×ÏÊ ÌÕÎËÉ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅÍ (9) Ó ` = 2", ÔÏÅÓÔØ F2La(u; 2"; ") = [ 11 + "2("2 − 12" sina− 
osa)+ 12"((a+ 2"− �) 
os�+ sin�)

]eu−a"
− "1 + "2 (" 
osu+ sinu):íÙ �ÏÍÅÔÉÌÉ ÜÔÕ ÓÉÌÕ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÍ ÉÎÄÅËÓÏÍ 2, ËÏÔÏÒÙÊ ÏÚÎÁ-ÞÁÅÔ, ÞÔÏ a { ÜÔÏ ËÏÎÅ� ÈÏÒÄÙ ÓÌÅ×Á ÏÔ ËÏÒÎÑ 
2 = 4�, �ÏÔÏÍÕ ÞÔÏÞÕÔØ �ÏÚÖÅ ÎÁÍ �ÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÓÉÌÁ F1La (�ÒÏ ÄÒÕÇÏÊ ËÏÎÅ� ÍÙ ×ÓÅÇÄÁ�ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ b > �). éÔÁË, ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑF1R(u; 2"; ") + F2La(u; 2"; ") = 0 (47)(ÔÏÞÎÅÅ, ÔÁ ×ÅÔ×Ø ÒÅÛÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ × ÔÏÞËÅ u = 3� �ÒÉ" = � − 4�) ÄÁ�ÅÔ ÎÁÍ ÆÕÎË�ÉÀ u("), �ÏËÁÚÙ×ÁÀÝÕÀ �ÏÌÏÖÅÎÉÅ ×ÅÒ-ÛÉÎÙ ÕÇÏÌËÁ ÍÅÖÄÕ ÓÁÍÏÊ �ÒÁ×ÏÊ ÌÕÎËÏÊ É Å�Å ÓÏÓÅÄËÏÊ. üÔÁ ÆÕÎË�ÉÑÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁ �ÒÏÍÅÖÕÔËÅ [� − 4�; "1(�)℄, ÇÄÅ "1 { ÜÔÏ ÔÏÔ ÍÏÍÅÎÔ,
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òÉÓ. 38. ðÏÌÏÖÅÎÉÅ ÌÅ×ÏÇÏ ËÏÎ�Á ÓÁÍÏÊ �ÒÁ×ÏÊ ÌÕÎËÉËÁË ÆÕÎË�ÉÑ ÏÔ ", �ÒÉ � = 4� + 1.ËÏÇÄÁ ÕÇÏÌÏË ÓÔÁÌËÉ×ÁÅÔÓÑ Ó ÌÅ×ÏÊ ÌÕÎËÏÊ, ÔÏ ÅÓÔØ ÜÔÏ ÔÁËÏÊ ÍÏÍÅÎÔ,× ËÏÔÏÒÙÊ u("1) = 2� + "1, É ÞÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ ÜÔÏÔ ÍÏÍÅÎÔ, ÎÕÖÎÏ �ÏÄ-ÓÔÁ×ÉÔØ u = 2� + " × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (47), �ÏÓÌÅ ÞÅÇÏ �ÏÌÕÞÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ:
[ 11 + "2("2 − 12" sin a− 
osa)+ 12"((a+ 2"− �) 
os�+ sin�)

]e1+ 2�−a"+ 11 + "2 [ 
os "− (1" + 2") sin "] = 0:ðÒÉ " > "1 ÎÁ ÌÕÎËÅ ×ÏËÒÕÇ ÔÏÞËÉ 2� �ÏÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÒÏÌÌÅÊÂÕÓ (ÓÍ.òÉÓ. 39). üÔÏÔ ÔÒÏÌÌÅÊÂÕÓ ÓÖÉÍÁÅÔÓÑ, ÎÏ ÎÉËÏÇÄÁ ÎÅ ÉÓÞÅÚÁÅÔ, �ÏÓËÏÌØ-
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òÉÓ. 39. æÏÌÉÁ�ÉÑ �ÒÉ "1 < " < "2.ËÕ lim"→∞

F2La(2�; 2"; ") = 
os�− 1 < 0 ;ÔÏ ÅÓÔØ È×ÏÓÔ ÓÁÍÏÊ �ÒÁ×ÏÊ ÌÕÎËÉ ÎÉËÏÇÄÁ ÎÅ �ÏËÒÙ×ÁÅÔ ÔÏÞËÕ 2�.õÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÂÁÌÁÎÓÁ ÄÌÑ �ÒÁ×ÏÇÏ ËÏÎ�Á b1 ÔÒÏÌÌÅÊÂÕÓÁ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄF1R(b1; 2(b1 − 2�); ") + F2La(b1; 2"; ") = 0 :÷ �ÒÅÄÅÌÅ �ÒÉ " → ∞ ÏÎÏ �ÒÅ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅsin b1b1 − 2� = 
os� :ëÏÒÅÎØ b1(∞) ÜÔÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÉÚ �ÒÏÍÅÖÕÔËÁ [2�; 52�℄ ÚÁÄÁ�ÅÔ �ÒÅÄÅÌØ-ÎÏÅ �ÏÌÏÖÅÎÉÅ �ÒÁ×ÏÇÏ ËÏÎ�Á ÈÏÒÄÙ, ÄÏ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÖÉÍÁÅÔÓÑ ÏÓÎÏ×Á-ÎÉÅ ÔÒÏÌÌÅÊÂÕÓÁ (ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÅ×ÏÇÏ ËÏÎ�Á ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅa1(∞) = 4� − b1(∞)).�Å�ÅÒØ �ÏÓÍÏÔÒÉÍ, ÞÔÏ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÌÅ×ÅÅ ÜÔÏÇÏ ÔÒÏÌÌÅÊÂÕÓÁ. õÇÏ-ÌÏË, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÏ ÎÁÈÏÄÉÌÓÑ × ÔÏÞËÅ � ÄÏ ÍÏÍÅÎÔÁ " = "1, �Ï-ÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÎÁÞÉÎÁÅÔ Ä×ÉÇÁÔØÓÑ ×ÌÅ×Ï ÄÏ ÔÅÈ �ÏÒ, �ÏËÁ × ÎÅËÉÊ ÍÏÍÅÎÔ" = "2(�) ÎÅ ÓÔÏÌËÎ�ÅÔÓÑ Ó �ÅÎÔÒÁÌØÎÏÊ ÌÕÎËÏÊ. ðÏÌÏÖÅÎÉÅ ×ÅÒÛÉÎÙÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÁÊÄÅÎÏ ÉÚ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (44), Á ÞÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÅÚÎÁÞÅÎÉÅ "2, ÎÕÖÎÏ ÒÅÛÉÔØ ÜÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ, �ÏÌÏÖÉ× × Î�ÅÍ u = ", ÔÏÅÓÔØ ÒÅÛÉÔØ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (45), ËÁË É ÒÁÎØÛÅ. åÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅÏÔÌÉÞÉÅ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÔÅ�ÅÒØ ÍÙ �ÏÄÓÔÁ×ÌÑÅÍ × ÎÅÇÏ ÄÒÕÇÕÀÆÕÎË�ÉÀ `1("). ÷ÍÅÓÔÏ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÂÒÁÔØ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (42) Óu = 2� + 12`1 (ÉÌÉ ÂÏÌÅÅ Ñ×ÎÏ { ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (43)), ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÎÁÊÔÉ `1ÉÚ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÂÁÌÁÎÓÁF1R(u; `1; ") + F2La(u; 2"; ") = 0 (48)Ó u = 2� + 12`1.



ðòéíåò ðïó�òïåîéñ æõîëãéé âåììíáîá 83�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÒÉ " > "2 Õ ÎÁÓ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÆÏÌÉÁ-�ÉÑ: ÓÖÉÍÁÀÝÉÊÓÑ ×ÏÌÁÎÞÉË ÎÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÌÕÎËÅ Ó ËÏÒÎÅÍ × ÎÕÌÅ,Ä×Á ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÓÖÉÍÁÀÝÉÈÓÑ ÔÒÏÌÌÅÊÂÕÓÁ ×ÏËÒÕÇ ÔÏÞÅË ±2� É Ä×ÅÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÒÁÓÔÕÝÉÈ ÌÕÎËÉ, ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÅ ËÏÎ�Ù ËÏÔÏ-ÒÙÈ ÓÔÒÅÍÑÔÓÑ Ë �ÒÅÄÅÌØÎÙÍ ÔÏÞËÁÍ ±a2(∞), Á ×ÎÅÛÎÉÅ ÕÂÅÇÁÀÔ ÎÁÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔØ (ÓÍ. òÉÓ. 40).
òÉÓ. 40. æÏÌÉÁ�ÉÑ �ÒÉ " > "2.ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÒÅÄÅÌØÎÙÊ ÒÁÚÍÅÒ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÊ Õ ×ÏÌÁÎÞÉËÁ É Õ ÔÒÏÌ-ÌÅÊÂÕÓÏ× ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, �ÒÅÄÅÌØÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÌÅ×ÏÊÓÉÌÙ ÏÔ ÌÕÎËÉ Ó ËÏÒÎÅÍ 2� ÒÁ×ÎÏlim"→∞

F1L(u; `1(∞); ") = 2`1(∞) sin `1(∞)2 − 
osu :÷ÍÅÓÔÅ Ó �ÒÁ×ÏÊ ÓÉÌÏÊ ÏÔ ÌÕÎËÉ × ÎÕÌÅ, ÒÁ×ÎÏÊ 
osu− sinuu , �ÏÌÕÞÁÅÍÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÂÁÌÁÎÓÁ:2`1(∞) sin `1(∞)2 − sinuu = 0 ;ÒÅÛÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ u = b0(∞) = 12`1(∞) ∈ (0; �) ÄÁ�ÅÔ �ÒÅÄÅÌØÎÏÅ �ÏÌÏ-ÖÅÎÉÅ �ÒÁ×ÏÇÏ ËÏÎ�Á ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÇÏ ×ÏÌÁÎÞÉËÁ (a0(∞) =
−b0(∞)), ÔÏ ÅÓÔØ �ÒÅÄÅÌØÎÙÊ ÒÁÚÍÅÒ ÜÔÏÊ ÂÁÚÙ `0(∞) ÒÁ×ÅÎ b0(∞) −a0(∞) = `1(∞).ïÄÎÁËÏ Ï�ÉÓÁÎÎÁÑ Ü×ÏÌÀ�ÉÑ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÔÏÌØËÏ × ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉÓÁÍÁÑ �ÒÁ×ÁÑ ÌÕÎËÁ ÎÅ ÎÁÓÔÉÇÁÅÔ ÓÖÉÍÁÀÝÉÊÓÑ ÔÒÏÌÌÅÊÂÕÓ. ðÏËÁÖÅÍ,ÞÔÏ ÜÔÏÇÏ ÎÅ ÓÌÕÞÁÅÔÓÑ �ÒÉ � ∈ (4�; �2;1℄.óÉÔÕÁ�ÉÀ, �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÔÁËÏÅ ÍÏÖÅÔ �ÒÏÉÚÏÊÔÉ, ÍÏÖÎÏ ÌÅÇËÏ ÏÔÙÓ-ËÁÔØ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎË�ÉÉ f ′: ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÎÁÊÔÉ ÔÁËÕÀ �ÒÑ-ÍÕÀ, �ÒÏÈÏÄÑÝÕÀ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ (2�; 0), ÞÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÌÕÎÏÞËÉf ′(a) + f ′(b)2 = f(b)− f(a)b− a



84 ÷. é. ÷áóàîéî×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÄÌÑ ÔÏÞÅË Ó ÁÂÓ�ÉÓÓÁÍÉ a ∈ ( 52�; 3�℄ É b ∈ ( 92�;∞) (ÓÍ.òÉÓ. 41). �ÏÇÄÁ ÔÏÞËÉ a = a2(") É b = b2(") ÂÕÄÕÔ ËÏÎ�ÁÍÉ �ÒÁ×ÏÊ

òÉÓ. 41. îÁÈÏÖÄÅÎÉÅ ÍÏÍÅÎÔÁ ", ËÏÇÄÁ �ÏÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÕÌØÔÉÌÕÎËÁ.ÌÕÎËÉ Ó ËÏÒÎÅÍ × ÔÏÞËÅ 
2 = 4�, Á b1(") = a É a1(") = 4� − a ÂÕÄÕÔËÏÎ�ÁÍÉ ÌÕÎËÉ Ó ËÏÒÎÅÍ 
1 = 2�.ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Ï�ÉÓÁÎÎÁÑ �ÒÑÍÁÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ Ë ÇÒÁÆÉËÕÆÕÎË�ÉÉ f ′, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ËÁÓÁÅÔÓÑ ÇÒÁÆÉËÁ × ÔÏÞËÅ t ∈ (4�; 92�), ÕÄÏ×ÌÅ-Ô×ÏÒÑÀÝÅÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ tan t = t− 2� :üÔÏ { ÓÄ×ÉÎÕÔÙÊ ÎÁ 2� �ÅÒ×ÙÊ ËÏÒÅÎØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ tan t = t, ÔÏ ÅÓÔØ�2;1.éÔÁË, �ÒÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ � Ü×ÏÌÀ�ÉÑ ÂÕ-ÄÅÔ �ÏÞÔÉ ÔÁËÏÊ ÖÅ, ËÁË × �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍ �ÏÄ�ÁÒÁÇÒÁÆÅ, Õ ÎÁÓ Ä×Å ÔÁËÉÈÖÅ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÔÏÞËÉ Ü×ÏÌÀ�ÉÉ:
• �ÒÉ " = "1(�) ÓÁÍÙÊ ÌÅ×ÙÊ É ÓÁÍÙÊ �ÒÁ×ÙÊ ÕÇÏÌËÉ ÓÔÁÌËÉ×Á-ÀÔÓÑ Ó ÓÏÓÅÄÎÉÍÉ ÌÕÎËÁÍÉ, ÏÂÒÁÚÕÑ Ä×Á ÔÒÏÌÌÅÊÂÕÓÁ: ÌÅ×ÙÊ Ó�ÒÁ×ÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ É �ÒÁ×ÙÊ Ó ÌÅ×ÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ;
• �ÒÉ " = "2(�) Ä×Á ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ ÕÇÏÌËÁ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÎÁÔÙËÁ-ÀÔÓÑ ÎÁ �ÅÎÔÒÁÌØÎÕÀ ÌÕÎËÕ, ÏÂÒÁÚÕÑ ×ÏÌÁÎÞÉË.åÝ�Å Ä×Å ÌÕÎËÉ, �ÏÑ×ÌÑÀÝÉÅÓÑ ÎÁ ÜÔÏÊ ËÁÒÔÉÎËÅ (Ó ËÏÒÎÑÍÉ × ÔÏÞ-ËÁÈ 
±2 = ±4�), Ü×ÏÌÀ�ÉÏÎÉÒÕÀÔ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ, ÎÅ ×ÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔ×ÕÑ Ó



ðòéíåò ðïó�òïåîéñ æõîëãéé âåììíáîá 85�ÅÎÔÒÁÌØÎÏÊ ÞÁÓÔØÀ ËÁÒÔÉÎËÉ. ìÉÛØ �ÒÉ � = �2;1 ÜÔÉ ÌÕÎËÉ ÚÁÈ×Á-ÔÙ×ÁÀÔ ÔÒÏÌÌÅÊÂÕÓÙ × �ÒÅÄÅÌÅ: ×ÅÌÉÞÉÎÁ b1(∞) = a2(∞) × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑsinuu− 2� = 
os�2;1ÉÚ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ ( 72�; 3�).îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÍÅÖÄÕ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ ÆÏÌÉÁ�ÉÑ Ï�ÉÓÙ×Á-ÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÇÒÁÆÁÍÉ:
• òÉÓ. 36 �ÒÉ " ∈ (0; "1);
• òÉÓ. 39 �ÒÉ " ∈ ("1; "2);
• òÉÓ. 40 �ÒÉ " ∈ ("2;∞).5.2. �2;1 < � 6 �4. �Å�ÅÒØ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÕÖÅ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ", ËÏÇÄÁ�ÒÁ×ÁÑ ÎÅÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÌÕÎËÁ Ó ËÏÒÎÅÍ × ÔÏÞËÅ 
2 ÎÁÓÔÉÇÁÅÔ ÔÒÏÌÌÅÊ-ÂÕÓ, ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÎÙÊ ÎÁ ÌÕÎËÅ Ó ËÏÒÎÅÍ 
1. ÷ ÜÔÏÔ ÍÏÍÅÎÔ (ÏÂÏÚÎÁÞÉÍÄÁÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ " ÓÉÍ×ÏÌÏÍ Æ1) ÏÂÒÁÚÕÅÔÓÑ ÍÕÌØÔÉÌÕÎËÁ. íÙ �ÏÌÕÞÁ-ÅÍ ÎÏ×ÕÀ ÆÏÌÉÁ�ÉÀ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÎÕÀ ÎÁ òÉÓ. 42.

òÉÓ. 42. æÏÌÉÁ�ÉÑ �ÒÉ Æ1 < " < �1.÷ÙÞÉÓÌÉÍ ÆÕÎË�ÉÀ Æ1(�), ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ËÁÒÔÉÎËÕ,Ï�ÉÓÁÎÎÕÀ ×ÙÛÅ. ðÏÌÏÖÉÍ a = a2("), b = b2(") = a + 2". �ÏÇÄÁ ÉÚÒÉÓÕÎËÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÏÞÅ×ÉÄÎÁÑ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÑf ′(b)b− 2� = f ′(a)a− 2� ;ËÏÔÏÒÁÑ ÄÁ�ÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ ":" = (a− 2�)[(�− a) 
os�+ sin a− sin�℄2[(a− 2�) 
os�− sin a℄ :



86 ÷. é. ÷áóàîéîóÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÅÇÏ Ó ÆÏÒÍÕÌÏÊ (6) ÎÅÑ×ÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ÆÕÎË�ÉÀ a(�), ×ÏÚ-ÒÁÓÔÁÀÝÕÀ ÏÔ a2(∞) ÄÏ 3�, ËÏÇÄÁ � �ÒÏÂÅÇÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÏÔ �2;1 ÄÏ 5�.ðÏÓÌÅ ÞÅÇÏ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÌÉÂÏ �ÒÉ×ÅÄ�ÅÎÎÏÅ ×ÙÛÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ, ÌÉÂÏ ÆÏÒ-ÍÕÌÕ (6), ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ " ËÁË ÆÕÎË�ÉÀ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ �, ÞÔÏ É Ñ×ÌÑÅÔÓÑÉÓËÏÍÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ Æ1(�), ÕÂÙ×ÁÀÝÅÊ ÏÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÄÏ �. íÙ ×É-ÄÉÍ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ Æ1, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ 2�-�ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ, ÔÏ ÅÓÔØ ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØÔÕ ÆÕÎË�ÉÀ Æ1, ÞÔÏ ÍÙ ÎÁÛÌÉ ÎÁ �ÒÏÍÅÖÕÔËÅ (�2; 3�℄, É ÓÄ×ÉÎÕÔØÅ�Å ÎÁ �ÒÏÍÅÖÕÔÏË (�2;1; 5�℄. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ, Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÝÅÅÆÕÎË�ÉÀ Æ1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ 2�-�ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÍ, ÉÌÉ ÂÏÌÅÅÅ ÔÏÞÎÏ, ÍÙ ÄÏÌÖ-ÎÙ ÚÁÍÅÎÉÔØ � ÎÁ � − 2� É a ÎÁ a − 2�, ÅÓÌÉ ÍÙ ÈÏÔÉÍ �ÅÒÅÊÔÉ ÏÔÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÄÌÑ � ∈ (�2; 3�℄ Ë � ∈ (�2;1; 5�℄.ðÒÉ " > Æ1(�) ×�ÌÏÔØ ÄÏ ÍÏÍÅÎÔÁ �1(�) = 12`1((Æ1(�))) + Æ1(�) Õ ÎÁÓÅÓÔØ ÏÔËÒÙÔÁÑ ÍÕÌØÔÉÌÕÎËÁ, ËÏÔÏÒÁÑ �ÒÅ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÚÁÍËÎÕÔÕÀ × ÍÏ-ÍÅÎÔ " = �1. ÷ ÜÔÏÔ ÍÏÍÅÎÔ ÎÁÄ ÎÅÊ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÏÂÌÁÓÔØ ÈÏÒÄ, ËÏÔÏÒÁÑ�ÒÏÄÏÌÖÁÅÔ ÒÁÓÔÉ ÄÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ, ÔÏ ÅÓÔØ ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÓÏÓÔÁ×ÎÕÀÌÕÎËÕ É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÆÏÌÉÁ�ÉÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÁ ÎÁ òÉÓ. 43.

òÉÓ. 43. æÏÌÉÁ�ÉÑ �ÒÉ " > �1.æÕÎË�ÉÑ �1 Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁ ÔÏÍ ÖÅ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (�2;1; 5�), ÞÔÏ É Æ1,ÏÎÁ ÕÂÙ×ÁÅÔ ÏÔ ∞ ÄÏ 2� �ÒÉ " → 5�−0. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÍÏÇÌÉ ÂÙ�ÏÌÏÖÉÔØ �1(5�) = 2�, ÎÏ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÚÁÄÁ×ÁÔØ ÜÔÕ ÆÕÎË�ÉÀ ÔÏÌØËÏ ÎÁÏÔËÒÙÔÏÍ �ÒÏÍÅÖÕÔËÅ. ðÒÉÞÉÎÙ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÓÔÁÎÕÔ ÑÓÎÙ �ÒÉ ÒÁÓÓÍÏ-ÔÒÅÎÉÉ ÓÌÕÞÁÑ � = 5�.ðÏÓÌÅ ÍÏÍÅÎÔÁ " = �1 ×ÏÚÍÏÖÎÙ Ä×Á Ó�ÅÎÁÒÉÑ: ÜÔÁ ÓÏÓÔÁ×ÎÁÑ ÌÕÎËÉ× �ÒÏ�ÅÓÓÅ ÒÏÓÔÁ ÌÉÂÏ ÎÁÔÁÌËÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ ÔÒÏÌÌÅÊÂÕÓ ÓÌÅ×Á, ÌÉÂÏ ÎÅÔ.åÓÌÉ � 6 �4, ÔÏ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ �ÅÒ×ÙÊ Ó�ÅÎÁÒÉÊ: ÜÔÁ ÌÕÎËÁ ÒÁÓÔ�ÅÔ



ðòéíåò ðïó�òïåîéñ æõîëãéé âåììíáîá 87ÄÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÔÁË, ÞÔÏ Å�Å �ÒÁ×ÙÊ ËÏÎÅ� ÕÈÏÄÉÔ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔØ,Á ÌÅ×ÙÊ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë �ÒÅÄÅÌØÎÏÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ a1(∞), ËÏÔÏÒÏÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑËÏÒÎÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (7). åÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÓÌÕÞÁÑ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎ-ÎÏÇÏ × �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍ �ÏÄ�ÁÒÁÇÒÁÆÅ, ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÔÅ�ÅÒØ ÍÙÉÝÅÍ ÒÅÛÅÎÉÅ a ÉÚ �ÒÏÍÅÖÕÔËÁ ( 12�; 32�). ëÁË ÕÖÅ ÂÙÌÏ × ÓÌÕÞÁÅ ×ÅÌÉ-ÞÉÎÙ �2;1, ÚÎÁÞÅÎÉÅ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ �4 ÔÁËÏ×Ï, ÞÔÏ ÒÁÓÔÕÝÁÑ ÌÕÎËÁ ÓÔÁÌ-ËÉ×ÁÅÔÓÑ Ó �ÅÎÔÒÁÌØÎÙÍ ×ÏÌÁÎÞÉËÏÍ × �ÒÅÄÅÌÅ " → ∞, ÔÏ ÅÓÔØ �4 {ÜÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑtan� = � ; � ∈ (4�; 5�) :÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÄÌÑ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ � Õ ÎÁÓ ÞÅÔÙÒÅ ËÒÉ-ÔÉÞÅÓËÉÈ ÔÏÞËÉ Ü×ÏÌÀ�ÉÉ:
• �ÒÉ " = "1(�) ÓÁÍÙÊ ÌÅ×ÙÊ É ÓÁÍÙÊ �ÒÁ×ÙÊ ÕÇÏÌËÉ ÓÔÁÌËÉ×Á-ÀÔÓÑ Ó ÓÏÓÅÄÎÉÍÉ ÌÕÎËÁÍÉ, ÏÂÒÁÚÕÑ Ä×Á ÔÒÏÌÌÅÊÂÕÓÁ: ÌÅ×ÙÊ Ó�ÒÁ×ÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ É �ÒÁ×ÙÊ Ó ÌÅ×ÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ;
• �ÒÉ " = "2(�) Ä×Á ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ ÕÇÏÌËÁ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÎÁÔÙËÁ-ÀÔÓÑ ÎÁ �ÅÎÔÒÁÌØÎÕÀ ÌÕÎËÕ, ÏÂÒÁÚÕÑ ×ÏÌÁÎÞÉË;
• �ÒÉ " = Æ1(�) ÓÁÍÁÑ ÌÅ×ÁÑ É ÓÁÍÁÑ �ÒÁ×ÁÑ ÌÕÎËÉ ÓÔÁÌËÉ×ÁÀÔÓÑÓ ÓÏÓÅÄÎÉÍÉ ÔÒÏÌÌÅÊÂÕÓÁÍÉ, �ÒÅÏÂÒÁÚÕÑ ÉÈ × ÍÕÌØÔÉÌÕÎËÉ;
• �ÒÉ " = �1(�) ÜÔÉ Ä×Å ÍÕÌØÔÉÌÕÎËÉ ÚÁ×ÅÒÛÁÀÔ Ó×ÏÀ Ü×ÏÌÀ�ÉÀ,�ÏÒÏÖÄÁÑ Ä×Å ÓÏÓÔÁ×ÎÙÅ ÌÕÎËÉ.÷ �ÒÏÍÅÖÕÔËÁÈ ÍÅÖÄÕ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ ÆÏÌÉÁ�ÉÑ Ï�ÉÓÙ×Á-ÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÇÒÁÆÁÍÉ:
• òÉÓ. 36 �ÒÉ " ∈ (0; "1);
• òÉÓ. 39 �ÒÉ " ∈ ("1; "2);
• òÉÓ. 40 �ÒÉ " ∈ ("2; Æ1);
• òÉÓ. 42 �ÒÉ " ∈ (Æ1; �1);
• òÉÓ. 43 �ÒÉ " ∈ (�1;∞).�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÏÓÌÅ " = �1 Ä×Å ÓÏÓÔÁ×ÎÙÅ ÌÕÎËÉ É �ÅÎÔÒÁÌØÎÙÊ×ÏÌÁÎÞÉË �ÒÏÄÏÌÖÁÀÔ Ó×ÏÀ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÕÀ Ü×ÏÌÀ�ÉÀ. ÷ÏÌÁÎÞÉË ÓÖÉ-ÍÁÅÔÓÑ ÄÏ �ÒÅÄÅÌØÎÏÉ ÛÉÒÉÎÙ `0(∞), Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÏÊ, ËÁË É ÒÁÎØÛÅ,ÒÅÛÅÎÉÅÍ �ÒÅÄÅÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ2̀0 sin `02 = 
os�ÉÚ �ÒÏÍÅÖÕÔËÁ (0; �). õ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÒÁÓÔÕÝÉÈ ÓÏÓÔÁ×ÎÙÈ ÌÕÎÏË ÏÄÉÎ ÉÚËÏÎ�Ï× ×ÅÒÈÎÅÊ ÈÏÒÄÙ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë �ÒÅÄÅÌØÎÏÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ (�ÏÓËÏÌØ-ËÕ ÜÔÁ ÈÏÒÄÁ ÎÅ ÚÁÄÅ×ÁÅÔ �ÅÎÔÒÁÌØÎÙÊ ×ÏÌÁÎÞÉË). �ÁË, ÌÅ×ÙÊ ËÏÎÅ�



88 ÷. é. ÷áóàîéî�ÒÁ×ÏÊ ÌÕÎËÉ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÚÎÁÞÅÎÉÀ a1(∞), ËÏÔÏÒÏÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÅÄÉÎ-ÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÒÅÛÅÎÉÅÍ a ∈ (�; 32�) ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (8).5.3. �4 < � < 5�. åÓÌÉ � > �4, ÔÏ Õ ÎÁÓ �ÒÉÓÕÔÓÔ×ÕÀÔ ×ÓÅ ÛÁÇÉ Ü×Ï-ÌÀ�ÉÉ, Ï�ÉÓÁÎÎÙÅ × �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍ �ÏÄ�ÁÒÁÇÒÁÆÅ. ïÄÎÁËÏ ÔÅ�ÅÒØ �ÏÓÌÅ" = �1 × ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÍÅÎÔ " = Æ2(�) ÓÏÓÔÁ×ÎÁÑ ÌÕÎËÁ ÓÔÏÌËÎ�ÅÔÓÑ Ó�ÅÎÔÒÁÌØÎÙÍ ×ÏÌÁÎÞÉËÏÍ. ÷ ÔÏÔ ÖÅ ÓÁÍÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ×ÔÏÒÁÑ ÓÏÓÔÁ×ÎÁÑÌÕÎËÁ ÕÄÁÒÑÅÔÓÑ × �ÅÎÔÒÁÌØÎÙÊ ×ÏÌÁÎÞÉË ÓÌÅ×Á É �ÏÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÕÌØÔÉ-ÌÕÎËÁ, ÏÓÎÏ×ÁÎÎÁÑ ÎÁ ÔÒ�ÅÈ ÌÕÎËÁÈ { Ä×ÕÈ ÓÏÓÔÁ×ÎÙÈ É ÔÒÅÔØÅÊ �ÒÏ-ÓÔÏÊ. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÆÏÌÉÁ�ÉÑ �ÒÉ×ÅÄÅÎÁ ÎÁ òÉÓ. 44.

òÉÓ. 44. æÏÌÉÁ�ÉÑ �ÒÉ Æ2 < " < �0.þÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ ÆÕÎË�ÉÀ Æ2(�), ÎÕÖÎÏ ÒÅÛÉÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅF0R( 12`0("); `0("); ") + F1La( 12 `0("); 2"; ") = 0 ;ÇÄÅ ÆÕÎË�ÉÑ F1La ÚÁÄÁ�ÅÔÓÑ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅÍ (9), Á ÆÕÎË�ÉÑ a = a(") { ÜÔÏËÏÒÅÎØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (6). îÏ ÔÅ�ÅÒØ ÎÁÍ ÎÕÖÅÎ ÎÅ ÓÁÍÙÊ �ÒÁ×ÙÊ ËÏÒÅÎØ(ÉÚ �ÒÏÍÅÖÕÔËÁ ( 52�; �)), Á ÓÁÍÙÊ ÌÅ×ÙÊ, ÔÏ ÅÓÔØ ËÏÒÅÎØ ÉÚ �ÒÏÍÅÖÕÔ-ËÁ ( 12�; 32�). �ÁËÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ " É ÅÓÔØ �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉÆ2(�) ÎÁ �ÒÏÍÅÖÕÔËÅ (�4; 5�). üÔÁ ÆÕÎË�ÉÑ ÕÂÙ×ÁÅÔ ÏÔ ∞ ÄÏ 2�. ëÁËÉ �1, ÆÕÎË�ÉÑ Æ2 Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁ ÏÔËÒÙÔÏÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ É ÎÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ× ÔÏÞËÅ 5�, ÎÅÓÍÏÔÒÑ ÎÁ ÔÏ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ �ÒÏÄÏÌ-ÖÅÎÁ × ÜÔÕ ÔÏÞËÕ.ðÒÉ " > Æ2 Ü×ÏÌÀ�ÉÑ ÕÖÅ �ÒÏÓÔÁ: Õ ÎÁÓ ÅÓÔØ ÏÄÎÁ ÏÔËÒÙÔÁÑ ÍÕÌØ-ÔÉÌÕÎËÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔ Ó×ÏÀ Ü×ÏÌÀ�ÉÀ × ÍÏÍÅÎÔ " = �0(�) =b0(Æ2(�)) + 2Æ2(�), �ÏÒÏÖÄÁÑ ÓÏÓÔÁ×ÎÕÀ ÌÕÎËÕ, ËÏÔÏÒÁÑ �ÒÏÄÏÌÖÁÅÔ
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òÉÓ. 45. æÏÌÉÁ�ÉÑ �ÒÉ " > �0.æÕÎË�ÉÑ �0(�) Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁ �ÒÏÍÅÖÕÔËÅ (�4; 5�℄ É ÕÂÙ×ÁÅÔ ÏÔ ∞ÄÏ �0(5�) = 5�.÷ ÉÔÏÇÅ ÍÙ ÄÅÌÁÅÍ ×Ù×ÏÄ, ÞÔÏ �ÒÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ �Á-ÒÁÍÅÔÒÁ � Õ ÎÁÓ ÛÅÓÔØ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÔÏÞÅË Ü×ÏÌÀ�ÉÉ:
• �ÒÉ " = "1(�) ÓÁÍÙÊ ÌÅ×ÙÊ É ÓÁÍÙÊ �ÒÁ×ÙÊ ÕÇÏÌËÉ ÓÔÁÌËÉ×Á-ÀÔÓÑ Ó ÓÏÓÅÄÎÉÍÉ ÌÕÎËÁÍÉ, ÏÂÒÁÚÕÑ Ä×Á ÔÒÏÌÌÅÊÂÕÓÁ: ÌÅ×ÙÊ Ó�ÒÁ×ÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ É �ÒÁ×ÙÊ Ó ÌÅ×ÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ;
• �ÒÉ " = "2(�) Ä×Á ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ ÕÇÏÌËÁ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÎÁÔÙËÁ-ÀÔÓÑ ÎÁ �ÅÎÔÒÁÌØÎÕÀ ÌÕÎËÕ, �ÒÅ×ÒÁÝÁÑÓØ × ×ÏÌÁÎÞÉË;
• �ÒÉ " = Æ1(�) ÓÁÍÁÑ ÌÅ×ÁÑ É ÓÁÍÁÑ �ÒÁ×ÁÑ ÌÕÎËÉ ÓÔÁÌËÉ×ÁÀÔÓÑÓ ÓÏÓÅÄÎÉÍÉ ÔÒÏÌÌÅÊÂÕÓÁÍÉ, �ÒÅÏÂÒÁÚÕÑ ÉÈ × ÍÕÌØÔÉÌÕÎËÉ;
• �ÒÉ " = �1(�) ÜÔÉ Ä×Å ÍÕÌØÔÉÌÕÎËÉ ÚÁ×ÅÒÛÁÀÔ Ó×ÏÀ Ü×ÏÌÀ�ÉÀ,�ÏÒÏÖÄÁÑ Ä×Å ÓÏÓÔÁ×ÎÙÅ ÌÕÎËÉ;
• �ÒÉ " = Æ2(�) Ä×Å ÓÏÓÔÁ×ÎÙÅ ÌÕÎËÉ ÎÁÔÙËÁÀÔÓÑ ÎÁ �ÅÎÔÒÁÌØ-ÎÙÊ ×ÏÌÁÎÞÉË, �ÒÅÏÂÒÁÚÕÑ ÅÇÏ × ÍÕÌØÔÉÌÕÎËÕ;
• �ÒÉ " = �0(�) ÜÔÁ ÍÕÌØÔÉÌÕÎËÁ ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔ Ó×ÏÀ Ü×ÏÌÀ�ÉÀ, �Ï-ÒÏÖÄÁÑ ÓÏÓÔÁ×ÎÕÀ ÌÕÎËÕ.



90 ÷. é. ÷áóàîéî÷ �ÒÏÍÅÖÕÔËÁÈ ÍÅÖÄÕ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ ÆÏÌÉÁ�ÉÑ Ï�ÉÓÙ×Á-ÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÇÒÁÆÁÍÉ:
• òÉÓ. 36 �ÒÉ " ∈ (0; "1);
• òÉÓ. 39 �ÒÉ " ∈ ("1; "2);
• òÉÓ. 40 �ÒÉ " ∈ ("2; Æ1);
• òÉÓ. 42 �ÒÉ " ∈ (Æ1; �1);
• òÉÓ. 43 �ÒÉ " ∈ (�1;∞);
• òÉÓ. 44 �ÒÉ " ∈ (Æ2; �0);
• òÉÓ. 45 �ÒÉ " ∈ (�0;∞).5.4. � = 5�. ðÒÉ � = 5�, ËÁË É × ÓÌÕÞÁÅ � = 3�, Õ ÎÁÓ ÔÏÌØËÏ Ä×ÅËÒÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÔÏÞËÉ Ü×ÏÌÉ�ÉÉ. �ÁËÏÅ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÉÚ-ÚÁ ÍÎÏ-ÇÏËÒÁÔÎÙÈ ÓÔÏÌËÎÏ×ÅÎÉÊ × ÍÏÍÅÎÔ "1 = "2 = Æ1 = �, ÎÏ É ÂÌÁÇÏÄÁÒÑÉÓÞÅÚÎÏ×ÅÎÉÀ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÔÏÞÅË �1 = Æ2 = 2� (�Ï ÄÁÎÎÏÊ �ÒÉÞÉÎÅ ÍÙÉ ÎÅ Ï�ÒÅÄÅÌÑÌÉ ÜÔÉ ÆÕÎË�ÉÉ × ÔÏÞËÅ � = 5�). éÔÁË, �ÏÓÌÅ ÍÏÍÅÎÔÁ" = � Õ ÎÁÓ ÏÄÎÁ ÏÂÝÁÑ ÍÕÌØÔÉÌÕÎËÁ (ÓÍ. òÉÓ. 46). é ÏÓÔÁ�ÅÔÓÑ ÅÝ�Å

òÉÓ. 46. æÏÌÉÁ�ÉÑ �ÒÉ � < " < 5�.ÏÄÎÁ ËÒÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÔÏÞËÁ, Á ÉÍÅÎÎÏ, �0(5�) = 5�, ËÏÇÄÁ ÍÕÌØÔÉÌÕÎËÁÚÁ×ÅÒÛÁÅÔ Ó×ÏÀ Ü×ÏÌÀ�ÉÀ (ÓÍ. òÉÓ. 47).�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Õ ÎÁÓ ÔÏÌØËÏ Ä×Å ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÔÏÞËÉ:
• �ÒÉ " = � ×ÓÅ �ÑÔØ ÌÕÎÏË ÏÂßÅÄÉÎÑÀÔÓÑ, �ÒÅ×ÒÁÝÁÑ ÞÅÔÙÒÅÕÇÏÌËÁ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ × ÏÂÝÕÀ ÍÕÌØÔÉÌÕÎËÕ;
• �ÒÉ " = 5� ÍÕÌØÔÉÌÕÎËÁ ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔ Ó×ÏÀ Ü×ÏÌÀ�ÉÀ É ×ÏÚÎÉËÁ-ÅÔ ÓÏÓÔÁ×ÎÁÑ ÌÕÎËÁ.÷ �ÒÏÍÅÖÕÔËÁÈ ÆÏÌÉÁ�ÉÑ Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÇÒÁÆÁÍÉ:
• òÉÓ. 36 �ÒÉ " ∈ (0; �);
• òÉÓ. 46 �ÒÉ " ∈ (�; 5�);
• òÉÓ. 47 �ÒÉ " ∈ (5�;∞).
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òÉÓ. 47. æÏÌÉÁ�ÉÑ �ÒÉ " > 5�.
§6. (2N − 1)� < � 6 2N�6.1. (2N − 1)� < � 6 �2N−1. ðÒÉ ÍÁÌÙÈ " ÎÁ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ �ÏÌÕÏÓÉÕ ÎÁÓ N �ÏÌÎÙÈ ÌÕÎÏË Ó ËÏÒÎÑÍÉ × ÔÏÞËÁÈ 2n�, 0 6 n 6 N − 1, ÉÍÕÌØÔÉÌÕÎËÁ ÎÁ ÔÏÌÓÔÏÍ ËÏÒÎÅ 
N = [�;+∞). ñÓÎÏ, ÞÔÏ N ÕÇÏÌËÏ×�ÏÑ×ÌÑÀÔÓÑ × ÔÏÞËÁÈ (2n + 1)�. ðÅÒ×ÙÅ N − 1 ÉÚ ÎÉÈ ÓÔÁÂÉÌØÎÙ, ÁÓÁÍÙÊ �ÒÁ×ÙÊ ÕÇÏÌÏË ÎÁÞÉÎÁÅÔ Ä×ÉÇÁÔØÓÑ ×�ÒÁ×Ï. çÒÁÆ ÜÔÏÊ ÆÏÌÉ-Á�ÉÉ (�ÒÁ×ÁÑ �ÏÌÏ×ÉÎÁ ÜÔÏÇÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ) �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎ ÎÁòÉÓ. 48. þÔÏÂÙ �ÏÑÓÎÉÔØ �ÏÌÏÖÅÎÉÅ ËÁÖÄÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÆÏÌÉÁ�ÉÉ, �ÏÄÇÒÁÆÏÍ �ÒÉ×ÅÄÅÎÁ ÏÓØ x1, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÏÔÍÅÞÅÎÙ �ÅÒ×ÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ×ÅÒÛÉÎ ÕÇÏÌËÏ× É ËÏÒÎÅÊ ÌÕÎÏË. ðÏÌÏÖÅÎÉÅ ×ÅÒÛÉÎÙ �ÒÁ×ÏÇÏ ÕÇÏÌËÁ

òÉÓ. 48. æÏÌÉÁ�ÉÑ �ÒÉ " < "1.Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍF∞(u; ") + F(N−1)R(u; 2"; ") = 0 ;



92 ÷. é. ÷áóàîéîÇÄÅ ÓÉÌÁ F∞ = FNL ÚÁÄÁ�ÅÔÓÑ ÔÏÊ ÖÅ ÓÁÍÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (10), ËÁË ÜÔÏ ÂÙÌÏÄÌÑ F∞ = F1L, É FnR(u; 2"; ") = F0R(u − 2n�; 2"; "). äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ,ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÂÁÌÁÎÓÁ, ÅÓÌÉ × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (16) �ÏÄÓÔÁ×ÉÍ u−2(N − 1)� ×ÍÅÓÔÏ u É �− 2(N − 1)� ×ÍÅÓÔÏ �:"(sin�+ " 
os�)eu−�" + [ 
os "− sin "" ]e1−u−2(N−1)�" − 2" sinu = 0 : (49)îÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ ×ÅÔ×Ø u(") ÒÅÛÅÎÉÑ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, ×ÙÈÏÄÑÝÁÑ ÉÚ ÔÏÞ-ËÉ u(0) = (2N − 1)�, ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ, �ÏËÁ ÎÅ ÄÏÓÔÉÇÎÅÔ ÚÎÁ-ÞÅÎÉÑ u = �. íÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÄÌÑ ÔÏÇÏ ÍÏÍÅÎÔÁ, ËÏÇÄÁ ÕÇÏÌÏËÎÁÔÏÌËÎ�ÅÔÓÑ ÎÁ �ÒÁ×ÕÀ ÍÕÌØÔÉÌÕÎËÕ (ÔÏ ÅÓÔØ u(") = �), ÅÓÌÉ × ÕÒÁ×-ÎÅÎÉÅ (49) �ÏÄÓÔÁ×ÉÍ u = �:"2[ 
os�− sin�" ]+ [ 
os "− sin "" ]e1−�−2(N−1)�" = 0: (50)ëÏÒÅÎØ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÄÁ�ÅÔ ÎÁÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ "1(�). ïÔÍÅÔÉÍ,ÞÔÏ ÜÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÏÌÕÞÅÎÏ ÉÚ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (16) �ÕÔ�ÅÍ ÚÁ-ÍÅÎÙ � ÎÁ � − 2(N − 1)�, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, "1(�) = "1(� − 2(N − 1)�).üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ "1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ 2�-�ÅÒÉÏÄÉÞÎÏÊ ÎÁ ÓÅÍÅÊÓÔ×Å�ÒÏÍÅÖÕÔËÏ× [(2n− 1)�; �2n−1℄, 1 6 n 6 N . ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ " = � × ÕÒÁ×-ÎÅÎÉÅ (50), �ÏÌÕÞÁÅÍ:�2 
os�− � sin�− e2N−1−�� = 0 : (51)îÁ�ÏÍÎÉÍ (ÓÍ. (12)), ÞÔÏ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, ÒÁÓ-�ÏÌÏÖÅÎÎÏÅ × ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ ((2N − 1)�; (2N − 12 )�), ÂÙÌÏ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÏ ÓÉÍ-×ÏÌÏÍ �2N−1.ðÒÉ " > "1(�) Ü×ÏÌÀ�ÉÑ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÁ: �ÏÓÌÅ ÔÏÇÏ, ËÁË ÓÁÍÙÊ �ÒÁ×ÙÊ(ÔÁË ÖÅ ËÁË É ÓÁÍÙÊ ÌÅ×ÙÊ) ÕÇÏÌÏË ÕÂÅÖÁÌ × ÍÏÍÅÎÔ "1 ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞ-ÎÏÓÔØ (ÅÓÌÉ ÇÏ×ÏÒÉÔØ ÂÏÌÅÅ ÓÔÒÏÇÏ, ÏÎ ÄÏÛ�ÅÌ ÄÏ ÔÏÞËÉ �, �ÒÅ×ÒÁÔÉ×ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ ÍÕÌØÔÉÌÕÎËÕ × ÍÕÌØÔÉÔÒÏÌÌÅÊÂÕÓ, ËÏÔÏÒÙÊ ÔÕÔ ÖÅ ÒÁÓ-�ÁÌÓÑ), ×ÓÅ ÌÕÎËÉ (× ËÏÌÉÞÅÓÔ×Å 2N−1) �ÒÏÄÏÌÖÁÀÔ ÒÁÓÔÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞ-ÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÉÈ ËÏÒÎÅÊ × ÔÏÞËÁÈ 
n = 2n�, −N < n < N , ÍÅÖÄÕÎÉÍÉ 2N − 2 ÕÇÏÌËÁ ÓÏÈÒÁÎÑÀÔ Ó×Ï�Å ÓÔÁÂÉÌØÎÏÅ �ÏÌÏÖÅÎÉÅ × ÔÏÞËÁÈvn = (2n−1)�, −N 6 n < N . óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÆÏÌÉÁ�ÉÑ Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑÇÒÁÆÏÍ ÎÁ òÉÓ. 49.÷ ÍÏÍÅÎÔ " = � ×ÓÅ ÕÇÏÌËÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÏÂÝÕÀ ÍÕÌØÔÉÌÕÎËÕ, ËÏÔÏÒÁÑÒÁÓÔ�ÅÔ ÄÏ ÍÏÍÅÎÔÁ " = (2N−1)� (ÓÍ. òÉÓ. 50), �ÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÏÎÁ ÓÔÁÎÏ×ÉÔ-ÓÑ ÓÔÁÂÉÌØÎÏÊ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÌÕÎËÏÊ, Á ÎÁÄ ÎÅÊ ÎÁÞÉÎÁÅÔ ÒÁÓÔÉ ÏÂÌÁÓÔØ
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òÉÓ. 49. æÏÌÉÁ�ÉÑ �ÒÉ "1 < " < �.

òÉÓ. 50. æÏÌÉÁ�ÉÑ �ÒÉ for � < " < (2N − 1)�.ÈÏÒÄ. ðÏÌÕÞÉ×ÛÁÑÓÑ ÓÏÓÔÁ×ÎÁÑ ÌÕÎËÁ �ÒÏÄÏÌÖÁÅÔ ÒÁÓÔÉ ÄÏ ÂÅÓËÏÎÅÞ-ÎÏÓÔÉ, �ÏÇÌÏÝÁÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ ÏÂÌÁÓÔÉ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ÓÌÅ×Á É Ó�ÒÁ×Á ÏÔÎÅ�Å (ÓÍ. òÉÓ. 51).éÔÁË, �ÏÄ×ÏÄÑ ÉÔÏÇÉ, ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Õ ÎÁÓ ÔÒÉ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈÔÏÞËÉ Ü×ÏÌÀ�ÉÉ:
• �ÒÉ " = "1(�) ÓÁÍÙÊ ÌÅ×ÙÊ É ÓÁÍÙÊ �ÒÁ×ÙÊ ÕÇÏÌËÉ ÕÂÅÇÁÀÔÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔØ;
• �ÒÉ " = � ×ÓÅ ÌÕÎËÉ (ÉÈ 2N − 1) ÓÏ�ÒÉËÁÓÁÀÔÓÑ ÓÏ Ó×ÏÉÍÉÓÏÓÅÄÑÍÉ É 2N − 2 ÕÇÏÌËÁ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÏÂÝÕÀ ÍÕÌØ-ÔÉÌÕÎËÕ;
• �ÒÉ " = (2N − 1)� ÍÕÌØÔÉÌÕÎËÁ ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔ Ó×ÏÀ Ü×ÏÌÀ�ÉÀ É×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÓÏÓÔÁ×ÎÁÑ ÌÕÎËÁ.÷ �ÒÏÍÅÖÕÔËÁÈ ÍÅÖÄÕ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ ÆÏÌÉÁ�ÉÉ Ï�ÉÓÙ×ÁÀÔ-ÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÇÒÁÆÁÍÉ
• òÉÓ. 48 �ÒÉ " ∈ (0; "1);
• òÉÓ. 49 �ÒÉ " ∈ ("1; �);



94 ÷. é. ÷áóàîéî

òÉÓ. 51. æÏÌÉÁ�ÉÑ �ÒÉ " > (2N − 1)�.
• òÉÓ. 50 �ÒÉ " ∈ (�; (2N − 1)�);
• òÉÓ. 51 �ÒÉ " ∈ ((2N − 1)�;∞).6.2. �2N−1 < � 6 
2N−1. ðÒÉ ÔÁËÉÈ � ÍÕÌØÔÉÌÕÎËÁ �ÏÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁÎØ-ÛÅ, ÞÅÍ ÓÁÍÙÊ �ÒÁ×ÙÊ ÕÇÏÌÏË ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ ÔÏÞËÉ �, ÎÏ ×Ó�Å ÖÅ ÏÎ ÜÔÏÄÅÌÁÅÔ ÄÏ ÔÏÇÏ, ËÁË ÍÕÌØÔÉÌÕÎËÁ ÚÁ×ÅÒÛÉÔ Ó×ÏÀ Ü×ÏÌÀ�ÉÀ. óÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏ, �ÒÉ " < � Õ ÎÁÓ ÔÁ ÖÅ ÆÏÌÉÁ�ÉÑ, ÞÔÏ ÎÁ òÉÓ. 48, ÎÏ × ÄÁÌØ-ÎÅÊÛÅÍ Õ ÎÁÓ ÅÓÔØ É ÍÕÌØÔÉÌÕÎËÁ, É ÕÂÅÇÁÀÝÉÊ ÕÇÏÌÏË, ÓÍ. òÉÓ. 52.

òÉÓ. 52. æÏÌÉÁ�ÉÑ �ÒÉ � < " < "1.



ðòéíåò ðïó�òïåîéñ æõîëãéé âåììíáîá 95�Å�ÅÒØ �ÒÉ " > � ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÂÁÌÁÎÓÁ ÕÖÅ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÕÒÁ×ÎÅ-ÎÉÑ (49). ÷ ÜÔÏÊ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ ÂÁÌÁÎÓÁ ÂÕÄÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÒÁ×-ÎÅÎÉÅ: F0R(u; (4N − 2)�; ") + F∞(u; ") = 0;ÔÏ ÅÓÔØ "(sin�+ " 
os�)eu−�" − e (2N−1)�−u" − 2" sinu = 0 : (52)þÔÏÂÙ �ÏÌÕÞÉÔØ ÆÕÎË�ÉÀ "1(�) ÎÁ ×ÙÂÒÁÎÎÏÍ �ÒÏÍÅÖÕÔËÅ ÚÎÁÞÅ-ÎÉÊ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ �, ÎÕÖÎÏ × ÜÔÏÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÉ �ÏÌÏÖÉÔØ u = �. ÷ ÒÅÚÕÌØ-ÔÁÔÅ �ÏÌÕÞÉÍ "2[ 
os�− sin�" ]

− e (2N−1)�−�" = 0 : (53)üÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ÆÕÎË�ÉÀ "1(�) ÄÏ ÔÏÇÏ ÍÏÍÅÎÔÁ, ËÏÇÄÁ Å�ÅÚÎÁÞÅÎÉÅ ÓÔÁÎÅÔ ÒÁ×ÎÏ (2N − 1)�, ËÏÇÄÁ ÍÕÌØÔÉÌÕÎËÁ ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔ Ó×ÏÀÜ×ÏÌÀ�ÉÀ. üÔÏ ÅÝ�Å ÒÁÚ ÍÅÎÑÅÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÂÁÌÁÎÓÁ. �ÁËÏÅ ÓÌÕÞÁÅÔÓÑ(Ô.Å. "1 = (2N − 1)�) �ÒÉ � = 
2N−1. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, �ÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ " =(2N − 1)� × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (53), �ÏÌÕÞÉÍ(2N − 1)2�2 
os�− (2N − 1)� sin�− e1− �(2N−1)� = 0 : (54)ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ (ÓÍ. ÆÏÒÍÕÌÕ (13)), ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁ×-ÎÅÎÉÑ ÉÚ �ÒÏÍÅÖÕÔËÁ ((2N − 1)�; (2N − 12 )�) ËÁË ÒÁÚ É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÅÌÉ-ÞÉÎÏÊ 
2N−1. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ 
2n−1 ÓÔÁÎÏ×ÑÔÓÑ ×Ó�Å ÂÌÉÖÅ ÉÂÌÉÖÅ Ë (2n− 12 )� �ÒÉ n → ∞.åÝ�Å ÏÄÎÏ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ Ï \ÌÏËÁÌØÎÏÊ 2�-�ÅÒÉÏÄÉÞÎÏÞÔÉ" ÆÕÎË�ÉÉ "1(�).÷ÚÇÌÑÎÕ× ÎÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (53), ÍÙ ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ"1(�)|[�2n−1;
2n−1℄ = "1(�+ 2�)|[�2n+1;
2n−1+2�℄ :éÔÁË, Õ ÎÁÓ ÔÅ ÖÅ ÓÁÍÙÅ ÔÒÉ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÔÏÞËÉ Ü×ÏÌÀ�ÉÉ, ÎÏ ×ÄÒÕÇÏÍ �ÏÒÑÄËÅ:
• �ÒÉ " = � ×ÓÅ ÌÕÎËÉ (ÉÈ 2N − 1) ÓÏ�ÒÉËÁÓÁÀÔÓÑ ÓÏ Ó×ÏÉÍÉÓÏÓÅÄÑÍÉ É 2N − 2 ÕÇÏÌËÁ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÏÂÝÕÀ ÍÕÌØ-ÔÉÌÕÎËÕ;
• �ÒÉ " = "1(�) ÓÁÍÙÊ ÌÅ×ÙÊ É ÓÁÍÙÊ �ÒÁ×ÙÊ ÕÇÏÌËÉ ÕÂÅÇÁÀÔÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔØ;
• �ÒÉ " = (2N − 1)� ÍÕÌØÔÉÌÕÎËÁ ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔ Ó×ÏÀ Ü×ÏÌÀ�ÉÀ É×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÓÏÓÔÁ×ÎÁÑ ÌÕÎËÁ.íÅÖÄÕ ÜÔÉÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÆÏÌÉÁ�ÉÑ Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÇÒÁÆÁ-ÍÉ:



96 ÷. é. ÷áóàîéî
• òÉÓ. 48 �ÒÉ " ∈ (0; �);
• òÉÓ. 52 �ÒÉ " ∈ (�; "1);
• òÉÓ. 50 �ÒÉ " ∈ ("1; (2N − 1)�);
• òÉÓ. 51 �ÒÉ " ∈ ((2N − 1)�;∞).6.3. 
2N−1 < � < �2N−1. �Å�ÅÒØ ÍÕÌØÔÉÌÕÎËÁ ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔ Ó×ÏÀ Ü×ÏÌÀ-�ÉÀ ÄÏ ÔÏÇÏ, ËÁË ÓÁÍÁÑ �ÒÁ×ÁÑ ÌÕÎËÁ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ ÔÏÞËÉ �, É �ÏÓÌÅ ÍÏ-ÍÅÎÔÁ " = (2N − 1)� Õ ÎÁÓ ÂÕÄÅÔ ÎÏ×ÁÑ ÆÏÌÉÁ�ÉÑ (ÓÍ. òÉÓ. 53).

òÉÓ. 53. æÏÌÉÁ�ÉÑ �ÒÉ (2N − 1)� < " < "1.õÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÂÁÌÁÎÓÁ ÔÅ�ÅÒØ �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ×ÉÄF0R(u; 2"; ") + F∞(u; ") = 0 ; (55)ÔÏ ÅÓÔØ ÍÙ ×ÏÚ×ÒÁÝÁÅÍÓÑ Ë ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ (32):"(sin�+ " 
os�)eu−�" + [ 
os "− sin "" ]e1−u" − 2" sinu = 0 : (56)ïÄÎÁËÏ ÔÅ�ÅÒØ ÍÙ ÉÝÅÍ ÒÅÛÅÎÉÅ u ÉÚ �ÒÏÍÅÖÕÔËÁ u ∈ [(2N−1)�; �℄.ï�ÑÔØ ÖÅ, ÚÎÁÞÅÎÉÅ ", �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ×ÅÌÉÞÉÎÁ u ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ �(ÔÏ ÅÓÔØ ÆÕÎË�ÉÑ "1(�)), ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ ÉÚ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (33):"2[ 
os�− sin�" ]+ [ 
os "− sin "" ]e1−�" = 0 : (57)



ðòéíåò ðïó�òïåîéñ æõîëãéé âåììíáîá 97úÄÅÓØ ÎÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÕÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ " ∈ [(2N − 1)�; �2N−1℄. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (53) ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ �ÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÕÒÁ×ÎÅ-ÎÉÑ (57): ÅÓÌÉ × ÌÀÂÏÍ ÉÚ ÎÉÈ �ÏÌÏÖÉÔØ " = (2N − 1)�, ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (54), ËÏÔÏÒÏÅ ÎÁÍ ÄÁ�ÅÔ ÔÏÞËÕ � = 
2N−1, ÏÄÎÁËÏ ÎÁ ÜÔÏÍÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ ÆÕÎË�ÉÑ "1(�) ÔÅÒÑÅÔ Ó×ÏÊÓÔ×Ï 2�-�ÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ.÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ Õ ÎÁÓ Ï�ÑÔØ ÔÅ ÖÅ ÔÒÉ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÔÏÞËÉ Ü×ÏÌÀ�ÉÉ,ÔÏÌØËÏ × ÉÎÏÍ �ÏÒÑÄËÅ:
• �ÒÉ " = � ×ÓÅ ÌÕÎËÉ (× ËÏÌÉÞÅÓÔ×Å 2N − 1) ÓÏ�ÒÉËÁÓÁÀÔÓÑ ÓÏÓ×ÏÉÍÉ ÓÏÓÅÄÑÍÉ, É 2N−2 ÕÇÏÌËÁ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÏÂÝÕÀÍÕÌØÔÉÌÕÎËÕ;
• �ÒÉ " = (2N − 1)� ÍÕÌØÔÉÌÕÎËÁ ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔ Ó×ÏÀ Ü×ÏÌÀ�ÉÀ É×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÓÏÓÔÁ×ÎÁÑ ÌÕÎËÁ;
• �ÒÉ " = "1(�) ÓÁÍÙÊ ÌÅ×ÙÊ É ÓÁÍÙÊ �ÒÁ×ÙÊ ÕÇÏÌËÉ ÕÂÅÇÁÀÔÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔØ.íÅÖÄÕ ÜÔÉÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÆÏÌÉÁ�ÉÑ Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÇÒÁÆÁ-ÍÉ:
• òÉÓ. 48 �ÒÉ " ∈ (0; �);
• òÉÓ. 52 �ÒÉ " ∈ (�; (2N − 1)�);
• òÉÓ. 53 �ÒÉ " ∈ ((2N − 1)�; "1);
• òÉÓ. 51 �ÒÉ " ∈ ("1;∞).íÙ ÚÁ×ÅÒÛÉÌÉ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ Ü×ÏÌÀ�ÉÉ, ÄÌÑ ÔÅÈ �, ËÏÔÏÒÙÅ �Ï�ÁÄÁ-ÀÔ × ÉÎÔÅÒ×ÁÌ �∈((2N−1)�; �2N−1). íÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ×Ù×ÏÄ, ÞÔÏ �ÒÉÔÁËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ � Ä×Á ËÒÁÊÎÉÈ ÕÇÏÌËÁ (ÓÁÍÙÊ �ÒÁ×ÙÊ ÉÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÊ ÅÍÕ ÕÇÏÌÏË ÎÁ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÊ �ÏÌÕÏÓÉ) ÎÅ ×ÚÁÉÍÏÄÅÊ-ÓÔ×ÕÀÔ Ó ÏÓÔÁÌØÎÏÊ ÞÁÓÔØÀ ËÁÒÔÉÎÙ, ÏÎÉ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÒÁÓÈÏÄÑÔÓÑ, ÕÂÅ-ÇÁÑ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔØ × ÍÏÍÅÎÔ " = "1(�). ÷ÓÅ ÌÕÎËÉ (ÎÁ�ÏÍÎÉÍ, ÉÈ2N−1) Ü×ÏÌÀ�ÉÏÎÉÒÕÀÔ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ, 2N−2 ÕÇÏÌËÁ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÏÓÔÁ-ÀÔÓÑ ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÙÍÉ É �ÒÅ×ÒÁÝÁÀÔÓÑ × ÍÕÌØÔÉÌÕÎËÕ × ÍÏÍÅÎÔ " = �.äÏ ÍÏÍÅÎÔÁ " = (2N − 1)� Õ ÎÁÓ ÒÁÚ×É×ÁÅÔÓÑ ÍÕÌØÔÉÌÕÎËÁ, �ÏÓÌÅ ÞÅÇÏ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÓÏÓÔÁ×ÎÁÑ ÌÕÎËÁ �ÒÉ Ä×ÕÈ ÏÂÌÁÓÔÑÈ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ, ÌÅ×ÏÊ É�ÒÁ×ÏÊ, É ÜÔÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÌÕÎËÁ ÕÖÅ ÒÁÓÔ�ÅÔ ÄÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ.6.4. � = �2N−1. óÌÕÞÁÊ � = �2N−1 ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ Ï�ÉÓÁÎÎÏÇÏ ×ÙÛÅÔÅÍ, ÞÔÏ ÒÁÓÔÕÝÁÑ ÌÕÎËÁ ÚÁÈ×ÁÔÙ×ÁÅÔ ÕÇÏÌËÉ × �ÏÓÌÅÄÎÉÊ ÍÏÍÅÎÔ ÉÈÕÂÅÇÁÎÉÑ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔØ, ÔÏ ÅÓÔØ × ÍÏÍÅÎÔ, ËÏÇÄÁ ÏÎÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔÏÂÌÁÓÔÉ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ ×�ÌÏÔØ ÄÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ. �ÁË ÞÔÏ ÏÂÌÁÓÔØ ÌÉ-ÎÅÊÎÏÓÔÉ ÓÆÏÒÍÉÒÏ×ÁÌÁÓØ ÎÁÄ ÈÏÒÄÏÊ ÄÌÉÎÙ 2�2N−1, É ÏÎÁ Ñ×ÌÑÅÔ-ÓÑ ÓÔÁÂÉÌØÎÏÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÍÕÌØÔÉÌÕÎËÏÊ. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅ



98 ÷. é. ÷áóàîéî" > �2N−1 ÆÕÎË�ÉÑ âÅÌÌÍÁÎÁ ÕÖÅ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ, ÌÉÛØ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ Õ×Å-ÌÉÞÅÎÉÅ Å�Å ÏÂÌÁÓÔÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ.óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ×ÓÅ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÔÏÞËÉ ÔÅ ÖÅ, ÞÔÏ É× �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍ �ÏÄ�ÁÒÁÇÒÁÆÅ, É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÏÔÌÉÞÉÅ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ ×ÔÏÍ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅ ÍÏÍÅÎÔÁ " = "1 = �2N−1 ÆÏÌÉÁ�ÉÑ ÔÅ�ÅÒØ Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑÇÒÁÆÏÍ ÎÁ òÉÓ. 54.

òÉÓ. 54. æÏÌÉÁ�ÉÑ �ÒÉ " > "1 = �2N−1.6.5. �2N−1 < � 6 (2N − 12 )�. ðÒÉ ÔÁËÉÈ � ×ÅÒÛÉÎÁ ÕÇÏÌËÁ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓ×ÏÅÇÏ ËÒÁÊÎÅ �ÒÁ×ÏÇÏ �ÏÌÏÖÅÎÉÑ (ÏÎÏ ÔÅ�ÅÒØ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ �) É �Ï×Ï-ÒÁÞÉ×ÁÅÔ ÎÁÚÁÄ, ÕÂÙ×ÁÑ ÄÏ ÍÏÍÅÎÔÁ ÓÔÏÌËÎÏ×ÅÎÉÑ Ó ÓÏÓÔÁ×ÎÏÊ ÌÕÎËÏÊ.ëÁË É ÒÁÎØÛÅ, �ÏÌÏÖÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÕÇÏÌËÁ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ ÂÁ-ÌÁÎÓÁ (55) (ÉÌÉ (56) × Ñ×ÎÏÊ ÚÁ�ÉÓÉ). éÔÁË, ÞÔÏÂÙ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÍÏÍÅÎÔÓÔÏÌËÎÏ×ÅÎÉÑ ÕÇÏÌËÁ Ó ÌÕÎËÏÊ, ÎÕÖÎÏ �ÏÌÏÖÉÔØ " = u. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏ, ÜÔÏÔ ÍÏÍÅÎÔ (ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍÙÊ, ËÁË É ÒÁÎØÛÅ, ÓÉÍ×ÏÌÏÍ "1(�)) ÍÏÖÎÏÎÁÊÔÉ, ÒÅÛÁÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ"(sin�+ " 
os�)e1−�" + 
os "− (2"+ 1") sin " = 0: (58)ðÏÓËÏÌØËÕ ÎÁÛÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔ, ÞÔÏ �ÅÒ×ÁÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ�ÒÁ×ÏÇÏ ËÏÎ�Á ÌÕÎËÉ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ (2N − 1)�, ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÏÔÓÅÞØ



ðòéíåò ðïó�òïåîéñ æõîëãéé âåììíáîá 99ÆÕÎË�ÉÀ "1 �Ï ÕÒÏ×ÎÀ " = (2N − 1)�. üÔÏ ÄÁ�ÅÔ ÎÁÍ ÍÁËÓÉÍÁÌØ-ÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ �, �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÍÏÖÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÕÒÁ×-ÎÅÎÉÅ (58) ÄÌÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ "1. åÓÌÉ × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (58) �ÏÄÓÔÁ-×ÉÔØ " = (2N − 1)�, �ÏÌÕÞÉÍ
((2N − 1)2�2 
os�+ (2N − 1)� sin�)e1− �(2N−1)� − 1 = 0 : (59)îÁÍ ÎÕÖÅÎ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ËÏÒÅÎØ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÉÚ �ÒÏÍÅÖÕÔËÁ � ∈((2N − 12 )�; 2N�). ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ (ÓÍ. (14)), ÜÔÉÍ ËÏÒÎÅÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ� = �2N−1. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (58) ÚÁÄÁ�ÅÔ ÆÕÎË�ÉÀ "1(�)ÎÁ �ÒÏÍÅÖÕÔËÅ [�2N−1; �2N−1℄, ÕÂÙ×ÁÀÝÕÀ ÏÔ "1(�2N−1) = �2N−1 ÄÏ"1(�2N−1) = (2N − 1)�. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÔÁË ËÁË ÍÙ ÓÅÊÞÁÓ ×Ó�Å ÒÁÓÓÍÁ-ÔÒÉ×ÁÅÍ �ÒÉ � 6 (2N − 12 )� < �2N−1, ÔÏ "1(�) > (2N − 1)�.÷ ÍÏÍÅÎÔ "1(�), ËÏÇÄÁ ÕÇÏÌÏË ÎÁÔÁÌËÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ ÌÕÎËÕ (ÂÌÁÇÏÄÁÒÑÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÌÅ×ÙÊ É �ÒÁ×ÙÊ ÕÇÏÌÏË ÄÅÌÁÀÔ ÜÔÏ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ), Õ ÎÁÓ�ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ×ÏÌÁÎÞÉË. ïÎ ÓÕÖÁÅÔÓÑ �ÒÉ ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÉ ". óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Õ-ÀÝÁÑ ÆÏÌÉÁ�ÉÑ Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÉÓÕÎËÏÍ 55.

òÉÓ. 55. æÏÌÉÁ�ÉÑ �ÒÉ " > "1.ðÏÌÏÖÅÎÉÅ �ÒÁ×ÏÇÏ ËÏÎ�Á ÌÕÎËÉ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ, ÒÅÛÁÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅF0R(u; 2u; ") + F∞(u; ") = 0;ÔÏ ÅÓÔØ"1 + "2 [(sin�+ " 
os�)eu−�" − sinu− " 
osu]+ 
osu− sinuu = 0: (60)



100 ÷. é. ÷áóàîéîðÒÉ ÒÏÓÔÅ " ×ÏÌÁÎÞÉË ÓÕÖÁÅÔÓÑ, ÔÏ ÅÓÔØ ÒÅÛÅÎÉÅ u(") ÜÔÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅ-ÎÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÕÂÙ×ÁÀÝÅÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÉÓ�ÏÌØ-ÚÏ×ÁÔØ ÄÁÎÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÔÏÌØËÏ ÄÏ ÔÏÇÏ ÍÏÍÅÎÔÁ, ËÏÇÄÁ ×ÏÌÁÎÞÉË ÎÁÓÏÓÔÁ×ÎÏÊ ÌÕÎËÅ �ÒÅ×ÒÁÔÉÔÓÑ × ÍÕÌØÔÉ×ÏÌÁÎÞÉË. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÏÇÏÎÉËÏÇÄÁ ÎÅ ÓÌÕÞÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ � 6 (2N − 12 )�. ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ u = (2N − 1)� ×ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (60), ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï:"(sin�+ " 
os�)e (2N−1)�−�" = 1 ; (61)ÞÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ �ÒÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ �, �Ï-ÓËÏÌØËÕ sin� < 0 É 
os� 6 0. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, u = (2N − 1)� ÎÅ ÕÄÏ×ÌÅ-Ô×ÏÒÑÅÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ (60) ÎÉ �ÒÉ ËÁËÉÈ ".ðÅÒÅÈÏÄÑ Ë �ÒÅÄÅÌÕ " → ∞ × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÉ (60), ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÕÒÁ×ÎÅ-ÎÉÅ sinuu = 
os� :ðÒÉ � ∈ [�2N−1; (2N− 12 )�℄ ÜÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅu∞, ÕÂÙ×ÁÀÝÅÅ ÏÔ u∞(�2N−1) = �2N−1 ÄÏ u∞((2N− 12 )�) = (2N−1)�.÷ÅÌÉÞÉÎÁ u∞ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ÔÏ, ÄÏ ËÁËÏÇÏ �ÒÅÄÅÌÁ ÓÖÉÍÁÅÔÓÑ ×ÏÌÁÎÞÉË,ËÏÇÄÁ " → ∞.éÔÁË, Õ ÎÁÓ ÔÒÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÔÏÞËÉ Ü×ÏÌÀ�ÉÉ:
• �ÒÉ " = � ×ÓÅ ÌÕÎËÉ (× ËÏÌÉÞÅÓÔ×Å 2N − 1) ÓÏ�ÒÉËÁÓÁÀÔÓÑ ÓÏÓ×ÏÉÍÉ ÓÏÓÅÄÑÍÉ É 2N−2 ÕÇÏÌËÁ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÏÂÝÕÀÍÕÌØÔÉÌÕÎËÕ;
• �ÒÉ " = (2N − 1)� ÍÕÌØÔÉÌÕÎËÁ ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔ Ó×ÏÀ Ü×ÏÌÀ�ÉÀ É×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÓÏÓÔÁ×ÎÁÑ ÌÕÎËÁ;
• �ÒÉ " = "1(�) ÓÁÍÙÊ ÌÅ×ÙÊ É ÓÁÍÙÊ �ÒÁ×ÙÊ ÕÇÏÌËÉ ÎÁÔÙËÁÀÔ-ÓÑ ÎÁ ÓÏÓÔÁ×ÎÕÀ ÌÕÎËÕ, �ÒÅ×ÒÁÝÁÑÓØ × ×ÏÌÁÎÞÉË.íÅÖÄÕ ÜÔÉÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÆÏÌÉÁ�ÉÑ Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÇÒÁÆÁ-ÍÉ:
• òÉÓ. 48 �ÒÉ " ∈ (0; �);
• òÉÓ. 52 �ÒÉ " ∈ (�; (2N − 1)�);
• òÉÓ. 53 �ÒÉ " ∈ ((2N − 1)�; "1);
• òÉÓ. 55 �ÒÉ " ∈ ("1;∞).6.6. (2N − 12 )� < � < �2N−1. ðÏËÁ " 6 "1(�), Ü×ÏÌÀ�ÉÑ ÔÁ ÖÅ ÓÁÍÁÑ,ÞÔÏ É × �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍ �ÏÄ�ÁÒÁÇÒÁÆÅ (ÆÕÎË�ÉÑ "1(�) ÂÙÌÁ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ



ðòéíåò ðïó�òïåîéñ æõîëãéé âåììíáîá 101ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ [�2N−1; �2N−1℄), ÏÄÎÁËÏ �ÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÍÏÍÅÎÔÁ ÏÎÁ ÏÔÌÉ-ÞÁÅÔÓÑ. �Å�ÅÒØ Õ ÎÁÓ ÅÓÔØ ÅÝ�Å ÞÅÔ×�ÅÒÔÁÑ ËÒÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÔÏÞËÁ, Á ÉÍÅÎ-ÎÏ, ÍÏÍÅÎÔ, ËÏÇÄÁ ÂÁÚÁ ×ÏÌÁÎÞÉËÁ ÓÖÉÍÁÅÔÓÑ ÄÏ ÒÁÚÍÅÒÁ (4N − 2)�, ÉËÏÇÄÁ ×ÏÌÁÎÞÉË ÎÁ ÓÏÓÔÁ×ÎÏÊ ÌÕÎËÅ �ÒÅ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÍÕÌØÔÉ×ÏÌÁÎÞÉË.üÔÏ ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ " (ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍÏÅ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ "2(�))ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ (61). äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÎÁÍ ÎÁÄÏ ÎÁÊÔÉ ÔÁËÏÅ", �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÔÏÞËÁ u = (2N − 1)� Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÂÁ-ÌÁÎÓÁ (60). á ËÁË ÒÁÚ ÔÁËÉÍ Ó�ÏÓÏÂÏÍ ÍÙ �ÏÌÕÞÉÌÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (61).æÕÎË�ÉÑ "2(�) ÕÂÙ×ÁÅÔ ÏÔ +∞ ÄÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ "2(�2N−1) = (2N − 1)�.ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (61) ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÚÁÍÅÎÙ �ÎÁ �+2� (É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ,N ÎÁN+1), ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, "2 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ 2�-�ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÎÁ �ÒÏÍÅÖÕÔËÁÈ ((2n− 12 )�; �2n−1],ËÏÔÏÒÙÅ ÓÔÁÎÏ×ÑÔÓÑ ËÏÒÏÞÅ É ËÏÒÏÞÅ Ó ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÅÍ ÎÏÍÅÒÁ n.÷ ÍÏÍÅÎÔ " = "2(�) ×ÏÌÁÎÞÉË ÎÁ ÓÏÓÔÁ×ÎÏÊ ÌÕÎËÅ �ÒÅ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ ×ÍÕÌØÔÉ×ÏÌÁÎÞÉË, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÒÁÓ�ÁÄÁÅÔÓÑ ÎÁ 2N − 1 ËÕÓËÏ×:�ÅÎÔÒÁÌØÎÙÊ ×ÏÌÁÎÞÉË ÉN−1 �ÁÒÕ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÔÒÏÌÌÅÊÂÕÓÏ×, É ÜÔÉÆÉÇÕÒÙ ÓÕÖÁÀÔÓÑ �ÒÉ "→ ∞, ÎÏ ÎÉËÏÇÄÁ ÎÅ ÉÓÞÅÚÁÀÔ. íÙ �ÏÌÕÞÁÅÍÆÏÌÉÁ�ÉÀ, �ÒÁ×ÁÑ �ÏÌÏ×ÉÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÁ ÎÁ òÉÓ. 56.
òÉÓ. 56. æÏÌÉÁ�ÉÑ �ÒÉ " > "2.âÏÌÅÅ �ÏÄÒÏÂÎÏÅ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ ÉÈ �Ï×ÅÄÅÎÉÑ �ÒÏ×ÅÄÅÎÏ × Ä×ÕÈ �ÏÓÌÅ-ÄÕÀÝÉÈ �ÏÄ�ÁÒÁÇÒÁÆÁÈ, ÇÄÅ ÜÔÁ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÑ �ÅÎÔÒÁÌØÎÏÇÏ ×ÏÌÁÎÞÉËÁÉ Ä×ÕÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÓÅÍÅÊÓÔ× ÔÒÏÌÌÅÊÂÕÓÏ× ÔÁËÖÅ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ �ÒÉÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ ".ëÁË ÂÙÌÏ ÕÖÅ ÓËÁÚÁÎÏ, Õ ÎÁÓ ÔÅ�ÅÒØ ÞÅÔÙÒÅ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÔÏÞËÉÜ×ÏÌÀ�ÉÉ:

• �ÒÉ " = � ×ÓÅ ÌÕÎËÉ (× ËÏÌÉÞÅÓÔ×Å 2N − 1) ÓÏ�ÒÉËÁÓÁÀÔÓÑ ÓÏÓ×ÏÉÍÉ ÓÏÓÅÄÑÍÉ É 2N−2 ÕÇÏÌËÁ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÏÂÝÕÀÍÕÌØÔÉÌÕÎËÕ;



102 ÷. é. ÷áóàîéî
• �ÒÉ " = (2N − 1)� ÍÕÌØÔÉÌÕÎËÁ ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔ Ó×ÏÀ Ü×ÏÌÀ�ÉÀ É×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÓÏÓÔÁ×ÎÁÑ ÌÕÎËÁ;
• �ÒÉ " = "1(�) ÓÁÍÙÊ ÌÅ×ÙÊ É ÓÁÍÙÊ �ÒÁ×ÙÊ ÕÇÏÌËÉ ÎÁÔÙËÁÀÔ-ÓÑ ÎÁ ÓÏÓÔÁ×ÎÕÀ ÌÕÎËÕ, �ÒÅ×ÒÁÝÁÑÓØ × ×ÏÌÁÎÞÉË;
• �ÒÉ " = "2(�) ÉÓÞÅÚÁÅÔ ÂÁÚÁ ×ÏÌÁÎÞÉËÁ É ÏÎ ×ÍÅÓÔÅ Ó ÌÅÖÁÝÅÊÎÉÖÅ ÍÕÌØÔÉÌÕÎËÏÊ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÍÕÌØÔÉ×ÏÌÁÎÞÉË, ËÏÔÏÒÙÊ × ÔÏÔÖÅ ÓÁÍÙÊ ÍÏÍÅÎÔ �ÒÅ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ �ÅÎÔÒÁÌØÎÏÇÏ×ÏÌÁÎÞÉËÁ É N − 1 �ÁÒÙ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÔÒÏÌÌÅÊÂÕÓÏ×.÷ �ÒÏÍÅÖÕÔËÁÈ ÆÏÌÉÁ�ÉÑ Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÇÒÁÆÁÍÉ:
• òÉÓ. 48 �ÒÉ " ∈ (0; �);
• òÉÓ. 52 �ÒÉ " ∈ (�; (2N − 1)�);
• òÉÓ. 53 �ÒÉ " ∈ ((2N − 1)�; "1);
• òÉÓ. 55 �ÒÉ " ∈ ("1; "2);
• òÉÓ. 56 �ÒÉ " ∈ ("2;∞).6.7. �2N−1 6 � < �2N−1. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ"1(�2N−1) = "2(�2N−1) = (2N − 1)�;ÔÏ ÅÓÔØ × ÜÔÏÔ ÍÏÍÅÎÔ ÌÅ×ÙÊ É �ÒÁ×ÙÊ ÕÇÏÌËÉ ÓÏ�ÒÉËÁÓÁÀÔÓÑ ÎÅ ÓÓÏÓÔÁ×ÎÏÊ ÌÕÎËÏÊ (ÏÂÌÁÓÔØ ÈÏÒÄ ÅÝ�Å ÎÅ ÕÓ�ÅÌÁ ×ÙÒÁÓÔÉ ÎÁÄ ÍÕÌØ-ÔÉÌÕÎËÏÊ), Á Ó �ÏÌÎÏÊ ÍÕÌØÔÉÌÕÎËÏÊ, ÏÂÒÁÚÕÑ ÍÕÌØÔÉ×ÏÌÁÎÞÉË. åÓÌÉ� > �2N−1, ÔÏ ÕÇÏÌËÉ ÓÏ�ÒÉËÁÓÁÀÔÓÑ Ó ÍÕÌØÔÉÌÕÎËÏÊ ÅÝ�Å ÄÏ ÚÁ×ÅÒÛÅ-ÎÉÑ Å�Å Ü×ÏÌÀ�ÉÉ, É ÔÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÍÕÌØÔÉ×ÏÌÁÎÞÉË.îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ "1(�) ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÌÉ ÍÏÍÅÎÔ ÓÏ�ÒÉËÏÓ-ÎÏ×ÅÎÉÑ ÓÁÍÏÇÏ �ÒÁ×ÏÇÏ ÕÇÏÌËÁ Ó ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÌÕÎÏË (ÓÅÊÞÁÓÜÔÏ ÍÏÍÅÎÔ ×ÏÚÎÉËÎÏ×ÅÎÉÑ ÍÕÌØÔÉ×ÏÌÁÎÞÉËÁ). þÔÏÂÙ ÎÁÛÕ ÆÕÎË�ÉÀ"1(�) ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÉÔØ ÎÁ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ � > �2N−1, ÎÕÖÎÏ ÎÁÊ-ÔÉ ÍÏÍÅÎÔ, ËÏÇÄÁ ×ÅÒÛÉÎÁ ÕÇÏÌËÁ ×ÅÒÎ�ÅÔÓÑ × Ó×Ï�Å ÉÓÈÏÄÎÏÅ �ÏÌÏÖÅÎÉÅu = (2N − 1)�. õÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÂÁÌÁÎÓÁ × ÔÏÞËÅ u = (2N − 1)� ÉÍÅÅÔ ÓÌÅÄÕ-ÀÝÉÊ ×ÉÄ: F1R((2N − 1)�; 2�; ") + F∞((2N − 1)�; ") = 0 : (62)ðÏÓËÏÌØËÕ DR((2N − 3)�; (2N − 1)�) = DR(−(2N − 1)�; (2N − 1)�),ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÔÏ ÖÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (61), ÞÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÌÏ ÆÕÎË�ÉÀ "2(�) ÎÁ�ÒÏÍÅÖÕÔËÅ ((2N − 12 )�; �2N−1]. îÏ ÔÅ�ÅÒØ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÜÔÕ ÆÕÎË-�ÉÀ ÞÅÒÅÚ "1(�). îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÒÁÚÕÍÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ "2 = : : : = "N ÎÁ�ÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ � É "1 = "2 = : : : = "NÎÁ ÄÁÎÎÏÍ �ÒÏÍÅÖÕÔËÅ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÜÔÏ ËÁË ÒÁÚ ÔÏÔ ÍÏÍÅÎÔ, ËÏÇÄÁ ËÁ-ÖÄÙÊ ÕÇÏÌÏË \ÏÂßÅÄÉÎÑÅÔÓÑ" Ó ÓÏÓÅÄÎÅÊ ÌÕÎËÏÊ É �ÏÑ×ÌÑÅÔÓÑ N − 1



ðòéíåò ðïó�òïåîéñ æõîëãéé âåììíáîá 103�ÁÒÁ ÔÒÏÌÌÅÊÂÕÓÏ× É �ÅÎÔÒÁÌØÎÙÊ ×ÏÌÁÎÞÉË. íÙ Õ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ �ÒÉ � >�2N−1 ÏÎÉ ÂÕÄÕÔ ×ÏÚÎÉËÁÔØ × ÒÁÚÎÙÅ ÍÏÍÅÎÔÙ ×ÒÅÍÅÎÉ. ðÏÓËÏÌØËÕÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (37) ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÄ×ÉÇÁ ÎÁ 2�, ÜÔÁ ÆÕÎË-�ÉÑ 2�-�ÅÒÉÏÄÉÞÎÁ. îÁ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÍ �ÒÏÍÅÖÕÔËÅ ÏÎÁ ÕÂÙ×ÁÅÔ ÏÔ"1(�2N−1) = (2N − 1)� ÄÏ "1(�2N−1) = �.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅ�ÅÒØ Ü×ÏÌÀ�ÉÀ �ÒÉ " > "1. îÁÛ ÍÕÌØÔÉ×ÏÌÁÎÞÉËÓÒÁÚÕ ÖÅ ÒÁÓ�ÁÄÁÅÔÓÑ ÎÁ N − 1 �ÁÒÕ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÔÒÏÌÌÅÊÂÕÓÏ× É�ÅÎÔÒÁÌØÎÙÊ ×ÏÌÁÎÞÉË. ÷ÓÅ ÏÎÉ ÓÖÉÍÁÀÔÓÑ �ÒÉ ÒÏÓÔÅ ", ÎÏ ÎÉËÏÇÄÁÎÅ ÉÓÞÅÚÁÀÔ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅF(N−1)R(u; 2u− 4(N − 1)�; ") + F∞(u; ") = 0 ; (63)Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÝÅÅ �ÏÌÏÖÅÎÉÅ �ÒÁ×ÏÇÏ ËÏÎ�Á u = bN−1(") �ÒÁ×ÏÇÏ ÔÒÏÌÌÅÊ-ÂÕÓÁ, × �ÒÅÄÅÌÅ " → ∞ �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ×ÉÄ
os� = sinuu− 2(N − 1)� : (64)îÁ�ÏÍÎÀ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ `n(") = bn(")−an(") ÄÌÑ \ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÚ-ÍÅÒÁ" ÂÁÚÏ×ÏÊ ÈÏÒÄÙ n-ÇÏ ÔÒÏÌÌÅÊÂÕÓÁ. �ÏÇÄÁ bn = 2n� + 12`n, É ÍÙÍÏÖÅÍ ÎÁÊÔÉ ÚÎÁÞÅÎÉÅ `N−1(∞), ÒÅÛÉ× ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ
os� = 2`N−1(∞) sin `N−1(∞)2 ; `N−1(∞) ∈ [0; �℄ :úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÄÒÕÇÉÅ ÔÒÏÌÌÅÊÂÕÓÙ, ÒÁ×ÎÏ ËÁË É ×ÏÌÁÎÞÉË × �ÅÎÔÒÅËÁÒÔÉÎËÉ, × �ÒÅÄÅÌÅ ÉÍÅÀÔ × Ó×Ï�ÅÍ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÉ ÈÏÒÄÕ ÔÏÞÎÏ ÔÁËÏÊ ÖÅÄÌÉÎÙ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÂÁÌÁÎÓÁ × ÔÏÞËÅ u = bn−1(")F(n−1)R(u; `n−1; ") + FnL(u; `n; ") = 0;× �ÒÅÄÅÌÅ " → ∞ �ÒÅ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ ×2`n−1(∞) sin `n−1(∞)2 = 2`n(∞) sin `n(∞)2 ;ÏÔËÕÄÁ `n−1(∞) = `n(∞).úÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ Õ ÎÁÓ ÔÏÌØËÏ Ä×Å ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÔÏÞËÉ Ü×ÏÌÀ�ÉÉ:
• �ÒÉ " = � ×ÓÅ ÌÕÎËÉ (× ËÏÌÉÞÅÓÔ×Å 2N − 1) ÓÏ�ÒÉËÁÓÁÀÔÓÑ ÓÏÓ×ÏÉÍÉ ÓÏÓÅÄÑÍÉ É 2N−2 ÕÇÏÌËÁ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÏÂÝÕÀÍÕÌØÔÉÌÕÎËÕ;
• �ÒÉ " = "1(�) Ä×Á ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ ÕÇÏÌËÁ ÎÁÔÙËÁÀÔÓÑ ÎÁ ÍÕÌØÔÉ-ÌÕÎËÕ, ÏÂßÅÄÉÎÑÑÓØ Ó ÎÅÊ × ÍÕÌØÔÉ×ÏÌÁÎÞÉË, ËÏÔÏÒÙÊ × ÔÏÔÖÅ ÓÁÍÙÊ ÍÏÍÅÎÔ �ÒÅ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ �ÅÎÔÒÁÌØÎÏÇÏ×ÏÌÁÎÞÉËÁ É N − 1 �ÁÒÙ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÔÒÏÌÌÅÊÂÕÓÏ×.



104 ÷. é. ÷áóàîéî÷ �ÒÏÍÅÖÕÔËÁÈ ÆÏÌÉÁ�ÉÑ Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÇÒÁÆÁÍÉ:
• òÉÓ. 48 �ÒÉ " ∈ (0; �);
• òÉÓ. 52 �ÒÉ " ∈ (�; "1);
• òÉÓ. 56 �ÒÉ " ∈ ("1;∞).6.8. � = �2N−1. ðÏÓËÏÌØËÕ "1(�2N−1) = �, Õ ÎÁÓ ÌÉÛØ ÏÄÎÁ ËÒÉÔÉÞÅ-ÓËÁÑ ÔÏÞËÁ Ü×ÏÌÀ�ÉÉ " = �, ËÏÇÄÁ ×ÓÅ 4N − 1 ÆÉÇÕÒÙ (2N − 1 ÌÕÎËÁÉ 2N ÕÇÏÌËÏ×) ÓÏ�ÒÉËÁÓÁÀÔÓÑ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ, É ×ÓÅ ÕÇÏÌËÉ �ÒÅ×ÒÁ-ÝÁÀÔÓÑ × ÏÄÉÎ ÏÂÝÉÊ ÍÕÌØÔÉ×ÏÌÁÎÞÉË. üÔÏÔ ÍÕÌØÔÉ×ÏÌÁÎÞÉË ÔÕÔ ÖÅÒÁÓ�ÁÄÁÅÔÓÑ ÎÁ �ÅÎÔÒÁÌØÎÙÊ ×ÏÌÁÎÞÉË É N − 1 �ÁÒÕ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈÔÒÏÌÌÅÊÂÕÓÏ×, ËÁË ÜÔÏ ÂÙÌÏ �ÒÉ ÍÅÎØÛÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ �. �Á-ËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÒÉ " < � Õ ÎÁÓ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÆÏÌÉÁ�ÉÑ, �ÏËÁÚÁÎÎÁÑ ÎÁòÉÓ. 48, Á �ÒÉ " > � ÓÒÁÚÕ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÆÏÌÉÁ�ÉÑ Ó òÉÓ. 56.6.9. �2N−1 < � 6 2N�. ðÒÉ � > �2N−1 ÕÇÏÌÏË ÎÁÔÙËÁÅÔÓÑ ÎÁ ÌÕÎËÕ ×ÍÏÍÅÎÔ " < � ÄÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÍÕÌØÔÉÌÕÎËÉ, ÔÏ ÅÓÔØ ÎÉËÁËÏÇÏ ÍÕÌØÔÉ-×ÏÌÁÎÞÉËÁ ÎÅ ÏÂÒÁÚÕÅÔÓÑ × ÜÔÏÊ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ. íÙ ÍÏÖÅÍ ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÉÔØÆÕÎË�ÉÀ "1 ÎÁ ÚÎÁÞÅÎÉÑ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ � > �2N−1, ÎÏ ÔÅ�ÅÒØ ÜÔÏ ÂÕÄÅÔÍÏÍÅÎÔ, ËÏÇÄÁ ÕÇÏÌÏË ÓÔÁÌËÉ×ÁÅÔÓÑ Ó ÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÌÕÎËÏÊ Ó ËÏÒÎÅÍ× ÔÏÞËÅ 
N−1 = 2(N − 1)�. üÔÏÔ ÍÏÍÅÎÔ ÄÁ�ÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑF(N−1)R(
N−1 + "; 2"; ") + F∞(
N−1 + "; ") = 0 ;ÔÏ ÅÓÔØ"(sin�+ " 
os�)e 2(N−1)�−�" +1 + 
os "− (2"+ 1") sin " = 0 ; (65)ËÏÔÏÒÏÅ Ï�ÑÔØ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÄ×ÉÇÁ � → � + 2�, Ô.Å.ÆÕÎË�ÉÑ "1 ÎÁ �ÒÏÍÅÖÕÔËÁÈ [�2n−1; 2n�℄ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ 2�-�ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ.ðÒÉ " < "1 ÕÇÏÌËÉ Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ × ÔÏÞËÁÈ (2n− 1)�, 1 6 n 6 N − 1,ÓÔÁÂÉÌØÎÙ, Á �ÒÉ " > "1 �ÏÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÒÏÌÌÅÊÂÕÓ ÎÁ ÌÕÎËÅ Ó ×ÅÒÛÉÎÏÊ ×ÔÏÞËÅ 
N−1, É ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÆÏÌÉÁ�ÉÀ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÎÕÀ ÎÁ òÉÓ. 57.

òÉÓ. 57. æÏÌÉÁ�ÉÑ �ÒÉ "1 < " < "2.



ðòéíåò ðïó�òïåîéñ æõîëãéé âåììíáîá 105ìÕÎËÁ �ÏÄ ÔÒÏÌÌÅÊÂÕÓÏÍ ÎÁÞÉÎÁÅÔ ÓÕÖÁÔØÓÑ, É �ÏÜÔÏÍÕ ÕÇÏÌÏË Ó×ÅÒÛÉÎÏÊ × ÔÏÞËÅ (2N−3)� ÎÁÞÉÎÁÅÔ Ä×ÉÇÁÔØÓÑ ×ÌÅ×Ï ÄÏ ÔÏÇÏ ÍÏÍÅÎÔÁ" = "2(�), ËÏÇÄÁ ÏÎ ÎÁÔÏÌËÎ�ÅÔÓÑ ÎÁ ÌÕÎËÕ Ó ËÏÒÎÅÍ × ÔÏÞËÅ 
N−2 =(2N − 4)� É �ÏÑ×ÉÔÓÑ ×ÔÏÒÁÑ �ÁÒÁ ÔÒÏÌÌÅÊÂÕÓÏ× (ÓÍ. òÉÓ. 58).
òÉÓ. 58. æÏÌÉÁ�ÉÑ �ÒÉ "2 < " < "3.þÔÏÂÙ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÔÏÔ ÍÏÍÅÎÔ, ËÏÇÄÁ ÜÔÏ �ÒÏÉÚÏÊÄ�ÅÔ, ÎÁÍ Ó�ÅÒ×ÁÎÁÄÏ ÎÁÊÔÉ ÆÕÎË�ÉÀ `N−1(") = `N−1("; �), ÄÁÀÝÕÀ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÊÒÁÚÍÅÒ ÌÕÎËÉ Ó ËÏÒÎÅÍ × ÔÏÞËÅ 
N−1. ðÏÓËÏÌØËÕ Õ ÎÁÓ ÎÁ ÜÔÏÊ ÌÕÎËÅÌÅ×ÙÊ ÔÒÏÌÌÅÊÂÕÓ, ËÏÒÅÎØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÂÁÌÁÎÓÁF(N−1)R(u; `N−1("); ") + F∞(u; ") = 0 (66)ÄÏÌÖÅÎ ÒÁÓ�ÏÌÁÇÁÔØÓÑ × �ÒÁ×ÏÍ ËÏÎ�Å ÌÕÎËÉ, ÔÏ ÅÓÔØ × ÔÏÞËÅ u =bN−1(") = 2(N − 1)� + 12`N−1("). åÓÌÉ �ÏÄÓÔÁ×ÉÔØ ÜÔÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑu × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (66), ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ, ÒÅÛÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ, �Ï�Á-ÄÁÀÝÅÅ × ÉÎÔÅÒ×ÁÌ (0; �), É ÄÁ�ÅÔ ÎÁÍ ÔÒÅÂÕÅÍÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ `N−1:"1 + "2 (sin�+ " 
os�)e `N−1+4(N−1)�−2�2"+ 11 + "2 
os `N−12 −

( "1 + "2 + 2`N−1) sin `N−12 = 0 : (67)íÅÖÄÕ �ÒÏÞÉÍ, ÍÙ ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ `N−1 ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁ ÏÔÎÏÓÉ-ÔÅÌØÎÏ ÓÄ×ÉÇÏ× �ÁÒÁÍÅÔÒÁ � ÎÁ 2�, ÉÌÉ ÂÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏ, `N−1("; �) =`N("; � + 2�), ÞÔÏ ×�ÏÌÎÅ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÒÁÚÍÅÒ ÌÀÂÏÇÏ ÌÅ-×ÏÇÏ ÔÒÏÌÌÅÊÂÕÓÁ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ �Ï×ÅÄÅÎÉÅÍ ÆÕÎË�ÉÉ f Ó�ÒÁ×ÁÏÔ ÎÅÇÏ.�Å�ÅÒØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÆÕÎË�ÉÀ "2(�) ÉÚ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÂÁÌÁÎÓÁF(N−2)R(u; 2"; ") + F(N−1)L(u; `N−1("); ") = 0 ; (68)



106 ÷. é. ÷áóàîéîÅÓÌÉ �ÏÌÏÖÉÍ u = 
N−2 + ", Ô.Å.,
[ 11 + "2 
os `N−12 + ( "1 + "2 − 2`N−1) sin `N−12 ]e `N−1−4�2" +1

− 11 + "2 
os "+ 1 + 2"21 + "2 · sin "" = 0 : (69)÷ ÜÔÏÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÉ ÎÅÔ Ñ×ÎÏÊ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ �. üÔÁ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ ÎÅÑ×ÎÏÊ, �ÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ `N−1("), ÚÁÄÁ×ÁÅÍÁÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ (67),ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ �. á ÕÓÌÏ×ÉÅ 2�-�ÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ ÆÕÎË�ÉÉ `N−1×ÌÅÞ�ÅÔ ÔÁËÏÅ ÖÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÆÕÎË�ÉÉ `N−2, ÉÌÉ ÂÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏ, `N−2("; �) =`N−1("; �+ 2�).éÔÁË, Ä×Á ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (69) É (67) ÄÁÀÔ ÎÁÍ ÎÅÑ×ÎÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÍÅÖ-ÄÕ " É �. �ÁËÉÍ Ó�ÏÓÏÂÏÍ ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÆÕÎË�ÉÀ "2(�), ÕÂÙ×ÁÀÝÕÀÏÔ "2(�2N−1) = � ÄÏ "2(2N�).íÏÖÎÏ �ÒÏÄÏÌÖÁÔØ ÔÁËÉÍ ÖÅ ÏÂÒÁÚÏÍ É Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ×ÓÅ ÆÕÎË�ÉÉ"n(�), 1 6 n 6 N , ÚÁÄÁÀÝÉÅ ÍÏÍÅÎÔÙ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ n-ÇÏ ÔÒÏÌÌÅÊÂÕÓÁ.óÔÒÕËÔÕÒÁ �ÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÏÊ ÆÏÌÉÁ�ÉÉ (ËÏÇÄÁ Õ ÎÁÓ 2k ÕÇÏÌËÏ× �ÅÒÅÍÅ-ÖÁÀÔÓÑ Ó 2k − 1 �ÏÌÎÏÊ ÌÕÎËÏÊ É ÅÝ�Å ÅÓÔØ N − k ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ �ÁÒÌÕÎÏË Ó ÔÒÏÌÌÅÊÂÕÓÁÍÉ ÎÁÄ ÎÉÍÉ) �ÏËÁÚÁÎÁ ÎÁ òÉÓ. 59.
òÉÓ. 59. æÏÌÉÁ�ÉÑ �ÒÉ "N−k < " < "N−k+1.æÕÎË�ÉÑ "n Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑF(N−n)R(
N−n + "; 2"; ") + F(N−n+1)L(
N−n + "; `N−n+1("); ") = 0; (70)ÇÄÅ ËÁÖÄÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ `k ÓÌÅÄÕÅÔ ÎÁÈÏÄÉÔØ, ÒÅÛÁÑ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊÂÁÌÁÎÓÁ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÔÒÏÌÌÅÊÂÕÓÏ×, ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÎÙÈ Ó�ÒÁ×Á:FkR(
k+ 12`k; `k; ")+F(k+1)L(
k+ 12`k; `k+1; ") = 0 ; N−n+1 6 k 6 N−1:(71)úÄÅÓØ ÍÙ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ FNL = F∞.



ðòéíåò ðïó�òïåîéñ æõîëãéé âåììíáîá 107íÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ N ÕÂÙ×ÁÀÝÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ �ÒÏÍÅÖÕÔËÅ [�2N−1; 2N�℄.÷ÓÅ ÏÎÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ 2�-�ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÍÉ. íÙ ÍÏÖÅÍ ÔÕÔ ÄÏÂÁ×ÉÔØ, ÞÔÏÜÔÁ ÓÉÓÔÅÍÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÄÁ�ÅÔ ÎÁÍ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÆÕÎË�ÉÊ "n ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÎÁ�ÒÏÍÅÖÕÔËÅ [�2N−1; 2N�℄, ÎÏ ÓÒÁÚÕ ÎÁ [�2N−1; (2N+1)�℄. ïÎÉ ×ÓÅ ÔÁË-ÖÅ 2�-�ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÅ, ÔÏÌØËÏ ÎÁ �ÒÏÍÅÖÕÔËÅ [2N�; (2N+1)�℄ ÆÕÎË�ÉÉÑ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÍÉ, ×ÓÅ ÏÎÉ ×ÏÚ×ÒÁÝÁÀÔÓÑ Ë ÉÓÈÏÄÎÏÍÕ ÚÎÁÞÅ-ÎÉÀ, ÒÁ×ÎÏÍÕ �: "n(�2k−1) = "n((2N + 1)�) = � ÄÌÑ ×ÓÅÈ n < k.ëÁË É ÒÁÎØÛÅ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÏÅ �Ï×ÅÄÅÎÉÅÔÒÏÌÌÅÊÂÕÓÏ× É �ÅÎÔÒÁÌØÎÏÇÏ ×ÏÌÁÎÞÉËÁ É ÓÄÅÌÁÔØ ×Ù×ÏÄ, ÞÔÏ �ÒÅ-ÄÅÌØÎÙÊ ÒÁÚÍÅÒ ×ÓÅÈ ÌÕÎÏË ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÊ, É ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ, ÒÅÛÁÑÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ 2̀k sin `k2 = 
os� : (72)äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, × �ÒÅÄÅÌÅ �ÒÉ " → ∞ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÂÁÌÁÎÓÁ (71) �ÒÉÎÉ-ÍÁÅÔ ×ÉÄ 2̀k sin `k2 − 2`k+1 sin `k+12 = 0 ;ÔÏ ÅÓÔØ �ÒÅÄÅÌØÎÙÊ ÒÁÚÍÅÒ ÌÕÎÏË ÏÄÉÎÁËÏ×: `k = `k+1. þÔÏÂÙ ÜÔÏÔ�ÒÅÄÅÌ ÎÁÊÔÉ, ÍÙ �ÅÒÅÊÄ�ÅÍ Ë �ÒÅÄÅÌÕ " → ∞ × �ÅÒ×ÏÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÉÂÁÌÁÎÓÁ (66) É �ÏÌÕÞÉÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (72), ÒÅÛÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÚ �ÒÏÍÅ-ÖÕÔËÁ [0; �) É ÄÁ�ÅÔ ÎÁÍ �ÒÅÄÅÌØÎÙÊ ÒÁÚÍÅÒ `k(∞) ×ÓÅÈ ÔÒÏÌÌÅÊÂÕÓÏ×É �ÅÎÔÒÁÌØÎÏÇÏ ×ÏÌÁÎÞÉËÁ.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Õ ÎÁÓ N ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÔÏÞÅË Ü×ÏÌÀ�ÉÉ:
• �ÒÉ " = "1(�) ÓÁÍÙÊ ÌÅ×ÙÊ É ÓÁÍÙÊ �ÒÁ×ÙÊ ÕÇÏÌËÉ ÎÁÔÁÌ-ËÉ×ÁÀÔÓÑ ÎÁ ÓÏÓÅÄÎÉÅ ÌÕÎËÉ, ÏÂÒÁÚÕÑ Ä×Á ÔÒÏÌÌÅÊÂÕÓÁ: ÌÅ×ÙÊÔÒÏÌÌÅÊÂÕÓ Ó�ÒÁ×Á É �ÒÁ×ÙÊ { ÓÌÅ×Á;
• �ÒÉ " = "k(�) ÕÇÏÌËÉ, ÖÉ×ÕÝÉÅ × �ÒÏÍÅÖÕÔËÁÈ 2(N − k)� <
|u| < 2(N − k + 1)�, ÎÁÔÁÌËÉ×ÁÀÔÓÑ ÎÁ ÓÏÓÅÄÎÉÅ ÌÕÎËÉ, ËÏÒÎÉËÏÔÏÒÙÈ 
±(N−k), É �ÏÒÏÖÄÁÀÔ �ÁÒÕ ÔÒÏÌÌÅÊÂÕÓÏ×;

• �ÒÉ " = "N(�) Ä×Á ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ ÕÇÏÌËÁ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÓÏ�ÒÉËÁ-ÓÁÀÔÓÑ Ó �ÅÎÔÒÁÌØÎÏÊ ÌÕÎËÏÊ, ÏÂÒÁÚÕÑ ×ÏÌÁÎÞÉË.÷ �ÒÏÍÅÖÕÔËÁÈ ÆÏÌÉÁ�ÉÑ Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÇÒÁÆÁÍÉ:
• òÉÓ. 48 �ÒÉ " ∈ (0; "1);
• òÉÓ. 57 �ÒÉ " ∈ ("1; "2);
• òÉÓ. 59 �ÒÉ " ∈ ("N−k; "N−k+1), 1 6 k 6 N − 2;
• òÉÓ. 60 �ÒÉ " ∈ ("N ;∞).



108 ÷. é. ÷áóàîéî
òÉÓ. 60. æÏÌÉÁ�ÉÑ �ÒÉ " > "N .

§7. 2N� < � 6 (2N + 1)�7.1. 2N� < � < �2;N−1. ðÒÉ ÍÁÌÙÈ " (ÔÏÞÎÅÅ, �ÒÉ " ∈ (0; � − 2N�℄)ÎÅ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÎÉÞÅÇÏ ÉÎÔÅÒÅÓÎÏÇÏ: Õ ÎÁÓ 2N+1 �ÏÌÎÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑÌÕÎËÁ Ó ËÏÒÎÅÍ × ÔÏÞËÅ 
k = 2k�, k = 0;±1; : : : ;±N , É 2N ÓÔÁÂÉÌØÎÙÈÕÇÏÌËÏ× Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ × ÔÏÞËÁÈ ±�; : : : ;±(2N−1)�. ðÏÓÌÅ ÍÏÍÅÎÔÁ " =�−2N� ÓÁÍÁÑ �ÒÁ×ÁÑ ÌÕÎËÁ ÎÁÞÉÎÁÅÔ ÒÁÓÔÉ ÎÅÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ. ÷ ÌÀÂÏÍÓÌÕÞÁÅ ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÆÏÌÉÁ�ÉÀ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÎÕÀ ÎÁ òÉÓ. 61. îÁ�ÏÍÎÀ,ÞÔÏ ÂÌÁÇÏÄÁÒÑ ÏÂÝÅÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÔÏ,ÞÔÏ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÎÁ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ �ÏÌÕÏÓÉ.
òÉÓ. 61. æÏÌÉÁ�ÉÑ �ÒÉ " < "1.ëÁË É ÒÁÎØÛÅ, ÄÌÑ �ÒÏÓÔÏÔÙ �ÅÒ×ÕÀ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÕ ÌÅ×ÏÇÏ ËÏÎ�Á aN (")ÜÔÏÊ ÎÅÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÌÕÎËÉ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ �ÒÏÓÔÏ ÓÉÍ×ÏÌÏÍa, ÔÏÇÄÁ bN (") = b = a + 2" { �ÅÒ×ÁÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ Å�Å �ÒÁ×ÏÇÏ ËÏÎ-�Á. íÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÌÕÎËÉ ÄÁ�ÅÔ ÎÁÍ Ñ×ÎÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ (6)ÄÌÑ " ËÁË ÆÕÎË�ÉÉ ÏÔ a, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÎÁ �ÒÏÍÅÖÕÔËÅ (aN (∞); 4N� − �℄,ÇÄÅ aN (∞) { ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (7) ÉÚ �ÒÏÍÅÖÕÔËÁa ∈ [(2N − 1)�; 2N�). ëÁË É ÒÁÎØÛÅ, Õ ÎÁÓ ÅÓÔØ ÔÁ ÖÅ ÓÁÍÁÑ ÉÎÔÅÒ-�ÒÅÔÁ�ÉÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ×ÅÌÉÞÉÎÙ aN (∞): ÜÔÏ �ÅÒ×ÁÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ ÔÏÞËÉ,



ðòéíåò ðïó�òïåîéñ æõîëãéé âåììíáîá 109ÇÄÅ �ÒÑÍÁÑ ÌÉÎÉÑ, ÞÁÓÔØ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÇÒÁÆÉËÏÍ ÆÕÎË�ÉÉ f ′(t)ÄÌÑ t > �, �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎË�ÉÉ f ′(t) = sin t ÎÁ �ÒÏÍÅÖÕÔËÅ[(2N − 32 )�; 2N�).ðÏÓÍÏÔÒÉÍ, ÓËÏÌØËÏ ÔÏÞÅË �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ Õ �ÒÑÍÏÊ, ËÏÔÏÒÁÑ ÓÏÄÅÒÖÉÔÌÉÎÅÊÎÕÀ ÞÁÓÔØ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎË�ÉÉ f ′(t), Ó ÇÒÁÆÉËÏÍ ÆÕÎË�ÉÉ sin t. ðÒÉ� ∈
(2N�; (2N − 1)� + �1) Õ ÎÁÓ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÁ ÔÏÞËÁ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ { ÜÔÏÎÁÛÁ aN (∞; �), ÕÂÙ×ÁÀÝÁÑ ÏÔ 2N� ÄÏ (2N−1)�. ðÒÉ � = (2N−1)�+�1Õ ÜÔÏÊ ÌÉÎÉÉ ÅÓÔØ ÅÝ�Å ÏÄÎÁ ÔÏÞËÁ ËÁÓÁÎÉÑ t = (2N − 1)� − �1, É �ÒÉÓÌÅÇËÁ Â�ÏÌØÛÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ � Õ ÎÁÓ ÕÖÅ ÔÒÉ ÔÏÞËÉ �ÅÒÅÓÅ-ÞÅÎÉÑ, ÎÏ ÎÁÍ ÎÕÖÎÁ ÓÁÍÁÑ �ÒÁ×ÁÑ, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ �ÒÏÄÏÌÖÁÅÔ×ÅÔ×Ø ÆÕÎË�ÉÉ aN (∞; �), ÕÂÙ×ÁÀÝÅÊ ÏÔ (2N − 1)� ÄÏ aN(∞; �2;N−1).ðÒÉ � = (2N − 2)� + �2 = �2;N−1 Õ ÎÁÛÅÊ �ÒÑÍÏÊ �ÏÑ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÔÏÒÁÑÔÏÞËÁ ËÁÓÁÎÉÑ t = (2N − 2)� − �2, É Õ ÎÁÓ �ÏËÁ ÅÝ�Å ÔÒÉ ÔÏÞËÉ �Å-ÒÅÓÅÞÅÎÉÑ: ÏÄÎÁ ÉÚ ÎÉÈ { ÜÔÏ t = (2N − 2)�, Á Ä×Å ÄÒÕÇÉÅ { ÚÎÁÞÅÎÉÑÆÕÎË�ÉÉ a(∞; �). ðÒÁ×ÁÑ { ÜÔÏ �ÏÓÌÅÄÎÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ a = aN ,ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÎÁ �ÒÏÍÅÖÕÔËÅ (2N�; �2;N−1℄, Á ÌÅ×ÁÑ { ÜÔÏ ÎÁÞÁÌØÎÏÅ ÚÎÁ-ÞÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ a = aN−1, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÎÁ �ÒÏÍÅÖÕÔËÅ [�2;N−1; �4;N−2℄.ðÏÓÌÅÄÎÑÑ ÆÕÎË�ÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (7), ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÍÓÑ× �ÒÏÍÅÖÕÔËÅ a ∈ ((2N − 72 )�; (2N − 52 )�). üÔÏ ×ÓÅÇÄÁ ÂÕÄÅÔ ÔÒÅÔØÅÊÓ�ÒÁ×Á ÔÏÞËÏÊ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ, × ÔÏ ×ÒÅÍÑ ËÁË ×ÓÅÇÏ Õ ÎÁÓ ÂÕÄÅÔ ÌÉÂÏ �ÑÔØÔÏÞÅË �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ �ÒÉ � ∈ ((2N − 2)�+�2; (2N − 3)�+�3), ÌÉÂÏ ÓÅÍØ{ �ÒÉ � ∈ ((2N − 3)� + �3; (2N − 4)� + �4).ðÒÏÄÏÌÖÁÑ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÉ� ∈ ((2N − k)� + �k; (2N − k − 1)� + �k+1)Õ ÎÁÓ 2k+1 ÔÏÞËÁ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ. ðÒÉ � ∈ (�2n;N−n; �2n+2;N−n−1) ÆÕÎË-�ÉÑ aN−n(∞; �) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÅÔ×ØÀ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (7), ÚÁÄÁÎÎÏÊÎÁ �ÒÏÍÅÖÕÔËÅ ((2N − 2n − 32 )�; (2N − 2n − 12 )�). çÒÁÆÉÞÅÓËÉ ÜÔÏ(2n − 1)-Ñ Ó�ÒÁ×Á ÔÏÞËÁ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎË�ÉÉ sin t Ó ×ÙÛÅ-Õ�ÏÍÑÎÕÔÏÊ �ÒÑÍÏÊ ÌÉÎÉÅÊ. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÉÌÌÀÓÔÒÁ�ÉÑ �ÒÅÄÓÔÁ-×ÌÅÎÁ ÎÁ òÉÓ. 62.äÌÑ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ � Ü×ÏÌÀ�ÉÑ ÌÕÎËÉ Ó ËÏÒ-ÎÅÍ 
N ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ �ÒÏÉÓÈÏÄÑÝÅÇÏ ÓÌÅ×Á ÏÔ ÎÅ�Å: ÏÎÁ ÒÁÓÔ�ÅÔ ÄÏÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÔÁË, ÞÔÏ aN ("; �) = a("; �) → a(∞; �) É bN ("; �) =a("; �) + 2"→ ∞ �ÒÉ "→ ∞.�Å�ÅÒØ ÍÙ ×ÅÒÎ�ÅÍÓÑ Ë Ï�ÉÓÁÎÉÀ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÓÌÅ×Á ÏÔ ÓÁ-ÍÏÊ �ÒÁ×ÏÊ ÌÕÎËÉ. îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ Ü×ÏÌÀ�ÉÑ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÔÁË ÖÅ, ËÁË É× �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍ �ÏÄ�ÁÒÁÇÒÁÆÅ, ÔÏÌØËÏ ÒÏÌØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÍÕÌØÔÉÌÕÎËÉ



110 ÷. é. ÷áóàîéî
òÉÓ. 62. ïÂÌÁÓÔÉ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÆÕÎË�ÉÊ an(∞; �).ÔÅ�ÅÒØ ÉÇÒÁÅÔ ÓÁÍÁÑ �ÒÁ×ÁÑ ÌÕÎËÁ. ëÁË É ÒÁÎØÛÅ, ÌÅ×ÁÑ ÓÉÌÁ �ÏÌÎÏÊ�ÒÁ×ÏÊ ÌÕÎËÉ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅÍ (9) Ó ` = 2", ÔÏ ÅÓÔØFNLa(u; 2"; ") = [ 11 + "2("2 − 12" sina− 
osa)+ 12"((a+ 2"− �) 
os�+ sin�)

]eu−a"
− "1 + "2 (" 
osu+ sinu):íÙ �ÏÍÅÞÁÅÍ ÜÔÕ ÓÉÌÕ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÍ ÉÎÄÅËÓÏÍN , ÞÔÏÂÙ ÏÔÍÅÔÉÔØ,ÞÔÏ ×ÅÔ×Ø a = aN ×ÙÂÒÁÎÁ ÉÚ ÒÅÛÅÎÉÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (6). éÔÁË, ÒÅÛÅÎÉÅÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ F(N−1)R(u; 2"; ") + FNLa(u; 2"; ") = 0 (73)(ÔÏÞÎÅÅ, ÔÁ ×ÅÔ×Ø ÒÅÛÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ × ÔÏÞËÅ u = (2N − 1)��ÒÉ " = � − 2N�) ÄÁ�ÅÔ ÆÕÎË�ÉÀ u("), �ÏËÁÚÙ×ÁÀÝÕÀ �ÏÚÉ�ÉÀ ×ÅÒ-ÛÉÎÙ ÕÇÏÌËÁ ÍÅÖÄÕ ÓÁÍÏÊ �ÒÁ×ÏÊ ÌÕÎËÏÊ É Å�Å ÓÏÓÅÄËÏÊ. üÔÁ ÆÕÎË�ÉÑÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁ �ÒÏÍÅÖÕÔËÅ [� − 2N�; "1(�)℄, ÇÄÅ "1 { ÜÔÏ ÔÏÔ ÍÏÍÅÎÔ,ËÏÇÄÁ ÕÇÏÌÏË ÎÁÔÙËÁÅÔÓÑ ÎÁ ÌÕÎËÕ ÓÌÅ×Á, Ô.Å. ÔÁËÏÊ ÍÏÍÅÎÔ, ËÏÇÄÁu("1) = (2N − 2)� + "1. þÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ "1, ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ �ÏÄÓÔÁ-×ÉÔØ u = (2N −2)�+ " × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (73), × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÞÅÇÏ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ:

[ 11+"2("2 − 12" sin a− 
osa)+ 12"((a+2"−�) 
os�+sin�)

]e1+ (2N−2)�−a"+ 11 + "2 [ 
os "− (1" + 2") sin "] = 0: (74)üÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÚÁÄÁ�ÅÔ ÆÕÎË�ÉÀ "1(�) ÎÁ ×Ó�ÅÍ �ÒÏÍÅÖÕÔËÅ [2N�;(2N + 1)�℄, ÇÄÅ ÏÎÁ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ ÏÔ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ "1(2N�) ≈



ðòéíåò ðïó�òïåîéñ æõîëãéé âåììíáîá 1112:88011 ÄÏ "1((2N+1)�) = �. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ ÜÔÁ 2�-�ÅÒÉÏÄÉÞÎÁ:ÅÓÌÉ �ÏÄÓÔÁ×ÉÔØ a− (2N − 2)� É �− (2N − 2)� ×ÍÅÓÔÏ a É � × ÕÒÁ×ÎÅ-ÎÉÅ (22), �ÏÌÕÞÉÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (74).ðÒÉ " > "1 ÎÁÄ ÌÕÎËÏÊ, ËÏÔÏÒÁÑ ×ÏËÒÕÇ ËÏÒÎÑ 2(N−1)�, ÖÉ×�ÅÔ ÔÒÏÌ-ÌÅÊÂÕÓ (ÆÏÌÉÁ�ÉÑ Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÒÁÆÏÍ ÎÁ òÉÓ. 63). üÔÏÔ ÔÒÏÌÌÅÊÂÕÓ
òÉÓ. 63. æÏÌÉÁ�ÉÑ �ÒÉ "1 < " < "2.ÓÖÉÍÁÅÔÓÑ, ÎÏ ÎÉËÏÇÄÁ ÎÅ ÉÓÞÅÚÁÅÔ, �ÏÔÏÍÕ ÞÔÏlim"→∞

FNLa(2�; 2"; ") = 
os�− 1 < 0 ;Ô.Å. È×ÏÓÔ ÓÁÍÏÊ �ÒÁ×ÏÊ ÌÕÎËÉ ÎÉËÏÇÄÁ ÎÅ �ÏËÒÙ×ÁÅÔ ÔÏÞËÕ 2(N −1)�.õÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÂÁÌÁÎÓÁ ÄÌÑ �ÒÁ×ÏÇÏ ËÏÎ�Á bN−1 ÜÔÏÇÏ ÔÒÏÌÌÅÊÂÕÓÁ ÉÍÅÅÔ×ÉÄF(N−1)R(bN−1; 2(bN−1 − 2(N − 1)�); ") + FNLa(bN−1; 2"; ") = 0 : (75)ðÏÓËÏÌØËÕ FnR(2n� + `n2 ; `n; ") → 
os `n2 − 2̀n sin `n2 ;F2La(2n� + `n2 ; 2"; ")→ 
os�− 
os `n2 ;�ÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (75) �ÒÉ " → ∞ ÂÕÄÅÔsin bN−1bN−1 − 2(N − 1)� = 
os� :ëÏÒÅÎØ bN−1(∞) ÜÔÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÉÚ �ÒÏÍÅÖÕÔËÁ [2(N−1)�; (2N− 12 )�℄Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ �ÏÌÏÖÅÎÉÅ �ÒÁ×ÏÇÏ ËÏÎ�Á �ÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÈÏÒÄÙ, ÄÏ ËÏÔÏÒÏÊÓÔÑÇÉ×ÁÅÔÓÑ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅ ÔÒÏÌÌÅÊÂÕÓÁ (ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÅ×ÏÇÏ ËÏÎ�Á ÍÙ�ÏÌÕÞÉÍ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ aN−1(∞) = 4(N − 1)� − bN−1(∞)).�Å�ÅÒØ �ÏÓÍÏÔÒÉÍ, ÞÔÏ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÌÅ×ÅÅ ÜÔÏÇÏ ÔÒÏÌÌÅÊÂÕÓÁ. õÇÏ-ÌÏË, ÂÙ×ÛÉÊ �ÒÉ " 6 "1 ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÙÍ × ÔÏÞËÅ (2N − 3)�, ÎÁÞÉÎÁÅÔ



112 ÷. é. ÷áóàîéî�ÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÍÏÍÅÎÔÁ Ä×ÉÇÁÔØÓÑ ×ÌÅ×Ï. åÇÏ �ÏÌÏÖÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÉÚÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÂÁÌÁÎÓÁF(N−2)R(u; 2"; ") + F(N−1)L(u; `N−1; ") = 0 ; (76)ÇÄÅ ×ÅÌÉÞÉÎÁ `N−1 = bN−1−aN−1 = 2bN−1−4(N −1)� ÉÚ×ÅÓÔÎÁ, �ÏÓÌÅÔÏÇÏ ËÁË ÂÙÌÏ ÒÅÛÅÎÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (75). ÷ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÍÅÎÔ " = "2(�)ÕÇÏÌÏË ÎÁÔÙËÁÅÔÓÑ ÎÁ ÌÕÎËÕ Ó ËÏÒÎÅÍ 
N−2 = 2(N − 2)� É ×ÏÚÎÉËÁÅÔ×ÔÏÒÏÊ ÔÒÏÌÌÅÊÂÕÓ. þÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ ÜÔÏ ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ "2, ÎÕÖÎÏÒÅÛÉÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (76) Ó u = 2(N − 2)� + ". �ÁË ÖÅ, ËÁË É × ÓÌÕÞÁÅÆÕÎË�ÉÉ "1(�), ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (76) ÚÁÄÁ�ÅÔ ÆÕÎË�ÉÀ "2(�) ÓÒÁÚÕ ÎÁ ×Ó�ÅÍ�ÒÏÍÅÖÕÔËÅ [2N�; (2N +1)�℄, ÇÄÅ ÏÎÁ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ ÏÔ Ó×ÏÅÇÏ ÍÉÎÉÍÁÌØ-ÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ "2(2N�) ≈ 3:132754 ÄÏ "2((2N + 1)�) = �. òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ,ÜÔÁ ÆÕÎË�ÉÑ ÔÁËÖÅ 2�-�ÅÒÉÏÄÉÞÎÁ.äÅÊÓÔ×ÕÑ ÔÁËÉÍ ÖÅ Ó�ÏÓÏÂÏÍ ÄÁÌØÛÅ, ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ×ÓÅ ÆÕÎË�ÉÉ"n(�), 1 6 n 6 N − 1, ÒÅÛÁÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (70), ÇÄÅ �ÏÄÓÔÁ×ÌÅÎÙ ÚÎÁ-ÞÅÎÉÑ `k, ÎÁÊÄÅÎÎÙÅ ÉÚ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ (71). ÷ÓÅ ÜÔÉ ÆÕÎË�ÉÉ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÔÏÔ Ó×ÏÅÇÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ "n(2N�) ÄÏ "n((2N + 1)�) = �. ÷ÓÅÏÎÉ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ �ÏÌÕÞÅÎÙ ÓÄ×ÉÇÏÍ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ ÎÁ 2� Ó �ÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ�ÅÒÉÏÄÁ, ÏÄÎÁËÏ ÚÄÅÓØ Õ ÎÁÓ �ÏÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÁ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ"N(�), ËÏÔÏÒÁÑ ÚÁÄÁ�ÅÔ ÔÏÔ ÍÏÍÅÎÔ, ËÏÇÄÁ �ÏÓÌÅÄÎÉÊ ÕÇÏÌÏË, ÓÔÁÒÔÕ-ÀÝÉÊ ÉÚ ÔÏÞËÉ �, ÎÁÔÙËÁÅÔÓÑ ÎÁ �ÅÎÔÒÁÌØÎÕÀ ÌÕÎËÕ. ðÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉÕÇÏÌÏË, ÓÔÁÒÔÕÀÝÉÊ ÉÚ ÔÏÞËÉ−�, × ÔÏÔ ÖÅ ÍÏÍÅÎÔ ÎÁÔÙËÁÅÔÓÑ ÎÁ �ÅÎ-ÔÒÁÌØÎÕÀ ÌÕÎËÕ ÓÌÅ×Á, É �ÏÑ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÏÌÁÎÞÉË. äÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÆÕÎË-�ÉÉ "N ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ×ÓÅ ÂÁÚÙ `k �ÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÔÒÏÌÌÅÊÂÕÓÏ×, ÒÅÛÁÑÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (71), É, ÎÁËÏÎÅ�, ÒÅÛÉÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅF0R("; 2"; ") + F1L("; `1; ") = 0 : (77)ðÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÁÑ ÆÏÌÉÁ�ÉÑ, ËÏÇÄÁ "N−k < " < "N−k+1, �ÏËÁÚÁÎÁ ÎÁòÉÓ. 64.
òÉÓ. 64. æÏÌÉÁ�ÉÑ �ÒÉ "N−k < " < "N−k+1.



ðòéíåò ðïó�òïåîéñ æõîëãéé âåììíáîá 113ðÒÉ " > "N Õ ÎÁÓ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÆÏÌÉÁ�ÉÑ (ÓÍ. òÉÓ. 65): ÓÕÖÁÀÝÉÊÓÑ
òÉÓ. 65. æÏÌÉÁ�ÉÑ �ÒÉ " > "N .×ÏÌÁÎÞÉË ÎÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÌÕÎËÅ Ó �ÅÎÔÒÏÍ × ÎÕÌÅ, N −1 �ÁÒÁ ÓÉÍÍÅ-ÔÒÉÞÎÙÈ ÓÖÉÍÁÀÝÉÈÓÑ ÔÒÏÌÌÅÊÂÕÓÏ× ÏËÏÌÏ ÔÏÞÅË ±2n� É Ä×Å ÎÅÓÉÍ-ÍÅÔÒÉÞÎÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÒÁÓÔÕÝÉÈ ÌÕÎËÉ (ÎÏ ÏÄÎÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ ÄÒÕÇÏÊÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÓÉ x2), ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÅ ËÏÎ�Ù ËÏÔÏÒÙÈ ÓÔÒÅÍÑÔÓÑ Ë ËÏÎÅÞ-ÎÙÍ �ÒÅÄÅÌÁÍ ±aN(∞), Á ×ÎÅÛÎÉÅ ÕÂÅÇÁÀÔ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔØ.ðÒÅÄÅÌØÎÙÊ ÒÁÚÍÅÒ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ ËÁË ×ÏÌÁÎÞÉËÁ, ÔÁË É ×ÓÅÈ ÔÒÏÌÌÅÊ-ÂÕÓÏ× ÏÄÉÎÁËÏ× É Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ2`n(∞) sin `n(∞)2 = 
os� :ï�ÉÓÁÎÎÁÑ Ü×ÏÌÀ�ÉÑ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ, ÅÓÌÉ ÓÁÍÁÑ �ÒÁ×ÁÑ ÌÕÎËÁ ÎÅ ÚÁ-ÄÅ×ÁÅÔ ÓÖÉÍÁÀÝÉÊÓÑ ÔÒÏÌÌÅÊÂÕÓ ÎÁ ÌÕÎËÅ Ó ËÏÒÎÅÍ × ÔÏÞËÅ 
N−1. ðÏ-ËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÏÇÏ ÎÅ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ �ÒÉ � ∈ (2N�; �2;N−1℄.óÉÔÕÁ�ÉÀ, ËÏÇÄÁ ÜÔÏ ÍÏÖÅÔ �ÒÏÉÚÏÊÔÉ, ÌÅÇËÏ ÎÁÊÔÉ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÑÇÒÁÆÉË ÆÕÎË�ÉÉ f ′: ÎÕÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÔÁËÕÀ �ÒÑÍÕÀ, �ÒÏÈÏÄÑÝÕÀ ÞÅÒÅÚÔÏÞËÕ (2(N−1)�; 0), ÞÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÌÕÎËÉ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÄÌÑ ÁÂÓ�ÉÓÓ ÔÏ-ÞÅË �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÜÔÏÊ �ÒÑÍÏÊ Ó ÇÒÁÆÉËÏÍ. þÉÔÁÔÅÌØ ÍÏÖÅÔ ×ÚÇÌÑÎÕÔØÎÁ òÉÓ. 41, �ÒÏÄÏÌÖÉ× ÓÉÎÕÓ ÎÁ ËÁÒÔÉÎËÅ �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉ ×ÌÅ×Ï: ×ÍÅÓÔÏÔÏÞËÉ 2�, ÇÄÅ �ÒÑÍÁÑ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÇÒÁÆÉË ÓÉÎÕÓÁ, ÎÁÄÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØÔÏÞËÕ 2(N − 1)�.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÔÁËÁÑ �ÒÑÍÁÑ ËÁÓÁÅÔÓÑ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎË�ÉÉ f ′, ÅÓÌÉ ÔÏÞ-ËÁ ËÁÓÁÎÉÑ t ∈ (2N�; (2N + 12 )�) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀtan t = t− 2(N − 1)� :üÔÏ { ÓÄ×ÉÎÕÔÙÊ ÎÁ 2(N − 1)� ×ÔÏÒÏÊ ËÏÒÅÎØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ tan t = t, Ô.Å.�2;N−1.



114 ÷. é. ÷áóàîéîéÔÁË, �ÒÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ � Ü×ÏÌÀ�ÉÑ �Ï-ÞÔÉ ÔÁËÁÑ ÖÅ, ËÁË É × �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍ �ÏÄ�ÁÒÁÇÒÁÆÅ, Õ ÎÁÓ ÔÅ ÖÅ N ËÒÉ-ÔÉÞÅÓËÉÈ ÔÏÞÅË Ü×ÏÌÀ�ÉÉ:
• �ÒÉ " = "1(�) ÓÁÍÙÊ ÌÅ×ÙÊ É ÓÁÍÙÊ �ÒÁ×ÙÊ ÕÇÏÌËÉ ÎÁÔÁÌ-ËÉ×ÁÀÔÓÑ ÎÁ ÓÏÓÅÄÎÉÅ ÌÕÎËÉ, ÏÂÒÁÚÕÑ Ä×Á ÔÒÏÌÌÅÊÂÕÓÁ: ÌÅ×ÙÊÔÒÏÌÌÅÊÂÕÓ Ó�ÒÁ×Á É �ÒÁ×ÙÊ { ÓÌÅ×Á;
• �ÒÉ " = "k(�) ÕÇÏÌËÉ, ÖÉ×ÕÝÉÅ × �ÒÏÍÅÖÕÔËÁÈ 2(N − k)� <
|u| < 2(N − k + 1)�, ÎÁÔÁÌËÉ×ÁÀÔÓÑ ÎÁ ÓÏÓÅÄÎÉÅ ÌÕÎËÉ, ËÏÒÎÉËÏÔÏÒÙÈ ÓÕÔØ 
±(N−k), É �ÏÒÏÖÄÁÀÔ �ÁÒÕ ÔÒÏÌÌÅÊÂÕÓÏ×;

• �ÒÉ " = "N(�) Ä×Á ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ ÕÇÏÌËÁ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÓÏ�ÒÉËÁ-ÓÁÀÔÓÑ Ó �ÅÎÔÒÁÌØÎÏÊ ÌÕÎËÏÊ, ÏÂÒÁÚÕÑ ×ÏÌÁÎÞÉË.÷ �ÒÏÍÅÖÕÔËÁÈ ÆÏÌÉÁ�ÉÑ Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÇÒÁÆÁÍÉ:
• òÉÓ. 61 �ÒÉ " ∈ (0; "1);
• òÉÓ. 63 �ÒÉ " ∈ ("1; "2);
• òÉÓ. 64 �ÒÉ " ∈ ("N−k; "N−k+1), 1 6 k 6 N − 2;
• òÉÓ. 65 �ÒÉ " ∈ ("N ;∞).õ ÅÝ�Å Ä×ÕÈ ÌÕÎÏË (Ó ËÏÒÎÑÍÉ 
±N = ±2N�), ×ÏÚÎÉËÁÀÝÉÈ ÎÁ ÜÔÏÊËÁÒÔÉÎËÅ × ÓÒÁ×ÎÅÎÉÉ Ó �ÒÅÄÙÄÕÝÉÍ �ÏÄ�ÁÒÁÇÒÁÆÏÍ, Ü×ÏÌÀ�ÉÑ ÎÅÚÁ-×ÉÓÉÍÁÑ { ÏÎÉ ÎÅ ×ÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔ×ÕÀÔ Ó �ÅÎÔÒÁÌØÎÏÊ ÞÁÓÔØÀ ËÁÒÔÉÎËÉ.�ÏÌØËÏ ÌÉÛØ �ÒÉ � = �2;N−1 ÌÕÎËÁ ÓÔÁÌËÉ×ÁÅÔÓÑ Ó ÔÒÏÌÌÅÊÂÕÓÏÍ ×ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ: ×ÅÌÉÞÉÎÁ bN−1(∞) = aN (∞) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÕÒÁ×-ÎÅÎÉÑ sinuu− 2(N − 1)� = 
os�2;N−1 ;�Ï�ÁÄÁÀÝÉÍ × ÉÎÔÅÒ×ÁÌ ((2N − 32 )�; (2N − 1)�).7.2. �2;N−1 < � 6 �4;N−2. á ×ÏÔ ÔÅ�ÅÒØ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÕÖÅ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÍÏ-ÍÅÎÔ ", ËÏÇÄÁ �ÒÁ×ÁÑ ÎÅÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÌÕÎËÁ Ó ËÏÒÎÅÍ 
N ÎÁÔÙËÁÅÔÓÑÎÁ ÔÒÏÌÌÅÊÂÕÓ, ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÎÙÊ ÎÁÄ ÌÕÎËÏÊ Ó ËÏÒÎÅÍ 
N−1. ÷ ÜÔÏÔ ÍÏ-ÍÅÎÔ (ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÜÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ " ÓÉÍ×ÏÌÏÍ Æ1) ÔÒÏÌÌÅÊÂÕÓ�ÒÅ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÍÕÌØÔÉÌÕÎËÕ. ðÏÄÓÞÉÔÁÅÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ Æ1(�),ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ �ÒÉ×ÅÄ�ÅÎÎÕÀ ×ÙÛÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ËÁÒÔÉÎËÕ (ÓÍ. òÉÓ. 41).ðÕÓÔØ a = aN ("), b = bN (") = a+ 2". �ÏÇÄÁ ÉÚ ÒÉÓÕÎËÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÏÞÅ-×ÉÄÎÁÑ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÑ f ′(b)b− 2(N − 1)� = f ′(a)a− 2(N − 1)� ;



ðòéíåò ðïó�òïåîéñ æõîëãéé âåììíáîá 115ÞÔÏ ÄÁ�ÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ ":" = (a− 2(N − 1)�)[(�− a) 
os�+ sin a− sin�℄2[(a− 2(N − 1)�) 
os�− sin a℄ :óÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ Ó ÆÏÒÍÕÌÏÊ (6) ÎÅÑ×ÎÏ ÚÁÄÁ�ÅÔ ÆÕÎË�ÉÀa(�), ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÕÀ ÏÔ aN (∞) ÄÏ (2N − 1)�, ËÏÇÄÁ � �ÒÏÂÅÇÁÅÔ ÏÔ�2;N−1 ÄÏ (2N + 1)�. �ÏÇÄÁ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÌÉÂÏ �ÒÉ×ÅÄ�ÅÎÎÏÅ ×ÙÛÅ ×ÙÒÁ-ÖÅÎÉÅ, ÌÉÂÏ ÆÏÒÍÕÌÕ (6), ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ " ËÁË ÆÕÎË�ÉÀ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ �,ÞÔÏ É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÓËÏÍÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ Æ1(�), ÕÂÙ×ÁÀÝÅÊ ÏÔ ∞ ÄÏ �. íÙ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ Æ1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ 2�-�ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ, ÔÏ ÅÓÔØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ×ÚÑÔØ ÆÕÎË�ÉÀ Æ1, ÎÁÊÄÅÎÎÕÀ ÎÁ �ÒÏÍÅÖÕÔËÅ (�2; 3�℄, É ÓÄ×ÉÎÕÔØ Å�ÅÎÁ �ÒÏÍÅÖÕÔÏË (�2;N−1; (2N + 1)�℄. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ, Ï�ÒÅ-ÄÅÌÑÀÝÅÅ ÆÕÎË�ÉÀ Æ1, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ 2�-�ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÍ, ÉÌÉ, ÂÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏ,ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÚÁÍÅÎÉÔØ � ÎÁ �−2� É a ÎÁ a−2�, ÅÓÌÉ ÍÙ ÈÏÔÉÍ �ÅÒÅÊÔÉÏÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÄÌÑ � ∈ (�2;n−1; (2n+ 1)�℄ Ë � ∈ (�2;n; (2n+ 3)�℄.ðÒÉ " > Æ1(�) ×�ÌÏÔØ ÄÏ ÍÏÍÅÎÔÁ �1(�) = 12`N−1((Æ1(�))) + Æ1(�) ÕÎÁÓ ÅÓÔØ ÏÔËÒÙÔÁÑ ÍÕÌØÔÉÌÕÎËÁ (ÆÏÌÉÁ�ÉÀ ÓÍ. ÎÁ òÉÓ. 66), ËÏÔÏÒÁÑ
òÉÓ. 66. æÏÌÉÁ�ÉÑ �ÒÉ Æ1 < " < �1.× ÍÏÍÅÎÔ " = �1 ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔ Ó×ÏÀ Ü×ÏÌÀ�ÉÀ É ÎÁÄ ÎÅÊ ÎÁÞÉÎÁÅÔ ÒÁÓÔÉÏÂÌÁÓÔØ ÈÏÒÄ (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÆÏÌÉÁ�ÉÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÁ ÎÁ òÉÓ. 67).ðÏÌÕÞÉ×ÛÁÑÓÑ ÓÏÓÔÁ×ÎÁÑ ÌÕÎËÁ ÕÖÅ �ÒÏÄÏÌÖÁÅÔ ÒÁÓÔÉ ÄÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ-ÓÔÉ. æÕÎË�ÉÑ �1 ÚÁÄÁÎÁ ÎÁ ÏÔËÒÙÔÏÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (�2;N−1; (2N + 1)�).ïÎÁ ÕÂÙ×ÁÅÔ ÏÔ ∞ ÄÏ 2�.ðÏÓÌÅ ÍÏÍÅÎÔÁ " = �1 ×ÏÚÍÏÖÎÙ Ä×Á Ó�ÅÎÁÒÉÑ: ÜÔÁ ÓÏÓÔÁ×ÎÁÑ ÌÕÎËÁ× �ÒÏ�ÅÓÓÅ ÒÏÓÔÁ ÌÉÂÏ ÎÁÔÁÌËÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ ÔÒÏÌÌÅÊÂÕÓ ÓÌÅ×Á, ÌÉÂÏ ÎÅÔ.åÓÌÉ � 6 �4;N−2, ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ �ÅÒ×ÙÊ Ó�ÅÎÁÒÉÊ: ÜÔÁ ÌÕÎËÁ ÂÅÓËÏ-ÎÅÞÎÏ Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÔÁË, ÞÔÏ Å�Å �ÒÁ×ÙÊ ËÏÎÅ� ÕÈÏÄÉÔ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞ-ÎÏÓÔØ, Á ÌÅ×ÙÊ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë �ÒÅÄÅÌØÎÏÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ aN−1(∞), ËÏÔÏÒÏÅÑ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ ×Ó�Å ÔÏÇÏ ÖÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (7). åÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ
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òÉÓ. 67. æÏÌÉÁ�ÉÑ �ÒÉ " > �1.ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÏÇÏ ÒÁÎÅÅ ÓÌÕÞÁÑ N = 2 × ÔÏÍ, ÞÔÏ �ÒÉ ËÁÖÄÏÍ N ÍÙÉÝÅÍ ÒÅÛÅÎÉÅ a × Ó×Ï�ÅÍ �ÒÏÍÅÖÕÔËÅ ((2N − 72 )�; (2N − 52 )�) (ÓÍ. ÄÅ-ÔÁÌØÎÏÅ ÏÂßÑÓÎÅÎÉÅ × ÎÁÞÁÌÅ ÜÔÏÇÏ �ÁÒÁÇÒÁÆÁ).ðÒÉ � = �4;N−2 ÒÁÓÔÕÝÁÑ ÓÏÓÔÁ×ÎÁÑ ÌÕÎËÁ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉ ËÁÓÁÅÔ-ÓÑ ÔÒÏÌÌÅÊÂÕÓÁ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ: ÚÎÁÞÅÎÉÅ bN−2(∞) = aN−1(∞) Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑsinuu− 2(N − 2)� = 
os�4;N−2 ;�Ï�ÁÄÁÀÝÅÇÏ × ÉÎÔÅÒ×ÁÌ ((2N − 72 )�; (2N − 3)�).÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÄÌÑ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ � ÍÙ �Ï-ÌÕÞÁÅÍ N + 2 ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÔÏÞËÉ Ü×ÏÌÀ�ÉÉ:
• �ÒÉ " = "1(�) ÓÁÍÙÊ ÌÅ×ÙÊ É ÓÁÍÙÊ �ÒÁ×ÙÊ ÕÇÏÌËÉ ÎÁÔÁÌ-ËÉ×ÁÀÔÓÑ ÎÁ ÓÏÓÅÄÎÉÅ ÌÕÎËÉ, ÏÂÒÁÚÕÑ Ä×Á ÔÒÏÌÌÅÊÂÕÓÁ: ÌÅ×ÙÊÔÒÏÌÌÅÊÂÕÓ Ó�ÒÁ×Á É �ÒÁ×ÙÊ { ÓÌÅ×Á;
• �ÒÉ " = "k(�) ÕÇÏÌËÉ, ÖÉ×ÕÝÉÅ × �ÒÏÍÅÖÕÔËÁÈ 2(N − k)� <
|u| < 2(N − k + 1)�, ÎÁÔÁÌËÉ×ÁÀÔÓÑ ÎÁ ÓÏÓÅÄÎÉÅ ÌÕÎËÉ, ËÏÒÎÉËÏÔÏÒÙÈ ÓÕÔØ 
±(N−k), É �ÏÒÏÖÄÁÀÔ �ÁÒÕ ÔÒÏÌÌÅÊÂÕÓÏ×;

• �ÒÉ " = "N(�) Ä×Á ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ ÕÇÏÌËÁ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÓÏ�ÒÉËÁ-ÓÁÀÔÓÑ Ó �ÅÎÔÒÁÌØÎÏÊ ÌÕÎËÏÊ, ÏÂÒÁÚÕÑ ×ÏÌÁÎÞÉË;
• �ÒÉ " = Æ1(�) ÓÁÍÁÑ ÌÅ×ÁÑ É ÓÁÍÁÑ �ÒÁ×ÁÑ ÌÕÎËÉ ÄÏÇÏÎÑÀÔ ÓÏ-ÓÅÄÎÉÅ ÔÒÏÌÌÅÊÂÕÓÙ, �ÒÅÏÂÒÁÚÕÑ ÉÈ × ÍÕÌØÔÉÌÕÎËÉ;
• �ÒÉ " = �1(�) ÜÔÉ Ä×Å ÍÕÌØÔÉÌÕÎËÉ ÚÁ×ÅÒÛÁÀÔ Ó×ÏÀ Ü×ÏÌÀ�ÉÀ,�ÏÒÏÖÄÁÑ Ä×Å ÓÏÓÔÁ×ÎÙÅ ÌÕÎËÉ.÷ �ÒÏÍÅÖÕÔËÁÈ ÆÏÌÉÁ�ÉÑ Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÇÒÁÆÁÍÉ:
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• òÉÓ. 61 �ÒÉ " ∈ (0; "1);
• òÉÓ. 63 �ÒÉ " ∈ ("1; "2);
• òÉÓ. 64 �ÒÉ " ∈ ("N−k; "N−k+1), 1 6 k 6 N − 2;
• òÉÓ. 65 �ÒÉ " ∈ ("N ; Æ1);
• òÉÓ. 66 �ÒÉ " ∈ (Æ1; �1);
• òÉÓ. 67 �ÒÉ " ∈ (�1;∞).ðÏÓÌÅ ÍÏÍÅÎÔÁ " = �1 ÏÂÒÁÚÏ×Á×ÛÉÅÓÑ Ä×Å ÓÏÓÔÁ×ÎÙÅ ÌÕÎËÉ, N − 2�ÁÒÙ ÔÒÏÌÌÅÊÂÕÓÏ× É �ÅÎÔÒÁÌØÎÙÊ ×ÏÌÁÎÞÉË �ÒÏÄÏÌÖÁÀÔ Ó×ÏÀ Ü×ÏÌÀ-�ÉÀ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ. ÷ÏÌÁÎÞÉË É ÔÒÏÌÌÅÊÂÕÓÙ ÓÖÉÍÁÀÔÓÑÄÏ ÏÂÝÅÇÏ �ÒÅÄÅÌØÎÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ `(∞), Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÏÇÏ, ËÁË É ÒÁÎØÛÅ,�ÒÅÄÅÌØÎÙÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ 2̀ sin 2̀ = 
os� :õ ×ÅÒÈÎÅÊ ÈÏÒÄÙ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÒÁÓÔÕÝÉÈ ÓÏÓÔÁ×ÎÙÈ ÌÕÎÏË ÏÄÉÎ ËÏÎÅ�ÉÍÅÅÔ ËÏÎÅÞÎÙÊ �ÒÅÄÅÌ: ÌÅ×ÙÊ ËÏÎÅ� �ÒÁ×ÏÊ ÌÕÎËÉ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÚÎÁ-ÞÅÎÉÀ aN−1(∞), ËÏÔÏÒÏÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÒÅÛÅÎÉÅÍ a ÕÒÁ×ÎÅ-ÎÉÑ (8), �Ï�ÁÄÁÀÝÅÇÏ × ÉÎÔÅÒ×ÁÌ ((2N − 72 )�; (2N − 52 )�).7.3. �2k;N−k < � 6 �2(k+1);N−k−1. âÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÓÉÔÕÁ�ÉÀ �ÏÉÎÄÕË�ÉÉ, �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÑ, ÞÔÏ ÄÏ ÍÏÍÅÎÔÁ �k−1(�) Ü×ÏÌÀ�ÉÑ ÕÖÅ ÉÚ×ÅÓÔ-ÎÁ, É Õ ÎÁÓ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ ×ÓÅ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÅ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÔÏÞËÉ, × ÒÅÚÕÌØ-ÔÁÔÅ ÞÅÇÏ ÍÙ �ÏÌÕÞÉÌÉ �ÅÎÔÒÁÌØÎÙÊ ×ÏÌÁÎÞÉË, N − k ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ�ÁÒ ÔÒÏÌÌÅÊÂÕÓÏ× ÎÁÄ ÌÕÎËÁÍÉ, ËÏÒÎÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÙ × ÔÏÞ-ËÁÈ 
±j , 1 6 j 6 N − k, É �ÁÒÕ ÓÌÏÖÎÙÈ ÌÕÎÏË, ×ÏÚÎÉËÛÉÈ × ÍÏÍÅÎÔ�k−1(�). îÏ ÔÅ�ÅÒØ ÜÔÏ { ÎÅ �ÏÓÌÅÄÎÑÑ ÔÏÞËÁ Ü×ÏÌÀ�ÉÉ, ÔÅ�ÅÒØ ÌÅ×ÙÊËÏÎÅ� ×ÅÒÈÎÅÊ ÈÏÒÄÙ (ÅÇÏ �ÅÒ×ÁÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ Ï�ÑÔØ ÂÕÄÅÔ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ-ÓÑ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ a) × ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÍÅÎÔ Æk(�) ÎÁÔÙËÁÅÔÓÑ ÎÁ ÓÏÓÅÄÎÉÊÔÒÏÌÌÅÊÂÕÓ, ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÎÙÊ ÎÁ ÌÕÎËÅ ×ÏËÒÕÇ ÔÏÞËÉ 
N−k. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÆÏÌÉÁ�ÉÀ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÎÕÀ ÎÁ òÉÓ. 68, ÇÄÅ j = k.þÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ ÆÕÎË�ÉÀ Æk, ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ ÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÕÖÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎ-ÎÏÍÕ ÏÂÒÁÚ�Õ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÉÚ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÉf ′(b)b− 2(N − k)� = f ′(a)a− 2(N − k)� ;ÇÄÅ b = a+ 2", ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÎÁ ":" = (a− 2(N − k)�)[(� − a) 
os�+ sina− sin�℄2[(a− 2(N − k)�) 
os�− sin a℄ :
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òÉÓ. 68. æÏÌÉÁ�ÉÑ �ÒÉ Æj < " < �j .óÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ Ó ×ÙÒÁÖÅÎÉÅÍ (6) ÎÅÑ×ÎÏ ÚÁÄÁ�ÅÔ ÆÕÎË�ÉÀa(�), ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÕÀ ÏÔ aN−k+1(∞) ÄÏ (2N−2k+1)�, ËÏÇÄÁ � ÉÚÍÅÎÑÅÔ-ÓÑ ÏÔ �2k;N−k ÄÏ (2N+1)�. ðÏÓÌÅ ÞÅÇÏ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÉÌÉ �ÒÉ×ÅÄ�ÅÎÎÏÅ ×Ù-ÛÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ, ÉÌÉ ÆÏÒÍÕÌÕ (6), �ÏÌÕÞÁÅÍ " ËÁË ÆÕÎË�ÉÀ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ�, ËÏÔÏÒÁÑ É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÓËÏÍÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ Æk(�), ÕÂÙ×ÁÀÝÅÊ ÏÔ ∞ ÄÏk�. æÕÎË�ÉÑ Æk Ñ×ÌÑÅÔÓÑ 2�-�ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ, ÔÏ ÅÓÔØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ×ÚÑÔØÔÕ ÆÕÎË�ÉÀ Æk, ÞÔÏ ÂÙÌÁ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁ �ÒÏÍÅÖÕÔËÅ (�2k; (2k + 1)�),É ÓÄ×ÉÎÕÔØ Å�Å ÎÁ �ÒÏÍÅÖÕÔÏË (�2k;N−k ; (2N + 1)�).åÓÌÉ " > Æk(�), ÔÏ ×�ÌÏÔØ ÄÏ ÍÏÍÅÎÔÁ �k(�) = 12`N−k(Æk(�)) + Æk(�)Õ ÎÁÓ ÅÓÔØ ÏÔËÒÙÔÁÑ ÍÕÌØÔÉÌÕÎËÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔ Ó×ÏÀ Ü×ÏÌÀ-�ÉÀ ËÁË ÒÁÚ × ÍÏÍÅÎÔ " = �k, ËÏÇÄÁ ÎÁÄ ÎÅÊ �ÏÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÌÁÓÔØ ÈÏÒÄ.ïÂÒÁÚÏ×Á×ÛÁÑÓÑ ÓÌÏÖÎÁÑ ÌÕÎËÁ �ÒÏÄÏÌÖÁÅÔ Ó×ÏÊ ÒÏÓÔ, É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏ, ÇÒÁÆ ÆÏÌÉÁ�ÉÉ ÂÕÄÅÔ ÔÁËÉÍ, ËÁË ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÏ ÎÁ òÉÓ. 69, ÇÄÅ ÎÕÖÎÏ�ÏÌÏÖÉÔØ j = k. æÕÎË�ÉÑ �k ÚÁÄÁÎÁ ÎÁ ÔÏÍ ÖÅ ÏÔËÒÙÔÏÍ �ÒÏÍÅÖÕÎËÅ(�2;N−k; (2N + 1)�), ÞÔÏ É Æk, ÏÎÁ ÕÂÙ×ÁÅÔ ÎÁ Î�ÅÍ ÏÔ ∞ ÄÏ (k + 1)�.ðÏÓÌÅ ÍÏÍÅÎÔÁ " = �k ×ÏÚÍÏÖÎÙ Ä×Á Ó�ÅÎÁÒÉÑ: ÜÔÁ ÓÏÓÔÁ×ÎÁÑ ÌÕÎ-ËÁ × �ÒÏ�ÅÓÓÅ ÒÏÓÔÁ ÌÉÂÏ ÎÁÔÁÌËÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ ÔÒÏÌÌÅÊÂÕÓ ÓÌÅ×Á, ÌÉÂÏÎÅÔ. åÓÌÉ � > �2(k+1);N−k−1, ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÔÏÒÏÊ Ó�ÅÎÁÒÉÊ: × ÎÅ-ËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÍÅÎÔ Æk+1 ÒÁÓÔÕÝÁÑ ÓÏÓÔÁ×ÎÁÑ ÌÕÎËÁ ÎÁÔÙËÁÅÔÓÑ ÎÁ ÓÏ-ÓÅÄÎÉÊ ÔÒÏÌÌÅÊÂÕÓ, É ÍÙ �Ï×ÔÏÒÑÅÍ �ÒÏ�ÅÄÕÒÕ, Ï�ÉÓÁÎÎÕÀ × ÄÁÎÎÏÍ�ÏÄ�ÁÒÁÇÒÁÆÅ, ÚÁÍÅÎÉ× k ÎÁ k + 1. åÓÌÉ ÖÅ � 6 �2(k+1);N−k−1, ÔÏ
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òÉÓ. 69. æÏÌÉÁ�ÉÑ �ÒÉ �j < " < Æj+1.ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ �ÅÒ×ÙÊ Ó�ÅÎÁÒÉÊ: Õ ÎÁÓ ÂÏÌØÛÅ ÎÅÔ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÔÏ-ÞÅË Ü×ÏÌÀ�ÉÉ, É ÜÔÁ ÌÕÎËÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÔÁË, ÞÔÏ Å�Å �ÒÁ-×ÙÊ ËÏÎÅ� ÕÈÏÄÉÔ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔØ, Á ÌÅ×ÙÊ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë �ÒÅÄÅÌØÎÏ-ÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ aN−k(∞), ËÏÔÏÒÏÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ ×Ó�Å ÔÏÇÏ ÖÅ ÕÒÁ×ÎÅ-ÎÉÑ (7). åÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÏÇÏ ÒÁÎÅÅ ÓÌÕÞÁÑ N = 2× ÔÏÍ, ÞÔÏ �ÒÉ ËÁÖÄÙÈ N É k ÍÙ ÉÝÅÍ ÒÅÛÅÎÉÅ a × Ó×Ï�ÅÍ �ÒÏÍÅÖÕÔËÅ((2N − 2k − 32 )�; (2N − 2k − 12 )�) (ÓÍ. ÄÅÔÁÌØÎÏÅ ÏÂßÑÓÎÅÎÉÅ × ÎÁÞÁÌÅÜÔÏÇÏ �ÁÒÁÇÒÁÆÁ).ðÒÉ � = �2(k+1);N−k−1 ÒÁÓÔÕÝÁÑ ÓÏÓÔÁ×ÎÁÑ ÌÕÎËÁ ÓÏ�ÒÉËÁÓÁÅÔÓÑ ÓÔÒÏÌÌÅÊÂÕÓÏÍ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ: ×ÅÌÉÞÉÎÁ bN−k−1(∞)= aN−k(∞) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑsinuu− 2(N − k − 1)� = 
os�2(k+1);N−k−1 ;�Ï�ÁÄÁÀÝÉÍ × �ÒÏÍÅÖÕÔÏË ((2N − 2k − 32 )�; (2N − 2k − 1)�).÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ �ÒÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ � Õ ÎÁÓ�ÒÉÓÕÔÓÔ×ÕÀÔ N + 2k ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÔÏÞÅË Ü×ÏÌÀ�ÉÉ:



120 ÷. é. ÷áóàîéî
• �ÒÉ " = "1(�) ÓÁÍÙÊ ÌÅ×ÙÊ É ÓÁÍÙÊ �ÒÁ×ÙÊ ÕÇÏÌËÉ ÎÁÔÁÌ-ËÉ×ÁÀÔÓÑ ÎÁ ÓÏÓÅÄÎÉÅ ÌÕÎËÉ, ÏÂÒÁÚÕÑ Ä×Á ÔÒÏÌÌÅÊÂÕÓÁ: ÌÅ×ÙÊÔÒÏÌÌÅÊÂÕÓ Ó�ÒÁ×Á É �ÒÁ×ÙÊ { ÓÌÅ×Á;
• �ÒÉ " = "j(�) ÕÇÏÌËÉ, ÖÉ×ÕÝÉÅ × �ÒÏÍÅÖÕÔËÁÈ 2(N − j)� <
|u| < 2(N − j + 1)�, ÎÁÔÁÌËÉ×ÁÀÔÓÑ ÎÁ ÓÏÓÅÄÎÉÅ ÌÕÎËÉ, ËÏÒÎÉËÏÔÏÒÙÈ ÓÕÔØ 
±(N−j), É �ÏÒÏÖÄÁÀÔ �ÁÒÕ ÔÒÏÌÌÅÊÂÕÓÏ×; 2 6j 6 (N − 1);

• �ÒÉ " = "N(�) Ä×Á ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ ÕÇÏÌËÁ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÓÏ�ÒÉËÁ-ÓÁÀÔÓÑ Ó �ÅÎÔÒÁÌØÎÏÊ ÌÕÎËÏÊ, ÏÂÒÁÚÕÑ ×ÏÌÁÎÞÉË;
• �ÒÉ " = Æ1(�) ÓÁÍÁÑ ÌÅ×ÁÑ É ÓÁÍÁÑ �ÒÁ×ÁÑ ÌÕÎËÉ ÄÏÇÏÎÑÀÔ ÓÏ-ÓÅÄÎÉÅ ÔÒÏÌÌÅÊÂÕÓÙ, �ÒÅÏÂÒÁÚÕÑ ÉÈ × ÍÕÌØÔÉÌÕÎËÉ;
• �ÒÉ " = �1(�) ÜÔÉ Ä×Å ÍÕÌØÔÉÌÕÎËÉ ÚÁ×ÅÒÛÁÀÔ Ó×ÏÀ Ü×ÏÌÀ�ÉÀ,�ÏÒÏÖÄÁÑ Ä×Å ÓÏÓÔÁ×ÎÙÅ ÌÕÎËÉ;
• �ÒÉ " = Æj(�) Ä×Å (ÌÅ×ÁÑ É �ÒÁ×ÁÑ) ÓÏÓÔÁ×ÎÙÅ ÌÕÎËÉ ÄÏÇÏÎÑÀÔÓÏÓÅÄÎÉÅ ÔÒÏÌÌÅÊÂÕÓÙ, �ÒÅÏÂÒÁÚÕÑ ÉÈ × ÍÕÌØÔÉÌÕÎËÉ;
• �ÒÉ " = �j(�) ÜÔÉ Ä×Å ÍÕÌØÔÉÌÕÎËÉ ÚÁ×ÅÒÛÁÀÔ Ó×ÏÀ Ü×ÏÌÀ�ÉÀ,�ÏÒÏÖÄÁÑ Ä×Å ÓÏÓÔÁ×ÎÙÅ ÌÕÎËÉ, 2 6 j 6 k.÷ �ÒÏÍÅÖÕÔËÁÈ ÆÏÌÉÁ�ÉÑ Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÇÒÁÆÁÍÉ:
• òÉÓ. 61 �ÒÉ " ∈ (0; "1);
• òÉÓ. 63 �ÒÉ " ∈ ("1; "2);
• òÉÓ. 64 �ÒÉ " ∈ ("N−k; "N−k+1), 1 6 k 6 N − 2;
• òÉÓ. 65 �ÒÉ " ∈ ("N ; Æ1);
• òÉÓ. 66 �ÒÉ " ∈ (Æ1; �1);
• òÉÓ. 67 �ÒÉ " ∈ (�1; Æ2);
• òÉÓ. 68 �ÒÉ " ∈ (Æj ; �j), 2 6 j 6 k;
• òÉÓ. 69 �ÒÉ " ∈ (�j ; Æj+1), 2 6 j 6 k − 1, É �ÒÉ " ∈ (�k ;∞).éÔÁË, �ÏÓÌÅ ÍÏÍÅÎÔÁ " = �k ÏÂÒÁÚÏ×Á×ÛÉÅÓÑ Ä×Å ÓÏÓÔÁ×ÎÙÅ ÌÕÎËÉ,N − k �ÁÒ ÔÒÏÌÌÅÊÂÕÓÏ× É �ÅÎÔÒÁÌØÎÙÊ ×ÏÌÁÎÞÉË �ÒÏÄÏÌÖÁÀÔ Ó×ÏÀÜ×ÏÌÀ�ÉÀ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ. ÷ÏÌÁÎÞÉË É ÔÒÏÌÌÅÊÂÕÓÙ ÓÖÉ-ÍÁÀÔÓÑ ÄÏ ÏÂÝÅÇÏ �ÒÅÄÅÌØÎÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ `(∞), Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÏÇÏ, ËÁË ÉÒÁÎØÛÅ, �ÒÅÄÅÌØÎÙÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ2̀ sin 2̀ = 
os� :õ ×ÅÒÈÎÅÊ ÈÏÒÄÙ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÒÁÓÔÕÝÉÈ ÓÏÓÔÁ×ÎÙÈ ÌÕÎÏË ÏÄÉÎ ËÏÎÅ�ÉÍÅÅÔ ËÏÎÅÞÎÙÊ �ÒÅÄÅÌ: ÌÅ×ÙÊ ËÏÎÅ� �ÒÁ×ÏÊ ÌÕÎËÉ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÚÎÁ-ÞÅÎÉÀ aN−k(∞), ËÏÔÏÒÏÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÒÅÛÅÎÉÅÍ a ÕÒÁ×ÎÅ-ÎÉÑ (8) ÉÚ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ ((2N − 2k − 32 )�; (2N − 2k − 12 )�).



ðòéíåò ðïó�òïåîéñ æõîëãéé âåììíáîá 1217.4. �2N < � < (2N + 1)�. åÓÌÉ � > �2N , ÔÏ Õ ÎÁÓ �ÒÉÓÕÔÓÔ×ÕÀÔ ×ÓÅÜÔÁ�Ù Ü×ÏÌÀ�ÉÉ, Ï�ÉÓÁÎÎÙÅ × �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍ �ÏÄ�ÁÒÁÇÒÁÆÅ. îÏ ÔÅ�ÅÒØ�ÏÓÌÅ ÍÏÍÅÎÔÁ " = �N−1 ÓÏÓÔÁ×ÎÁÑ ÌÕÎËÁ × ÎÅËÉÊ ÍÏÍÅÎÔ " = ÆN (�)ÓÏ�ÒÉËÁÓÁÅÔÓÑ Ó �ÅÎÔÒÁÌØÎÙÍ ×ÏÌÁÎÞÉËÏÍ. ÷ ÜÔÏÔ ÖÅ ÓÁÍÙÊ ÍÏÍÅÎÔ×ÔÏÒÁÑ ÓÏÓÔÁ×ÎÁÑ ÌÕÎËÁ ÓÏ�ÒÉËÁÓÁÅÔÓÑ Ó ×ÏÌÁÎÞÉËÏÍ Ó ÌÅ×ÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ,É �ÏÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÕÌØÔÉÌÕÎËÁ, × ÏÓÎÏ×Å ËÏÔÏÒÏÊ ÌÅÖÁÔ �ÅÎÔÒÁÌØÎÁÑ ÌÕÎËÁÉ ÏÂÅ ÓÏÓÔÁ×ÎÙÅ ÌÕÎËÉ (ÓÍ. òÉÓ. 70).

òÉÓ. 70. æÏÌÉÁ�ÉÑ �ÒÉ ÆN < " < �0.þÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ ÆÕÎË�ÉÀ ÆN (�), ÎÁÍ ÎÁÄÏ ÒÅÛÉÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅF0R( 12`0("); `0("); ") + F1La( 12 `0("); 2"; ") = 0 ;ÇÄÅ ÆÕÎË�ÉÑ F1La Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (9), Á ÆÕÎË�ÉÑ a = a(") Ñ×ÌÑÅÔ-ÓÑ ËÏÒÎÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (6). îÏ ÔÅ�ÅÒØ ÎÁÍ ÎÕÖÅÎ ÓÁÍÙÊ ÌÅ×ÙÊ ËÏÒÅÎØ ÉÚ�ÒÏÍÅÖÕÔËÁ ( 12�; 32�). �ÁËÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ " É ÅÓÔØ �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÚÎÁÞÅÎÉÅÆÕÎË�ÉÉ ÆN(�) ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (�2N ; (2N + 1)�). üÔÁ ÆÕÎË�ÉÑ ÕÂÙ×ÁÅÔÏÔ ∞ ÄÏ N�.ðÒÉ " > ÆN Ü×ÏÌÀ�ÉÑ ÕÖÅ ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ �ÒÏÓÔÏÊ: Õ ÎÁÓ ÅÓÔØ ÍÕÌØ-ÔÉÌÕÎËÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔ Ó×ÏÀ Ü×ÏÌÀ�ÉÀ × ÍÏÍÅÎÔ " = �0(�) =



122 ÷. é. ÷áóàîéîb0(ÆN (�)) + 2ÆN (�), �ÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÎÁÄ ÎÅÊ �ÏÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÌÁÓÔØ ÈÏÒÄ É ÜÔÁÏÂßÅÄÉÎÉ×ÛÁÑ ×Ó�Å ÓÏÓÔÁ×ÎÁÑ ÌÕÎËÁ �ÒÏÄÏÌÖÁÅÔ Ó×ÏÊ ÒÏÓÔ ÄÏ ÂÅÓËÏÎÅÞ-ÎÏÓÔÉ (ÓÍ. òÉÓ. 71).

òÉÓ. 71. æÏÌÉÁ�ÉÑ �ÒÉ " > �0.æÕÎË�ÉÑ �0(�) ÚÁÄÁÎÁ ÎÁ �ÒÏÍÅÖÕÔËÅ (�2N ; (2N+1)�℄, ÇÄÅ ÏÎÁ ÕÂÙ-×ÁÅÔ ÏÔ ∞ ÄÏ �0((2N + 1)�) = (2N + 1)�.÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ �ÒÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ � Õ ÎÁÓ 3NËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÔÏÞÅË Ü×ÏÌÀ�ÉÉ:
• �ÒÉ " = "1(�) ÓÁÍÙÊ ÌÅ×ÙÊ É ÓÁÍÙÊ �ÒÁ×ÙÊ ÕÇÏÌËÉ ÎÁÔÁÌ-ËÉ×ÁÀÔÓÑ ÎÁ ÓÏÓÅÄÎÉÅ ÌÕÎËÉ, ÏÂÒÁÚÕÑ Ä×Á ÔÒÏÌÌÅÊÂÕÓÁ: ÌÅ×ÙÊÔÒÏÌÌÅÊÂÕÓ Ó�ÒÁ×Á É �ÒÁ×ÙÊ { ÓÌÅ×Á;
• �ÒÉ " = "j(�) ÕÇÏÌËÉ, ÖÉ×ÕÝÉÅ × �ÒÏÍÅÖÕÔËÁÈ 2(N − j)� <
|u| < 2(N − j + 1)�, ÎÁÔÁÌËÉ×ÁÀÔÓÑ ÎÁ ÓÏÓÅÄÎÉÅ ÌÕÎËÉ, ËÏÒÎÉ
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±(N−j), É �ÏÒÏÖÄÁÀÔ �ÁÒÕ ÔÒÏÌÌÅÊÂÕÓÏ×; 2 6j 6 (N − 1);
• �ÒÉ " = "N(�) Ä×Á ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ ÕÇÏÌËÁ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÓÏ�ÒÉËÁ-ÓÁÀÔÓÑ Ó �ÅÎÔÒÁÌØÎÏÊ ÌÕÎËÏÊ, ÏÂÒÁÚÕÑ ×ÏÌÁÎÞÉË;
• �ÒÉ " = Æ1(�) ÓÁÍÁÑ ÌÅ×ÁÑ É ÓÁÍÁÑ �ÒÁ×ÁÑ ÌÕÎËÉ ÄÏÇÏÎÑÀÔ ÓÏ-ÓÅÄÎÉÅ ÔÒÏÌÌÅÊÂÕÓÙ, �ÒÅÏÂÒÁÚÕÑ ÉÈ × ÍÕÌØÔÉÌÕÎËÉ;
• �ÒÉ " = �1(�) ÜÔÉ Ä×Å ÍÕÌØÔÉÌÕÎËÉ ÚÁ×ÅÒÛÁÀÔ Ó×ÏÀ Ü×ÏÌÀ�ÉÀ,�ÏÒÏÖÄÁÑ Ä×Å ÓÏÓÔÁ×ÎÙÅ ÌÕÎËÉ;
• �ÒÉ " = Æj(�) Ä×Å (ÌÅ×ÁÑ É �ÒÁ×ÁÑ) ÓÏÓÔÁ×ÎÙÅ ÌÕÎËÉ ÄÏÇÏÎÑÀÔÓÏÓÅÄÎÉÅ ÔÒÏÌÌÅÊÂÕÓÙ, �ÒÅÏÂÒÁÚÕÑ ÉÈ × ÍÕÌØÔÉÌÕÎËÉ;
• �ÒÉ " = �j(�) ÜÔÉ Ä×Å ÍÕÌØÔÉÌÕÎËÉ ÚÁ×ÅÒÛÁÀÔ Ó×ÏÀ Ü×ÏÌÀ�ÉÀ,�ÏÒÏÖÄÁÑ Ä×Å ÓÏÓÔÁ×ÎÙÅ ÌÕÎËÉ, 2 6 j 6 N − 1;
• �ÒÉ " = ÆN (�) Ä×Å ÏÓÔÁ×ÛÉÅÓÑ ÓÏÓÔÁ×ÎÙÅ ÌÕÎËÉ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÓÏ�ÒÉËÁÓÁÀÔÓÑ Ó �ÅÎÔÒÁÌØÎÙÍ ×ÏÌÁÎÞÉËÏÍ, �ÒÅÏÂÒÁÚÕÑ ÅÇÏ ×ÍÕÌØÔÉÌÕÎËÕ;
• �ÒÉ " = �0(�) ÜÔÁ ÍÕÌØÔÉÌÕÎËÁ ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔ Ó×ÏÀ Ü×ÏÌÀ�ÉÀ, �Ï-ÒÏÖÄÁÑ ÏÄÎÕ ÏÂÝÕÀ ÓÏÓÔÁ×ÎÕÀ ÌÕÎËÕ.÷ �ÒÏÍÅÖÕÔËÁÈ ÆÏÌÉÁ�ÉÑ Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÇÒÁÆÁÍÉ:
• òÉÓ. 61 �ÒÉ " ∈ (0; "1);
• òÉÓ. 63 �ÒÉ " ∈ ("1; "2);
• òÉÓ. 64 �ÒÉ " ∈ ("N−k; "N−k+1), 1 6 k 6 N − 2;
• òÉÓ. 65 �ÒÉ " ∈ ("N ; Æ1);
• òÉÓ. 66 �ÒÉ " ∈ (Æ1; �1);
• òÉÓ. 67 �ÒÉ " ∈ (�1; Æ2);
• òÉÓ. 68 �ÒÉ " ∈ (Æj ; �j), 2 6 j 6 N − 1;
• òÉÓ. 69 �ÒÉ " ∈ (�j ; Æj+1), 2 6 j 6 N − 1;
• òÉÓ. 70 �ÒÉ " ∈ (ÆN ; �0);
• òÉÓ. 71 �ÒÉ " ∈ (�0;∞).7.5. � = (2N + 1)�. �ÁË ÖÅ, ËÁË É × ÓÌÕÞÁÑÈ � = 3� É � = 5�, Ü×Ï-ÌÀ�ÉÑ Õ ÎÁÓ ÉÍÅÅÔ ÌÉÛØ Ä×Å ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÔÏÞËÉ �ÒÉ � = (2N + 1)�.üÔÏ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÂÌÁÇÏÄÁÒÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÓÔÏÌËÎÏ×ÅÎÉÑÍ× ÜÔÏÔ ÍÏÍÅÎÔ "1 = "2 = : : : = "N = Æ1 = �, ÎÏ É ÉÚ-ÚÁ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÉÓÞÅÚÁÀÔ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÔÏÞËÉ �k−1 = Æk = k�, 2 6 k 6 N (�Ï ÜÔÏÊ �ÒÉ-ÞÉÎÅ ÍÙ É ÎÅ Ï�ÒÅÄÅÌÑÌÉ ÜÔÉ ÆÕÎË�ÉÉ × ÔÏÞËÅ � = (2N + 1)�). éÔÁË,ÏÓÔÁ�ÅÔÓÑ ÅÝ�Å ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÁ ÔÏÞËÁ, Á ÉÍÅÎÎÏ, �0((2N +1)�) = (2N +1)�,ËÏÇÄÁ ÍÕÌØÔÉÌÕÎËÁ ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔ Ó×ÏÀ Ü×ÏÌÀ�ÉÀ.



124 ÷. é. ÷áóàîéî
• �ÒÉ " = � ×ÓÅ 2N +1 ÌÕÎËÉ ÓÔÁÌËÉ×ÁÀÔÓÑ, ÏÂßÅÄÉÎÑÑ 2N ÕÇÏÌ-ËÏ× ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ × ÏÂÝÕÀ ÍÕÌØÔÉÌÕÎËÕ;
• �ÒÉ " = (2N + 1)� ÍÕÌØÔÉÌÕÎËÁ ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔ Ó×ÏÀ Ü×ÏÌÀ�ÉÀ,�ÏÒÏÖÄÁÑ ÓÏÓÔÁ×ÎÕÀ ÌÕÎËÕ.÷ �ÒÏÍÅÖÕÔËÁÈ ÆÏÌÉÁ�ÉÑ Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÇÒÁÆÁÍÉ:
• òÉÓ. 61 �ÒÉ " ∈ (0; �);
• òÉÓ. 72 �ÒÉ " ∈ (�; (2N + 1)�);
• òÉÓ. 73 �ÒÉ " ∈ ((2N + 1)�;∞).

òÉÓ. 72. æÏÌÉÁ�ÉÑ �ÒÉ � < " < (2N + 1)�.
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