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�∈Ẑ�

��������� ��&D�

E#"	���# ��&C�� /�# �##�!����!���

���� �
∑

�∈Ẑ�
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�∈Ẑ������ �

�����

�

B
�Æ� % Æ−��� � � ��∗��
���

√
��

 �# ���
����

� ���(���� �� ��������
&



�1).-/2,)�, 3/)45�6 ��7

L	
 �#������	���!� !������ "����� �R� � �RR� ��+�# ���(��� �#!�,
����� ����#! ����
�� � ���

��
�∗
���

���	Æ���
���& L	
 #����� #$���� ���!#"#

�#�� ��+�# ���#	��#!��� ����!����!#

������
��� �
∑

�∈U���
.�

(
&�����∗

���
� �� % Æ�	��� ��

)
�

"�� �	�"����� #����!�
��
 ��� �#�#3� ����!����! "����#!��#"# ����
�	
 !��#
��#���- �#	�$�� ��	#����-� �	
 	
�#"# Æ � � � ���#"#
# → ∞� (�# # OPQ� (

�
� � !��� ��#����#(�# # � � !���


 �# ���
������

.��&
�
����∗

���
� # � � dQU�−# ��B�� % Æ��� �C&���

��& �B� ����	#+���� K&� ���	#!�
 ����	#+���
 !��#	���� ��� �C&����&
_��(���� #$���� !�#�#"# �#�� ���������
 �� #������ ��������(�,
��#"# #+�����
 ����������

R?S
�∈��

�������
 ����&����∗

���
� � '������

��& �B� D&K & *������ "������ �RRR� �#	�(�
��
 ���	#"�(�#& �

_� ��#���� C&� �	������ (�# ��∗��
�� 
!	

��
 �#(���� �����(������

��������� ! ���������!���#- ����(� ��� ��	#!��� (�# �C&��� !��#	,
���#& H��#����� (�# /�� �����(����� ������� �##�!����!�
� ���,
��(����� �������� ��∗��
� #�����	����� �##��#$���
�� �B&D�� �B&F� �	

������#!���#"# ���!����#"#� 
 � �!�	�(����� � ! - ���&

'����#���� ������ �	�(�- �#����#(�# �#	�$�� �� � �����#

��

 �# ���
��� � /�	
��� ����

(�# /�!�!�	����#

��∗��
�� � /��∗∗��
���� �C&�B�

:�$��,� .
&

�R� ����� �∗∗��
���

�
��
� �� ����� ��F�

��
����
��→�� ���� XRO @TU ���
��
∗∗
��
��� ��

�RR� ��������#�� �C&�B�� ����� ��
������� ����� ��������� 0 � ��
��� ��F�

��
����
�� → �� ���� XRO R?S ���
��
∗∗
��
�� � 0� ��� $��� �������

�������� ����	��� ����� ���
��
∗���	Æ���
��� ��� ��������� Æ � ��

��� (∗ � (��∗∗��
����



��8 (� �� �)*+�,- � �� .� +/+0�).

;$1�"����%��8$ ���	#"�(�# �#������	���!� ��#���� C&�� �# ��,
��#	��# ��#3�� ���!���� � �D & L	
 �#������	���!� ��+��� "����� ���,
��#���� ����#���� ��������	���


�
�� �
�

5�U
���
∑

�∈U���
Æ�� �

"�� �� ∈ Z�
������ �# ���� 	� � 1̂� ! �B&��& L	
 �#������	���!� !���,

��� "����� ���#	���
��
 ��"����#!���� ����!����!� �	
 !��#
��#,
���- �#	�$�� ��	#����- ���& �D� 	���� D&� �&

_� ��#���� C&B �	������ (�# �∗∗��
�� 
!	

��
 �����(������ �����,

���� ! ���������!���#- ����(� ��� ��	#!�� �C&�B� � �∗∗��
�
�
�
��
 � �&

.#�������
 ��#���� C&�� C&B� �� �#	�(��� �����(����� �������

�
�����
�� � OPQ
(
��∗��
��� OR?��∗∗��
��� ��

�
��
�

−��
)
�

'����#���� ������ ! ��(���!� �	��������!� 
�	
� & ����� (�∗� �

(���∗������� "�� !�	�(��� ��∗����� #�����	
���
 �� �##��#$���
� '�������∗������∼
	��� ��& \��	#"�(�# �C&D�� �#	#+�� # ������ � ����∗�����&

:�$��,� .
.
 ����� OR?����
 ��∗�������
∗∗
����� → ∞� �����

�R� ��F�	
��
 ����� → �� ���� XRO @TU OR?����
 '�����������	��� �� � ��

�RR� ��F�	
��
 ����� → �� ���� XRO R?S OR?����
 '�����������	��� �� � �� ���

$��� �������������� ����	��� �����

�� � ��������� �
�

��
�∗
�

����������	Æ�

��� ��������� Æ � ��
�RRR� ����� !���"�� ��


 ��� 
����� �������� ������������ # ���
���

����� ��F�	
��
 ����
��→ �� ���� XRO R?S OR?����
 �������∗����� � �� ��� $���

�������������� ����	��� ����� ���
����	�

�����

���	Æ���
���� ��� �������

���� ������ Æ � ��

;$1�"����%��8$& H�+��� "������ �	���
� �� ��#���� C&�& L	

�#	�(���
 !������ "����� �#����#(�# ���(��� �#!������ #$���� ���,
!#"# �#�� ����#! ��& _����

����� �

∑

���

∑

�∈U���
.��&

�
����∗

�
� 	��� ���� % Æ���



�1).-/2,)�, 3/)45�6 ��9

_��#	���
 ���	#"�(��� �C&��� ����!����!� "����#!��#"# ���� �	
 !�,
�#
��#���- �#	�$�� ��	#����-� ����� �	
 ���#�#��� Æ� � �� 2 � �� B�

����� �

∑

���

(
�

�

)−Æ�
�


∑

���

dQU�−Æ�� X>a������ → �� ��	� � � !����

'����#���� ������ �	��������!� 
�& * /�#� �	�(�� �� ���� �#	�,
�# !������ "������& �����#	#+�� ���(�	�� (�#

	
��� �� � !��
�#��
�����

(�# /�!�!�	����#

�∗��
�� � �∗∗��
��� �C&�C�

:�$��,� .
0
 ����� ��������� �C&�C�� ����� ��F��
����
�� → ��
���� XRO R?S '����� ���	��� �� � �� ��� $��� �������������� ����	��

�� ����� ����
∗
���

���	Æ���
���� ��� ���������� ������ Æ � �� �����

�
��� �������� 
����� ����	
���� !���"��� ������������ #��
���
����� ��F��
����
�� → �� ���� XRO R?S ���
��

∗
��
�� � �� ������������ ���

��� ������	��������	Æ���
���
� ��� ���������� ������ Æ � ��

;$1�"����%��8$ ���	#"�(�# �#������	���!� !������ "����� ��#,
���� C&�&

'����#���� ������ �	�(�- �#����#(�# �#	�$�� �� � �����#

�
�#��
��� � /�	
��� ����

(�# /�!�!�	����#

�∗��
�� � /��∗∗��
���� �C&�D�

:�$��,� .
<
 ��������#�� �C&�D�� ����� ��
������� ����� ������

����� 0 � �� ��� ��F��
����
�� → �� ���� XRO R?S ���
��
∗∗
��
�� � 0� ���

$��� �������������� ����	��� ����� ����
∗����
���� ��� �������

���� $ � �� ��� (∗ � (��∗∗��
����

;$1�"����%��8$ ���	#"�(�# �#������	���!� !������ "����� ��#,
���� C&B&

.#�������
 ��#���� C&D � C&F� �� �#	�(��� ���	�(��#��� �	

���
 � �
����
��� "��

�
����
�� � OPQ��∗��
��� �
∗∗
��
����



��: (� �� �)*+�,- � �� .� +/+0�).

H��#��� �����#���� �	��������!� 
	
� & ����� (∗

� � (��∗������� "��

�∗����� ���#����
 �� �##��#$���
� '�����∗������ ∼ 	��� ��& �#	#+�� #����� �

���∗�����&

:�$��,� .
=
 ����� OR?
����


�∗�������
∗∗
����� → ∞� ����� ��F	

��
����� → ��

���� XRO R?S OR?����
 '��������	��� �� � �� ��� $��� ��������������

����	��� ����� ��������� ���
∗
���

����������	Æ� ��� ��������� Æ � ��

;$1�"����%��8$ ���	#"�(�# �#������	���!� !������ "����� ��#,
���� C&C&

��,�-���� .
!
 )� �� ���!#��� ����� #�3�� ��+��� "������ �	

�	��������! 
�� 


	
� & W���# /�� ��+��� "������ �	���
� �� ��+���

"����� �	
 �	��������! 
�
� � 


�	
� � !	#+���- ��&���� ��&�B� � ����!����!

��&�C�� ��&�D�& * (����#���� ��	� '��
���� ∼ '���
���� ��� �� � ��∗��
� �#

/�� ��+��� "������ 
!	

��
 �#(����& [�# �	����� �� ��

 ��� ∼

�
���� � → ∞& )� ����� /�# ���#	��#!��� �	
 �#�#	�!���� $��#!&
H��#�#��� �#�#	����	���� ��+��� "������ �	
 �#�#	�!���� $��#!
����� ���!����� ! �����	� D&C&

§�� ���������� ���

������ � ����
������ �����

H��#���� -��� �� �
√
	��� ��� ]� � �-��� ��� �∗∗��
�� � �	��� ��& _�

�B&���� �B&�B�� �B&�C�� �B&�G� � �C&C� �	������ (�#

�∗��
�� ∼ �∗���
�� ∼ +��� ��]� 
���
�	
� ��� ������#!���#� �I �D&��

�∗��
�� ∼ �∗���
�� ∼ +����−���]� 
���
�	
� ��� �→ ∞� � � !�X>a�]�−����
�D&B�

[�� �����(����� ������� �##�!����!�
� �����(����� ��������
�∗��
� ��∗��
 ! �#��� �B&�B�� �!�	�(����� ! -
���
�	
���� �� ���& _���� ���,
+�

�∗��
�� � �∗���
�� � �−��� ��� � � X>a�]�−���
�

�∗���
�� � ,��
−��� �� �
�� ��� � � �� X>a�]�−��� �D&C�

�∗��
�� ∼
(

X>a��� − X>a X>a�]�−��
�G�� X>a�]�−��

)���

�D&D�

��� �� X>a�]�−��� X>a��� � !�X>a�]�−����



�1).-/2,)�, 3/)45�6 ��;

'����#���� �	��������!� 
�
� & H��#���� (�#� ��	� � � �
��� �#

Z�
��
����� � ∅ � ��Z�

��
������ � �& .�#�� �#"#� ��	� �� � OR?��∗∗��
��� �
����
�# ��Z�

��
������� → �& E	��#!���	��#� ��� ���������� �	�(�-

�∗∗��
�� � �
���

(�# /�!�!�	����#
����-���� �� � ,��

−�� �D&F�

�#��#	��� ! ��#��!�#� �	�(�� �
�� 
!	

��
 �#(���� �����(������
���������& ��� �D&F� �#	�(��� �#(��� �����(����� ������� �� ��#,
��� C&�YC&C& * (����#���� ��� ������#!���#� � ������

�
��
���� �

{
��∗��
�� ��� �−
����	
� � 	��� ���

�∗∗��
�� ��� �−
����	
� � /�	��� ����

E##�!����!�
3�� �����(����� ������� �#+�# �#	�(��� � �	
 
�	
� &

L	
 
�� ����� ���	�(��#��� �� ��#��� C&D� C&F� ��� ���
 � �
����
�� �

OPQ��∗��
��� �
∗∗
��
���& .�#�� �#"#� � ��� ���� ��	#!�� ���	�(��#���

XRO R?S ���
��
∗
��
�� � � �	
 �	�(�
 �∗��
�� � �∗∗��
��&

H�+� �� �#��+��� (�# /�� ������� 
!	

��
 �	
 
� �#(����&
E##�!����!�
3�� �����(����� ������� �� �#	�(�� � �	
 
	

� � �#
���-��- ����� ��� �
 X>a�]�−��&

0
!
 ��1���$8���$� �
 ����� � � � ������#!��#& �����#	#+���

�C&F� � �D&F� ����!��	�!�� ��	� !��#	���#

�∗∗��
�� � ]� �

√
X>a��� � �

√
X>a��� → � ���� ������#!���#� ��� �D&G�

8��+� �C&��� !��#	���#� ��	� ����!��	�!# �##��#$����

���X>a�����	���
 � !���� �D&K�

�#�#�#� !	�(�� �D&G�& 0������� (�# �C&�B� ����!��	�!# ���

XRO R?S ���X>a�����	���
 � �� �D&M�

e(���!�
 ����(���� C&�� �� �#	�(��� �� ��#���� C&� �	���
3��
����	����� �	
 �#�#	�!���� $��#!& ��� !��#	����� �D&K� ����-��!#

�∗��
�� � ���� ����
 X>a�������
�	
� �D&V�


!	
���
 ����-��!#� �#(��� �����(����� ������#! �	
 �	��������!

�
� � 
�& J�	� �D&K� �� !��#	�
���
� �# �� �#	�(��� �����(�����

�������

�
����
�� � OPQ��∗��
��� �
√

X>a���� �D&���



��� (� �� �)*+�,- � �� .� +/+0�).

�	
 
�
� � �	
 
�&

L	
 
�	 � �	
 
	 ����-��!# {�∗������ � � � � �}� #�����	���#� !

�D&V�� 
!	
���
 ����-��!#� �#(��� ������!��� �����(����� ������#!
��� !��#	����� ��	#!�


OPQ
����


���X>a�����	���� � ���X>a�����	�� � !���� �D&���

J�	� �D&��� �� !��#	���#� �#"�� ����-��!# {�
�������� � � � � �}� #�����,

	���#� ! �D&���� ���+� 
!	
���
 ����-��!#� ������!��� �����(�����
������#! �	
 
�	 � �	
 
	&

8���� #����#�� �	
 ��� ��� ������� ��� ������#!���� 
� ��#,
��! �	��������! 
�

� � 
�& .�#�� �#"#� �� �� ���
�� ! �#�
��� ���
��������� �# �&

0
&
 ��
-�> �→ ∞� X>a X>a��� � !���
 �����

�→ ∞� X>a X>a��� � !���� � � !���� �D&�B�

H��#����
� (�# ]� � �-��� ��� -
��� �� ∼ B� X>a������ ����(���� (�# !
��	#!�
� �D&�B�

X>a�]�−���� � X>a��−����% !���� -
���
�	
���� �� → �� �D&�C�

)� �#	+�� �����#	�"���� (�#

X>a��� � !�X>a��−���� �	
 
�� 

	
� � �D&�D�

��� ��� ����$�#� #�����+���� ��!#��#+�# ��� /�#"# �����#	#+���

��+� ��� ��!����#� 
 ���& �F� ��#���� M�B� �&

����� � � !�X>a�]�−��� �/�# �# +� ���#�� (�# � � !�X>a��−���� ! ��	�
�D&�C��& 8#"�� �� �D&B�� �D&�C� �#	�(��

�∗��
�� ∼ ��∗��
�� ∼ �∗��
�

"�� �∗��
 #�����	
���
 �##��#$����� �B&�B�& 8��#!� �#(��� �����(�,

���� ������� ! �	�(�
� 
�
� � 
�&

J�	� � � X>a��−��� �# �∗��
�� � ��∗��
�� � �−��� → �& �����

�� X>a��−��� �D&�F�

8#"�� ��∗��
�� � ,��
−���� � /�# �����(����� ������� �	
 
�

� & L	
 
�

!!���� �#	�� ��	��#� �����#	#+����� (�� �D&�B��

�→ ∞� X>a X>a��� � !�X>a����� � � !���� �D&�G�



�1).-/2,)�, 3/)45�6 ���

��� !��#	����� �D&�D�� �D&�F�� �D&�G� �����

X>a�]�−�� ∼ X>a��−��� X>a X>a�]�−�� � X>a X>a��−�� % !����

�� (�"# �	������ (�# �∗��
�� ∼ �∗��
 ���
� !�� �B&�F�� � ����!��	�!# �##�,

�#$���� �∗��
�� → �& [�# #���(���� (�# �∗��
 !��� �B&�F� 
!	

��
 �#(��,

�� �����(������ ��������� �	
 
� ��� !��#	����� ��	#!�- �D&�F��
�D&�G�&

\��	#"�(��� ����	����� ����!��	�!� ���+� �	
 
�	
� � 
	

� &

0
.
 ��%�������8� 
� *�� X>a��� � /�X>a X>a����� � � X>a�]�−��3
��#��� �����72


���)�$#���� 0
!
 &��������� ������������ 
� ��� ��
��������

����� ��� X>a��� � /�X>a X>a����� � � X>a�]�−��� X>a��� � !�X>a�]�−����
����� �∗��
�� ��������	��� ����#����� �B&�F� � '������ � �� ]�� %���

XRO @TU ���
��
∗
��
�� � �� �� ��F��
����
�� → ��

����	#+���� D&� ! �#�������� � !������� "�������� �� ��#��,
�� C&D #���(���� (�# !�	�(��� �∗��
��� #�����	����� !���+����� �B&�F�
� �����#- � �� ]�� 
!	

��
 �#(���� �����(������ ��������� ! ���,
������!���#� �	�(��&

§�� ���
������� ��������
����� ����
������ ���

����� ��	#(��	���#� ����-��!# 
�# � � 
��# � #�����	��# �##��#,
$����� 
�# � � �# ����B��−� � "�� # � �−���
 & L	
 
 ∈ U
�� �����#����
��#+���!# M��
� ⊂ Z��

M��
� �
{
� ∈ Z� � �� ∈ {��±�}�

�∑

���

|�� | � 
� �� � � ��� � �∈ 

}
�

_���� �	
 
 � � � 5�M��
�� � �& J�	� 
 � �� �#

5�M��
���B�
(
�




)
�
�3
�
��

M���
� ∩M���
��M��∩���
��

�F&��

����� � � 5�
� ∩ 
��& J�	� � � 
 � �#

5�M��∩���
�� � B�
(
�




)
� 3��
�� �F&B�



��� (� �� �)*+�,- � �� .� +/+0�).

� ��� � � 
 ����� 3��
� � �& 8��+� ��� � �B����
� � # � �	
 	
�#"#
� ∈ M��
�&

*!���� !��#
��#����
 ����

� �
�

4

∑

�∈U���
��� 4 �

(
�

�

)
�

"�� ������ �
∏
�∈Z�

������� Y �������
 �� ��#�������!� �#/��������#!
7���� !��#
��#����
 ���� �	���
3�"# !���

�� �

{
Æ�� � �∈ M��
��

�Æ−� % Æ���B� � ∈ M��
��
� � �� �

���
√
3
�
�

�

�#�#��
 �##�!����!��� �	�(�-�#- ������� ���� � �
∑

�∈M����

5������ �

����!������� #�����#!# ��������	������ �	�(�-���� !�	�(�����
'��������� 5�& �#��#	��� � ��,!��#
��#���
 �
∑

�

��� � ��3
�
� � ����
�
∑

�

��� �
�
� � �B����
���3
�
� � # �����
 � ��

�#	�(���� (�# ���F���� � �&
*!���� !�	�(���

'���
� �
�
3
�
�

B�

�

�
��

B�
3
�
�

� ��

��3
�
��−��

0������� (�# ��� XRO @TU ���
��
∗
��
�� � � �����

'���
� � !�	���� ����

L�-��!���	��#� #�#���(�� 
∗ � 
�#��
���� #��
�� � ���∗��
��& 8�� ���

X>a�3
�
�� ∼ 
 X>a���
�� �#"�� 
 → ∞� 
 � !��� � � � X>a�]�−���
�#+�# !������ (�# �##��#$���� '���


∗� � 	���� �� #���(���� (�# 
∗ ∼
D X>a�]�−��� X>a��� X>a�]�−���� (�# �##�!����!��� ���
 ∼ �∗��
��& E##��#$�,

��
 XRO @TU ���
��
∗
��
�� � � �##�!����!��� XRO R?S 
�
∗ � �& 7�����


���
� � �

��3
�
� !#�������� � �����# ���
���
 #��#����	��#

 → ∞� 
 � !���� �� (�"# � �	����� ���������!���#� �##��#$����&

4��#$���� ���!�#�#�#��
 ����� !��

�.�
�.�

�
�

4

∑

�∈U���

�.��
�.�

�
�.��
�.�

��� �
∏

�∈M����

dQU�−���B��� =>@c������
���



�1).-/2,)�, 3/)45�6 ���

N��#� (�#  ��
� �
� �

� � �& L#����#(�# ��#!������ (�#

f �  �

(
�.�
�.�

)�

→ ��

_����

f �
�

4�

∑

��∈U������∈U���
 �

(
�.���
�.�

�.���
�.�

)
�

�� �#��#	���

 ��dQU�−���B��� =>@c������
���� � =>@c������� � dQU��
�B�
��

�#	�(���

 �

(
�.���
�.�

�.���
�.�

)
�  ��

∏

�∈M��
���∪M��

���

dQU�−���B��� =>@c������
���

� dQU
(
�
5�M���
� ∩M���
���B�


)
�

_��#	���
 �F&��� �F&B�� �#	�(���

f � f�
�
�

�

4�

∑

��∈U������∈U���
dQU

(
�
3����∩����
���B�


)
�

* ��	� ���������� �#+�# ��������#!��� 
� � {�� · · · � �} ⊂ {�� · · ·�} �

f��
�

4

∑

�∈U���
dQU

(
�
3����∩���
���B�


)
�


∑

���

.
����� dQU��
3��
��B�
��

"�� .
����� �
(


�

)(
�−


−�

)
�4 
!	

��
 !��#
��#��
�� "����"�#�����(�,

��#"# ��������	���
 HG��
�
& 8���� #����#��

f �  HG
(
dQU��
3��
��B�
�

)
� � ∼ HG��
�
�

* ��	� �����	��#- �!
�� "����"�#�����(���#"# ��������	���
 HG��
�

� ���#���	��#"# ��������	���
 $��� 6� � 6 � ���� �#	�(���

f �  �
(
dQU��
3��
��B�
�

)
�� % !����� � ∼ $��� 6��

4����� ���#���	���� ��������(����� #+�����
& E��(�	� ����,
���� (�# ��� � � 


�
3��
��B�
 � '���
�&���� ��� &���� �� �

(
�




)/(
�




)
�



��� (� �� �)*+�,- � �� .� +/+0�).

��� � � 
 ����!��	�!# ��!����!# �
3��
��B�
 � �& 8�� ��� &��� −
�� �� � �� −
��� � dQU�−
���� 
 � �� �� �����

&���� �� � dQU
(
−



∑

���	�

�−�
)
�

0������� (�#

X>a���% ����� % ��� �


	�∫

�	�

��

�
�


∑

���	�

�−� �


∫

�

��

�
� X>a������

(�# ��� � � � → ∞ !	�(��

&���� �� � ������	!����

*#����� � � �� � OPQ�
 − �� ���+ �� "�� X>a�+� � �X>a���������& J�	�
�� � 
 � �# �	
 	
�#"# 
 � � � �� �� �����#	#+���- #��#����	��# �
� � ��� 
 → ∞ �#	�(��

'���
�&���� �� � '���
�&����� �� � !
(
� X>a�����+−�	!���

)
→ ��

4��
�� �	������ (�#

 �
(
dQU�'���
�&���� ��������

)
� � % !����

L#����#(�# �#������� (�#

f�
�
� �

(
dQU�'���
�&���� ��������

)

�


∑

����	�

.
����� dQU�'���
�&���� ��� � !����

"�� .
����� �
(


�

)
6��� − 6�
−� Y ���#���	���� !��#
��#���& 0�������

(�# X>a�+� � !�X>a�6−���& _� 	���� F&C ! �� �	������ (�#

X>a�.
������ � � X>a�6��� % !����� � � ��+�

�#/�#��

.
����� dQU�'���
�&� ��� ��� � dQU�0�����

"�� �	
 ���#�#�#"# Æ� � !���� Æ� � ��

0��� � '���
�&���� �� − � X>a������� % !����

� � X>a����� �Æ��&���� ���� − �� % !�����

� −� X>a������� % !�����



�1).-/2,)�, 3/)45�6 ��7

�#��#	��� &���� �� � ������	!���& 8���� #����#�� �� �#	�(���

f� �

∑

����	�

������	!��� → ��

����	#+���� D&� #��
�� �	�����& �

�������
��

�� <� =>?>@AB� C>� D� DEFG?AH� ��
��
��� �� � ������ �����
��� �� � ����������������

���� ��
���� =AHEI>JJK L����M�
�� N� NBOHB>P� C>� D� DEFG?AH� ��
��
��� �� ������ ����
�!� !������� ����
����� Q RJA@$
?HIEK@ S� T?B?KG?� � L����M� ���;U���:�

�� C>� D� DEFG?AH� D� V� T>GJKEB� "��������
��� #�����������$�
 %��
��� ����� #�����

��� &�����Q WA@?� XI?AG T?B?KG?� ��� L����M�
�� C>� D� DEFG?AH� Y� WAZG[K� '� ���
�������� ������ ��
��
���( Q \B?]� \A?]IPG
T?B?KG?� �� L����M� ��9U�97�

7� C>� D� DEFG?AH� D� V� T>GJKEB� '� ��
���
��� ��� ��
��
��� �� ����
� ����
��� ��

��� !��������� Q \B?]� \A?]IPG T?B?KG?� �� L���7M� �;;U����
8� (� �� ����%��� �� .� +��"���� )*�+,�
+,� , -.	��./
 0,-	1�2 3�4 56+/*,7

,2 1�+2	.+�8 -.	,2��3�+,7 -.	�1.
+�1�� Q ���� ���	�� ��
��� ���� ���

L���9M� �:�U��:�

g?a@AdhiT�g� � jT@XR?P g& 9& kdAd=AR>? >S P @UPh@d,lPhRPmXd ST?=AR>?&

nd >m@dhld P? T?o?>p? �,lPhRPmXd ST?=AR>? � � ����� � � ���� � � � � ��� ∈
��� � �� � ∈ 	����� � �� R? qPT@@RP? pcRAd ?>R@d >S XdldX � � �& nd Ad@A
Acd ?TXX crU>Acd@R@ 
� � � � � PaPR?@A Acd PXAdh?PARld 
�& s?tdh Acd
PXAdh?PARld� pd @TUU>@d AcPA T?o?>p? ST?=AR>? R@ m>T?tdt PpPr Sh>O udh>�

‖�‖ � ���

S>h @>Od U>@RARld SPORXr �� → �
�→�

& v>hd>ldh� pd P@@TOd AcPA T?o?>p? �,

lPhRPmXd � R@ P ST?=AR>? >S P @OPXXdh ?TOmdh >S lPhRPmXd@ � �1@UPh@d lPhRPmXd2
ST?=AR>?�� P?t AcR@ ST?=AR>? @PAR@wd@ @>Od hdaTXPhRAr =>?@AhPR?A@& nd PX@>
=>?@Rtdh Acd Uh>mXdO >S PtPUAPAR>? R? � � �� � � � � �& nd P@@TOd AcPA � �
�� → ∞& xcd R?Adadh � ∈ N =>TXt md wQdt >h � � �� → ∞� � � !���& nd
@ATtr Acd OR?ROPQ dhh>h Uh>mPmRXRARd@ P?t >mAPR? Acd OR?ROPQ @dUPhPAR>?
hPAd@ AcPA Uh>lRtd tR@AR?aTR@cPmRXRAr R? Acd Uh>mXdO@& xcd?� pd PUUXr Acd



��8 (� �� �)*+�,- � �� .� +/+0�).

hd@TXA@ >mAPR?dt S>h Acd =P@d >S Acd PXAdh?PARld@ Sh>O Acd j>m>Xdl mPXX@ pRAc
Acd hdO>Ad 	�,mPXX&

���%���"� �� ��%#��# ���� ��+%�$��%���������^ )�'����"_�
^
���"�&���%�"_���^ /�������%�%
��`��
�'����
� %����"���^�

������� � ��%����
4����������^ �������%� &�
 �;�
�;9��� +���%$��%������
9����� � �������������	
�


