
������� ���	�
�
�������� ����
�� ���� ���� ��

�� �� �����	


 ���� ����� ������
����
���� �
������������
����

��������

� ��	
 ��	�� ��������������� ������� ��������� ������
 �

�	 �� ���!���� 	 �������� ��"# ��$�����# � %&'() �� �������	� $�	*
��������� T×+# 	,�!�� �� ��	
���	� -���# .!� �+� �) / ���	�	�	�
�*�	��0�	� �������	� $�	��������	# � ���1� 	,�!�� �� �,�!�� ��
��	
���	� �����	1!���	��� �∗)2 !,� ����	.	 � ∈ � # � �3 '# ��
!����
����� ��1	����� � � |� |# 0�	 ‖�‖� � �‖�‖� � ���	�	�	
 �	�����*
�	
� �# �� ������ �
 	� � # � 456 ��·� �) ∈ 7� $�� $	0�� ���� � ∈ +"
8,� ����� �����	� � ����������	 	$��!�,����� $�	��������� ��$�
9��!�

�� 3 {� ∈ � | ��·� �) ∈ :� $"�" � ∈ +}�
.!� :� / .����0��
 �,��� ;����	�� �$	!�	��� 	 ��	� 	$��!�,�*
��� � ���	�	��� �,���������� ��	
����� $�	�������� ��$� 9��!�
�	1�	 �����<# ��$�����# � %=()" >���< ���	 ) / �	��������� $��� ���*
������	��� $�	�������� � 
 ⊂ � # � ⊂ 	 / ���	�	��� ���������	*
�� $�	���������" >��� �
�� ) ���������� �*�������	
 � $��� ���	 )
� �	������	
 �# ��,� !,� ,��� � ∈ 
 ? � � �� ∈ � # �� ∈ 	 # ��*
���# 0�	 � 3 �� ? ��# ��
!���� ����� � ∈ 
 � � ∈ � # 0�	 � 3 � ? �#
‖�‖� � �‖��‖� � ‖�‖� � �‖��‖� " @�	 ��	
���	 $��!����,��� �������#
� 0����	���# $	�	�� 0�	 	�	 �,�0�� �	���,� A�	�	��
B �����$	,�*
��� F ��
�� )) 3 F ����	 )) ∩ �
 ? � ) !,� �����	�	� F �� �������	

�����$	,���� � ����.	��� ���������	��� $�	��������" >��� ���	 )
���������	��� �����	� �� T×+ ���������� ��*���	
0��	
# ��,� $�*
�� ���� 	�) �*�������� � $��� ���	 )" C������ � ���������� ���*
��.�,���	
# ��,� !,� ,�	.	 ����,��	.	 �,������ � ∈ � ��
!����
��1	�����  � |� |# �����# 0�	 ‖‖� � �‖�‖� � ‖456 �·� �)‖��� � �

�������� ��	�
�  !"#����$%����&'� ()#��&�*	����&'� ��+��&�����% ��&��#
��$%,�%� ���$�����% ��&����$%,�%�

�-���� ��.�&' /�� &��0� 1�23� 	&� ��� ��$�	�� 4&��� ���*�&�� ����&��&� � �
�� �0�� �.�$�&' $56
 	��$�� 6�$'7� ��

���



�8� 9� :� ;<=>�?

$�� $	0�� ���� � ∈ + !,� ���	�	��� �	������ � � �# �� ������*
 �� 	� � " >��� ���	 ) ���������� ���*��.�,���	
# ��,� !,� ,���
����,���� � ∈ � � � ∈ 	 ��
!���� ��1	�����  � |� | � � � |�|#
�����# 0�	 ‖‖� � �‖�‖� # ‖�‖� � �‖�‖� �

∥
∥
∥456

�	·��

		·��


∥
∥
∥
���

� � $��

$	0�� ���� � ∈ + � ���	�	���� �	��������� � � �# �� ������ ���
	� � � �" � %D( �,	 	���0��	# 0�	 ���*��.�,���	��< �,�0�� ��*
���	
0��	��<# � �, $	����,�� �	$�	� 	 �		��	����� ���� ��	
���"
E������	 !	�	,<�	 	,<�	� �	,�0����	 $�����	� $�� �����	�# !,�
�	�	��� ��� ��	
���� ������,����� ���" %D# =# &F# &G()# ��,�0�� �,�*
0�
 $�� ���	��� $�	�������� H��.� 7
��)" � ����	� �
 ��	�� ��
$	,�0�� �,�!�� �� !	�	,<�	 	 �� ����,<����"

������ !� ����� ���	 ) � �	
	 �	�	��� 
������ ����
���
������� �	 T × +� ���	�	��� ���������  	��� ��������� �∗) �
�	��� !�� 
�����	 �	 ′ �	�	��	" �	
	 ���	 ) ��#�����!��	 ��#
$�	 � ������ ��$�	� ��$�	 �	
	 ���	 ) ���#
�$��%
�	"

������ "� ����� ���	 ) � �	
	 �	�	��� 
������ ����
���
������� �	 T × +� ���	�	��� ���������  	��� ��������� �∗) �
�	��� !�� 
������ �� � 	 � �	�	���" �	
	 ���	 ) ��#�����!��	
��$�	 � ������ ��$�	� ��$�	 �	
	 ���	 ) ���#
�$��%
�	"

������ #� ����� � � �	�	��	 
�����	 ����
��� ������� �	

T × +� ���	�	��	% ���������  	�� � ��������� �∗)� � �����
� ∈ {&� F�∞}" �	
	 ���7
) ��#�����!��	 ��$�	 � ������ ��$�	� ��#
$�	 
�����	 � ���#
�$��%
�	"

���	���	# �����1!���� 	 ������,����	��� � !�
������,<�	���
����	 � ���	
 	 �
 �������� $��� ������	����	������ �����	�
�	 ��	
���	� -���" C����������� $�	��������� H��.� 7
	·
 � $	��	*
����� �,� $��������� $	������,�� ��·)# ,�.�	 $������� $������ ��*
��� $�� �����	� ��� � 	�)# � �	�	��� �� ���� ��	��� $�������� ,��<
��	���� � �	���	� � ∈ {&� F� G}"
>��� ������	����	������ �����	� ���	 ) ��������� ������
 ��

�������	� $�	��������� T×+ ���������� 	.����0���	 ��*���	
0�*
�	
 � �	������	
 �# ��,� !,� ,��� ������
 � ∈ � � � ∈ 	 �� �����*
�� ����� ������� � ∈ I∞ ��× �)# 0�	 ‖�‖�∞ � � � ‖��‖� � �‖�‖� #
‖��& − �)‖� � �‖�‖� " H�.�	 ��!��<# 0�	 ��	
���	 	.����0���	
 ��*
���	
0��	��� �� �,��� ��	
���� ��*���	
0��	���# �	 $	�� �����	#
����	,<�	 ��� ��	
���� ���,�0�����" ���*��.�,���	��< $��� ���	 )



@:A�B �CD9< ()#<@��?E�:�@�BF �  !"#;CG<-A;H�@�BF�88

�,�0�� �� 	.����0����� ��*���	
0��	��<J 	,�� $	!�	�	 ��" %&F#
§&"G("

������ $� ����� ���	 ) � �	
	 �	�	��� 
������ ����
���
������� �	 T × +� ���	�	��� ���������  	�� � ��������� �∗)"
�	
	 ���	 ) �$
	��!���� ��#�����!��	 � ��� � ������ � ��� ���#
!	�� ��$�	 �	
	 ���	 ) ���#
�$��%
�	"

8	������,<���	 ��	��� &/K $���	!���� !�,�� � ���!�,� G"

§�� ���	������ 
�	��
���� �����������

� ����	� �
 ��	�� 0���� ���	 )��
 � ���	 )� 		���0�����# �	*
	����������	# �� ��������� � �	�$,������ �����$	,���	���� $�	*
��������� ��1!� $�	����������� � � 	 � �		��������� ��� $���*
�������J $	!�	��� ��"# ��$�����# � %&(" L,�0���� �	����	� � !	��*
����,<���� ��	�	!��	��� ���*��.�,���	��� � ��	���� & ��,�����
�,�!�� �� ����0���,<�	� ��	
���	 �	�$,����	
 �����$	,���� $	!*
$�	�������� �	������# 0�	 � ��	�� %K( 	�	 �	���,������� � !	��*
�������� !,� .	���!	 	,�� 	 �.	 �,�0��)"

������ % �%K# ��	���� G"G()� ����� �� � �� � �	�	��� �
���
	�#

���	� 	� � �� ⊂ �� � � ∈ {'� &} � ������
�� � ����
���
	����	� � ��%
������
�$� ��	!���% ' � � � & ����� ����� ���
�
����� ���&���%
���� ��)� ∩ �	� ? 	�) ⊂ �	�� 	�)�� ���� ��)� ∩ ��� ? ��) ⊂ ���� ��)�� �

���� ��) 3 �	�� 	�) ⊕ ���� ��) �&)

�
� ��	!���� � 3 �" '�$�	 ����������� �&) �	�&� ��
	������� ��%
��� � − Æ � � � � ? Æ �
� ������
�� Æ � '"

8,� $	!�	!� �� �����	� � ��	�� $�	��������� �� �	1�	 ���1�
	$��!�,��< A!	$	,�����B ��� 3 � ∩ �:�# .!� �:� 3

{

�� | � ∈ :�}

"
8,� �!	���� $����!�� �	���,��	��� ��	���� D !,� �,�0�� $�	*
�������� ��$� 9��!�"

�&�'()*�� +� ����� � � 	 � �	�	��� 
������ ����
��� �������

�	 T × +� � ��% ������
�$� ' � � � & ��
	������� �(����	�������)

����������% %���	 )�(� 3 ���� 	�)� � � %���	 )�(� 3
(

���� �	�
)

�
� 	

�	�&� ��
���	

���	 ) 3 ���� 	�) ⊕
(

���� �	�
)


�F)

�
� ��	!���� � 3 �" '�$�	 ��
���	 �F) �	�&� ��
	������	 ��% ���
� − Æ � � � � ? Æ �
� ������
�� Æ � '"



�8I 9� :� ;<=>�?

>	 $	�	!� �,�!�� �.	 �����1!���� ��" %K# §D# ,���� D"G("

,��'&�-�.�� /� ����� �	�	��	 
�����	 � �	 T × + ���	�	��
��������� �∗) � ��
%����� ���
�
����� ��
���" '�$�	 ���������
������% (����	������"

&" � 3 �� ⊕ ���"

F" �
�����
 )���	 P ��������� � �$
	��!�� � 
������ �"

E���0�,<�	 $�	���	� C���� ��!�� �� 7�# ��� 0�	 !,� !	������,<*
���� ��1�	# � 0����	���# 	M�����<# ��� $	�����< �.	 �� � " � ��,�
$	��!�	�	
 ��$������	��� ������� � ��	1����	 � ∩7� $,	��	 � � "
>���< � ∈ � ∩ 7� � ‖�‖� 3 &J !	����	0�	 $�	�����<# 0�	 P�� ∈ ��

� $	!�	!� �
 	����	
 �	��� !,� ���	�	�	.	 �� ∈ � # ���	.	# 0�	
‖� − ��‖� � �

� " ;		��	����� � ��,	��� & 	���0���# 0�	 � 3 � ? �

� ���	�	���� � ∈ �� � � ∈ ���# ������# 0�	 ‖�‖� ? ‖�‖� � � �
���	�	�	
 �	������	
 �# �� ������ �
 	� � " >���<  � � / �		����*
����� �� ��1	����� !,� � � � �� ��,	��� �∗)" N������ �������
������� � 3 OPQ �456? �� 456)# � 3 OPQ �456 � ? �� 456 �)# �� 3
OPQ �456� ∧ �) ? �� 456� ∧ �)) � �� 3 OPQ �456�� ∧ �) ? �� 456�� ∧ �))#

.!� � / $��	���	����� R�,<����# � $���< �� 3 ���� # �� 3 ���
�
" S	*

.!� �� → � � �� → � $	 ����# $��0�� |��| � |�| ∧ � � |��| � |�| ∧ �

$	0�� ���!�" >����	!� � $	!$	�,�!	����,<�	���# �	1�	 �0����<# 0�	
�� → � � �� → � $	0�� ���!�# � � ��,� $	��!�	�	
 ��$������	���
�	��� ��� ��	!��	��< ����� ����	 ���1� � $	 �	��� $�	���������
� " ;,�!	����,<�	# ‖�� − �‖� ? ‖�� − �‖� � �

� !,� !	����	0�	 	,<*
��� ���0���
 �" >	,	1�� �� 3 � ? ��� − �) ? ��� − �) 3 �� ? ��J
�	.!� ‖� − ��‖� � �

� " ; $	�	 <� $	!�	!� �
 ������ ���� � �	1*
�	 �!�,��< ���# 0�	 ��+) 3 &J �	.!� �� ∈ 7� � �� ∈ 7�" >	��	��
P�� 3 P�� ? P�� 3 �� ∈ �� � ‖P��‖� � �" >����	! & ⇒ F !	�����"
>����	! F⇒ & ������,��"
>	 $	�	!� �,�!�� �.	 �����1!���� ��" %K# D# =(J ���	,�� 	 �


����,<��� ���	.	 �	!� �, $	,�0�� � %&K("

������ 0 � %=# ��	���� G(J %&&()� ����� � � 
�����	 ����
���

������� �	 T×+� ���	�	��	% ���������  	��" *�������� ������%
(����	������"

&" )�����	 � ���#
�$��%
�	"
F" �
�����
 )���	 P ��������� �$
	��!���� � 
������ 7�−�� ��

�
� ������
�� �(����	������� �
� ��� ����	��!�� �	��)
' � � � &"



@:A�B �CD9< ()#<@��?E�:�@�BF �  !"#;CG<-A;H�@�BF�8J

G" )�����	 � ′ ���#
�$��%
�	"

,��'&�-�.�� 1� ����� � � 	 � ��	���	�	��� 
������ ����
�#

�� ������� �	 T × +� ���	�	���� ��������� �∗)" '�$�	 
����#
�	 ���	 )��� �	�&� ���	�	�� ��������� �∗) �
� ��� ' � � � & �
' �  � ∞"
8�
������,<�	# $���< � ∈ ���	 )��� � � �3 'J ��1�	 ��
�� $	!�	*

!� �� ��1	����� ! !,� �" T	1�	 �0����<# 0�	 � � ' $	0�� ���*
!�" U�
!���� ���	�	�	� ���,	1���� � 3

∑

�∈Z

� # � ∈ � ∩ 	 # ���	�

0�	
∥
∥{F−��‖�‖� ∨ F�	�−�
‖�‖� }�∈Z

∥
∥
��

� �‖�‖	��� 
��� � ���	�	�	
 �	�*
�����	
 �# �� ������ �
 	� �" T	1�	 �0����< ���1�# 0�	 � � ' $	0��
���!� $�� ���� � ∈ Z" U�
!���� ���	
 ��!��� �# 0�	 � �3 ' � � ∩ 	 "
H�.�	 ��!��<# 0�	 ������� � ∩ 	 ���1� 	,�!��� ��	
���	� �∗) � ��*
�	�	�	
 �	������	
 �" >	��	�� ��
!���� ����� ��1	����� � � � #
0�	 ‖�‖� � �‖�‖� # ‖�‖� � �‖�‖� # � 456 ��·� �) ∈ 7� $�� $	0�� ����
� ∈ +" >���< ! 3 �? �� − �)" H�.�	 ��!��<# 0�	 ! � � � ‖!‖	��� 
��� �
�‖�‖	��� 
��� # $��0�� − 456�!∧&)�·� �) � − 456��∧&)�·� �) ∈ 7� $�� $	0��
���� � ∈ +" ; !��.	
 ��	�	��# ������� � ? 	 ���1� 	,�!��� ��	
*
���	� �∗)" ����� �		��������� �� ��1	����� " !,� ! ∈ � ? 	 �
�?	 # $	,�0��� 	����� 456�!∨&)�·� �) � 456�"∨&)�·� �) ∈ 7� $�� $	0��
���� � ∈ +" S���� 	���	�# 456 !�·� �) ∈ 7� $�� $	0�� ���� � ∈ +# 0�	
� ���	��,	�< !	�����<"
V�	� $�������< �,�!����� W# �� �	�$	,<������ �,�!�� �
 �	�	*

�	 �������	
 ����<� ��1!� �� ��������� � �	�$,������ ���	!���
�����$	,���� ���" ���1� %F()"

������ !2 � %&# ��	���� K"X"F()� ����� � � 	 � �	�	��� �
���
	�#

���	� & � ��� �� � ∞� ' � �� � �� � &� ' � � � &� � 3 �&− �)�� ? ��� �
�

 3 �&− �) �
� ? � �


�
" '�$�	

����	 )���
� � ���	 )���
�) 3 ���	 )��


�

����	 )�� � ���	 )��)�
 3 ���	 )��
# �G)

;,�!�� �� �����1!���� �	�	�	 �������	 � ����� ��	.	 �������*
��� 		 ���
J ��"# ��$�����# %G("

,��'&�-�.�� !!� ����� � � �	�	��	 
�����	 ����
��� ����#

��� �	 ������
�� �#����!��� ����
���� �
���
	������ ���	�	��	%



�I� 9� :� ;<=>�?

���������  	�� � �	�	%� !�� 
������ � � � ′ ����� ��
%����� ��#
�
�
����� ��
��" '�$�	 ��
	������� �����������

���� ′) �
�
�� 3 7� 3 ���� ′) �

�

# �K)

8�
������,<�	# 		���0�� 	 3 ���� ′) �
�
��" H�.�	 $�	�����<# 0�	 ��*

����� 	 	,�!��� ��	
���	� -��� � $	��!�	�	 ��$������	
 �	��	
"
>	 !�	
������	��� � ��������� !,� �� �������	
 �����$	,����

	 ′ 3 	 ∗ 3 ���� ′)∗�
�
�� 3 ��

∗� � ′∗) �
�
�� 3 ��

′� � ′′) �
�
��

3 �� ′� �) �
�
�� 3 ���� ′) �

�
�� 3 	#

;,�!	����,<�	# 	 � 3 	 	 ′ 3 7� � 	 3 7�" ��	�	� �		��	����� � �K)
$	,�0����� ���,	.�0�	J ���1� 	�	 �������� �� $��!����,����

���� ′) �
�

3 �
�

�� ′ �
� 3 7

�

�

� 3 7�

���"# ��$�����# %X# .,��� K# ��	���� &"&K()"
S�$��< �� �	1�� ��	���,��	���< � !	�����< 	��	��	� �����1!�*

��� ��	.	 ���!�,�"

,��'&�-�.�� !"� ����� � � �	�	��	 
�����	 ����
��� �������
�	 T × +� ���	�	��	% ���������  	�� � ��������� �∗)� � �����

������ � � � ′ ����� ��
%����� ���
�
����� ��
��" �
������&���
!�� ����� ����� ��
���	 �
���� ����
���%���

%���� ′)���(� 3 ���� �
′
�)���

�
� ��� ��	!���% �� ����	��!�� ������ � �
� " '�$�	 �
�����
 )���	

P ��������� � �$
	��!�� � 
������ ���� ′)��� �
� ��� ��	!���% ��

����	��!�� ������ � �
� "

N	���0�� �� 3 ���� ′)���# �� 3 ���� �
′
�)��� � 	� 3

(

���� ��
′
�

)

���

!,� ' � $ � &" H�.�	 ��!��<# 0�	 ������� �� 	,�!��� ��	
���	� -�*
��" >	 %=# ,���� F( ������� � ′ 	,�!��� ��	
���	� �∗)# � $	 $��!,	1�*
��� = ������� �� ���1� 	,�!��� ��	
���	� �∗) $�� ���� ' � $ � &"
>	 ��,	��� �� 3 %�� (� $�� ���� ���0����� $# !	����	0�	 ,����� �
�
� # �# � 0����	���# � �

�

3 I�" E� ��	.	 �		��	����� ���	1����� �� �

� �	�$,������ �	$��1����� ���1� $	,�0�����# 0�	 	� 3 � %�� (� $��

���� $# !	����	0�	 ,����� � �
� # �# � 0����	���# 	 �

�

3 �I�" U�� ��1*

�	 $�	�����< 	.����0���	��< $�	���	�� C���� P � ������� �� !,�



@:A�B �CD9< ()#<@��?E�:�@�BF �  !"#;CG<-A;H�@�BF�I�

���� ���0���
 $# !	����	0�	 ,����� � �
� " >	 ��	���� &' �$����!,���

�		��	�����

� �

�

3 ��� � ��−�) �
�

3
(

%�� (� � %��−� (�
)

�

�

�

	 �

�

3 �	� � 	�−�) �
�

3
(

� %�� (�� � %��−� (�
)

�

�

�

��� � ��−�) �
�

3 � �

�

3 7� 3 I� ⊕ �I� 3 � �

�

⊕ 	 �

�

3
(

%�� (� � %��−� (�
)

�

�

⊕
(

� %�� (�� � %��−� (�
)

�

�

$�� ���� ��,�0���� $# !	����	0�	 ,����� � �
� " S���� 	���	�# ��

$�	����,�# 0�	 !,� $��� ��� � ��−�) ��$	,���� ��,	��� �,�!����� W
$�� ���� $# !	����	0�	 ,����� � �

� # � $	��	��

��� � ��−�)� 3
(

%�� (� � %��−� (�
)

�
⊕

(

� %�� (�� � %��−� (�
)

�

$�� ���� ��,�0���� �# !	����	0�	 ,����� � �
� " S���� 	���	�# $	

$��!,	1���� X $�	���	� P !�
������ 	.����0���	 � �������

��� � ��−�)� 3 ���

.!� 0��,	 � 3 �&−�)$ ?��&− $) $�	�.��� ���	�	��� 	������	��< �
� #

0�	 � ���	��,	�< !	�����<"

�&�'()*�� !#� ����� �	�	��	 
�����	 � ����
��� ������� �	

T × + ���	�	�� ���������  	��� ��������� �∗)� � 
������ � �

� ′ ����� ��
%����� ���
�
����� ��
��" �
������&��� !�� �	
	

���� ′) ��#�����!��	" '�$�	 �
�����
 )���	 ��������� �$
	��!����
� 
������ �7�� �)��� �
� ��� ����	��!�� �	�� ��	!���% ' � $ � &"

8,� $�	����� �,�!����� &G !	����	0�	 �������<# 0�	 $	 �	���,�
���������� � $��!,	1���� &&

�7�� �)��� 3
(

���� ′) �
�
��� �

)

���
3 ���� ′) �

�
	�−�
���� 3 ���� ′) �

�
	���
��#

§�� �������� �� ������������ �����������

;,�!����� &G $	��������# 0�	 � �.	 ��,	���� $�	���	� C���� !�
*
������ 	.����0���	 � ������� �7�� �)��� $�� ���	�	�	� ' � $ � &"
� ��	� ���!�,� �� $	��1��# ��� �� ��	.	 ��,	��� �	1�	 $	,�0��<
���*��.�,���	��< ������� �"



�I� 9� :� ;<=>�?

,��'&�-�.�� !$� ����� � � 	 � ��	���	�	��� 
������ ����#


��� ������� �	 ������
�� �#����!��� ����
���� �
���
	�����"

'�$�	 ���	 )���
 3 ��
�� 	 �)�� �

�
��% ���� � � '� ' � � � & � ' � � � ∞"

8�
������,<�	# !	����	0�	 $�	�����<# 0�	 !,� ,�	
 ��	�����*
��,<�	
 ������� � ∈ ���	 )���
 � �	��	
 & �� ���1� ����� � ∈
���� 	 �)�� �

�
� $	!�	!� �
 	����	
 �	���J 	����	� ��,�0���� $	,�*

0���� �� ��	.	 ��,�0����# ��,� �������< � �� �
� # � �� �� � 	 �� 	 �"

>	 $��!$	,	1���� ���� ∈ ���	 )��
 � �	��	
 &# � ��
!���� ���	�	���

���,	1���� �
�

� 3 �� ? �� # �����# 0�	 $	�,�!	����,<�	��<
{

F−��‖��‖� ? F	�−�
�‖��‖�
}

�∈Z

,�1�� � +
 � �	��	
 �� 	,�� &" C���������# �	1�	 �0����<# 0�	 ����*
��� �� � �� ��	�������,<��" Y������ ������� �� � �� �� �������

Z�� 3 �%{�����} � Z�� 3 �%{�����}# �� $	,�0��� �	��� ���,	1����

�
�

� 3 Z�� ? Z�� # $��0��# ��� ,�.�	 ��!��<# $	�,�!	����,<�	��< & 3
{

F−��‖Z��‖� ? F	�−�
�‖Z��‖�
}

�∈Z

,�1�� � +
 � �	��	
 �� 	,�� F" N���*

���� �������< ,��<# 0�	 � 3 Z��� ?
Z��� # � �	��� $	�,�!	����,<�	���

{

F−��‖Z��� ‖�� ? F	�−�
�‖Z��� ‖� �

}

�∈Z

3
{

�'−��‖Z��‖�)�?�'	�−�
�‖Z��‖� )�
}

�∈Z

� +
�
� $�� ' 3 F��� 	���������� $	!�	!� �� 	���	� 0���� �	��� $	*

�,�!	����,<�	��� & � +
"

,��'&�-�.�� !%� ����� � � �	�	��	 
�����	 �	 T × +� ���	�	#
��	% ���������  	��� � �
�����
 )���	 ��������� �$
	��!����

� 
������
(

7�� �
�

�

)

���
�
� ������
�� ' � � � &" '�$�	 
�����	

�7∞� � ′)��∞ ���#
�$��%
�	 
	�����
�� ��� �
� � � � &"

8�
������,<�	# $���< Æ 3 �
� " E� ��	���� ���������� ,�.�	 $	,�*

0��<# 0�	 $�	���	� C���� 	.����0�� � �������
(

7�� �
�

�

)

���
����	���*

�	 $	 �
�Æ � $ � Æ# � ���0��# ��� ������� ����	����	 ���*��.�,����

����0� $���� �������&'� 	&� 4&� ��7K&�� ���������  !"#����$%��� ��� ����
� � � � �� �.���� �� ��0�
 $�7' 6$�L��� � � L��	���% ��



@:A�B �CD9< ()#<@��?E�:�@�BF �  !"#;CG<-A;H�@�BF�I�

$�� ��������� ���0����� $" [��,������ !	������,<���	 �		��	�����
�G) ��	���� &'# �����!�	 ��!��<# 0�	 � ��� !	$�����	 ����< ���0����
�� 3 '# � 	����� �	������� ������,����	��� �	�� � �G) �� ������� 	�
���0���� �" S���� 	���	�# �		��	�����

(

7�� �
�

�

)

���
3

(

7��
(

7�� �
�

�

)

Æ

)

���
3

(

7��7
�−Æ
� �

Æ
�

)

���

�$����!,��	 ����	����	 $	 � $�� ���� $ 3 Æ� � ' � � � &# 	���!�

�,�!���# 0�	 �������
(

7��7
�−Æ
� �

Æ
�

)

���
���*��.�,���� ����	����	 $	

�
� � � � &" E�$	,<��� $��!,	1���� &K# $	,�0���# 0�	 ��� 1� ��	
*

���	� 	,�!��� � �������
(

7��7
�−Æ
� �

Æ
�

)�

���
3

(

7��7
�−Æ
� �Æ

)

���
# 	���!�

�,�!���# 0�	 �������
(

7��7
�−Æ
� �Æ

)′
���
3

(

7��7
�−Æ
� �Æ

)∗
���
3

(

7∗�� �7
�−Æ
� �Æ)∗

)

��∞
3

(

7′�� �7
�−Æ
� �Æ)′

)

��∞ 3
(

7∞� � ′Æ)
��∞

���*��.�,���� ����	����	 $	 �
� � � � &" >������� � � ��� $��!,	*

1���� &K# $	,�0��� ������	� �����1!����"
C������ � ���������� ��*��.�,���	
 � �	��������� � � �# ��,�

!,� ,�	.	 ����,��	.	 �,������ � ∈ � ��
!���� ��1	�����  � |� |#
�����# 0�	 ‖‖� � �‖�‖� � �·� �) ∈ �� � �	������	
 � $�� $	*
0�� ���� � ∈ + !,� ���	�	��� �	������ � � �# �� ������ �� 	�
� # .!� �� / ���� T�������$��" E������	 ���"# ��$�����# %\# .,��� D#
§W"F()# 0�	 ��,	��� 456" ∈ ��� � �	������	
 � �,�0�� "Æ ∈ �� �
�	������	
 �� !,� ���	�	��� 0���, Æ � ' � ��# ������ �� �	,<�	 	�
��,�0��� �J 	����	# ��,	��� " ∈ �� �,�0�� 456" ∈ ��� � �		����*
����� ��� 	������� �	������" N���!� �,�!���# 0�	 ��,� ������� �

���*��.�,����# �	 ������� �Æ ��*��.�,���� $�� ���	�	�	� Æ � '#
� ������ ��*��.�,����� ������� ���1� ��,����� � ���*��.�,���	
J
$	!�	��� ��" %&K("

,��'&�-�.�� !+� ����� � � �	�	��	 
�����	 �	 T × +� ���	#
�	��	% ���������  	��� � �	�	%� !�� 
�����	 �7∞� �)��∞ ��#
�#
$��%
�	 
	�����
�� �� �

� � � � &" '�$�	 
�����	 � �	�&� ��#
�#
$��%
�	"

8�
������,<�	# $���< � ∈ � � �	��	
 &J �������� ��
�� $	!�	*
!� �� ��1	����� !,� � � � " T	1�	 �0����<# 0�	 � � ' $	0�� ���*
!�" >���< �		��������� �� �	������� ��*��.�,���	��� � ��,	��� ��



�I� 9� :� ;<=>�?

$���	��	!�� �" N$��!�,�� ��	1����	

� 3

{

� | O]] ]^Q
�∈

‖&‖
��

(

�
− �

� 	·��

) � �

}

�		��������� �� ���	� ��# .!� & / �������,<��
 	$����	� 9��!�/

H��,��!�# !�
����� �
 $	 $���	
 $�������	
# � 7�

(

�− �

�

)

		���*

0���� ���	�	� $�	��������	 7� � �	��	
 ‖�‖
��

(

�
− �

�

)
���
3

(∫ |�|�") �

� "

>	 %&K# $��!,	1���� G"K( ��	1����	 � ��$��,	 � �������	 $	 ��*
��" Y������# 0�	 �� ∈ 7�−�∞ �� ⊂ �7∞� �)��∞ � �	��	
 & $�� ����
' � � � &" >	 ��,	��� !,� ����	.	 �

� � � � & ��
!���� ����� ����*

��� �� ∈ �7∞� �)��∞ ⊂ 7∞ ? � # 0�	 �� � ��# ‖��‖	�∞��
��∞ � �

� �� ∈ � # .!� �	������� � �� ������� 	� � � �" N	���0�� � 3
{( ∈ 7∞ ?� | ‖(‖�∞�� � �� ( ∈ �}J ����� 	���	�# �� ∈ � $�� ����
' � � � &" S�� ��� ������� � 	,�!��� ��	
���	� -���# �����*
�� 7∞ ? � ���1� 	,�!��� ���� ��	
���	�# � $	��	�� ��	1����	
� �������	 $	 ����" S��1� 	�	 ��$��,	 � 	.����0��	 � $�	�����*
���� 7∞ ? � " >���< ���	�	��� $	�,�!	����,<�	��< ' � �� � & ��	*
!���� � &" >	��	,<�� ������� 7∞ ? � 	,�!��� ��	
���	� -���#
$	 %&K# $��!,	1���� G"G( ��
!���� ���	�	��� $	�,�!	����,<�	��< �
��$��,�� �	������
 ������
 {���}���# �����# 0�	 � ��	!���� $	*
0�� ���!� � ���	�	�	
 �������  ∈ � " >���< �� / ��$��,�� �	�*
������ ������
 ��� � ���� 1� �	������������# 0�	 � � �" S	.!�
�� � � $	0�� ���!�# � �� $	�	0�0�	
 ��	!��	��� ��� � � �,�!�*
��# 0�	 �� ���1� $	�	0�0�	 ��	!���� � � # � ���0��#  � � " 8�,��#
$	��	,<�� ‖��‖	�∞��
��∞ � �# !,� ����	.	 ���0���� )� � ' ��
!����
���	�	��� ���,	1���� ��� 3 �� ? !� # �� ∈ 7∞# !� ∈ � # �����# 0�	

)
−��
� ‖��‖�∞ ? )

�−��
� ‖!�‖� � �" ������ ���0���� )� 3 F

��
��−� # $	,�0�*

�� 	����� ‖��‖�∞ � F
��

��−� � � ‖!�‖� � F�� � � F�" >����	!� � �		�*
�������� �� ��$��,�� �	��������# $	,�0��� 	���!� ���,	1����

� 3 *� ? +�# *� ∈ 7∞# +� ∈ � # ����� 0�	 ‖*�‖�∞ � F
��

��−� � �
‖+�‖� � F�" N���!� ���,�0���# 0�	 *� → ' $	0�� ���!�# � $	��	��
+� − � → ' $	0�� ���!�# � ���0��# +� →  $	0�� ���!�J �,�!	*
����,<�	#  ∈ � � ‖‖� � F�" S���� 	���	�# �������  ��,�����

�H������ 	&� ������% ��7�&�� �/�3 M 4&� ��7�&�� � ����* ‖�‖����
���N

‖��−�‖� O ��.��6��� ��� �������� 1��2�



@:A�B �CD9< ()#<@��?E�:�@�BF �  !"#;CG<-A;H�@�BF�IP

$	!�	!� �
 ��*��1	����	
 !,� � � � # 0�	 ��������� !	������,<���	
$��!,	1���� &W"
NM�!���� $��!,	1���� &D � $��!,	1����� &W# ����0����� $���!

���# � ��$	,<��� ��	���� \# $	,�0��� �,�!�� �� �����1!����"

,��'&�-�.�� !/� ����� � � �	�	��	 
�����	 �	 T × +� ���	�	#
��	% ���������  	��� � �
�����
 )���	 ��������� �$
	��!���� �


������
(

7�� �
�

�

)

���
�
� ��� ����	��!�� �	�� ��	!���% ' � $ � &"

'�$�	 
�����	 � ���#
�$��%
�	"

§�� ������
� �������� ����������

S�$��< �� �	1�� �	���< !	������,<���	 ��	��� &/K" L�� �1� 	�*
��0�,	�<# �	�	�	 �������	# 0�	 	.����0����� ��*���	
0��	��< �,�!�*
�� �� ���*��.�,���	���" >�	����� ���0�,� $����	! 	� ��*���	
0�*
�	��� � ���*��.�,���	��� � ��	���� F" _!	�	 �������< � �� ��,	���
$��� ���	 ) �� $��� ������ 	 ���) �,�.�	 ��!��<# 0�	 ��� $��� ���*��*
.�,���� ,��< 	!�	�������	)" E���# $���< � � 	 / ����	�� �������
�� T × +# 	,�!�� �� ��	
���	� -��� � ��	
���	� �∗)# � $��!$	,	*
1��# 0�	 $���

(

�
�

� � 	
�

�

)

��*���	
0���" N	���0�� � 3 7
�

�

� �
�

� 	 ′ �
� "

>	 %W# ,���� K( $���

(

�
�

� �� ′	 ′)
�

� � 	
�

� �� ′	 ′)
�

�

)

3
([

�
�

�� ′ �
�

]

�
�

�	 ′ �
� �

[

	
�

� 	 ′ �
�

]

� ′ �
� 	

�

�

)

3
(

7
�

�

� �
�

�	 ′ �
� �7

�

�

� �
′ �
�	

�

�

)

3
(

7
�

�

� �
�

�	 ′ �
� �7

�

�

� �
′ �
�	

�

�

)

3 ���� ′)

���1� ��*���	
0���" C������ � ����	��# � ������ � ������	
 � ′

	,�!��� $	��!�	�	 ��$������	
 �	��	
" ;,�!����� &G $	��������#
0�	 $�	���	� C���� 	.����0���	 !�
������ � ������� �7�� �)��� $��
���� !	����	0�	 ��,�� ���0����� ' � $ � &" S	.!� $	 $��!,	1�*
��� &X ������� � ���*��.�,����# 	���!� $	 ��	
���� !�,��	���
���*��.�,���	��� ���"# ��$�����# %&K# ��	���� &"D() �������� ���*

��.�,���	��< ������� ��	 ′)
�

� # � ���0�� ���"# ��$�����# %&K# ��	��*
�� D"\()# � ���*��.�,���	��< $��� ���	 )"
>�	����� ��$��< $����	! 	� ��*���	
0��	��� � ���*��.�,���	�*

�� � ��	���� &" `�,� � �� ��,	���� $��� ���	 ) ��*���	
0���# �	 $	 %&F#
$��!,	1���� W( $��� ��7�� 	 7�) 	.����0���	 ��*���	
0��� �� �	�



�I� 9� :� ;<=>�?

$��!,	1���� ��$	,<������ ����	�	��< ������� �	 ′)# � $	 %&F# $��!*
,	1���� &( $���

(

��7�)
�

� � �	 7�)
�

�

)

3

((

�
�

�7
�

�

�

) �

�

�
(

	
�

�7
�

�

�

) �

�

)

���1� 	.����0���	 ��*���	
0���" E� ��	���� F $	,�0���# 0�	 $���
(

�
�

�7
�

�

� � 	
�

�7
�

�

�

)

���*��.�,����# 	���!� $	 %&K# ��	���� D"\( ��������

���*��.�,���	��< $��� ���	 )"
U�� $	��!	���� �,�!�� �� �����1!����"

������ !0 �%W# §&D# �,�!����� � ,���� K()� ����� �	�	��� 
������
�� 	 � � �	 T × + ���	�	�� ���������  	�� � ��������� �∗)�
� ����� �	�	�� !���� ' � � � &" '�$�	 �	
�

(

� �−���� � �−�	 �
)

�

���� 	 �) ��#�����!��� ���� �����
������"

>�	����� ��$��< $����	! 	� ��*���	
0��	��� � ���*��.�,���	�*
�� � ��	���� G" ;,�0�
 � 3∞ ��	!���� � �,�0�� � 3 &# $	��	,<�� ��,�
$��� ���7�) ��*���	
0���# �	 $	 %=# ,���� X( $��� ��

′�7′∞) 3 �� ′�7�)
���1� ��*���	
0���" � �,�0�� � 3 & ������� �7′� 3 �7∞ 3 �

����	��# � $	��	�� ��*���	
0��	��< $��� ���7�) $	 ��	���� & �,�*
0�� �� ���*��.�,���	��<# 	���!� $	 %&K# $��!,	1���� D"&'( �,�!���
�������� ���*��.�,���	��< ������� � " U��	���# � �,�0�� � 3 F

�� ��*���	
0��	��� $��� ���7�) 3
(

�
�

��
�

� � �
�

�� ′ �
�

)

$	 ��	���� &\

�,�!��� ��*���	
0��	��< $���
(

�
�

� � � ′ �
�

)

# 0�	 $	 ��	���� F !���

���*��.�,���	��< ��	
 $���# 	���!� $	 %&K# ��	���� D"\( $	,�0�����

���*��.�,���	��< ������� �
�

�

(

� ′ �
�

)′
3�7�# � ������� � ���*��*

.�,���� $	 %&K# ��	���� &"D("
>����	! 	� 	.����0���	
 ��*���	
0��	��� � ���*��.�,���	���

� ��	���� K ����!,���	 �������� �� %&F# $��!,	1���� &( � ��	���� F"

����������

�� Q�  RSTU� Q� VWXYZ[SWX\� ����������� ������� �� ����������� ]^S_`TRS#aRSbcT� �J8��
�� d� eXfXZ� Q� gRR[SR� V� h� gRSZZX`� �� �� ��������� ������ ���� ��� ������ 

����������� �! "����#$����� ������� i  jbb� ]k_� !c[U� ��� /�JJI3� �8M�8�
�� d� eXfXZ� l� ]kUX`fRm� �� � ������ �% &���� ��� '���� ���� �����������

������ � $����� ����� ��� �� ����� i nXjZ[X` Q� !c[U� ����� /�JJI3� ��PM����
�� o� Q� )cb[X`� (����� ����������� �! )���%#%�� ���������� i !c[U� ockUS����
/�JJP3� ��8M�PI�



@:A�B �CD9< ()#<@��?E�:�@�BF �  !"#;CG<-A;H�@�BF�I8

P� ]� a� )_Zb_cmXp� ����������� �! ��#������* ���� ����� ��+��������� i qZScRb
!c[U� eX`Y� �� /�JJJ3� ���M����

�� ]� a� )_ZbrcmXp� �� $,�#��-���� ������� �! ������ �! ���������� !�������� i
][js� !c[U� ��	��� /����3� �88M�IJ�

8� ]� t� )SR_`� Qj� q� gR[j`_`� h� !� ]R\R`Xp� ����������� �! ������ ���������
aXb� P� XY lSc`Zbc[_X`Z XY !c[UR\c[_kcb !X`XTSc^UZ� (\RS_kc` !c[UR\c[_kcb ]X#
k_R[r� �JI��

I� h� !� ][R_`� )������� ����%���* .���#/������� ,�����0 ����-�����%0 ��� �����#

����% ���-����� gS_`kR[X` u`_p� gSRZZ� �JJ��
J� @� :� >��$%���� 1 $,�#2�34�526�7 2�8�9:
7 ;<=�2;=�7 >46:?;@� i v$��6��
� v��$�L ����� /����3� ��8M��P�

��� -� :� >��&�����	� G� �� v��$��� A46:?;	6
�B6�@ 
6
�;<� wx:� ��&��6����
�����

��� 9� :� ;�,��*� C�
 <
=��
6;5 	 ��5<; $,�#2�34�526	�9; ; 
6
�;9;���:	@

4�9	@�;�	�9; ;69�2D	�5?;; E�5 2�8�9	: ;<=�2;=�7 >46:?;@� i ���� ��#
�	�� ����� ���� �

 /���J3� ���M��P�

��� 9� :� ;�,��*� F
=��
6;5 	 $,�#2�34�526	�9; ; �G#4�9	@�;�	�9;� i ����
���	�� ����� ���� ��
 /����3� ���M��P�

��� 9� :� ;�,��*� $,�#2�34�526	�9B � 2�8H9:
7 ;<=�2;=�7 >46:?;@ ; ;69�2#

D	�5?;5� 9�����&�,�% @�#��&��6�������� �&.�$���% ��&��&�	������ ���&�#
&�&� �� :� v� @&��$��� ;vH� �����

��� 9� :� ;�,��*� $,�#2�34�526	�9B � 2�8H9:
7 ;<=�2;=�7 >46:?;@ 6
 D2	#

�92
6�9�
7 	E6	2	E6	3	 9;D
� i v$�6�� � v��$�L ����� /����3� ��IM�JP�

a^b]cd e" f" �g bhO iO4jbk5g]hkQ lObmOOg ��*]bjlk4kbd jgn ���*iO*
6^4jikbd"

7Ob ���	 ) lO j o5^Q4O 5p �jgjoh 4jbbkoO] 5p qOj]^ijl4O p^gobk5g] 5g
T×+ hjrkg6 bhO sjb5^ Qi5QOibd jgn ]jbk]pdkg6 j oOibkg o5gnkbk5g �∗) bhjb
qjcO] kb Q5]]kl4O b5 o5g]k]bOgb4d kgbi5n^oO bhO Ijind*bdQO ]^l]QjoO] 5p
� jgn 	 " tO O]bjl4k]h bhjb bhO l5^gnOn ��*]bjlk4kbd Qi5QOibd jgn bhO
���*iO6^4jikbd Qi5QOibd jiO Ou^krj4Ogb p5i ]^oh o5^Q4O]" vp OkbhOi 4jbbkoO
�	 ′ k] �jgjoh# 5i l5bh 4jbbkoO] �� jgn 	 � jiO �jgjoh# 5i 	 3 7
 mkbh
� ∈ {&� F�∞}# bhOg bhO ��*]bjlk4kbd Qi5QOibd jgn bhO ���*iO6^4jikbd
Qi5QOibd jiO j4]5 Ou^krj4Ogb p5i ]^oh o5^Q4O] ���	 )"

���&���$� �� �5�% ���� ��@�#��&��6������� �&.�$����
��&��&�	������ ���&�&�&�
�� :� v� @&��$��� ;vH
�J����� ��6� �� y��&����� �8
@���&#��&��6���� ;����%

I#���� � ��������	
�������


