
������� ���	�
�
��
������ ����
��
 ���� ���� ��

�� �� �����	
��� 
� �� ��	����

�������� ���������� �����

§�� ����������	
��
 �������	

� ���� �����	 
�� ������ �
 ���	� 
������� ���	
��� 
������
��������
	
��� ����� �� 	��� ���	���	 ������	 ��	�����	 
��������
���� ����	������ �	 �����	 	�����
� �	������� ����� ���
�� ���
	�� �����	��
	 ��	���� �	����� ����� ! �����	��
	 ��	����
"��� ���
��	��� �	�	���� 	��� �� ����	� � �	 ���	�#�� ������ $��

	��� 
����
% �������
% ����
%&� ��������� ����� ���
��	��� 	��
��	�����	 
��
������������ �	�	��� ����� ���
��	��� 	�� 
�������
���� '���� �	�	���� (	�	�� ����� ���
��	��� ���
��������� 	���
��� ���	�#�� �����	��
� ����� ������
)����� ���	����� ��� 	
�� ���� 
���	�� �� 
��	
���	� �������

����� ������ ���� ���
� ���
�������� �	�	���! $*����
	 
���	�


����
�� �� ��� ����� 
������� ����'	 ������� �	 	������	��
��&
+��� � ����	 ����������� ����	������� �����������	 �	�	��� ��

�	��� ������ 
������	#�'�	 ����� �	�	��� �
 ���	� ���
���� �	"
������ �������
	 �	��� ! #�������

§�� �����	������ ������

*�	�
���#��� ��� ����� ������������ ����� �����	� ����� 
��

���� �	
	�	�	�� '�%�� �������
% ����	��
% ������� 
� ������
����� ��� ��#��� �	����
 ������ ����� ���	��������
� � �
�	�	�
����	������� ��	������	 ������#	��	 ���#	���� ������ ����� �����
�� �� ���#	���� �	���� ������ � ��#��� ����	 ���������	� ����	�
������ 
��
������������ ���� '		�� ��,	���	��	� $
�
���� �������
�
%& ��������� 
� ������ ������� ��� ��#���� ����� ��#���� �	�
���� ���	� �	��� ���
���	� � �����	����� '	� ����� ����� �	����
��� ������ �
�	�	� ����	������� ���	������
	 ������#	��� ���%

��
���������� ������ �� �������
	 ���	������� �����	����� '�%

�������� ��	�
� �� �!� ���"�� #�� �� ���"���$ "�����

��

���



��� %� �� &'(�&)*�+� ,� %� �-).�%-

�	���� ������ �	���
 ������ ������#� ��� � �	����
� �����
 
���

���������� 
�
���� �	 
	�	�	�� ���� �	������� �
���	��	� ���
%������ ����� �
 ���	� ���
���� ��
������	���	 
������������ 
��
���	���	 
����	�����	� � ����� ��	% ������ 
� �
������
� ���	��
���������� �
���	����� �	������� ! 
����		��
	 $���	���������
�
	& ������
-���� ��� �	������	 �
���	��	 ����� ���	�	�	�� �������
�� 


��
��
�� �� ���	���������� �	�����$���� �� �	�����# ����� �
������$� �	�� ��$��	 �	��� ����� � 
	��! -��� ���#	� ��� ��� ��"
$��� �	����� ����� 		 �
���	��	 ���	�	�	�� �������
�� %
 ��
��"

�� �� ���	���������� �	�����$���� �� �����	���� �
���	 �����
� ������$� �	�� �	��� ����� � 
	��& '����
	
��� ��
�	�����	��"
��
�� �����	�	�� ��
����# �� �		!
.��������� $�	�
�	%��	��
	& 
���	�����	�������� �������	��
	

�� ������ 	�� �	�������� ����'	���� ������������� �	�	�� ����� �
������ ���	�#�'	��� � 
	�	�	�	��� %��� ����� � ��������� ����'	��
�
% �	���� ������ $/���
 �%������ ������ ������� �	 ���	�#�'�%
%���� �
 �	 ���	� ���� ���� �� ��������	��� ������� ����� �����

������	#�� 
������ ���#	�����& 0����	� ��	 ����	 
���	�����	���
����� ���	���������� 	��� ��'	���� � ������#	��	 ����� 
	����

���	�����	������� � ���� ������ 
���	�����	�������� ���� '		��
��	������ �������	������� � � 
�����#� '		 	�� ������#	��	 �	��
������� ����'	��� ����� 
	���� 
���	�����	������� � �	������	
����'	��	 ����� ������ 
���	�����	�������� ���� '		�� ���	�����
������ � ��%���� '		 ���	������ ����'	��
% �	����� ����	 ���

	���	 $� ������� � �����	& ������#	��	 
	�	����� �	�	�� 
	���� 
��
��	�����	������� � �	�	�� ������ 
���	�����	������� � ���	�	��� 
����� � ���	�	��� ������ -���� ��� ���	�������
�� ����# ��
�	"
�����	����
�	� 	
�� �����	��	 �������	����
���
1�������� �	�	� A ���#	���� ������� ���	������
% 
���	�����

�	������	�� �������	��
% �� ������ 	�� �	�������� ����'	���� ����
���������� �	�	�� ����� � ������ ���	�#�'	��� � 
	�	�	�	��� %���
����� � ��������� ����'	��
% �	���� ������
2������ ������� 
����'	�� ������'�� ������� ! �
������� ���#	�

���� A�



%'/0�&&� �)&-1'&&2' 3/-42 ���

§�� ��	
 ������

/	�	�� �
 ���	� ���������� ����� ���
���#	��
� � 
�������� R
��

� �	����� � ���	 � ������� 	������� �	�	� � ! ����#������ ���� '��
 �� ������	� ����� �� 3
 ���	� �������� ��� ��� ���� � ����#�����
����#	�
 ���������
�� ���	��������� (��		� ��� � ���� ���������
���� ����� � � � ���� �	���� �	�������	������ ����� � � � �	�	� ����

�
 ���	� ���������� ����� $456 ���
�
� 678 ���

�
& ∈ R

�� -���� ���� ��	 �����
���� 
������	#�� ����#����� �� � 
����� � ����� ��
*�� 
�	�	�� �	����
 ����� �
 ���	� 
������� ����� �����	�	�

������ �����'�% �� �		� +��� ��	
	�� �	����
 ����� 	�����	� �� ���
�	����� �
 ���	� ���
���� ��
�
	��
*���� � ! ����	������� �	��	 �	�������	����	 ����� � � ! �	�	�

��� ��	 '		 �	 �	�		 � ������% �	����� 0����	� �	�	�� � '	�����
���	�
� �� 	��� ��� ����	��� $����������������
�& ��
������	����

�������������	� ����� �� $����	���& � 	�� ������% �	���� ���
����
 � � ������� ����� ����� 	 	 	 � ����−�� �������
	 	�� �	����
 � ��	 	��
�	��� ���	�#���� �� �����	������ ����� ��
0����	� ��� �	���� $������ ���	���& ���	���������� 	��� ��'	�

����	� ��%���� '�� ���	����� ���	�������� ����� � �� �	��� ���
�	�������� �	
����#	� �� ����#����� �� 
	�	����'�� 
	��
� �	���
�� ������� -���� ��� ��� '	����� ���	�������
�� 	
�� �����	��	
�������	����
���
*���� 
 ! ����	������� �	��	 �	�������	����	 ������ (������� ���"

������� ���	�
� 
 ���
��	��� ��
������	���	 
������������ 
����	��
��	 
����	�����	� � ����#����� � ������
����� 
 
�
���� �	 
	�	�
�	�� '�%�� ���	�
����� ���	��� � � ��#�
� ���	��� 
����	���	���
� ����#����� � ������ �������� 
����	���	��� � �����% ����� $��	
9 � � � :
&� ����
	 ����
 
����	��� ��� � ����
� ������� ���	���

�
���� �	 
	�	�	�� ����
2��	��� $%��� ��� ��� �	 
����������&� ���� ��� 
����
��	� 
���

���� 
����� 
���	���� 
�
�� #������# �������� ���	�
� 
 �����
$:
 − ;&<<�
.��������� ���#	���� 
��� �������	��
% �� �	����� ���	��� :
 �

%�����
% �������� ���	��� 
 $��� 
 = 9� ;� :� 	 	 	 &� 0����	� ��	 ����	

��
 ������������ 	��� �% �	���
 ���	������
 � %�����
	 ����
�����
 ���
��� �� -���� ��� ��� ����# ��� ���������
�� 	
�� ��"
���	��	 �������	����
���



��5 %� �� &'(�&)*�+� ,� %� �-).�%-

1�������� �	�	� B ���#	���� ������� ��������
% 
��� �������	��
�
% �� �	����� ���	��� :
 � %�����
% �������� ���	��� 
� ��	 
 =
9� ;� :� 	 	 	 �
"������ �	�� ���� �����
 ! 
�������� �	����� ������ �
����	�

��� ���#	���� A � �����	 �
����	��� ���#	���� B�
2��	���� ���� ��� 
����
��	� 
����� 
������ 
���	���� ��� '	�"

��� ���	������� ����� � ������ ������ ����� 
��	
���	� �����"
��� ��
�� �� �	�����$��� �� 	�� �����'	� �	�	������� �	���� '	���
�� ������� >�� ���	����	 
����
��	�� ��� 	��� � �
�	�	�	��� ����
��������� 
��� �������	��
% �� �	����� ���	��� :
 � %�����
% ����
����� ���	��� 
� ���	���� ����� ?���	������
@ ������ ?�����
�
@�
�� ���#	���� ������� ��������
% � ����� ��
��	 ����% 
�� ���
��
��	� � ���#	����� B� >�� ����	 �
�	�	�	��	 ���#	���� B � �������
'	� �����	 �	 
����������A ��� ����
��	��� 
��	��
� 
�� ����	���
���#	��� �	������ ����'	��
% ������ � 
����������� R

�A ��� B;C�
D	��	�� E�

§�� �������� ����	
����

1
�	�	��� ������#	��	

� F A → B
��	�� '�� ��������
*���� 
 ! ��	�	�� ���#	���� A�
�����	� ���� ������� �	�
�	%��	��� 
���	�����	�������

$G�H� �� ��&� 
������	#�'� ������ 
A ��	�� �	�	� G �������	� �����
�	�	� H ! �	������	 ����'	��	 ����� ������ �	�	� � ! �����������	
�	�	�� ����� G� �	�	� �� ! ������ 
������	#�'�� ����� G � ���	��
#�'���� � 
	�	�	�	��� %��� ����� � ��������� ����'	��
% �	�����
1�������� �	�	� Æ 
��
����������� 
����������� H� ���� '		��

��,	���	��	� ����'	��
% �	���� ������ � �����	� �
	
	����� �	"
����� ���
����� ���
��	�� ��������� 
����������� � \Æ� -���� ���
��$��� �
	
	���� �	��� 
��	�$��
� � %�	�
	
	����& �	��� � ���
%�	�
	
	����& �	��� 	���
��	����
D	
	�� 
������� ��
������	����	 ��
������	���	 
������������′�

�����	� ����� ���	���������
% �	����	�� 
� ����� �	�����	 ���
��#��� �	��� ����� G� .��������� ��
������	���	 
����������� Æ

� 
����	�� � �	�� ��� �	������� ��� ����
 ��	���� ����� ��#���
�	������ ���#�	�������� � ������������ ��	�	���� �	��� � �����
	



%'/0�&&� �)&-1'&&2' 3/-42 ��6

������
 �	����	� ���#�	�������� � ������� ���	�#�'����� � ����%
����'	��
% �	����� ���� 
�
���� �	 
	�	�	�� ��� � �	 
	�	�	�� ���
� %������ ������ ���	������ �	����	� � ����'	��
% �	���� ���� �

������
���#�
	 ���	������ ������ 
� �����
� ��� ���		�
� *����
��� ��
������	���	 
�����������A ��� 
����������� � 	��� �′�
-���� ��� ��
������	���	 
����������� �′ ����	��� ���	���������

�
� ����	��
� �����������	� � ���	� � ��� ��� ���	������� �����
�� 1�������� �	�	� � ����� %��� ����� G� -���� ���		� ��� ���� ����
��������� �′ 
	�	�	��	� ��,	���	��	 ��	% %��� ����� G 
� :� ������
$
��������� ��� �	������ ���	��� ��� ��#��� %���
 ����% ���	� 
	�
�	�	�	��� ��	&� 2��	���� ��� ���� �� ���% ���	� ! ����� ��� -����
�����	�� ��� ��'	����	� ��%���� '�� ���	����� ���	��������

�� F �
′ → ��

������#� '�� ����� �� � ����� ����� � �������
	 ����� 
	�	�	�	���
������ ����'	��
% �	���� ����� � %������ � �����

������ ������ 	 	 	 � ������−�	

.��������� ���� G � ������	� ��#�� %���� ����� ������� 
	�
�	�	�	��� ���� %���
 � ����'	��
�� �	������� ������ *����	��
�
� ���� ��������� �	�	� G′� -���� ��� ��
������	���	 
��������
���� G′∩�′ ����	��� ������ � ��� ���� ��$G

′ ∩�′& ����	��� �	�����
���	��� :��
1�������� �	�	� �′ ��
������	���	 
������������ ���� '		�� ��,�

	���	��	� ������������ ��′ � ��	% ��	�	��
% �	��	�� 0	������ ���
�	��� ��� ��'	����	� %������� ��������� � ���	��� � � ���	�����
����

�� F �
′ → ��

����� ��� ��$�& = ��$�& 
�� � ∈ ��′�
3
 �
�	�	��� ��	�	�� �$
& ���#	���� B ��� ����� 
��


$��$G
′ ∩�′&� �&	

�������� )�����$	��	 � ���	�	�	�� ����	���� � ����	�
� ��	�"
'�	�!

*	���	 ��	������ (�� �������	������ ������� ���������� 
������
��� ������#	��	

� F B → A�
����	� ��� � ◦ � = 7I � � ◦ � = 7I�



��7 %� �� &'(�&)*�+� ,� %� �-).�%-

�����	� ��	�	�� � �� ���#	���� B� *���� � ! �	��	 �	�������	���
��	 ����� � 
���� � � � ! �	��� ���	��� :� � %������� ���������
���	��� � �����	����	���� ����	 ��� 
��� $���& 
�	�������	� ����� ��
.��������� ��
������	���	 
������������ 
����	���	 
����	������
	� � �	�	�� � ������ � ���	���� %������� ��������
 �� -���� ���
��� 
����������� ��		� ��������� �����A ����
��� �����	��	 �����
����� ����� �	����� ���� '�%�� ������� ���		� �	���� � ���	�����
� ��������� 
����	��
� ���� �	�	� G� 0	������ ���	��� ��� ���� G
������	� ���������
� �	�����
� ����'	��	� � ���������
� ����
�������
� �	�	���A ��������� �% �	�	� H � � �����	����	���� 0����
�	�� ���	���� ��� ����� ����� ��	����
� ������� �
�	�	��	� �����
�� ���#	����� ���� '	���� 
	�	�	�	��	� %��� ����� G � ��������
�� ����'	��
% �	����A ��������� ��� ����� �	�	� �̃� 3
 �
�	�	���
��	�	�� �$�& ��� ����� 
���	�����	������� $G�H� �� �̃&�
D�� ��� ��� �
�	�	�	��	 ������#	��� � ����	���� � ��� � ◦ � = 7I

� � ◦ � = 7I� ! ��	������

����������

�� %� �� &�8�����9� ,� %� ���:���� �
��
����� �������	 	��
������ ��
�	��
; %�� �� )�<3=� )��� �� %
�� � >����?� �6@5��

JKLM786N7O P� Q�� QR6S5TR UV� P� WXRYM6 Z7[M \XR]KI TKX[74K6�

K̂ XKIV4K [MK [5Y5S5_` 4SR667a4R[758 YX5bSK] 5\ a87[K _XRYM6 Z7[M
\XR]KI TKX[74K6 [5 R [5Y5S5_` 4SR667a4R[758 YX5bSK] 5\ YSR8K [XKK6�

��� ���:� � ��� $<�$ ���� ��)�A�� ��<������9
����"��� ����
9 �������� � B
/����9���9 ����"��� ����
9
��"�����	����9 �������� � 
�
� -� �� 3��#����
)��� A�� ��<���� /����$

������ � ���������	�
��

��

��� C-���� D�
)��� A�� ��<���� /����$

������ � �������������	���
��


