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�	� R$ % $� − $� ��� $ % �� 8�\ 	

��
�	�� ��� ���� ����
���� ) R� )�*� R8)�** �����
�����
� 1389

R� )�* % R\.

�∫

�

+%)�* R� )�* . 〈4)�*� R8)�*〉.
�∫

�

()�*��−
�∫

�

〈 R8� �+ )�*〉�
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 �
 ()�* % (�)�� � �)�*� 8�)�** −(�)�� � �)�*� 8�)�**� #���� , � � � � � 	

	

9��� % ]YV

⎡
⎣

�∫

�

)%)�* − /

0
‖4)�*‖�*�� .

�∫

�

〈4)�*� �+ )�*〉
⎤
⎦ �

#�	�
��� ������� G��� �
������ ����
�	��� ��� ) R� � R8* �����
����
���� 1389

R� )�* % 9��� R� )�* .

�∫

�

9���()�*�� −
�∫

�

9���〈 R8)�* . R� )�*4)�*� �+ )�*〉

	

R� )�* % "

⎡
⎣9��� R� )�* .

�∫

�

9���()�*��
∣∣∣F�

⎤
⎦ �

@����
 ���
���
�	
 �
�
��
��� ���
��
� 	
 �����	�
������	 R\
	 :)�*!

2��
�(	� "��� ���� ��� 
�
 ���	� ���

��� 
��
���	
�! #����

� �)�* % \� .

�∫

�

(�)�� � �)�*� 8�)�**�� −
�∫

�

〈8�)�*� �+ )�*〉

	

� �)�* % \� .

�∫

�

 )�*�� −
�∫

�

〈8�)�*� �+ )�*〉�

F��	 ��	 "��� \� � \� 	 (�)�� � �)�*� 8�)�** �  )�*� �� ����� �������

(�)�� �� 8* % (�)�� �� 8* . + )�*−()�� � �� 8�*-

	� � ������� �
��
�� 6!0� �����	�� �
���
����� � �)�* � � �)�*! F��	
��	 "��� (�)�� � �� 8�* .  )�* �� ����
���
 �����	�
����� �
�� ��×
�) � �� � �)�* . � �)�*! �



�. /� �� 012���234(5/

§�� ����	 � ������� ��������� � �������
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 �� �������	� ���
� �
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(
�	��	 �	��
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���� �������	�
��	� �����
�	� �	��
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�
.

/

0
45�∗)�� �*∇����)�� �* . 〈�)�� �*�∇��〉 )7!/*

.��
��)�� �*∇��� . ���)�� �*�� . �)�� ���∗∇�* % ,�

��)	� �* % ���)�*� 
 % /� � � � � ���

	 �
(
�	��	 �����
�������
� �	��
�� ��������������� �	��
�
��
�	������ �������	�
��	� �����
�	� )0!/:*� )0!/;*!

'�� ��
 ����	������ �� ��
�
�		� �	��
�� )7!/* ����� ��
��	 �
���������� �����
�	� �	��


^


�
.

/

0
45'∗∇�^' . 〈��∇^〉.()�� ;�^�∇^* % , )7!0*

�����	�
���� �����		 ^)�� ** % 〈�� �)�� �*〉� * % )�� �*! S�� ��
���
��
� ��
��	 �����	
 ��
������ � �
(
�	� �	��
�� )7!/*� ��	����� ��
�������	�������
 � �����
 +/;- �����	
 ��
������ � �
(
�	� ��� ����
����� � �����
�	� )7!0*!

@�����	� ��� ����	��� �����	
 ��
������ � �
(
�	� ��� �������
�� � )�� % /* �
�	�
��� � �������	�
��� � �����
�	�!

#���� $ K +,� 	 -×�� → � 	 < K +,� 	 -×��×�×��×'� → ��  �
'�

$ ����
���� �����	�
����� �	��
��	���� � × ������	�! #�	 "���
��
����� �
���� ���

{
<)�� �� $� �� 2* � <)�� �� $�� �� 2*� 
��	 $ � $�

<)�� �� $� �� 2* � <)�� �� $� �� 2�*� 
��	 2� � 2�
)7!6*

 �
 �
���
����� ����	� ���	��
��� � �����
 �
���
����� �������	��
��� ����!

@�����	� ���
�
�
�	
 ��
������ � �
(
�	� 
����	 '�(	 ��� �
�
�	�
��� � �������� � �������	�
��� � �����
�	�


$


�
. <)�� �� $�∇$�∇�$* % ,� $)	� �* % $�)�*� )7!7*

#���� P��	$)�� �* 	 P��−$)�� �* ���
������� �����
����
���� �����
���	�
��	� ���� 	 ���
���
� ����� � ������� ��������� �����		 $ �
����
 )�� �*! #�	 "��� P��	$)�� �* ����� ���
�
�	�� ��� ����� ���	�
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���
� )=� �� 2* ∈ �× �� ×'�� ���

$)�� �̃* � $)�� �*.=)�−�*.〈�� �̃−�〉./

0
〈2)�̃−�*� �̃−�〉.>)|�−�|.‖�̃−�‖*�

��	 )�� �̃* → )�� �*� � P��−$)�� �* $ ��� ����� ���	� ���
� )=� �� 2* ∈
� ×�� ×'�� ���

$)�� �̃* � $)�� �*.=)�−�*.〈�� �̃−�〉./

0
〈2)�̃−�*� �̃−�〉.>)|�−�|.‖�̃−�‖*�

��	 )�� �̃* → )�� �*!
@
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������ �����	� $)�� �* ��
����� ����
(
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� �����
�

�	� )7!7*� 
��	 ��� )�� �* ∈ +,� 	 - × �� 	 )=� �� 2* ∈ P��	$)�� �* ������
��
��� �
���
�����

= . <)�� �� $� �� 2* � ,� )7!:*

3����
����
���� �
��
������ �����	� $)�� �* ��
����� ���
��
�
(
�	
� )7!7*� 
��	 ��� )�� �* ∈ +,� 	 - × �� 	 )=� �� 2* ∈ P��−$)�� �* ���
�����
��� �
���
�����

= . <)�� �� $� �� 2* � ,� )7!;*

_����	� $)�� �* ��
����� ��
������� �
(
�	
� )7!7*� 
��	 ��� �����

��� ������
�
��� ���� 	 ���
��
(
�	
� "�� � �����
�	�� �!
! 
��	
�����
��	�� �
���
����� )7!:*� )7!;*!

L��
�  ����	��� ��� �����	� �)�� �* ∈ ��� � )�� �* ∈ +,� 	 -×��� �����

��� ��
������� �
(
�	
� �	��
�� )7!/*� 
��	 ��������� �����	�
^)�� "*� " % )�� �* ∈ �� × ��� �	�� ^)�� "* % 〈�� �)�� �*〉 ��� ���� �
� ∈ ��� ����
��� ��
������� �
(
�	
� �����
�	� )7!0*!

�
���� ���

��� ��� ����
��	 �� �� ��� �����	� ^)�� ** % � )�*�
������
���� � ������� �
(
�	� 1389� 
���
� ��
������
 �
(
�	

�����
�	� )7!0*� ����
��� ��
����

 ���
���
�	
!

 �''� -�%� ����� ^)�� ** ∈ ��� )�� ** ∈ +,� 	 - × �� × ���� � H ∈
�
���
� )+,� 	 -×�� ×��� � ��*� �	���

P��	
� ^)�� ** % {)^�)�� **�∇^)�� **�∇�^)�� ***}

� ^− H ��

� 
	%�
���! ��%����� � �	 %
 )�� )�� �** ∈ (� }� �
P��−
� ^)�� ** % {^�)�� �*�∇ ^)�� **�∇�^)�� **}

� ^− H ��

� 
	%�
���! ������� � �	 %
 )�� ** ∈ (� }�
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 ����	������ �� ��
�
�		� 
��	 �	��
�� )7!/* �
�	�	�
����
�!
! � 
��	�	� ������ �� � 	 �� �� �����	�
���
 �
(
�	
 �)�� �* 
����	
'�(	 )7!/* �������
� �
����������
 ��
������
�	
 �	�� 〈�� �)�� �*〉 %
"〈�)	 *� ��)�)	 **〉�  �
 ��������
 ����
��� �)�* 	 �)�* �����
�������
��
����
� �	��
�
 �������	�
��	� �����
�	�

��)�* % �)�)�*� �)�� �)�**�� .�)�)�*� �)�� �)�*** ��)�*� �)�* % � ∈ ��

)7!<*

��)�* % �)�)�*� �)�� �)�**�)�**�� . �)�)�*��)�� �)�***)�)�*� ��)�**� )7!?*

�)�* % � ∈ ��

〈�� �)�� �**〉 % "+〈�)	 *� ��)�)	 **〉|F�- )7!E*

."

⎡
⎣

�∫

�

〈�)�*� �)�)�*� �)�� �)�***〉 ��|F�

⎤
⎦ �

#�	 "��� ��"��	�	
��� � 	 � � )7!/* 	 )7!?* ���
��� ������(
�	
�
��
�� % ��

���
�
� !

@����� � "�	�� � �����	�
��	� �
(
�	
� 
����	 '�(	 )7!/* ��� �
�����
 � % �)�� �*� ��� 	 � �����
 � % �)�� ���∗∇�*� ����� ���
��� �	�
��
��� ��������� 	
 ����� � 	 ������� � �������	�
��� � �����
�	�
�	��

��)�* % �)�)�** ��.�)�)�*** ��)�*� �)�* % � ∈ ��� )7!/,*

�,)�* % −�̃)�)�*� ,)�*� ")�** ��. ")�*��)�*� ,)	 * % ��)���	)	 **� )7!//*

 �
 �̃)�� )�)�*� ,)�*� ")�*** % M∗)�� �*�)�� )�)�*� +M∗-−��)�� �)�**� ")�*** 	 �����
�	��	���	���� ��
�������� �����	���� M)	� �* �������
��� ����
�
����� �����
�������	� 389 )7!?*� �� ������
 �)	 * % M)	� �*�!

9������	� ���
� ��������� ����
���� )�)�*� ,)�*� ")�**� �����
������
��	� #1389 )7!/,*� )7!//* � ��
������� �
(
�	
� 
����	 '�(	 ���
���
	�	�
���� �	��
�� )7!/*!

8�� �� �� ����� ����
���� ��� �)�� �* $ "�� ��
������
 �
(
�	
 
��
���	 '�(	 )7!/*� ��������	� ��������� �����	� ^)�� ** % 〈�� �)�� �*〉�
* % )�� �* ∈ �� ×��� � 	 ��������� ����
��

^)�� *)�** % 〈�������)	 *� �)�� �)�**〉�
 �
 *)�* % )�)�*� �)�**!
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#���� E % �� × ��� � ( % �� × <�)�
��*�  �
 <�)�

��* % {, ∈ ��� K
‖,‖ % /}! ���
�
� �����	�

H)�� *)�** % 〈�)�*� ?)�� �)�**〉
	
 ������ �

���
� 	 ����� )�� ** ∈ +,� 	 - × (� ��� ����� � ����
 )�� **

����	 ���� ��������� ����	��� �����		 ^)�� **− H)�� **!
L

 ���
�	 �������	 �� ���
�
� � ���
���
 � "�
�
��� ��
	�

�� � ��� 	 ��
������	�� ��� � ����
 )�� ** ������
��� ������(
�	

^)�� ** % H)�� **� 	�	� "��	���
����� ��� ?�)�� �* % ��)�� �*! #�	 "���
��� ���� � ���
��� ��������	 1 �����
��	�� ��
���

^)1� *���)1** − H)1� *���)1** � ,� )7!/0*

G
 ������� G�� 	 )7!/,*� )7!//* ���
��
�� ���

H)1� *)1** % H)�� ** .

�∫

�

[
H

�

.AH
]
)�� *)�**��

.

�∫

�

〈∇H)�� *)�**�')*)�*� ,)�*� ")�** �+ )�*〉�

 �


AH %
/

0
45'∗∇�H' . 〈��∇H〉�

� ��"��	�	
��� ' 	 � 
����� ������(
�	
� )/!/6*! 3 ��� �� ����
����� ����
�� , �����
�����
� 1389

,)�* % ��)���	)	 ** .

�∫

�

�̃)�)�*� ,)�*� ")�** �� −
�∫

�

")�* �+ )�*� )7!/6*

#�������� �
(
�	
 ,)�* % �)�� �)�** �����
�	� )7!/6* 
�	����
����
��

^)1� *)1** % 〈�)1*� ,)1*〉 % 〈�� ,)�*〉.
�∫

�

〈�� �̃)�)�*� ,)�*� ")�**〉 ��

−
�∫

�

〈�� ")�*�+ )�*〉�
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 ������(
�	
 � )7!/0*� �����	�� ��� �����
��
�	�� �
���
�����

, � ^)1� *)1** − H)1� *)1** % ^)�� **− H)�� **−
�∫

�

+
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�
.AH-)�� *)�** ��

−
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�
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�
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−
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 � ����
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���
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���
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⎛
⎝
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(
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�
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���
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��
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�
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 &��� � '	�� )7!/*�
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�
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(
�	� 1389 )7!7*� � ��
�����
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���� �
�
�
���� � ��
��
� 	
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�������� �
��		 1389 +<-! 8�� �� �� ����� ����
���� ���
�)�� �* ����
��� ��
������� �
(
�	
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����	 '�(	 )7!/*� ��� ���	
�
������� �����		 ? ∈ ���� ����� )�� �* ∈ +,� 	 -×�� $ ������ � �������
����	 �
��� ��������� ����	��� �����		 ��−?��� % /� � � � ��! L


���
�	 �������	 ��
������	�� ��� � "��� ����
 �)�� �* % ?)�� �*!
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�� ��� ����
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������
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 ��	���	� � ����	���
�	�!
#���� ����� 4 ∈ ),� 	 − �- ������� ��� ��� ��
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��� ��)�� ��* � ?�)�� ��* 	(
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)
)�� ��* . ��)�� ��� �)�� ��*�0)�� ��∇?*)�� ��** . ,�
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(
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�
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@
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�
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f]dgVgdThXiX jX! k! lg5mX5n�oXPhmX5n TpgPqXTpZP nZr]5]`pZXd ]sUXpZg`T
XTTgPZXp]n mZpq TiTp]WT ga sUXTZdZ`]X5 VX5XogdZP ]sUXpZg`T X`n PgWVX5ZTg`
pq]g5]WT!

t] n]u]dgV X V5goXoZdZTpZP XVV5gXPq pg Pg`Tp5UPpZg` ga X uZTPgTZpi TgdU�
pZg` ga pq] vXUPqi V5god]W ag5 X TiTp]W ga sUXTZdZ`]X5 VX5XogdZP ]sUXpZg`T
mZpq 5]TV]Pp pg X u]Ppg5 aU`PpZg` �)�� �* ∈ ��� � � ∈ ��! wU5 XVV5gXPq ZT
oXT]n g` X VgTTZoZdZpi pg 5]nUP] pq] g5ZxZ`Xd sUXTZdZ`]X5 VX5XogdZP TiTp]W pg
X sUXTZdZ`]X5 VX5XogdZP ]sUXpZg` Z` X` Xdp]5`XpZu] VqXT] TVXP] X`n n]5Zu]
ag5mX5n�oXPhmX5n TpgPqXTpZP nZr]5]`pZXd ]sUXpZg`T XTTgPZXp]n mZpq Zp! 4qZT
5]nUPpZg` TqgmT pq] mXi pg V5gu] TgW] PgWVX5ZTg` pq]g5]WT ag5 fyz{T
X`n XT X 5]TUdp pg Pg`Tp5UPp X V5goXoZdZTpZP 5]V5]T]`pXpZg` ga X uZTPgTZpi
TgdUpZg` ga pq] g5ZxZ`Xd vXUPqi V5god]W!

���!���$� �. v����$� ���� ��4�"��!�� ������% w���'���!����
%
5���!��!����"4!���!�$_�
% :�������!�!�
�$� �"� (�������
�%���� ��
4���!"��!�� ��� �=���,� )�����

5�&"#+ � ����������	
���

��


