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#���� )J�F � ) * $ ����������� ������������ 	 �)�* $ ���������
��� �	������	� ������ �� 
����	��	 � � !

���� ���
����	� $�)�* % $)�� ��∇�* ��� �����	� $ % ���� �� �!
� ��	�	����� ������ �! �� �� ��"��	�	��� ���� �� � 	���

�	� $�)�� �* % $)�� �� �)�� �**� � �	����� )0!0* ����� ���
��� �	����
������ �������	���	� ������	� �	��

��)�* % ��)�)�**�� .��)�)�** ��)�*� �)�* % � ∈ �� )0!6*

��)�* % ��)�)�**�)�*�� . ��)�)�**)�)�*� ��)�**� �)�* % � ∈ �� )0!7*

〈�� �)�� �**〉 % "+〈�)	 *� ��)�)	 **〉.
�∫

�

〈�)�*� �)�)�*� �)�� �)�***〉 ��-� )0!:*
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8�� �� �� ����� �����	�� �������	� ������� � ���� ��� ���
������� ���	 �������� ������� �)�* 	 �)�*� ��� �����	����
�(�	 
����	 )0!0* �������� ����������� ���������	� ����
�����	� �����	� H)�� �� �* % 〈�� �)�� �*〉 	 ���	��	� �������	���	�
�	�����	�� �������K %)�* % 〈�)�*� �)�� �)�**〉
�%)�* % 〈��)�*� �)�� �)�**〉 . 〈�)�*� ��)�� �)�**〉 . 〈��)�*� ��)�� �)�**〉

. ��)�)�**�)�*� �)�� �)�**〉 . 〈�)�*� [
�

�

. ���
]
)�� �)�**〉

. 〈��)�)�**�)�*� +∇���-)�� �)�**〉�� . +〈��)�)�*�)�*� �)�� �)�**〉

. 〈�)�*� +∇���-)�� �)�**〉�

)0!;*

 �

��� %
/

0
45�∗)�� �*∇����)�� �* . 〈�)�� �*�∇��〉�

1����� � ����� )0!0* �������

�%)�* % −〈
�)�*� ��)�� �)�**〉�� . 〈�)�*� ++��)�)�**-∗�)�� �)�**

.+∇���-)�� �)�**-
〉
� )0!<*

G�� �	��� �%)�* �� � � ������ �� � �� 	 	 ���	���� ������	�
���� ��	���	 �� ��	� ����� �������� � ��������� ��	�� �
������(�	� )0!:*!

D���� 	���� ���� 	 ���  ����
��	 ��������	� ��
������ ���
���	�� ������������	 ������(�	� 	 � ��� ������ �� �� ��"��	�
�	��� ���� �� � 	 �����	� � 
��	��� �� �� � 	 ∇�!

������ ���� ��	 �������		 ������������ ���������	� ���
������	���	� �(�	� 
����	 '�(	� 	� � ��������	 ��� �������	�
��
������� �(�	�� 	 ��� ������ �������	� ������ �� ����
�	������ � �!/� 	 �����	� � ���� ��� 
����� '�(	 )/!6* "��	�������

���� '�(	 ��� �������� � �������	���� � ������	�


H


�
.

/

0
45'∗)"�H*∇�H')"�H* . 〈�)"�H*�∇H〉.()"�H�∇H* % ,�

)0!?*
�����	����� ��������� �����		 H)�� "*� " % )�� �* ∈ � × � � �	�
�� H)�� "* % 〈�� �)�� �*〉� ������������� �����	� H)	� �* % H�)�* %
〈�� ��)�*〉! 2��� ��"��	�	��� ' 	 � ����
����� ���������� ���
"��	�	����	 ������ �

'∗' %

(
�∗� ��

�� ,

)
� � %

(
�

�

)
� )0!E*
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#�	 "��� �	���� )0!6*$)0!:* "��	������� ������� �	��� ����
����	���	� ������	�

�*)�* % �)*)�**�� .')*)�** �+ )�*� *)�*%*%)�� �*∈��×��� � )0!/,*

H)�� ** % "

⎡
⎣H�)*)	 ** .

�∫

�

()*)�*�H)�� *)�*** ��

⎤
⎦ � )0!//*

 � H�)** % 〈�� ��)�*〉!
9����	� ����������	� 	 �	���������	 �(�	� �	���� )0!6*$

)0!:* ����(� 	
����� ��� � ��� 	 �����	�� ��	 ������� �����	�
�)�� �* �	�� )0!:* ������ �	�����	���� �� � )��! +7-*!

L�� �� �� �������� �
������� ��������� ������������	
	 �� ��� ������� �� �� �� ��"��	�	��� ���� �� � 	 � 	��� �	�
$�)�* % $)�� ��∇�*� 	 ��� �� ������ �	���� ��������� ��	�����
�������	���	� ������	�!

� ������(� �� ����� ���� ��	����� ��� �����	� � 
��	�	� ��
�������� �∗� . �∗∇�� � � �� ∇�� ��� � ������� � ���	��	��
��	 ����	�� � ���������!

2���	�� ��� ������(�	 )0!<* �������� ��������	���� 	����
�����	�! 1��
���	� M)�� �* ≡ M)�* "�����	���� ������� �������
��� ��������	�� ��������	� � ����������� ��� �� ������
M)�� �*� % �)�*�  � �)�* $ �(�	 ������	� )0!7*! #��	(� ������
�	 )0!<* � �	�

�〈��M∗)�*�)�� �)�**〉 % −〈��M∗)�*��)�� �)�**〉�� )0!/0*

. 〈��M∗)�*++��)�)�**-∗�)�� �)�** . +∇���-)�� �)�**-��)�*〉�

1��
���	�

,)�* % M∗)�*�)�� �)�**�

")�* %

(
M∗)�*+��)�)�**-∗�)�� �)�**

M∗)�*∇���)�� �)�**

)
%

(
"�)�*
"�)�*

)
�

N� �� ������(�	 )0!/0* ��	����� �	�

�,)�* % −M∗)�*��)�� �)�**〉�� . ")�*�+ )�*� )0!/6*
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 � + )�* % )�)�*� �)�**∗ ! #�������� ,)�* % M∗)�� �*�)�� �)�**� ��

,)�* % ,)	 * )0!/7*

.

�∫

�

M∗)�*�)�� �)�*� �)�� �)�**� +�∗�.�∗∇�-)�� �)�***�� −
�∫

�

")�*�+ )�*�

 � ,)	 * % M∗)	� 	 *�)	� �)	 ** % ��)�)	 **! @������ �������
����(	��
������(�	��	

�)�� �)�** % +M∗-−�)�*,)�*�

(
�∗�
�∗∇�

)
%

(
+M∗-−�)�*"�)�*
+M∗-−�)�*"�)�*

)
�

�����	�

,)�* % ,)	 * .

�∫

�

� )�� �)�*� ,)�*� ")�**��−
�∫

�

")�*�+ )�*� )0!/:*

 �

O�)-� �� �� ,� "* % �)�)�*� +M∗-−�)�*,)�*� +M∗-−�)�*")�**�

� )�� �� ,� "* % M∗)�*O�)�� �� ,� "*�

N��	� ����
��� �� �����	�	 ������(�	 )0!/:*� ������� ���� �
������	� ��� ������� �)�*� ����� ��������	���� ��� #1389!

#����� ��� ��������� �)�* ����������� 389

��)�* % �)�� �)�**��.�)�� �)�**��)�*� �)�* % �� )0!/;*

9����	� P���������	� 	 �	���������	 �(�	� #1389 )0!/:*�
)0!/;* ���� ����(� 	
���� 	 	��� ������	� �	�!

L���  ����	��� ��� �������� �����	 # $�%� ��	 �����		
�)�� �*� �)�� �* $ �	�(	��� �����		 � ����	����� �������
�)�� �*� �)�� �*� $ � ���	���� �	���� �������� � ��� � � �����
�	� � K J × +,� 	 - × �� × ��� × ��×�� → ��� ������� ������	�	
���������	K

/* � )·� �� ,� "* ��� ���	��� 	
��	�� ∀� 	 ��� ��� ),� "* �� 
����
�	��	 � ��� ×��×�� Q

0* "‖ R� )�*‖ . ∞�  � R� )�* % � )�� ,� ,� ,*Q
6* �������� ��������� / 	 �����	����� ��������� 0�� ���

�	� ��� ‖� )�� �� ,� "*‖ � R� )�* . 0+‖,‖ . |"|- ∀� ∈ +,� 	 -� , ∈ ��� � " ∈
��×�� � �!�!Q

7* ‖� )�� ,� "* − � )�� ,� "�*‖ � �|" − "�|� ∀� ∈ +,� 	 -� , ∈ ��� � "� "� ∈
��×�� � �!�!Q
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:* 〈, − ,�� � )�� �� ,� "*− � )�� �� ,�� "*〉 � /‖, − ,�‖�� ∀� ∈ +,� 	 -� ,� ,� ∈
��� � " ∈ ��×�� � �!�!Q

;* ��������	 , → � )�� �� ,� "* �������� ��� ����� � 	 " �!�!
S�	 �����	�  �����	���� ����������	 	 �	���������� �(�

�	� #1389 )0!/:*� )0!/;*! 1��
���	�
• S�

� )�
��* $ �������� ��	����	� ���� , ∈ ��� � ������������	�

���� "
[
TUV����� ‖,)�*‖�] . ∞Q

• H�
� )�

�×��* $ �������� ���	� ��� ���	��� 	
��	��� �������
�	����	�� �	����� ��������� �������� ")�* ∈ ��� ���

"

⎡
⎣

�∫

�

‖")1*‖��1
⎤
⎦ .∞�

#� ������	� �(�	 #1389 )0!/:*� )0!/;* $ "�� ������ F��
��� ���	��� 	
��	��� ��������� �������� )�)�*� ,)�*� ")�** �� 
���
��	��	 � �� ×��� ×��×�� � ���	� ���

"

�∫

�

‖")�*‖��� . ∞� TUV
�����

"‖,)�*‖� . ∞� )0!/<*

	 � ����������� / ����������� ������(�	�

�)�* % �.

�∫

�

�)�� �)�*�� .

�∫

�

�)�� �)�*��)�*�

,)�* % � .

�∫

�

� )�� �)�*� ,)�*� ")�**��−
�∫

�

")�*��)�*� , � � � 	�

)0!/?*

1��
���	� B� % H�)+,� 	 -Q��*×H�)+,� 	 -Q���*×H�)+,� 	 -Q��×���

#�	 "��� �������	�� ������ �������	!

���&�'� $�%� ����� ���	
����� ��
	�� # $�%� �	��� ��������

��������	 ���� )�� ,� "* ∈ B� ������ )0!/:*� )0!/;*�

D���� 	��� �
������� ������ �����	�� 	 ��	 ���������		 
��
���	 '�(	 ��� �	���� �������	���	� ������	� �	��


�


�
.

/

0
45�∗)�� �� �*∇���)�� �� �* . 〈�)�� �� �*�∇�〉 )0!/E*

. ��)�� �*�� . �)�� �� �* % ,� �)	� �* % �

�)�*� 2 % /� � � � � ���
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2���	�� ��� � )0!/E* ����	�����	 �� 2 � �����
�������!

3�� ���
��∑

���
��)�� �*�)�� ���* ����� �������	�� � �	�

��∑
���

��)�� �*�)�� ���* %

��∑
���

��)�� �*+�)�� ���*

− �)�� �� 2*- . ��)�� �� 2*�

��� ��
���	� �������	�� �	���� )0!/E* � �	�


�)�� �� 2*


�
.

/

0
45�∗)�� �� 2*∇��)�� �� 2*�)�� �� 2* . 〈�)�� �� 2*�∇�)�� �� 2*〉

)0!0,*

.

��∑
���

���)�� �*+�)�� ���* − �)�� �� 2*- . O�)�� �� 2� �* % ,�

 � O�)�� �� 2� �* % ��)�� �� 2* . �)�� �� 2� �*! #���� !)�* $ ��������	�
������� ������������	� )/!<*�  ������ ������ � 	�� �	� )/!?*!
C� ���� ������� ���� ��� �������� ������� !)�* 	 �)�* �
��	�
�	��!

8�� �� �� ����� ������	�� ����������� ���������	 �(�	�

����	 '�(	 )0!/E*� ��������	� �������	���� ������	

��)�* % �)�)�*� !)�**�� .�)�)�*� !)�**��)�*� �)�* % �� !)�* % 2� )0!0/*

	 ��������	�� ��� �������� �����	� �)�� �* ≡ �)�� �� 2*� �������
������� ����� �����	���� �(�	 
����	 )0!/E*!

&�������	� ��������� ������

%)�* % �)�� �)�*� !)�**

	� �������
����(	�� �������� G��� ���	��	�  � �������	���	�
�	�����	��

"+�%)�*- %"
[

�)�� �)�*� !)�**


�
.

/

0
45�∗)�� �)�*� !)�*�*∇��)�� �)�*� !)�**

)0!00*

×�)�� �)�*� !)�** . 〈�)�� �)�*� !)�**�∇�)�� �)�*� !)�**〉

.

��∑
������

�������′����)�� �)�*� !
′)�**

]
�
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#�	�	��� �� ��	���	� ��� �����	� ��)�� �* ����������� )0!/E*�
�����	�

"+�%)�*- % "+O�)�� �)�*� #)�**��-�  � O�� % �� . ����� �

G�� �	��� �������� ������(�	 �� � � ������ �� � �� 	 � ��	��
� ������(�	�

"+%)	 *− %)�*- % "

⎡
⎣

�∫

�

O�)�� �)�*� !)�**��

⎤
⎦ �

������ ������� ���

�)�� �* % �)�� �� 2* % "

⎡
⎣��)�)	 *� !)	 **−

�∫

�

�̃)�� �)�*� !)�**��

⎤
⎦ �

������ ����������� �	��� )0!0* 	 )0!/E*� ������� ������	��� ���
�	���� ��	 ����	
 ����������� � ���������	� �����	���� � ��
(�	� 
����	 '�(	� ������� ��
�������� 	��������		 "�	� �	�
��� ��� ��������� ������	� �����	����� ������ ������� �����
�	�� ����
����� ��������� �(�	��	 "�	� �	���� ��� ��
������

������� �� ��� 	� ��
���� �������������!

#�	 ����	
 ����������� � ���������	� �(�	� 
����	 '�(	
)0!0* �	��

〈�� �)�� �*〉 % "+〈�)	 *� ��)�)	 **〉-�
���� ������� ��� �	���� )/!6* �������� ����	 � �����������
���� ���������� �������	������ ������	�


H


�
.

/

0
453∗)�� ��H*∇�H3)�� ��H* . 〈2)�� ��H*�∇H〉 .()�� ��H* % ,�

)0!06*
�����	����� ��������� �����		 H)�� �� �* �	��

H)�� �� �* % 〈�� �)�� �*〉�
������������� �����	� H)	� �* % H�)�* % 〈�� ��)�*〉!

3 ��� �� �������� �	���� �	�� )/!7* ���� ����� 	������	�
������ ��� �������� ������	 �����	����� �����		 �)�� �* ≡
�)�� �� 2*� ������� ��	 "��� ����� ��������	���� ��� �����	�� ���
������� �� +,� 	 - × �� ×  �  �  % {/� � � � � ��}! 3�����������
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�	���� )/!7* ����� 
��	���� � �	�


�)�� �� 2*


�
.

/

0
45�∗)�� �� 2*∇��)�� �� 2*�)�� �� 2* . 〈�)�� �� 2*�∇�)�� �� 2*〉

.

��∑
���

��)�� �*�)�� �� �*.�)�� �� 2� �)�� �� 2*�∇�)�� �� 2***%,� 2%/� � � � � ���

� 
������	 "�� � ���� ���� ��������	� � ���� ��
��������
������	� ������ ��������	����� �������	���	� ������	�� ���
����� �����	���� �(�	 
����	 '�(	 ��� �	���� 	
 "�� � �����
�� ��������� ����������� ���������	!

D���	
 ������(�	�� ��������� ��(� ��	���	� � ���������	�
������� �	���� �������	���	� ������	� �����	����� ������
��� �����		

�)�� �� 2* % )��)�� �� 2*� � � � � ���)�� �� 2**�


������� �� ����������� +,� 	 - × �� ×  � ��������� ������� ���
��������	 ���� ���
������ �� )�� �*! &�������	� �	���� �������	�
���	� ������	� �	��


�

�


�
.

/

0
45�∗)�� �*∇��


��

)�� �* . 〈�)�� �*�∇�� 〉 )0!07*

.

��∑
���

�∑
�����

��
��)�� �*�

��)�� �� #*∇��

� .

��∑
���

���)�� �*��2

.

��∑
′��

�
′
�
′
� . ��)�� 2� �)�� �� 2*�∇�)�� �� 2** % ,�

8�� �������	� ����������� � ���������	� �(�	� 
����	 '��
(	 ��� �	���� )0!07* � ������	 '�(	

�

� )	� �* % �


��)�* )0!0:*

��������	� ������ ��������� �������� )�)�*� �)�*� !)�**�  � !)�* $
���������� ��� �  �������� >� � ������� �)�* 	 �)�* ����	������
�������	���	� ������	��

��)�* % �)�� �)�*� #)�**�� .�)�� �)�*� #)�**��)�*� �)�* % � ∈ ��� )0!0;*

�� % �)�� �)�**�)�*�� . �)�� �)�**)�)�*� ��)�**� �)�* % � ∈ ��� � )0!0<*
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'�� 	 ��( ��������	�� ��� �������� �����	���� �(�	

����	 '�(	 )0!07* 	 ��������	� �����	� 4)�* % 〈�)�*� �)�� �)�*� #)�**〉�
G�����
�� ������� G��� �����	�� ���

�4)�* % 〈��)�*� �)�� �)�*� !)�**〉 . 〈�)�*� ��)�� �)�*� !)�**〉
. 〈��)�*� ��)�� �)�*� !)�**〉
%

[
〈�)�*� +�∗�-)�� �)�*� !)�**〉

. 〈�)�*�
[
�

�

.
/

0
45�∗∇���. 〈��∇�〉

]
)�� �)�*� !)�**〉

]
��

.
[
〈�)�*�

∫

�

+�)�� �)�*� !)�* . "*− �)�� �)�*� !)�**-#)��� �"*〉
]
��

. 〈�)�*� +�∗∇��-)�� �)�*� !)�**〉 ��

. 〈�)�*� +)�∗�*�� �)�*� !)�** . )∇��*)�� �)�*� !)�**-��)�*〉�

)0!0?*

G�� �	��� �� ������� � � ������ �� � �� 	 	 ���	���� ����
���	���� ��	���	 ��	� ����� �������� � ������(�	�� � ���
��� �� �� ��� �)�� �* ����������� )0!07*� ��	�� � �������� ���
���� � �	��

〈�� �)�� �� 2*〉 % "+〈�)	 *� ��)��� �)	 *� !��)	 **〉

.

�∫

�

〈�)�*� �)�� �)�*� !)�*� �)�� �)�*� !)�**�∇�)�� �)�*� !)�***〉��-�

3 ��� �� �������� 	�� �	��� )0!0?* 	 ��	�	��� �� ��	���	� ���
��������	����� �����	� � ����������� )0!07*� ����� ����
����
��� ,)�* % �)�� �)�*� !)�** ����������� ������	�

,)�* % ��)�)	 *� !)	 ** .

�∫

�

�̃)�� �)�*� !)�*� ,)�*� ")�**�� −
�∫

�

")�*�+ )�*�

 �

,)�* % M∗)�*�)�� �)�**�

")�* %

(
M∗)�*+��)�)�**-∗�)�� �)�**

M∗)�*∇���)�� �)�**

)
%

(
"�)�*
"�)�*

)

�̃)�� �� ,� "* % M∗)�*�)�� �� +M∗-−�)�*,� +M∗-−�)�*"*�
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§��  ������ ��������� ��� ��������� ���	

������ ���� � ���������		 ���
	 ���� �(�	��	 #1389 	
��
�������	 �(�	��	 ������	� � ������� ���	
������ 	 ����
����� ������	� ��� �(�	� #1389! 8�� ��������� 1389 ���
��� ������	� ����	�	�� �� � ����� #� � +<-!

� "��� ���� ��� �� � ���	�	��� ���������	� �	���� �	�
�� )/!6* 	 #1389� �����		�������� � ��! &�������	� ������ ����
 ����� 1389

,�)�* % *� .

�∫

�

$ �)�� ,�)�*� "�)�**�� −
�∫

�

"�)�*�+ )�*� , � � � 	� )6!/*

8�� ���� � ������ � ������ � ∈ ��� 	 ������� ,�� ,� ∈ ���

����  ����	��� ��� ,� �
 ,� �����	����� �� ��	 〈�� ,�〉 � 〈�� ,�〉!
L
 ����	 �������	 ����� ����� � �	�	���� ������ ‖�‖ % /!

8�� ���� 
������� ������� ,�� ,� ∈ ��� ����  ����	��� ��� ,� �
,� ,�� � ,���� % /� � � � � ���  � ,� % 〈,� 5�〉 	 )5�*����� $ ������������
��� ��
	� � ��� !

#���� $ ∈ ��� � ���
���	� $	� % WXY+$�� ,-� � % /� � � � � ���
&�������	� ���� #1389 � ���������	 *�� $ �� � % /� 0!
L���  ����	��! ��� �������� �����	 # (�%� ��	K
Z* *� � *�� �!�!
ZZ* $��)�� ,�� "�* � $��)�� ,�� "�*�  � ,�� % ,��� "

�
� % "��� ,

�
� � ,�� �  �%

�� �� % /� � � � � ���
ZZZ* 8�� ��� ,�� ,� ∈ ��� � "�� "� ∈ ��×�� �

‖$ ��)�� ,�� "�*− $ ��)�� ,�� "�*‖ � �+‖,� − ,�‖. ‖"� − "�‖-� � % /� 0�

1��
���	� R4 % 4� − 4�� ��	 4 % ,� *� $ 	�	 "!
#�������� ��� � "��� ���� ��� �� ��(�	 � ����	�����		 ��

���������	��� 	������ ��	������� � ����!

���&�'� (�%� ����� )*�� $ �*�� % /� 0� � �������� ����� )6!/*� ��	�
�
��	����� ��
	���� # $�% � # (�%� ����� �
� �!�� ��	"���

),�)�*� "�)�**� � % /� 0� � ∈ +�� 	 -� ��	�
��	���� �������� )6!/* �

�		������������ ����������� �	��� ,�)�* � ,�)�* ����
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+,�� �������
����(	�� �������� G��� ����� �����
��	 ��� ������� |R,�)�*	|� 	 ���	��	�  � ������	���� ��	���
�	! � �
������ �����	�

"|R,�)�*	|� % "|R*	� |� )6!0*
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⎡
⎣

�∫

�

06��
�
������

�
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�)�*� "�)�**− $�)�� ,
�)�*� "�)�**-��

⎤
⎦

−"
⎡
⎣

�∫

�

6{�� ������� ���}‖R"�)�*‖���
⎤
⎦ −"

⎡
⎣

�∫

�

R,	� ���)�*

⎤
⎦ �

 � ��)�* $ �������� ����� �������� �������� R,�)�* � ,! 2���
�	�� ��� ������ ��� ��� ����� ����! #�������� *� � *� �!�!� ��
"+‖+*� − *�-

	‖�- % , 	

"

⎡
⎣

�∫

�

6��
�
������

�
���R,�)�*R"�)�*��)�*

⎤
⎦ % ,�

1����� ������� ���

"+R,�)�*	-

% "

⎡
⎣

�∫

�

6��
�
������

�
���0R,

	
� )�*+$

�
� )�� ,

�)�*� "�)�**− $�� )�� ,
�)�*� "�)�**-��

⎤
⎦

−"
⎡
⎣

�∫

�

6{��������� ���}‖R"�)�*‖���
⎤
⎦ �

#����	�
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R$�)�* % $�� )�� ,
�� "�*− $�� )�� ,

�� "�*

% $�� )�� ,
�
� � � � � � ,

�
� � � � � � ,

�
��
� "�� � � � � � "

�
� � � � � � "

�
��
*

− $�� )�� ,
�
� � � � � � ,

�
� � � � � � "

�
� � � � � � "

�
� � � � � � "

�
��
*

% +$�� )�� ,
�
� � � � � � ,

�
� � � � � � ,

�
��
� "�� � � � � � "

�
� � � � � � "

�
��
*

− $�� )�� ,
�
� . R,	� � � � � � ,

�
� � � � � � ,

�
��

. R� 	
��
� "�� � � � � � "

�
� � � � � � "

�
��
*-

. +$�� )�� ,
�
� . R,	� � � � � � ,

�
� � � � � � ,

�
��

. R� 	
��
� "�� � � � � � "

�
� � � � � � "

�
��
*

− $�� )�� ,
�
� � � � � � ,

�
� � � � � � "

�
� � � � � � "

�
� � � � � � "

�
��
*- % [� .[�

#�������� ,�� � ,�� . R,	� ��	 � �% �� ��� � ����� ������ ZZ* �
�����		 # (�%� �����	� ����� [� � ,!

G
 �	�(	�����	 �����		 $� ����� �����

[� � �+|R,	� |. |R,	� |. · · ·. |R,	� |. � � � |R,	�� |. |R"� |-�
#�	���� ������� G�� 	 	�����
�� ��������  ������� $ � �����

�	�

"|R,	� )�*|� � 0"

⎡
⎣

�∫

�

6��
�
������

�
���R,

	
�
R$�)�*��

⎤
⎦

−"
⎡
⎣

�∫

�
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�
������

�
���

�∑
���

|R"��)�*|���
⎤
⎦

� "

⎡
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�∫

�

6��
�
������

�
����R,

	
� +‖R,�)�*‖. ‖R,�)�*‖. · · ·. ‖R,�−�)�*‖

. ‖R,�)�*‖. ‖R,�	�)�*‖. · · ·. ‖R,�	�)�*‖.
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���

|R"��)�*|�
) �

�

-��

]

−"
⎡
⎣

�∫

�

6{��
�
������

�
���}‖R"�)�*‖���

⎤
⎦ � "

⎡
⎣

�∫

�
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⎤
⎦
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⎡
⎣

�∫

�

6{��
�
������

�
���}

��∑
���

‖R,�)�*‖���
⎤
⎦ ."

⎡
⎣

�∫
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�
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�
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⎡
⎣

�∫

�

6{��
�
������

�
���}‖R"�)�*‖���

⎤
⎦%)����.0�*

�∫

�

"+6{��
�
������

�
���}‖R,�)�*‖�-��

.

�∫

�

"+6{��
�
������

�
���}

��∑
���

‖R,�)�*‖�- ���

N��	� ����
�� ��	 �	��	�������� �� ��� ������ �

WXY
������

"|R,	� )�*|� % "|R,	�)�*|��
�������	�� ���������

"|R,	�)�*|� � )���� . 0�. ��*

�∫

�

"+6{�������������}‖R,	�)�*‖�- ���

N��	� ����
��� �������� ��������� 0 7 ,� ��� ������� ��������
��� �����

"|R,�)�*	|� � 0

�∫

�

"|R,	�)�*|���� )6!6*

@������ 	
 ���� =�������� ������ ��� "‖R,�)�*	‖� % , ��� ���
� ∈ +,� 	 -! 3����������� |R,	�)�*| % , 	 ,�� )�* � ,�� )�* �!�! ��� ���
� % /� � � � � ��!

� ���� "�� � ���� ���� ������ � ���������	� �������� �
1389 )0!/?* 	 ������ �������������� ����� ������	�! 2���
�	�� ��� "�� ����� ���	�	��� ��( ����� ������� ������	� ���
������ �������� � ��������	����� �����! �

&�������	� �������	���� ������	

*)�* % !.

�∫

�

�)*)�**�� .

�∫

�

')*)�**�+ )�*� , � � � � � 	� )6!7*

������ � �������� ���� ��� 	 ����� ������� � 1389

,)�* % ��)�)	 ** .

�∫

�

$)�� �)�*� ,)�*� ")�**�� −
�∫

�

")�*�+ )�*� , � � � 	�

)6!:*
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�����	����� ������� ,)�* ∈ ��� ��������	� �������� 1389

�� )�* % −� )�� *)�*� � )�*� 8)�** ��. 〈8)�*� �+ )�*)�*〉� )6!;*

� )	 * % * % 〈�� ��)�)	 **〉�
 � � )�* % 〈�)�*� �)�� �)�**〉 	 � % 〈�� $〉! 2���	�� ���

|� | % TUV
‖
‖��

|〈�� �〉| % ‖�‖�

	 �����	� ()�� �� 8* % � )�� *� �� 8*!

���&�'� (�$� ����� )� �� 8�*� � % /� 0� � ����� ����

�� �)�*%−(�)�� � )�*� 8)�**��.〈8�)�*� �+ )�*〉� � �)	 *%\�%〈�� ���)�)	 **〉�
)6!<*

����	
	#���  �	 \� � \� � (�)�� !� � �� 8�* � (�)�� !� � �� 8�* ��×
�) ����� �	��� � �)�* � � �)�* ���� �
� ��$ , � � � 	 �

)���*�+��	
+,�� ���� � ���������	 ��������� ������

%)�* %

{
������ �����������−������ �����������

� ����−� ���� � ��	 � �)�* �% � �)�*�

,� ��	 � �)�* % � �)�*�

	 �������� ������ 4)�* ∈ ���� 
������� ������(�	��	

4�)�* %

{
������ �������������−������ ��������−������

��
�
���−��

�
���

� ��	 8�
�)�* �% 8�

�)�*

,� ��	 8�
�)�* % 8�

�)�*�

2��� 8���)�* ���
����� 0������� �������� ������� � ������ �
���� & �������� ��������� � ������������	�	 ����������	
������� 8�� � �����(	�� 0�−& �������� ��������� � �����������
��	�	 ����������	 ������� 8�! � �	�� �	�(	�����	 �����		 �

������� 4)�* 	 %)�* � ���	��� 	� ���� �� �� ��	 ��� ���	��� 	
�
��	��!

'�� 	 ��(� 	�����
�� ���
����	� R$ % $� − $� ��� $ % �� 8�\ 	

���	�� ��� ���� �������� ) R� )�*� R8)�** ����������� 1389

R� )�* % R\.

�∫

�

+%)�* R� )�* . 〈4)�*� R8)�*〉.
�∫

�

()�*��−
�∫

�

〈 R8� �+ )�*〉�
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 � ()�* % (�)�� � �)�*� 8�)�** −(�)�� � �)�*� 8�)�**� #���� , � � � � � 	

	

9��� % ]YV

⎡
⎣

�∫

�

)%)�* − /

0
‖4)�*‖�*�� .

�∫

�

〈4)�*� �+ )�*〉
⎤
⎦ �

#�	���� ������� G��� ������� �����	��� ��� ) R� � R8* ���������
���� 1389

R� )�* % 9��� R� )�* .

�∫

�

9���()�*�� −
�∫

�

9���〈 R8)�* . R� )�*4)�*� �+ )�*〉

	

R� )�* % "

⎡
⎣9��� R� )�* .

�∫

�

9���()�*��
∣∣∣F�

⎤
⎦ �

@���� �������	 ������� ������ 	
 �����	�������	 R\
	 :)�*!

2���(	� "��� ���� ��� � ���	� ���
��� 
�����	�! #����

� �)�* % \� .

�∫

�

(�)�� � �)�*� 8�)�**�� −
�∫

�

〈8�)�*� �+ )�*〉

	

� �)�* % \� .

�∫

�

 )�*�� −
�∫

�

〈8�)�*� �+ )�*〉�

F��	 ��	 "��� \� � \� 	 (�)�� � �)�*� 8�)�** �  )�*� �� ����� �������

(�)�� �� 8* % (�)�� �� 8* . + )�*−()�� � �� 8�*-

	� � ������� ����� 6!0� �����	�� ��������� � �)�* � � �)�*! F��	
��	 "��� (�)�� � �� 8�* .  )�* �� ������� �����	������ ��� ��×
�) � �� � �)�* . � �)�*! �
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§�� ����	 � ������� ��������� � �������

����������

� "��� ���� ��� �� �������	� ���
� ���� �(�	��	 �	����
���
	�	����� �������	���	� ������	� �	��


��


�
.

/

0
45�∗)�� �*∇����)�� �* . 〈�)�� �*�∇��〉 )7!/*

.��
��)�� �*∇��� . ���)�� �*�� . �)�� ���∗∇�* % ,�

��)	� �* % ���)�*�  % /� � � � � ���

	 �(�	��	 ������������� �	���� ��������������� �	�����
�	������ �������	���	� ������	� )0!/:*� )0!/;*!

'�� �� ����	������ �� ����		� �	���� )7!/* ����� ����	 �
���������� ������	� �	��


^


�
.

/

0
45'∗∇�^' . 〈��∇^〉.()�� ;�^�∇^* % , )7!0*

�����	����� �����		 ^)�� ** % 〈�� �)�� �*〉� * % )�� �*! S�� ��
���
��� ����	 �����	 ��
������ � �(�	� �	���� )7!/*� ��	����� ��
�������	������� � ����� +/;- �����	 ��
������ � �(�	� ��� ����
����� � ������	� )7!0*!

@�����	� ��� ����	��� �����	 ��
������ � �(�	� ��� �������
�� � )�� % /* ��	���� � �������	���� � ������	�!

#���� $ K +,� 	 -×�� → � 	 < K +,� 	 -×��×�×��×'� → ��  �'�

$ �������� �����	������ �	����	���� � × ������	�! #�	 "���
������� ����� ���

{
<)�� �� $� �� 2* � <)�� �� $�� �� 2*� ��	 $ � $�

<)�� �� $� �� 2* � <)�� �� $� �� 2�*� ��	 2� � 2�
)7!6*

 � ��������� ����	� ���	����� � ����� ��������� �������	��
��� ����!

@�����	� ������	 ��
������ � �(�	� 
����	 '�(	 ��� ��
�	���� � �������� � �������	���� � ������	�


$


�
. <)�� �� $�∇$�∇�$* % ,� $)	� �* % $�)�*� )7!7*

#���� P��	$)�� �* 	 P��−$)�� �* ���
������� ������������� �����
���	���	� ���� 	 ������� ����� � ������� ��������� �����		 $ �
���� )�� �*! #�	 "��� P��	$)�� �* ����� �����	�� ��� ����� ���	�



�)/�61"�0)5�761 4��854��914(�1 :)5;717�/ �-

���� )=� �� 2* ∈ �× �� ×'�� ���

$)�� �̃* � $)�� �*.=)�−�*.〈�� �̃−�〉./

0
〈2)�̃−�*� �̃−�〉.>)|�−�|.‖�̃−�‖*�

��	 )�� �̃* → )�� �*� � P��−$)�� �* $ ��� ����� ���	� ���� )=� �� 2* ∈
� ×�� ×'�� ���

$)�� �̃* � $)�� �*.=)�−�*.〈�� �̃−�〉./

0
〈2)�̃−�*� �̃−�〉.>)|�−�|.‖�̃−�‖*�

��	 )�� �̃* → )�� �*!
@�������� �����	� $)�� �* ��
����� ����(�	� ������

�	� )7!7*� ��	 ��� )�� �* ∈ +,� 	 - × �� 	 )=� �� 2* ∈ P��	$)�� �* ������
����� ���������

= . <)�� �� $� �� 2* � ,� )7!:*

3������������ ��������� �����	� $)�� �* ��
����� ������
(�	� )7!7*� ��	 ��� )�� �* ∈ +,� 	 - × �� 	 )=� �� 2* ∈ P��−$)�� �* ���
�������� ���������

= . <)�� �� $� �� 2* � ,� )7!;*

_����	� $)�� �* ��
����� ��
������� �(�	� )7!7*� ��	 ��� �����
��� ���������� ���� 	 �����(�	� "�� � ������	�� �!! ��	
�������	�� ��������� )7!:*� )7!;*!

L���  ����	��� ��� �����	� �)�� �* ∈ ��� � )�� �* ∈ +,� 	 -×��� �����
��� ��
������� �(�	� �	���� )7!/*� ��	 ��������� �����	�
^)�� "*� " % )�� �* ∈ �� × ��� �	�� ^)�� "* % 〈�� �)�� �*〉 ��� ���� �
� ∈ ��� ������� ��
������� �(�	� ������	� )7!0*!

����� ���
��� ��� ������	 �� �� ��� �����	� ^)�� ** % � )�*�
���������� � ������� �(�	� 1389� 
���� ��
������ �(�	
������	� )7!0*� ������� ������ �������	!

 �''� -�%� ����� ^)�� ** ∈ ��� )�� ** ∈ +,� 	 - × �� × ���� � H ∈
�
���
� )+,� 	 -×�� ×��� � ��*� �	���

P��	
� ^)�� ** % {)^�)�� **�∇^)�� **�∇�^)�� ***}

� ^− H ��� 
	%�
���! ��%����� � �	 % )�� )�� �** ∈ (� }� �
P��−
� ^)�� ** % {^�)�� �*�∇ ^)�� **�∇�^)�� **}

� ^− H ��� 
	%�
���! ������� � �	 % )�� ** ∈ (� }�
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'�� �� ����	������ �� ����		� ��	 �	���� )7!/* ��	�	�����
�!! � 
��	�	� ������ �� � 	 �� �� �����	���� �(�	 �)�� �* 
����	
'�(	 )7!/* �������� ����������� ���������	 �	�� 〈�� �)�� �*〉 %
"〈�)	 *� ��)�)	 **〉�  � �������� ������� �)�* 	 �)�* ������������
������� �	��� �������	���	� ������	�

��)�* % �)�)�*� �)�� �)�**�� .�)�)�*� �)�� �)�*** ��)�*� �)�* % � ∈ ��

)7!<*

��)�* % �)�)�*� �)�� �)�**�)�**�� . �)�)�*��)�� �)�***)�)�*� ��)�**� )7!?*

�)�* % � ∈ ��

〈�� �)�� �**〉 % "+〈�)	 *� ��)�)	 **〉|F�- )7!E*

."

⎡
⎣

�∫

�

〈�)�*� �)�)�*� �)�� �)�***〉 ��|F�

⎤
⎦ �

#�	 "��� ��"��	�	��� � 	 � � )7!/* 	 )7!?* ���
��� ������(�	�
��
�� % ��

���
�
� !

@����� � "�	�� � �����	���	� �(�	� 
����	 '�(	 )7!/* ��� �
����� � % �)�� �*� ��� 	 � ����� � % �)�� ���∗∇�*� ����� ���
��� �	�
����� ��������� 	
 ����� � 	 ������� � �������	���� � ������	�
�	��

��)�* % �)�)�** ��.�)�)�*** ��)�*� �)�* % � ∈ ��� )7!/,*

�,)�* % −�̃)�)�*� ,)�*� ")�** ��. ")�*��)�*� ,)	 * % ��)���	)	 **� )7!//*

 � �̃)�� )�)�*� ,)�*� ")�*** % M∗)�� �*�)�� )�)�*� +M∗-−��)�� �)�**� ")�*** 	 �����
�	��	���	���� ���������� �����	���� M)	� �* ���������� ����
������ ������������	� 389 )7!?*� �� ������ �)	 * % M)	� �*�!

9������	� ���
� ��������� �������� )�)�*� ,)�*� ")�**� �����������
��	� #1389 )7!/,*� )7!//* � ��
������� �(�	� 
����	 '�(	 ���
���
	�	����� �	���� )7!/*!

8�� �� �� ����� ����
���� ��� �)�� �* $ "�� ��
������ �(�	 
��
���	 '�(	 )7!/*� ��������	� ��������� �����	� ^)�� ** % 〈�� �)�� �*〉�
* % )�� �* ∈ �� ×��� � 	 ��������� ������

^)�� *)�** % 〈�������)	 *� �)�� �)�**〉�
 � *)�* % )�)�*� �)�**!
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#���� E % �� × ��� � ( % �� × <�)�
��*�  � <�)�

��* % {, ∈ ��� K
‖,‖ % /}! ����� �����	�

H)�� *)�** % 〈�)�*� ?)�� �)�**〉
	
 ������ �

���
� 	 ����� )�� ** ∈ +,� 	 - × (� ��� ����� � ���� )�� **

����	 ���� ��������� ����	��� �����		 ^)�� **− H)�� **!
L
 ����	 �������	 �� ����� � ������ � "����� ��
	�

�� � ��� 	 ��������	�� ��� � ���� )�� ** ��������� ������(�	
^)�� ** % H)�� **� 	�	� "��	�������� ��� ?�)�� �* % ��)�� �*! #�	 "���
��� ���� � ������ ��������	 1 �������	�� �����

^)1� *���)1** − H)1� *���)1** � ,� )7!/0*

G
 ������� G�� 	 )7!/,*� )7!//* ������� ���

H)1� *)1** % H)�� ** .

�∫

�

[
H

�

.AH
]
)�� *)�**��

.

�∫

�

〈∇H)�� *)�**�')*)�*� ,)�*� ")�** �+ )�*〉�

 �

AH %
/

0
45'∗∇�H' . 〈��∇H〉�

� ��"��	�	��� ' 	 � 
����� ������(�	� )/!/6*! 3 ��� �� ����
����� ������ , ����������� 1389

,)�* % ��)���	)	 ** .

�∫

�

�̃)�)�*� ,)�*� ")�** �� −
�∫

�

")�* �+ )�*� )7!/6*

#�������� �(�	 ,)�* % �)�� �)�** ������	� )7!/6* �	��������
��

^)1� *)1** % 〈�)1*� ,)1*〉 % 〈�� ,)�*〉.
�∫

�

〈�� �̃)�)�*� ,)�*� ")�**〉 ��

−
�∫

�

〈�� ")�*�+ )�*〉�
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#��������� ������ ������(�	 � )7!/0*� �����	�� ��� �������
�	�� ���������

, � ^)1� *)1** − H)1� *)1** % ^)�� **− H)�� **−
�∫

�

+

H


�
.AH-)�� *)�** ��

−
�∫

�

〈�� �̃)�)�*� ,)�*� ")�**〉 �� .
�∫

�

〈�� ")�*�+ )�*〉

−
�∫

�

〈∇H)�� *�**�')*)�*� ,)�*� ")�** �+ )�*〉�

#��������� �� ���������	�� ^)�� ** − H)�� ** % ,� ��� ���	����
������	���� ��	���	 � ������� ��������� �����	� �����

"

⎛
⎝

�∫

�

〈��>)�� �)�*� ,)�*� ")�**〉 ��
⎞
⎠ � ,� )7!/7*

 �

>)�� �� ,� "* % +

�


�
. B�-)�� ** . �̃)�� ,� "*

	 B 	�� �	� )0!0*! 1������ ��� �� �� ����� ����
���� ��� �)�� �*
������� ����(�	� )7!0*� ����� ����
���� ��� >)�� �� ��0)��∇?* �
,!

���&�'� -�$� ����� ���	
��� ��
	��� �	��� 7!/ � ��	"���

)���	)�*� ,
��	)�*� "��	)�** ��	�
��	���� ����� )7!/,*� )7!//*� �	���

�)�� �* % ,��	)�* � �������	 ��&%	���	 ���� &��� � '	�� )7!/*�

)���*�+��	
+,�� F��	 �������� �����	� # $�%� # $�$� �� ����
�������� �(�	� 1389 )7!7*� � ������������ 	 ����������� ����
��		 �)�� �* % ,��	)�* �� ��������������� ������� � ����� 	

���	� �
�������� ���		 1389 +<-! 8�� �� �� ����� ����
���� ���
�)�� �* ������� ��
������� �(�	� 
����	 '�(	 )7!/*� ��� ���	
�
������� �����		 ? ∈ ���� ����� )�� �* ∈ +,� 	 -×�� $ ������ � �������
����	 ���� ��������� ����	��� �����		 ��−?��� % /� � � � ��! L

����	 �������	 ��������	�� ��� � "��� ���� �)�� �* % ?)�� �*!
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#����

0)�� ��∇�** %
(
M∗)�*+�∗)�� ���	)�**�-)�� ���	)�**

M∗)�*)∇?�*)�� ���	)�**
)
�

� � � � �. 4�

#�������	�� ��� �������	�� �����(

?�


�
. +B?-�

)
)�� �* . ��)�� �� �)�� �*�0)�� ��∇?*)�� �** . ,

	 ������� ��� ���� ���������	 ��	���	� � ����	����	�!
#���� ����� 4 ∈ ),� 	 − �- ������� ��� ��� ��� � ∈ +�� � . 4- 	

‖�� − �‖ . 4 �������	�� ����� ��)�� ��* � ?�)�� ��* 	(

?�


�
. +B?-�

)
)�� ��* . ��)�� ��� �)�� ��*�0)�� ��∇?*)�� ��** . ,�

)7!/:*
&�������	� �(�	 )���	)�*� ,

��	)�*� "��	)�** �	���� )7!/,*� )7!//*� 	
�����	� ����� ��������	 1 % Z`a{� � � K ‖���	)�*−�‖ � 4}∧ )�.4*!
1��
���	�

)b,)�*� b")�** % ),��	)� ∧ 1*� 6
��� �)�*"
��	)�**� � � � � �. 4�

@������ �����	��� ��� ���� )b,)�*� b")�** ����������� 1389

b,)�* % +M∗)1*�-)1� �)1** .

�	�∫

�

6
��� �)�*$)�� �)�*� b,)�*� b")�**��

−
�	�∫

�

b")�*�+ )�*〉� , � � � 	�

)7!/;*

@����� � "�	�� ��	���� ������� G��� ����� ����
���� ��� ����

),̃)�*� "̃)�** % )M∗)� ∧ 1*?)�� ���	)� ∧ 1**� 6
��� �)�*0)�**

����������� 1389

,̃)�* % M∗)1*?)1� ���	)1** −
�	�∫

�

6
��� �)�*

(

?


�
. +B?-

)
)�� ���	)�**��

.

�	�∫

�

"̃)�*�+ )�*�
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#����	� *�� % +M∗)1*�-�)1� �)1**� *�� % +M∗)1*?-�)1� ���	)1**�
$��)�� �� ,� "* % 6
��� �$�)�� �� ,� "* 	

$��)�� �� ,� "*%$��)�� �� ,� "*−6
��� �
[(


?�


�
.+B?-�

)
)�� �* − $��)�� �� ,̃� "̃*

]
�

G
 ����	 )7!/7* ������ ��������� $��)�� �� ,� "* . $��)�� �� ,� "*!
8��� ��������� �� � @�� ��� � �	�� ������ 1 	 4� �������	�� ����
������ *� . *�! N��	� ����
��� � �	�� ����� ������	�� �����	�
����� b,)�* . ,̃)�* 	� ������������ ��)�� �* . ?�)�� �*! 2���	�� ���
�� ��	(�	 � ����	����	�� ��������� �������� ���������	 ���
������ � ���� ��� ��)�� �* % ?�)�� �*!

&�������	� ��� ������ ������� ���� ��������
),�)�*� "�)�**� � � � � �. 4� ������������	� 1389

,�)�*%M∗)�.c�*?)�.c�� ���	)�.c�**.

�	��∫

�

$)�� ���	)�*� ,
�)�*� "�)�**��

)7!/<*

−
�	��∫

�

"�)�*�+ )�*�

2���	�� ���  ������ 1389� �������� ����	������ �������
),�)�*� "�)�**� �������� �  �������� 1389� �������� ����	������
������� ),)�*� ")�**� ������ *� % M∗)� .c�*?)� . c�� ���	)� . c�** �
,)� . c�* % M∗)� . c�*�)� . c�� ���	)� . c�**! G
 ����� ������
�	� ������ ��� � "��� ����� ,�)�* � ,��	)�* % �)�� �* % ?)�� �*�
#������ ���� ��	 c� → , 	 � � � � � . c�� �� ��������� ����
��� ,�)�* ����	��� � ?)�� �* 	 ��������� ������ "�)�* ����	��� �
M∗)�*)+�?-)�� �* . +∇?�-)�� �**�

#���� >)�� �* %
(
��
��

. B?
)
)�� �*.�)�� �� ?)�� �*�0)?)�� �*�∇?)�� �***�

��� ��� � � � � �.c��
1��
���	�

A)�* % ,�)�*− M∗)�*?)�� ���	)�** −
�	��∫

�

>)B� �*�B�
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C)�* % "�)�* − M∗)�*0)?)�� ���	)�**�∇?)�� ���	)�***�

�������
���� �������� G�� ��� �� �� ����� �����	 1389� �����
���� ����	������ ������� )A)�*� C)�**�

A)�* % M∗)�.c�*?)� .c�� ���	)�.c�** − M∗)�*?)�� ���	)�** )7!/?*

.

�	��∫

�

$)�� ���	)�*� ,
�)�*� "�)�**�� −

�	��∫

�

>)�� �*�� −
�	��∫

�

"�)�*�+ )�*

%

�	��∫

�

$)�� ���	)�*� A)�* . M∗)�*?)�� ���	)�**

.

�	��∫

�

>)�� �*��� C)�* . M∗)�*0)?�∇?*)�� ���	)�***��

.

�	��∫

�

[(

?


�
. B?

)
)�� ���	)�** − >)�� �*

]
�� −

�	��∫

�

C)�*�+ )�*�

@������ ������� ��� ���� )A�C* ����	��� � ),� ,* ��	 c� → ,! #�	�
�	��� �� ��	���	 ����	� ������� ����	�����  ������ $ � 	 	��
����
�� ���������� ��������	�� ��������� �� ������ G�� 	 ��
������� L����������� ������� ���

"

[
TUV

�∈
���	���
|A)�*|�

]
."

⎡
⎣

�	��∫

�

‖C)�*‖���
⎤
⎦

� �"

⎡
⎣

�	��∫

�

‖D)��c�*‖���
⎤
⎦ �
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 �

D)��c�* % −>)�� �* .

(

?


�
. B?

)
)�� ���	)�**

. $

(
�� ���	)�*�M

∗)�*?)�� ���	)�**

.

�	��∫

�

>)�� �*��� M∗)�*0)?�∇?*)�� ���	)�**
)
�

#�	 "���� 	
 ����	����	 TUV
�∈
���	���

"+‖���	)�*−�‖�- → , ��	 c� → ,�

���������� ����������	 ��"��	�	���� �������	���	� ������
�	� 	  �������	 �����		 ? �� ������� � �����	�

dZW
��→�

TUV
�����	��

"+‖D)��c�*‖�- % ,�

N��	� ����
���

"
[

TUV
�����	��

|A)�*|�
]
."

⎡
⎣

�	��∫

�

‖C)�*‖���
⎤
⎦ )7!/E*

� �"

⎡
⎣

�	��∫

�

‖D)��c�*‖���
⎤
⎦ � E)c�*c��

 � E)c�* → , ��	 c� → ,! #�	���� ��������� '�(	� �����	�

"

⎡
⎣

�	��∫

�

)|,̃)�*| . |"̃)�*|*��
⎤
⎦ � c��

1����� ��������� ����� � ����������� ��� ��(	� ���! 8��
�� �� ����� �����	�� ������� ������ ��	��	� ������� ����
���	���� � ��	���	� � ��	� ������ ������(�	� )7!/?* 	 �����	�

A)�* % "+,̃)�*- % "

⎡
⎣

�	��∫

�

!)��c�*��

⎤
⎦ �



�)/�61"�0)5�761 4��854��914(�1 :)5;717�/ �,

 �

!)��c�* % −>)�� �* .

[

?


�
. B?

]
)�� ���	)�**

. $)�� ���	)�*� ,
�)�* −

�	��∫

�

>)�� �*��� "�)�**�

#�������� �����	� $ ����������� �����	� e	�(	��� �� |!)�� �* −
D)�� �*| � �)|,�)�*| . ‖"�)�*‖* 	 � �	�� )7!/?* �����	� ����� ,�)�* %
c�E)c�*�  � E)c�* → , ��	 c� → ,! G
 ����	 ,)�* � ?)�� �* ������

���
�	��∫
�

>)�� �*�� � c�E)c�*� ������ ������ ���������

/

c�

�	��∫

�

>)�� �*�� � E)c�*�

#���� c� ����	��� � ,� �� ��

>)�� �* %

?


�
)�� �* . B?)�� �* . �)�� �� ?)�� �*�0)?�∇?*)�� �** � ,�

��� 	 �
������ ��� �)�� �* $ "�� ��
������ �(�	 
����	 '�(	 )7!/*!
�

!���������

�� >� 2� ?�$�@��%� �����	
���� �����
��� ����
�� � 	���
�	���� ��	�

����	��� ��
������� A :����� �!� ���� ��� BC� , D�=.-E� �F��,�
�� G� HIJCCKL� �� �� !"#� $%$!�&$ '( )" "*'+#� �,-"!#'�$� A MCNN� OPJQ RSST� UVIW�

�� D�=-�E� ��-F�,-�
�� U� XJQYZTY[� .-��!#'�"+ /�!�0 "!#'� "�1 2" !#"+ 3#4� ��!#"+ 5,-"!#'�$� OJY[KQIC[

\[Y]� OJQ^^ D�=<,E�
�� /� �� 0�$���$_����� >� 2� ?�$�@��%� 6����7	�
�� �
7
�� �	8� 7�� ������

��
�����9�: ��
���9 � �	�	;�� �
��	����: ��	����	�� A �#�� ;:� ��"
!��!��� �� D�=-<E� .F�-�

,� /� �� 0�$���$_����� >� 2� ?�$�@��%� <
��	����� ��	����� 
��	����	�
�� �

����9��� �
�
=	��������� ������
�� � A ?57 444) ���� BC� � D�=<�E�
,��F,���

.� V̀� a� bQTCSCT^LVcV� P̀� d� GVTQKLc� >!'�?"$!#� 5,-"!#'�$ "�1 3#4� ��!#"+ @�'&�! %�
eTPfQJ D�==�E�

-� H� OQ[g� 2 '*"*#+#$!#� #�!� ) �!"!#'� (' $%$!�&$ '( ,-"$#+#��" )" "*'+#� )" !#"+ 1#(�

(� ��!#"+ �,-"!#'�$A A HICKW� HICKW� hQS� �� D�==�E� .�F-��



�. /� �� 012���234(5/

<� i� OVJZCPj� B"�CD" 1 $!'�?"$!#� 1#4� ��!#"+ �,-"!#'�$ "�1 E#$�'$#!% $'+-!#'�$ '( $%$�

!�&$ '( $�&#+#��" )" "*'+#� "�1 �++#)!#� )1�$ '( $��'�1 ' 1� � A HICKWV^IYK R[VTc^Y^
V[Z hQTVIQ^ kCSYK^� kWQ lQYTC mCJL^WCS� bYJLWnVP^QJ D�==.E� -=F��-�

=� i� OVJZCPj� H� OQ[g� B"�CD" 1 $!'�?"$!#� 1#4� ��!#"+ �,-"!#'�$ "�1 ,-"$#+#��" )" �

"*'+#� )" !#"+ 1#4� ��!#"+ �,-"!#'�$� A dQKIPJQ BCIQ^ MaH� ���� HSJY[gQJ� ���F��-
D�==�E�

��� i� OVJZCPj� X� OJVZQYTTQ^� o� hVC� 2 '*"*#+#$!#� #�!� ) �!"!#'� '( " $%$!�& '( $�&#�

+#��" )" "*'+#� )" !#"+ 1#4� ��!#"+ �,-"!#'�$� A R[[VTQ^ ZQ Tpa�q�O� ^QK� b� ��� BC� �
D�==-E� �.-F�=��

��� O� MWQJQZYIC� q� HC[QJ� B� kCPrY� B� sYKICYJ� >��'�1 ' 1� *"�CD" 1 $!'�?"$!#�

1#4� ��!#"+ �,-"!#'�$ "�1 (-++% �'��+#��" )" "*'+#� 235$A A MCNN� OPJQ RSST�
UVIW� ��� BC� - D���-E� ��<�F�����

��� V̀� bQTCSCT^LVcV� 2 '*"*#+#$!#� ")) '"�?�$ !' �'�+#��" )" "*'+#� �,-"!#'�$ #� F�!�

*-�1+�$A A lTCtVT V[Z ^ICKWV^IYK V[VTc^Y^ �� BC� � D����E� �F���
��� /� �� 0�$���$_����� ;� 5� ;�%	�����%� G��	��	���9 �	7:	7 � �	���	���

����	���: ��8��9 �
7
�� �	8� 7�� ������ �	�	���� ����9�: �
�
=	�

�������: ��
���9� A ���� ���	�� ����� ���� ��� D����E� ��F..�
��� `� qP� H� OQ[g� �� !?� �'&)" #$'� !?�' �& (' " &-+!#1#&��$#'�"+ B>35$A A M�

h� RKVZ� HKY� OVJY^� HQJ� a� �	� D���.E� ��,F����
�,� m� oWQ[� u� qPV� H-+!#1#&��$#'�"+  �I��!�1 *"�CD" 1 $!'�?"$!#� 1#4� ��!#"+ �,-"�

!#'�$ "�1 !?� �'&)" #$'� !?�' �&A A RKIV UVIW� HKY� �� bD,E D����E� �<�=F�<�.�
�.� U� MJV[ZVTT� q� a^WYY� O� dYC[^� J$� K$ 0-#1� !' E#$�'$#!% $'+-!#'�$ '( $��'�1 ' 1� 

)" !#"+ 1#4� ��!#"+ �,-"!#'�$� A bPTT� RUH ��� BC� � D�==�E� �F.-�

f]dgVgdThXiX jX! k! lg5mX5n�oXPhmX5n TpgPqXTpZP nZr]5]`pZXd ]sUXpZg`T
XTTgPZXp]n mZpq TiTp]WT ga sUXTZdZ`]X5 VX5XogdZP ]sUXpZg`T X`n PgWVX5ZTg`
pq]g5]WT!

t] n]u]dgV X V5goXoZdZTpZP XVV5gXPq pg Pg`Tp5UPpZg` ga X uZTPgTZpi TgdU�
pZg` ga pq] vXUPqi V5god]W ag5 X TiTp]W ga sUXTZdZ`]X5 VX5XogdZP ]sUXpZg`T
mZpq 5]TV]Pp pg X u]Ppg5 aU`PpZg` �)�� �* ∈ ��� � � ∈ ��! wU5 XVV5gXPq ZT
oXT]n g` X VgTTZoZdZpi pg 5]nUP] pq] g5ZxZ`Xd sUXTZdZ`]X5 VX5XogdZP TiTp]W pg
X sUXTZdZ`]X5 VX5XogdZP ]sUXpZg` Z` X` Xdp]5`XpZu] VqXT] TVXP] X`n n]5Zu]
ag5mX5n�oXPhmX5n TpgPqXTpZP nZr]5]`pZXd ]sUXpZg`T XTTgPZXp]n mZpq Zp! 4qZT
5]nUPpZg` TqgmT pq] mXi pg V5gu] TgW] PgWVX5ZTg` pq]g5]WT ag5 fyz{T
X`n XT X 5]TUdp pg Pg`Tp5UPp X V5goXoZdZTpZP 5]V5]T]`pXpZg` ga X uZTPgTZpi
TgdUpZg` ga pq] g5ZxZ`Xd vXUPqi V5god]W!
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