
úÁ�ÉÓËÉ ÎÁÕÞÎÙÈÓÅÍÉÎÁÒÏ× ðïíé�ÏÍ 404, 2012 Ç.î. ÷. ðÒÏÓËÕÒÉÎï îõìñè äúå�á-æõîëãéé òåû³�ëé ìéþá÷ ÜÔÏÊ ËÏÒÏÔËÏÊ ÚÁÍÅÔËÅ ÍÙ ÎÁÍÅÒÅÎÙ ÓÏÏÂÝÉÔØ Ï ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÈÎÁÛÉÈ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ ÎÕÌÅÊ ÄÚÅÔÁ-ÆÕÎË�ÉÉ �Lee
h ÒÅÛ£ÔËÉ ìÉÞÁ. íÙÕ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÎÕÌÉ ÓËÏÎ�ÅÎÔÒÉÒÏ×ÁÎÙ ÎÁÉÂÏÌÅÅ �ÌÏÔÎÏ ×ÂÌÉÚÉ �ÒÑÍÙÈRe s = 23=2 É Re s = 1=2. ÷ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÄÚÅÔÁ-ÆÕÎË�ÉÉ ÒÅÛ£ÔÏË ÍÏ-ÇÕÔ ÂÙÔØ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ �ÏÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ íÅÌÌÉÎÁ �Ï ÔÅÔÁ-ÆÕÎË�ÉÑÍ ÒÅÛ£ÔÏË, Á ÔÅÔÁ-ÆÕÎË�ÉÉ ÒÅÛ£ÔÏË Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÍÏÄÕÌÑÒÎÙÍÉÆÏÒÍÁÍÉ. ðÏÜÔÏÍÕ É ÄÚÅÔÁ-ÆÕÎË�ÉÀ ÒÅÛ£ÔËÉ ìÉÞÁ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÁÓ-ÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ × ÜÔÏÍ ËÏÎÔÅËÓÔÅ. ðÏ ÔÅÏÒÉÉ ÍÏÄÕÌÑÒÎÙÈ ÆÏÒÍ ÕÄÏÂÎÏÓÏÓÌÁÔØÓÑ ÎÁ ËÎÉÇÕ óÅÒÒÁ [1℄, ËÏÔÏÒÁÑ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ×Ó£ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ. íÙÎÁÞÎÅÍ Ó ËÒÁÔËÏÇÏ ÎÁ�ÏÍÉÎÁÎÉÑ.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÏÄÕÌÑÒÎÕÀ ÆÏÒÍÕ f ×ÅÓÁ 12. íÙ �ÒÉÄÅÒÖÉ×ÁÅÍÓÑÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÉ, �ÒÉÎÑÔÏÊ × [1℄, ÔÁË ÞÔÏ f Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ É ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁÎÁ �ÏÌÕ�ÌÏÓËÏÓÔÉ {z ∈ C | Im z > 0}, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀf( az + b
z + d ) = (
z + d)12f(z) ÄÌÑ ×ÓÅÈ (a b
 d)

∈ SL(2;Z)É ÒÁÚÌÏÖÉÍÁ × ÒÑÄ æÕÒØÅf(z) = ∞
∑m=0 
me2�imz (1)Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ 
m ∈ C. íÏÄÕÌÑÒÎÙÅ ÆÏÒÍÙ ×ÅÓÁ 12 ÓÏÓÔÁ×ÌÑ-ÀÔ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁÄ C ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 2. óÒÅÄÉ ÍÏÄÕÌÑÒÎÙÈÆÏÒÍ ×ÅÓÁ 12 ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÑÄ üÊÚÅÎÛÔÅÊÎÁ E6 Ó ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ æÕÒØÅE6(z) = 1 + � ∞
∑m=1 �11(m)e2�imz ; (2)× ËÏÔÏÒÏÍ � = 65520=691 É �11(m) | ÓÕÍÍÁ 11-ÙÈ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ �ÏÌÏÖÉ-ÔÅÌØÎÙÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÞÉÓÌÁ m, É ÉÍÅÅÔÓÑ �ÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÁÑ ÆÏÒÍÁ, ÏÂÏ-ÚÎÁÞÉÍ Å£ �, Ó ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ æÕÒØÅ�(z) = ∞

∑m=1 �(m)e2�imz ; (3)ëÌÀÞÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á: ÒÅÛÅÔËÁ ìÉÞÁ, ÎÕÌÉ ÄÚÅÔÁ-ÆÕÎË�ÉÉ.üÔÁ ÒÁÂÏÔÁ ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÆÉÎÁÎÓÉÒÏ×ÁÌÁÓØ ÇÒÁÎÔÏÍ òææé 11-01-00239-Á.214



ï îõìñè äúå�á-æõîëãéé 215× ËÏÔÏÒÏÍ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ �(m) ÓÕÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÑ � -ÆÕÎË�ÉÉ òÁÍÁÎÕÄÖÁ-ÎÁ. æÏÒÍÙ E6 É � Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ×çÅËËÅ É ÉÈ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ æÕÒØÅ ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÏÓÔÉ. ëÁÖÄÁÑ ÍÏÄÕÌÑÒÎÁÑ ÆÏÒÍÁ f ×ÅÓÁ 12 �ÒÅÄÓÔÁ-×ÉÍÁ ËÁË ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÑf = �E6 + �� Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍÉ �; � ∈ C: (4)óÒÅÄÉ ÍÏÄÕÌÑÒÎÙÈ ÆÏÒÍ ×ÉÄÁf = E6 + 
� Ó 
 ∈ QÉÍÅÀÔÓÑ ÔÅÔÁ-ÆÕÎË�ÉÉ Þ£ÔÎÙÈ ÕÎÉÍÏÄÕÌÑÒÎÙÈ ÒÅÛ£ÔÏË × R24. ÷ ÞÁÓÔ-ÎÏÓÔÉ, f ÅÓÔØ ÔÅÔÁ-ÆÕÎË�ÉÑ ÒÅÛ£ÔËÉ ìÉÞÁ, ÅÓÌÉ 
 = −�.ðÕÓÔØ m ∈ Z, m > 1 É d(m) | ÞÉÓÌÏ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÞÉÓÌÁm. óÏÇÌÁÓÎÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÊ ÇÉ�ÏÔÅÚÅ òÁÍÁÎÕÄÖÁÎÁ, ÄÌÑ � -ÆÕÎË�ÉÉ ÉÍÅÅÔÍÅÓÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
|�(m)| 6 d(m)m11=2: (5)üÔÁ ÇÉ�ÏÔÅÚÁ ÂÙÌÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ äÅÌÉÎÅÍ. äÌÑ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× æÕÒØÅ ÆÏÒ-ÍÙ f , ÓÍ. (1), ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ Ï�ÅÎËÁ
m ≪ d(m)m11 (6)(�ÏÓÔÏÑÎÎÁÑ × ≪ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ f).æÏÒÍÅ f Ó ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ æÕÒØÅ (1) �ÏÓÔÁ×ÉÍ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÆÕÎË-�ÉÀ Lf , Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÕÀ ÒÑÄÏÍ äÉÒÉÈÌÅ Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ 
mLf (s) = ∞

∑m=1 
mms : (7)òÑÄ (7) ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÓÍ. (6), É Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÕÀ ÆÕÎË-�ÉÀ × �ÏÌÕ�ÌÏÓËÏÓÔÉ Re s > 12, s ∈ C. üÔÁ ÆÕÎË�ÉÑ Ó×ÑÚÁÎÁ Ó f �ÒÅ-ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ íÅÌÌÉÎÁ É �ÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÏ ÎÁ ×ÓÀ ËÏÍ�ÌÅËÓ-ÎÕÀ �ÌÏÓËÏÓÔØ C. åÓÌÉ f { �ÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÁÑ ÆÏÒÍÁ (Ô.Å. 
0 = 0 × (1)),ÔÏ Lf { �ÅÌÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ. ÷ �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ Lf ÉÍÅÅÔ �ÒÏÓÔÏÊ �ÏÌÀÓ× ÔÏÞËÅ s = 12 É ÜÔÏÔ �ÏÌÀÓ { ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØ ÆÕÎË�ÉÉ Lf .ðÕÓÔØ � { ÇÁÍÍÁ-ÆÕÎË�ÉÑ üÊÌÅÒÁ É s ∈ C. ðÏÌÏÖÉÍXf (s) = (2�)−s �(s)Lf (s):�ÁË Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ Xf ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÚÁÍÅÎÙ s ÎÁ12− s, Ô. Å. ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀXf (s) = Xf (12− s): (8)



216 î. ÷. ðòïóëõòéîðÕÓÔØ � { ÄÚÅÔÁ-ÆÕÎË�ÉÑ òÉÍÁÎÁ. äÌÑ L-ÆÕÎË�ÉÉ ÒÑÄÁ üÊÚÅÎÛÔÅÊÎÁE6 ÉÍÅÅÔÓÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅLE6(s) = � �(s)�(s − 11) (9)(Ó � ÉÚ (2)). äÌÑ ÆÕÎË�ÉÉ L� ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ × �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅL�(s) = ∏p (1− �(p)p−s + p11−2s )

−1 (10)�Ï �ÒÏÓÔÙÍ ÞÉÓÌÁÍ p, ÓÈÏÄÑÝÅÅÓÑ �ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ Re s > 13=2, ÓÍ. (5).åÓÌÉ ÍÏÄÕÌÑÒÎÁÑ ÆÏÒÍÁ f �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÁ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÅÊ ÒÑ-ÄÁ üÊÚÅÎÛÔÅÊÎÁ E6 É �ÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÙ � ËÁË × (4), ÔÏLf = �LE6 + �L�:üÔÏ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ, ×ÍÅÓÔÅ Ó (9), Ó×ÏÄÉÔ �ÒÏÂÌÅÍÕ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÚÎÁÞÅÎÉÊLf Ë �ÒÏÂÌÅÍÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÆÕÎË�ÉÊ � É L�.äÌÑ s ∈ C É � ∈ C Ó Re � > 0 �ÏÌÏÖÉÍD(s; �) = ∞
∑m=1 �(m)ms �(s; 2�m�)�(s) (11)É 
(s) = (2�)2s−12 �(12− s)�(s) :úÄÅÓØ, �ÏÑÓÎÉÍ, �(s; z) = ∞
∫z exp(−x)xs−1 dx| ÎÅ�ÏÌÎÁÑ ÇÁÍÍÁ-ÆÕÎË�ÉÑ. áÂÓÏÌÀÔÎÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ �(s; 2�m�) × (11)ÂÙÓÔÒÏ ÕÂÙ×ÁÅÔ �ÒÉ m → ∞, ÞÔÏ ÏÂÅÓ�ÅÞÉ×ÁÅÔ ÁÂÓÏÌÀÔÎÕÀ ÓÈÏÄÉ-ÍÏÓÔØ ÒÑÄÁ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ s. ó ÜÔÉÍÉ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÄÌÑ ×ÓÅÈ s ∈ C É� ∈ C Ó Re � > 0 ÉÍÅÅÍL�(s) = D(s; �) + 
(s)D(12− s; �−1): (12)üÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ Ë ËÌÁÓÓÕ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÉÚ [2,3℄. æÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (8) ÓÌÅÄÕÅÔ ÏÞÅ×ÉÄÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÉÚ (12)Ó � = 1. ðÒÅÉÍÕÝÅÓÔ×Ï (12) ÓÏÓÔÏÉÔ × ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÒÅÇÕÌÉÒÏ×ÁÔØ �Ï-×ÅÄÅÎÉÅ ÒÑÄÏ× × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ (12) ×ÙÂÏÒÏÍ Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ �.ðÕÓÔØ a; b; 
; d; " { ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. äÌÑ s ∈ C É×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ x; y �ÏÄ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ

|Re s| 6 a; |Im s| > b; 4�2xy = |Im s|2; 
 6 y=x 6 d



ï îõìñè äúå�á-æõîëãéé 217ÉÍÅÅÍL�(s) = ∑n6x �(n)ns +
(s) ∑n6y �(n)n12−s +O(

|Im s|11=2−Res+" ); (13)ÇÄÅ �ÏÓÔÏÑÎÎÁÑ × O ÚÁ×ÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ a; b; 
; d; " É ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÒÁÓ-�ÒÏÓÔÒÁÎÅÎÏ ÎÁ �ÅÌÙÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ n Ó ÕËÁÚÁÎÎÙÍÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑÍÉ.õÒÁ×ÎÅÎÉÅ (13) ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ Ë ËÌÁÓÓÕ �ÒÉÂÌÉÖ£ÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÈÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ. ïÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÙÍ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅÍ ÏÂÝÅÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÉÚ[3℄ É ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (5). ÷ÓÅ ÔÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ×Ù-×ÏÄÑÔÓÑ ÉÚ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÓÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÍ �ÁÒÁÍÅÔÒÏÍ. ÷ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, (13) ×Ù×ÏÄÉÔÓÑ ÉÚ (12). ðÁÒÁÍÅÔÒ � × (12) ×ÙÂÉÒÁÅÔÓÑ ÄÌÑÜÔÏÇÏ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏarg � = ( �2 −
1

|Im s| )sign (Im s); 
 6 |� |2 6 d;É �ÒÉ ÜÔÏÍ 2�x = |Im s|=|� |, 2�y = |Im s| |� |.äÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ L�(s) ÍÏÖÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ (12). âÏ-ÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÜÔÏ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ, �ÏÚ×ÏÌÑÀÝÅÅ ×Ù-ÞÉÓÌÉÔØ L�(s) ÂÅÚ ËÁËÉÈ-ÌÉÂÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ ÎÁ s. ÷ÍÅÓÔÅ Ó ÔÅÍ, ÅÓ-ÌÉ Re s ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÂÏÌØÛÅ 11=2, ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ L�(s) ÍÏÖÎÏ ÉÓ-�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÂÏÌÅÅ �ÒÏÓÔÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ (13). ÷×ÉÄÕ (5), ÄÌÑ s ∈ C ÓRe s > 13=2 ÜÊÌÅÒÏ×ÓËÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ (10) ÓÈÏÄÉÔÓÑ É L�(s) ÍÏÖÎÏÁ��ÒÏËÓÉÍÉÒÏ×ÁÔØ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ
∏p6x(1− �(p)p−s + p11−2s )

−1 (14)Ó �ÏÇÒÅÛÎÏÓÔØÀ < ∑n>x d(n)nRe s−11=2 ≪ x−Re s+13=2+�ÓÏ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÍÁÌÙÍ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ � > 0. éÓ�ÏÌØÚÕÑ (14), ÍÏÖÎÏ×ÙÞÉÓÌÉÔØ L�(s), É �ÒÉ ÔÏÍ ×ÅÓØÍÁ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ, �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÄÌÑs Ó Re s > 8.ïÂÒÁÔÉÍÓÑ Ë ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ (8). ìÅÇÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏÆÕÎË�ÉÉ Lf ÉÍÅÀÔ ÎÕÌÉ × �ÏÌÀÓÁÈ ÇÁÍÍÁ-ÆÕÎË�ÉÉ. üÔÏ ÔÁË ÎÁÚÙ-×ÁÅÍÙÅ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÅ ÎÕÌÉ. ÷ÓÅ ÄÒÕÇÉÅ ÎÕÌÉ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÆÕÎË�ÉÊ LfÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÙ ÎÁ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ C ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ



218 î. ÷. ðòïóëõòéîÔÏÞËÉ s = 6. ÷ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ �=� ∈ R × ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ (4), ÎÕÌÉ ÒÁÓ�ÏÌÏ-ÖÅÎÙ ÔÁËÖÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ R É ÏÔ-ÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÊ �ÒÑÍÏÊ Re s = 6. óÏÇÌÁÓÎÏ ÇÉ�ÏÔÅÚÅ òÉÍÁÎÁÉ (9), ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÅ ÎÕÌÉ ÆÕÎË�ÉÉ LE6 ÌÅÖÁÔ ÎÁ �ÒÑÍÙÈ Re s = 23=2É Re s = 1=2. çÉ�ÏÔÅÔÉÞÅÓËÉ, ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÅ ÎÕÌÉ ÆÕÎË�ÉÉ L� ÌÅÖÁÔÎÁ �ÒÑÍÏÊ Re s = 6.íÙ ÄÏÌÖÎÙ ÄÁÌÅÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙIf (�; T ) = T
∫

−T |Lf (� + it)|2dt (15)Ó ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ � É T > 0. îÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÕÅÔ �Ï×ÅÄÅÎÉÅ If (�; T ) �ÒÉT → ∞. ðÕÓÔØ f { �ÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÁÑ ÆÏÒÍÁ (Ô.Å. � = 0 × ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ(4)). ÷×ÉÄÕ (5), �ÒÉ ÌÀÂÏÍ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÍ � > 0 × �ÏÌÕ�ÌÏÓËÏÓÔÉ Re s >13=2 + � ÉÍÅÅÍ L�(s) ≪ 1. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, If (�; T ) ≪ T �ÒÉ T → ∞ ÓÌÀÂÙÍ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ � > 13=2. ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ f |ÎÅ �ÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÁÑÆÏÒÍÁ. ðÏÌÏÖÉÍ R(�; T ) = T
∫1 |�(� + it)|2dt :ðÒÉ T → ∞ ÉÍÅÅÍ R(1=2; T ) ∼ T log T É R(�; T ) ≪ T , ÅÓÌÉ � > 1=2.üÔÏ ÈÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÓÍ. [4℄ . ïÔÓÀÄÁ ÌÅÇËÏ ×Ù×ÏÄÉÍ If (23=2; T ) ≍T log T É If (�; T ) ≪ T �ÒÉ T → ∞ Ó ÌÀÂÙÍ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ � > 23=2,ÉÓËÌÀÞÁÑ ÔÏÌØËÏ ÓÌÕÞÁÊ � = 12, ËÏÇÄÁ ÉÎÔÅÇÒÁÌ (15) ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ ÉÚ-ÚÁ�ÏÌÀÓÁ ÆÕÎË�ÉÉ Lf × ÔÏÞËÅ 12.äÌÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ � É T > 0 Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ Nf (T ) ËÁË ÞÉÓÌÏ ÎÕÌÅÊ �ÆÕÎË�ÉÉ Lf �ÏÄ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ 0 < Im � < T É Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ Nf (�; T ) ËÁË ÞÉ-ÓÌÏ ÎÕÌÅÊ � ÆÕÎË�ÉÉ Lf �ÏÄ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ Re � > �, 0 < Im � < T . (îÕÌÉ�ÏÄÓÞÉÔÙ×ÁÀÔÓÑ Ó ÕÞ£ÔÏÍ ËÒÁÔÎÏÓÔÅÊ.) éÚ×ÅÓÔÎÙÍ ÍÅÔÏÄÏÍ ÎÁÈÏÄÉÔ-ÓÑ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÁNf (T ) ∼ 1� T (logT − log(2�)− 1) �ÒÉ T → ∞:óÏÇÌÁÓÎÏ ÏÂÝÅÊ ÔÅÏÒÉÉ ÆÕÎË�ÉÊ, Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÈ ÒÑÄÁÍÉ äÉÒÉÈÌÅ, ÓÍ.[5℄, ÉÚ ÎÁÛÉÈ Ï�ÅÎÏË ÄÌÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ× (15) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÍÏÄÕ-ÌÑÒÎÙÈ ÆÏÒÍ f ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ Ï�ÅÎËÁNf (�; T ) ≪ T �ÒÉ T → ∞;



ï îõìñè äúå�á-æõîëãéé 219ÅÓÌÉ ÔÏÌØËÏ � > 23=2. ÷ ÓÌÕÞÁÅ ÖÅ, ËÏÇÄÁ f { �ÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÁÑ ÆÏÒÍÁ,ÜÔÁ Ï�ÅÎËÁ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÔÁËÖÅ É ÄÌÑ ×ÓÅÈ � > 13=2.ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ f = E6 − �� { ÔÅÔÁ-ÆÕÎË�ÉÑ ÒÅÛ£ÔËÉ ìÉÞÁ. ï�ÒÅÄÅ-ÌÉÍ ÄÚÅÔÁ-ÆÕÎË�ÉÀ �Lee
h ËÁË �−1Lf , ÔÁË ÞÔÏ�Lee
h(s) = �(s) �(s − 11)− L�(s); s ∈ C: (16)îÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÅ ÎÕÌÉ ÆÕÎË�ÉÉ �Lee
h ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÙ ÎÁ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÊ �ÌÏÓ-ËÏÓÔÉ C ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ R É ÏÔÎÏ-ÓÉÔÅÌØÎÏ ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÊ �ÒÑÍÏÊ Re s = 6. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÏÇÒÁÎÉ-ÞÉÔØÓÑ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅÍ ÎÕÌÅÊ, ÌÅÖÁÝÉÈ × Ë×ÁÄÒÁÎÔÅRe s > 6; Im s > 0: (17)îÁÛÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ �ÏËÁÚÙ×ÁÀÔ, ÞÔÏ × �ÒÅÄÅÌÁÈ Im s 6 1845107 × Ë×Á-ÄÒÁÎÔÅ (17) ÉÍÅÅÔÓÑ 3200000 ÎÕÌÅÊ. ÷ÓÅ ÜÔÉ ÎÕÌÉ { �ÒÏÓÔÙÅ, Á ÉÈ ×Å-ÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÁÓÔÉ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÍÅÖÄÕ 11:13 É 12:85. îÉÖÅ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅÉÚÏÂÒÁÖÅÎÁ ÇÉÓÔÏÇÒÁÍÍÁ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÁÓÔÅÊ ×ÙÞÉ-ÓÌÅÎÎÙÈ ÎÕÌÅÊ.íÙ ÏÂÎÁÒÕÖÉ×ÁÅÍ, ÞÔÏ ÎÕÌÉ ÆÕÎË�ÉÉ �Lee
h ÓËÏÎ�ÅÎÔÒÉÒÏ×ÁÎÙ ÎÁÉ-ÂÏÌÅÅ �ÌÏÔÎÏ ×ÂÌÉÚÉ �ÒÑÍÏÊ Re s = 23=2 É, ×ÉÄÕ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ,×ÂÌÉÚÉ �ÒÑÍÏÊ Re s = 1=2. üÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÄÁÔØ ÏÂßÑÓÎÅÎÉÅ, ÅÓÌÉ ÏÂÒÁ-ÔÉÔØÓÑ Ë ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÀ (16). ÷ �ÏÌÕ�ÌÏÓËÏÓÔÉ Re s > 13=2 + � ÓÏ ÓËÏÌØÕÇÏÄÎÏ ÍÁÌÙÍ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ � > 0 ÉÍÅÅÍ: �(s) ÍÁÌÏ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ1, Á ÁÂÓÏÌÀÔÎÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ L�(s) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ Ó×ÅÒÈÕ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ (ÚÁ-×ÉÓÑÝÅÊ ÔÏÌØËÏ ÏÔ �). îÁ�ÒÏÔÉ×, ÁÂÓÏÌÀÔÎÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ �(s − 11) ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÎÁ ÌÀÂÏÊ �ÒÑÍÏÊ Re s = q Ó q 6 12. ðÏÜÔÏÍÕ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÏÖÉÄÁÔØ, ÞÔÏ ÎÕÌÉ ÆÕÎË�ÉÉ �Lee
h ÒÁÓ�ÏÌÁÇÁÀÔÓÑ ×ÂÌÉÚÉ ÎÕÌÅÊ ÆÕÎË-�ÉÉ s 7→ �(s − 11), Ô.Å. ÎÕÌÅÊ ÄÚÅÔÁ-ÆÕÎË�ÉÉ òÉÍÁÎÁ �, ÓÄ×ÉÎÕÔÙÈÎÁ 11. óÔÒÏÇÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï, ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÄÏÌÖÎÏ ×ËÌÀÞÁÔØ ÂÏÌÅÅÄÅÔÁÌØÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ É ËÁËÉÅ-ÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÔÉ�Á ÔÅÏÒÅÍÙ òÕÛÅ.ïÔÍÅÔÉÍ ÅÝ£, ÞÔÏ ÄÚÅÔÁ-ÆÕÎË�ÉÉ ÒÅÛ£ÔÏË É, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, �Lee
hÍÏÖÎÏ ÔÒÁËÔÏ×ÁÔØ ËÁË ÄÚÅÔÁ-ÆÕÎË�ÉÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍ.ðÒÉÍÅÎÉÔÅÌØÎÏ Ë �Lee
h, ÏÓÎÏ×ÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÉÚ [6℄ ÄÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÌÅÄÕÀ-ÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ: ÉÍÅÅÔÓÑ ≍ T logT ÎÕÌÅÊ � �ÏÄ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ 23=2− � <Re � < 23=2+ � É 0 < Im � < T ; ÚÄÅÓØ � | ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÍÁÌÏÅ �ÏÌÏÖÉ-ÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ.á×ÔÏÒ �ÒÉÚÎÁÔÅÌÅÎ ï. í. æÏÍÅÎËÏ ÚÁ �ÏÌÅÚÎÙÅ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÑ É ÚÁÍÅ-ÞÁÎÉÑ.
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