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� ������� �������� Æ  �× � → �� ��������!"�� �������� #��� �$
�������� � � �������� �$ �% &������� #��� ���������� �#��$��
������������ �� �������� ���� �� ��������� �' ��$������ ��������
����� � � �������� " ∈ � �#�$������� ����$ "� 
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����� �′ � #���� � ∈ ��

(���� � �$������� ���������������� ���	�� �������� A� ���� ���)
����� *��+� ����� ��������� ��� �������� *��+� �������� � ��� ��)
������� �% �% "�� � "�� ��� �!#�� �������� "��"� ∈ �% ,������
A �$������� ����������������� ���� � �+� ���� ������$���!"��
�����%

(�����$������� �������� ������ ������!��� � ��$�����
�#������ ��#������ ����������� ������ � ����������� ���������)
���� ������� � ��% ���% �#$��� -.� /� 01	% ( ��� ���$� ��� ���)
����� �������� ��������� ���� �$ ������� �������� ������ �#
����� ���� �������2�+� ������$���!"�+� ����� � $����������
�� ����� �������� ��������% 3�����2�� �$������ � ����"�� ��)
��� ������ ����� ���� �������2�+� ������$���!"�+� �����
��� �������� � � ����������� ����� ��� − �	�/� #��� ������� �*)
�� -41 � 5067 +% ������������ � ���� ��� *�� ���� � �����������
��−5	�� �������������� 8��� �"� � ������� 50/9)� ++%� ����$��
��� �������� ���������� ������� ���������� � �������� ��������
���#����� � �#"�� ������%
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3� �������� �������� ���������������� 
	���
��� �%�% ������)
�� � �������2�� ������$���!"�� ������ ���� :���	� �������)
!��� ����!������� ������% ( ����� $���� �����������+� �����)
��� ������$������� ��������� �������������� ����� �$�����
�������� ���� �������2�+� ������$���!"�+� ����� � ������%
;�$������� ������������� *����������� ���%� �������� -<1	 ����)
$���!�� ��� �� ��"������ ���������� �� �������� *��� �������
� *����������� �������� ������� ��������� ��������� ������
������ � ������������ �� ������$������� ���������%

&���� � ��#��� ��� �������� �������� #���� ��������� ���)
������ �������� �������� � ������ ������ *�� ����������� �+�)
���������� � #����%

&���� ����+�� ���������� �������+� �������� � ����������)
�� �������!"�� �� ������� ���������� �+� �������� ����!"����
������$���������%

;��������� �������� �������� � � ������� �% =�#���� ���)
��! �������� Æ �������� ������� �$ �������� ��!�� ��������)
�� ������ {Æ  � × � → �}% �������2���� ������ ����� Æ	 ����)
������ ����
���� ������� �����������	
���� 
	���
�% (������
��������� ��� �������� ������� ����� #��� ������� �����!"��
�#��$�� ��� �����+� �������� � ∈ � � ��� ������ #���� � ∈ �
��#����� �′ � Æ��� �	 �������� ������� �$ �% ��� ��#���� >���)
����� �������? �� ������� ��#��� ��� ������� ������ �#@���
����� #��� ��#�� �����������%

A� ������ �����!"�� ������� 

�5	 B���� ��$��� �����+� �������� ���������� ���#� ����� ���
�������� �� ��������� *��+� ��$���� #��� ������$���)
���� � ����� #���� ��#���� �������� ���� �������2�+�
������$���!"�+� ����� ��� ����� ���������C ���� >�����
����� ����������? �� ������� ���! ���������� ������"�)
!�� � 5 ��� � → ∞% D���������� ������!"���� ��� ��)
��� ���� �#@����� �� #���� ����� �$����� ������!"����
>� ������� ����������!?%	

�1  �	���� #!� �!3���� ������ �#��� ������ 4������	��� ������  ���� ��'
 �� �� 4
!� ����5� ��� ������5 "���� 6*7� ����
� ����� �#!���� ����������'
���
� �� �� ��� ��8�� ����� � !�	�98���5 � ����� "����� 4
!� ��!�	��

������ �!3�� ��#���� 6���7�
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�E	 B���� ��$��� �����+� �������� ���������� ���#� ����� ���
�������� �� ��������� *��+� ��$���� #��� ������$����)
�� � ������������� +�����$� 8���C

�7	 B���� ��$��� �����+� �������� ���������� ���#� �������
�� ��������� *��+� ��$���� #�� ������$����� � ������
����������!C �>B�����? �� �$����� ����������� �+��)
����! ��$� �������� ������������ �������� ���
�→∞%	

= -61 �� ���� �������� ������ � ������ ��� ������� ��� ����)
����� � � ���������� � 	��	 #������ ������ #��� $������ �� �����
��������	% = ���� ��#��� �� �#��"����� � �������� ������� �
����$������ ��� �������� ������� � ��$����� ��������� � $�����)
"�� �� ����� ��������� ������$����� � ������ ����������!%
3�2�� ������ ��$�������� �������� �����!"�� �������%

�#�#$� %� ������	��� ����
��
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������ ����
 � ����
���� 
	���
� A � ����� Æ	 � |�| � � �

|�| � . �������������� � 	����������� �������� ��� 
��

F������� ��� *�������������� ��$������� ������$���!�� ���
� ��������������� ����������� ���+� #���� ������ ���������� 
�������� ������� A � ����� Æ	 � |�| � � � |�| ≥ E ������$����� �
����������!� ������"���� � 5 ��� � → ∞% F���� � ���� �����
������� 5 
 *�� �������� ��+�� ��� �� ������� ����$���%

§�� ������������� ��������� 	���������

&�� ����� ������� �����!"�! ���������! �����%

�#$$� %� ����� � � ����
��
� 	������
�  �����
��
� ��
����� ��

�����
 -9� 51� !���
 ����� ����� ���
	����	�

& �� ≥ ' ��	 �E	 ≥ ' ��	

E −' ��	
�

����(�)#*+�)��% �����  
 ������� ������ ��� 9 �  � 5% = ����)
������ �������������+� ������� �������� ������� � �����
������ ��������  $����� � � � �����2�!"�� � � �������� 5

 $������ �����2�!"�� % ������� �����!"�� ���������

' ��	 ≤ & �� ≤ 	 G �5 −& �� ≤ 		�
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���

& �� ≤ 	 ≤ 5 −' ��	

5 − 
�

���

& �� ≥ 	 ≥ ' ��	 − 

5 − 
�

�������  ����� ' ��	 �E� $����2��� ����$���������% �
����� ,�- 
 ���� �������� �������+� �������� A � ����� Æ	%

F�������� ��� *��� ���� �������� ������� ������� ���� ������+�

 ���� ����� � � �� · · · �� ������ ��� ,� � -�%

3� ������ 2�+� �������� �� �������� �#��$�� ��#����� #����
�� ∈ � � �����2��� ������� �$ ,� � , � ,� � ,��� � �$ -� � - � -� �
-���% H��� ,� � -�� �� ������� ����2� $����2����� ����������
����� � � ��� ���� � ������������%

3� 	)� 2�+� �������� �� ���$������� � ��������� ,�−� � -�−�%
�3� ����!���� ��� �����)�� �$ �� ��� �� �#� �� ��� ����"��� �
�������"�� 2�+�� ��������%	 =�#����� #���� ��� ������� ���� �
���������� ��� ��������� �$ �������� ,�−� ��� �$ �������� -�−�%
H��� �� ���+�� ��#���� ����! #����� �� ��������� � �� ����"�! �$
�������� ,�−�� -�−� � �������� ,� � ,�−���� -� � -�−�� ����)
��������� ����+��� ������� 2�+�% 3�$���� *��� ������� ����"

	��  �������� ��������% H��� ,� � -�� �� ������� $����2����� ��)
�������� ����� � � ���� � � � ��� ���� � ������������%

H��� �� � ����� ��#���� #���� �*�� �$������ ��� � ������� �$
�������� ,�−�� -�−� �� ��� �������� ��� ���!"���� #���� ����)
����	� �� ��������� �����!"�� �#��$��% I�������� ����� � 2����
��������� �$ ������+� � ������� ���� #� ��� #���� ��������� ��)
������� �$ �������� ,�−� � -�−�% H��� ����� � ������ ����+�
��������� �� ������� $����������� ��������% = �������� ������
�� ������ ��������� ����������� ��������� �$ �������� ,�−� ��
����� � ∈ �∗% �������� �$ ,�−� � -�−� � ,� � ,�−�� � -� � -�−��
� ��������� �������% 3�$���� *�� ����� ��������  ����� ���	
 �%

F������� ��� ������� ������ ���� � ��������� ������ �$ -61�
��$�������� � �� ������ ������ ���������� #���� ��� ����� ���
�����!"�+� ����% J�������� ������� �������� ������ ��������
� ���% 5%
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�� (������� ������� A � ����� Æ	 � ���� �������� , ∈ ��- ∈ �
	�
�� ������� ��� ����� � � �� � � � �� ������ ��� ,� � -�
�������� ��������

./�)+ K� ⊆ �� � ∈ �∗

��)�0��1)+ K� � ∅ ��� ���� " ∈ �� � � �
.��� ,� �� -�
#�*1 K�� ∩ K�� �� �� )� ����	��  ������

�23�)+ � ∈ � \ �K�� ∩ K��	
��)�0��1)+ K�� � K�� ∪ {�}� K�� � K�� ∪ {�}
��)�0��1)+ � � ��

10�4#
 ��� ���	
 �
��)�0��1)+ � � ��

�#0/)+ �

;��% 5% ������� ������%

F������ ��� ����$�� ������� ������+� ��������� �����2����+�
� ��������� �� ����#������ ���������%

5#6*�7#01# %� ����� A � ����� Æ	 � ����
���� 
	���
� �
���

��� |�| � � � |�| � E� !���
  ��#��� ������� �
�
	 � �����  
��

��������� ,�- ∈ �� �
	���
����  ���������� ���	
 �  ���� ����"

	���  ������
 � 	����������� 5���

����(�)#*+�)��% �� ���������! ��!����+� �������� �� �����2�)
�� �+� �� #���� ��� ������� ���� � ������$������� �$ �������� ,�−�

��� �$ �������� -�−�� ��������� �$ ,�−�% I����� �� ��#����� ��)
������ ,� �������� ������� �$ � � �� �������� � ��������
��������� -� � ����������! 5��% �
5#6*�7#01# 8� ������	��� ����
��
 � � 9 �

�� ��� ���

 ����	������� ����
����� 
	���
�
 A � ����� Æ	 � |�| � � � |�| � E
 ��#��� ������� �
�
	 � �����  
�� ��������� ,�- ∈ ��  ������
����� ����	��  ������  � �
���� ���� �� �
� � 	����� 	�������"

����� ���� �� �
	�������  ���������� ���	
 � �
����

����(�)#*+�)��% (����� �������� ��� ����$������ ��������
�������� �$ �� ��$����� ���2�� ��� ���� � ������� ����������!
����� ������"�� ��#��% &�� ����������+� �������� ��������
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��$���� 	� +�� 	 � ���� ���������� ��+�� ��� �$ �+� � ������� �
���+� ��#��� ���� �	��	��� =��+� ����� ������� ��$���� 	 ���)

����
(
�
�

) ≤ (
��
�

)�
% L$ ��������� M��� ����
	����	�� $��� ��� ����)

����� �� #���� �$����� ���������! ����� ���������� �#@����)
�� ��#���� ������ �����������	 ��������� ��� ���������� ��+��
��� ��"������� �������� ��$���� 	 #�$ ������"�� ��#��� ���2�

(	

�

)�� (��

	

)�
�

(	�

�

)�
−→
�→∞ 9�

(������� �� ���� ����� 	� �������� ��� � ������� ����������! ���
�������� ��$���� ���� �� ��� �������� ������� � � 9 � � �
5�� ���!� ������"�� ��#��% F����� ��+�� ��������� �����������
��� � ������� ����������! �$ �!#�+� �������� " ∈ � ���������
� ���� �� ��������% ��� *��� ������� � � $������ � �� ����
��������� � �� ����� �+� ��������%

N���� �#��$��� ����� � 2���� ����� � � �������� 2�+� ���)
����� ������ ������� �� ������ ���� �� 2�+��� ���� ����2� �
$����2���� ����% = ���� �������� ���� �#@������ ��� �������� �
����� ���� ��� ��$������� ������� � �����)�� ����� ���$���
����� 2�+�� ������ � ��������� ����� � ����%

I������� ��� �� ���������! ������ � ����� �$ ,�−� � -�−��
�������� ������ �� �������!��� ������ �� ��#��� ������� #���
������$���� ��� ����% N�� ����� ��� �� ��������� �$������
��#��� �$������ ��� �� ��+�� $����2��� ����� � #���� ��������
������ �% N���� �#��$��� �� ������$��� ��#�� � ������ ��$ ������
��� ��!����� ��������%

N�� ����� ��� ����� �$ �������+� ,� ������ �� 2�+��� �$������
��� � �������� ���� E�� ��� ����������� ��#��% =�� *�� ��#��
#��� ��+��)�� ������$���� � ������ ��$� �� ���� ��!����� �������
#�� ����$���� �� ���2�� ���� �� ��$% �

D��������� �������� ��$����!� ����$��� �����!"�! �����%

�#$$� 8� ������	��� ����
��� 
� � 9 � � � 9 �
��� ��� ���

������ �
���
������ ����
 � � ������ ����
����� 
	���
�
 A �
����� Æ	 �
���� ��� |�| � � � � � {�� �}� 	���������� �������

|{�,�-	 ∈ �� | ∃� ,� � -�}|
��

� �

 ��	��
�� 
�� %���� ���	
��� �����
� ����  
� ��������� 	 ���"

�
���� 
	���
�� ��������������
 � ������� 	������������
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����(�)#*+�)��% =�$���� ���� �������� �,�-	 ∈ � × � � �����)
#��� ������$������� �� ��� ����"� �������� ������% (�+����
���������! E ��!����� ������� #���� ����$���� � ���� �� ��$
��� �������� ������� �� ���� ������� � $����2���� ������� ��)
��% = ������������ � ����������� 5 ��� ������ ��!����� ��������
������$���� ����$����� � ����������! 5��% B�!����� ��������
�$�������� ��� ��� ������$�� ��������� M��� �� ���� ��!�����
���������� �� �������� ��� ���� �������� ������$������ � ����)
������!� �+������� ��$� �������� �������� �%

(������������ �������������� ������� �������� �������

|{�,�-	 ∈ �×� | ∃� ,� � -�}|
#���2� ��

�% �������� ����� 5 � �������� �������

� �
|{�,�-	 ∈ �×� | ∃� ,� � -�}|

��

$����2��� ����$���������% �
����(�)#*+�)�� )#�#$2 %% ����� � � {�� �� �� �}% �� ����� E �
������ ����������! 
� ��"������� ����������� � ⊂ � × � ��)
���� ��� |� | � ��

� � �!#�� ���� �������� �$ � ������$������
�������� ������ �� �� ��������� {�� �}% �������� ��� ��� �!#��
���� ��������� � ���������"�� � � ��"������� ���� �$ �� � ����
�������� �$ � %

;��������� ����$�����! ���� �������� ,�- ∈ � \ � % ��� ����)
$��������� ���������� E ���������� ��� �$ �������+� ��������
� ������� ����������! ��������� � ���� �� �������� ��� �)
������� ������� �% =������$����2��� *��� ������� �������� ���
�$ �������� , ��������� � ����"�! ���� �� ��������� {�� �} �
���� �� �������� ��� �������� ������� �% F#����� *�� ��)
������ ������� � 2����� ���������� ������� �� �� �������� �$
�������� -% = ��$������� ������� �� ��� ��������� ����� ����)
��� � ���� 	��

�
��$�����% =��������� ��+�� ��� �������� �$ 	��

�

�������� ��� � ������������ � � � �+������ ������ ���������
�5 − �	

	��
�� ������� ��������� � 9 ��� � → ∞� F#�$���� ����$ ��

����� �� ��������� {�� �}� ������!"�� ���� �$ ,�- � ���� �$ � %
������� ��������� M��� �� ���� ����� ��������� ���������

��� � ������ ����������! ������ ���� �������� �������� #�)
��� ������$������ �� ����� ��� ��#� �� ����� ����% B�� ����2�



)� ,� �� �-./� 0� /� /.1�%2�1

�$����� -71� ���� �!#�� ���� ���� �������� �������� ����� #���
������$������� �� � ������� � ����� ������$�����% �

$�
���
������� ,����� #��+������ �����+� ����$��� $� ��)
�� $������� � ��#���%

����	���	�

�� B� C� DEFEGHIJK� L� L� MNOJK� P� L� LQRSQK� ����� ������������ ������� ���

��������� T PFUI� VQNEW� XQYZNU� CHG�� [JHU� \QUJO XQYZNU� CHG� ���� ]����^�
@@_A��

�� B� C� DEFEGHIJK� P� L� LQRSQK� Ǹ� a� bFSO� ������������ ������� ���� � ������

� �� ������ �� T cIJQd� XQYZNU� CHG� ��� ]���(^� *�_���
*� e� fXJdEgh� !��"��#� # ���"����� �#���������� � #��$��"��� ���������� T

PFUJYFUGHSQ'ihjGSFREh fXFOQZGO CRQKJEOS� DSFW� LGJW ��� \Q� * ]�)A�^� ��+_��A ]GE
CRQKFS^�

�� D� PFUJJOHN� D� CFRQYF�%���&'����� ����� ��������( $)���"�*� ��+������ ��� ���&

������� T kNRR� lDcXC �� ]�)))^� �*�_�@��
@� e�'l� mGE� ,� �� ��-�������� ��-���� ������� ��� ������� ������ T DEE�

BGOHd� PFUI� �� ]�)+*^� @*@_@�+�
A� C� CFEWnJdo� .���� ��� ������������ ��/������( %���&0���� 1������ � 2�����'�

�������� T [JHU� \QUJO XQYZNU� CHG� ���� ]���@^� @_**�
(� l� CSKQdUOQK� l� cGZGSGE� 34���������� ����� � ��� ������� ����� ��� � �����

�������� T aYZRJYJEU� DZZR� DNUQYFUF� [JHU� \QUJO XQYZNU� CHG� ���� ]����^�
�)�_�)+�
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