
������� ���	�
�
�������� ����
�� ���� ���� ��

�� �� �����	
��

���������� ���� �������� �
������� ������������ ���
�� ���!��� ��������� ���
���"������� #�������� $���

§�� ��������

����� � � ��	
� � �
��� 	��
���� �	�
����
���� ���� �����

�����
 ��������
 ���	
�� �� ���������� ���	
�� ����	�����
���
����� �������� � ���	
��� � ������ ���� � �!����	���� �� 
�
� �������"��� ������ � ��
�
	
���� ���� �� # ������ �����
������ ����� ���"��� ��
	
�� ����� � ���
�
���$ ����� %��� 
�
��� ���
�
���
 ����� %����
�� ���$� �	$�
��$ �	� �� �"� 
�
��� ���� ����� &����	

 ������� �	� �"��
��� ��� ����
� �


�	� ���� �	�����
����� ����� ��	�$��� ����� ���� �� ����� � �� 
�
�� '()� ((*�� +����� �" ������ �
�����	
��� ���� ����� "�����
�������� ���
�
���� ���� %����
�� �������� � �������$ �
���� 
�� ,������ ���� �������� -	
�
���� ������ ����!��������
���
����
��� � �	�
�� � ����� �
	
� ��������� �������$��� �	
 
��$.�� ���"���

����� � / ����� � ��	��� �������� �	�
�� ��
�
�� � ��� �� 
�
����
��� ����!�������� !
���	���� � �	�
��� � �
	
��
� � �� 
�
��� �� 012� 3 � −→ � � ������
��
 ���
�
���� ���� �	�
��
�� 45����� � ����� �������� -	
�
���� �	�
�� �� �

65����� / {	 ∈ 45����� | 012��	� / (}

+"�
����� ��� ����� 65����� ����� �����
� '78*� �����
���	�
� 

�� � ������ � �!����	���� ���
� �������"��� ����� ������$ ��
���
� ���"������ �

" %&������� ��	�$.
��� ����
��
� ,����

�������� ��	�
� ����������
� � ��������
� � ��!���	����� �����
� ���"
��#���
� �����
 $�%���#� ����������
� � ��������
� � ��!���	����� ������
&�����
 '��
� ���(�� )�
� �������
� �����
 &�����
� '��� �����
 ��"
(���� )�
� ��	�� ����������
� ���(�� )�
� �������
� ����� &�����
� '���

*�!��
 �
�� ���� � ����� ���������� �������� ��##��+����� ,� �������
�����! ������� � *����%��� '��#�� '��#����� )�
� ��� �#�����%� ������
-.� /��*"����

���



�*�01213341 5*$��4 $67�8126 ��9

���� ���−� �"�
�� � / ���� ���
�
���
 ����� %����
��
9:�%&��������� ���� 65����� ��
�
	�$��� � -��� �	���
 ����

9:�%&��������� / 65������'45������45�����*�

��
 '45������45�����* � ��������� ����� 45������

"'(��'��� )� ;����� ����� 9:�%&��������� ���"����
��� �

"
����������

<	� �������� ���� � �!����	���� ���
� � �	���
 ��
=��� ,��
���−� �	
��
� ����������� ��
!��	���
 �������
 ����� ����� 
��.�� -������� ,���

>�	

 ������ ����� ��� � ��=�
��
 ?�	�� ��	
� ��
�
�� 7�
� / ����� � ����!�������� ���
����
��� ������ !
���	����
� �	�
��� ��
 ����� � �������� �	�
�� ��
�
�� � ��� � � � 
�	�
��� � �
	
��
� ���
��� �� �
���	����� ��� �	�
�� � ��	���
�
��� ����	$!�
� � ���
� � �������
� � ��	
� ���������� ������
 
��� � �� ��� +"�
���� ������ ��� � ��	���
� ����
 ��� ����	$!�
�
Æ ������ ��� �Æ / � � ‖���‖Æ����������� / ‖�Æ��‖����������� �"�
�� ‖���‖ �
� ×� ����!� ��� �� � -	
�
�� ��� ∈ � ����� � � �� ����
 � � ��
���	�!
�� �����	��� � � Æ ��
$� ���������
 ������
��
 �� �� ��	� 
�� ��.
�������� ����!� � ������ ��� � Æ / � � �	 / �−��Æ� �	�
	$���� � ∈ ��

<	� ������ � �
���� �
������� ���������� � ��� � � 
��
��"��� ��� 
 
 
 � �� �������� -������ �� � ,��� � � ����!
� �
��������
	��� -���� ��"���� � ��	����3

@����� �� / {� ∈ 45����� | �Æ�� / �}�
6@����� �� / {� ∈ @����� �� | 012���� / (}


;�
 ����� @����� �� � 6@����� �� ���=� �"�
����� ��������
������ ��� '78*� �����
���	�$��� � ������� � �!����	���� ���
�
�����
�����$.�� � ��
�
	
���� �	�
����
���� ����3 ��������
*����� �� � ��
!��	���� �������� %*����� �� ���������� ���
*����� ��� 
��������� � %*����� �� ��	�
��� 

 ��	������� �� 
���$�� � ���������� ����� %*����� �� ��	�
��� ��
=�
� ,����
����� ���� ���−��

?���� 65����� � 6@����� �� "���$� � ��	� �
�	��
��� (A �
(B �" '78* ��
 ����� � �!����	���� ���
� �������"��� ���� �� 
�� ��−��



��� 0� �� :3;10<=�7

"'(��'��� +� ;�
�
	C���
 ��=
 ���
�
���
 ����� %����
��
��	���$���� ����.
 ������ �� ���� %����
��� ����������=����
� '8� (D*� �� ����� � ���� �������$� ������
� � �"������� ����� 
!����

� �	���
 ��
=��� ,�� ���
�
���
 ����� %����
�� ��
�
	� 
$��� �	
��$.�� ���"���

9:�%*����� ������ / 6@����� ���'@����� ���@����� ��*�

��
 '@����� ���@����� ��* � ��������� ����� @����� ���
E��
���� ��� ��.
����
� ����� ���
�
��!�� ���� � �!�� 

��	���� ���
� ��
=��� ,��� ������ ��"����
� �	
��$.�� ��� 
"���

<	� ���"��	������� ����	$!�� � �	�
�� � ��
�
	
�� ����� 
��� � ��
!��	���� �������� ����� ��� ��� ��3

@��� �� / {� ∈ �|�
� / (}�
6@��� �� / {� ∈ @��� �� | 012���� / (}


;��
���� ��� �
��� ��������� ���
!��	����� ����������
������� -������� ,�� � ��������� ���
!��	����� ������� 
��� ������� �	�
� � ����	$!���� ��

��� ������ ���"��

����� � � ��� � ��=
� � ����!� -������� ,��� � � <	� 	$����
� ∈ � ��	���� F��� / �−��Æ� � G���� F � ��� ����	$!�� �	�
�� �
�

@����� �� / ����F��

6@����� �� / 6@���F�


�� �"��
��� ���
�
���� ���� %����
�� ����
���� ,�� ��� 
��$ �	� ���
� �	
��$.

 �������
	�����3 ��� �
 "������ �� �� >� 
	

 ������ ��
$� �
��� �	
��$.�
 �"���,�"��

6H�������� ∼/ 6H�����

��
 6H���� 3/ 6H��������� G���� ���"��� �����	
��
 ����
6H�������� �
 "������ �� ����� ��	�$��� 	� ����� 65����� �"� 
������� �	� ���"�������� ��� �� ��	��
��
 ���"���
��� ���� �
�	���
 ��
=��� ,��� � �"������� �����!�� ����� 9:�6@����� ��
���� ���"���$��� �"���,���� ������ 6@H���� Æ� 3/ I′

Æ����IÆ����
��
 I′

Æ��� 3/ {� ∈ � 3 012���� ∈ � \ {)}}� IÆ��� � ��������� ��� 
��C���� �
���������� �������
	��� Æ -	
�
����� �" 45������



�*�01213341 5*$��4 $67�8126 ��>

"'(��'��� ,� J���� ��� ����� I′
Æ��� "������ 	�=� �� �
������ �� 

��	$!�� �� �� � ������� ���������� ��� ����	$!��� �� ���
� �� 
��� �������� ���
�� Æ� G� �
 ����
 �
�� � �	� ���� IÆ��� ���� '7B*��
� ������ �� ���
� ��	�"������� ���"���
��
� I����

?���� 6H���� � 6@H���� Æ� ���������� ���=� �"��
�� ���� '7*�
'D�A*� 'K*� '(D�7)*� '77�7L*� '7B�M(*�� ;��"���
���� ��� �����
 ��������
���� 6H���� ����.� ����
 ������ 6@H���� Æ�� &������� � ��� 
"������� �����!�� ����� 9:�%*����� ������ ��	� �"��
�� � ��
�������� ��	��� ��	���$��� �� ������� ���� ����� � 6@H���� Æ��
N���� ����
����� -�� �������
	����� �� ���
� ���"������ �����
9:�%*����� ������ � ���"������� �����!�� �

" 6@H��

� ��� Æ��
;������� ��O
�� ��=�� ������
��� � ����� � �!����	����

���
� �������"��� � ����� ������.���� � ��
=��� ,���� ����
���−� � ����� 6@H��

� ��� Æ��

"'(��'��� -� &��
 �� ���������
��� �����	

 ���

���� �	��� 

� �
������������� � ��� ������ �	���� � / (� � � ��	
 �	�
����
 
���� ���
	 ��� 'B*��

<	��
	���
 �
�� �����	���� ��� ����� 6@H��
� ��� Æ� ��	���$�

����������� ������� �� ���������� ���� 6H���� � 6@H���� Æ� ���
����
� �

 � �	���
 ��
!��	���� ��	
� ��� G��� �����
� � '78*
�	� �	���	���� ��	
� � �������	��� ���	
�� �����	������ ����
6@H��

� ��� Æ� ��� ���� �" ����	���� =���� �	� ��	��
��� 
"�	��� 
��� � ����	���� ���
��� ���� 6@�(� �� Æ�� ;��
���� ��� �����
� 
����$.�
 ����� 6H���� � 6@H���� Æ� � -��� �	���
 �����	���
���� '(A� 7L*�� ;����� ���"�	���� ��� ��	��
��
 �� ����� �
	
 ��	


�	����
� �����	
 >� #�� � >� P� #
������ � '(7* ����"�	�� ��� �	�
��	
� �!����	���� ,���!�� �� ����� �

�
���� ��� �������.� 
�� !��	������
����� ��=�
����� Q � ��
!��	���� �����	 �	�
�
���"��	���� ��
�
�
� � � 7 ����� 6@H��

� ��� Æ� ����� ���� ���

�
����
������ � "��
� >� #�� � '(M* �����	�	 ����� 6@H��

� ��� Æ�
�	� ����
������� �	�
� � � �
	
��
� ��� �	���	����� ��	��� ��
��������� �
�����	������ -��� ���� ��� ������ �	��
���������
�
���� �����	
��� ��� '7A*�� E��
���� ��� � �	���
 �	���	���� ��	
�
� -�� ����� ��
��� ���
����

&������ ��.�� 
"�	������ � �
�����	������ ���� 6@H��
� ��� Æ��

�
 "�����.�� �� ������� �� �� �
����
�� �
�
�� ��	��
�� �
 �� 
	�� &�=
� !
	�$ ��	�
��� �������	
��
 "���������� �
�����	������
���� 6@H��

� ��� Æ� � �	���
 Q���������� ��	�=��R ���� 6@H���� Æ��



��? 0� �� :3;10<=�7

������ -����� �� �������	���
� ���
�� �����C������ ����
@�(� �� �� �6@�(� �� ��� �� ���"��	���� ����
������� �	�
�
 � �
 
	
��
� � � �
����� 
C ��	����	��������� ������ � "��	$�
��

��
��� ��	��
 
=
��
 ���	
�� �����C������ � �	���
 �	���	����
��	
� �� ;������
 
"�	������ ���
�
���
 ���
� ��	� ��������� 
�� � 'M7* � ���� ��	

 �	���� ,��
� ���
�C� ,���	����� -���

"�	�������

�
��� 
"�	���� ���"���
� �� ���"� ���	
� �
�����	������
���� 6@H���� Æ� � 6@H��

� ��� �� �	� ��� ����	$!�� Æ � �� #��"� -��
������� � �	
��$.
�� S�� �������	
�� 
.C � '7B* �	� 	$��� ���� �� 
��� ����	$!�� Æ � � ����� 6@H���� Æ�� 6@H���� �� �������$�� ?�� 
�� �
 6@H��

� ��� Æ� "������� ����.
 ������ �� Æ� ;����� ����
�	���
�	
��$.

 ���
��
��
� ���"���$.

 �� "���������� �
�����	��� 
��� 6@H��

� ��� Æ� �� �
�����	������ 6@H���� Æ��

��./�(' )�)� ���������� �	
���
��

6@H��
� ��� Æ� −→ 6@H���� Æ�


G
�
�� ( ���
� ���� ����"��� �
���	����� ���������� �
���
����	�"�
� �	�����
 �������� �	�
����
���� ��������"�� � ��� 
"�� � ������
� � -�����	
������� �� �	�
����
���� ��������"� 
��� ������ ���!����	���� ���������� -��� ��������"��� ��
 
�C���� T� +� U������ '7(*� +�
���� ����� � � �
��������
 �	 
�
����
���
 ��������"�
 ��� ��	
� � � �
������ ����
����� � 
�!����	���� ���
� ����� G���� ��
 ����� �� � ∈ ���� ��"���$� 
�� ����� � -�����	
������� 
�	� ��.
����
� �!����	���
 � ���� 
��
��
 � ��
������� ����� � � ����
� ��� �	� �������.�� � 
���
� �� � ����
�	��� ���� / �� ���� / �� <�
 ����� ��"���$���
� -�����	
������� 
�	� ��.
����
� ���
���� !
����� � / ��� ��� 
 
 
�
�� / � ������ ��� ����� �� � ���� ������ -�����	
����� ( � � � �−(�
� �	���
 	��
���� �	�
����
���� ���� �"��
��
 -���� ������� �� 
	� ������ S�	�C G
	
��� � #���$��� 'M*� E��
���� ��� ����
����
�	����� � -�����	
������� ��	���
� 
��
���
���� �������� ���� 
����� <	� �������"��� ����� ������.���� � ����
���� ,����
���� ���−�� �"���,����� ���� �	����� � -�����	
������� ���
 
�
���� ������ %����
�� 6H���� ��	� �������	
�� �� V� ����
 
�
����� ���� '(K*�� <	� �"������� ����� ������.���� � ��
=���
,���� ���� ���−�� �"���,����� �����
�����$.�� ���� �	�����
� -�����	
������� ���
�
���� �������� ������� %����
��



�*�01213341 5*$��4 $67�8126 ��@

6@H���� Æ� ��	� ����������� ������ � 'M(* ���� "��
����
 �� ���
8BM�� � ����"��
	����� -���� ,���� ��	� ����	������� � '77*� &��� 
�
!� � '7* P� #� U
���
� � �� +� N
������� ����	�"�� ����
 �� 
����
���� ������
	� ��.�� �	����� �" ������� ���
��
�� ���
� � ���"������� �����!�� ����� �	����� � -�����	
������� ��� 
�
 �"���,�� ���
�
���� ������ %����
�� 6@H���� Æ�� ��	�"� 
��� -���� ����� ����� ��	����� ����"��
	����� �
�
�� ( �����

����"��
	������ ���������
 �� ����� �����	
���� � �	�
�
 �� �� 
�
����� � �����,
 (��

&����
!� �" �
�
�� ( ���
��
� �	
�����
� 
=�$.

 ���	
��
�
�����	������ ����� 6@H��

� ��� Æ��

�0�1	2��� )�)� ���
�
�������� 6@H���� Æ� ������ ���
�
����
����� ��		 6@H��

� ��� Æ��

G�� ��� ����� @�(� �� Æ� � 6@�(� �� Æ� "������ �� ����	$!�� Æ�
�� 
��
���
��� ��"����
� ���	
�� �����C������ ����� �������
� ��	����	��������� ����
 � �(� �� �	�
�� �� ����� 
"�	����
�������
� ���
�� �����C������ ���� �	� ����
������� �	�
�
� �
	
��
� ��	� ������� �� ���������
��� �	���
� �����
���� 
�� �� ��	����� �� 7��

����� ! � ����
������� � �	�
�� � �
	
��
� � ��� ����	$!� 

� � �

	 �!� 3/ {" ∈ ! 3 "	 / "}�
WXY��! � ����
������� ����	$!�� �	�
��!� � -��� ���"���
����
����
�	���

��./�(' )�+� ����� �� � ∈ WXY��!� � / ���� ��� " ∈ 	 �!� \ {)}� ��
� �������
� �������
�� !� �������� ��	 !��
�� � 	�����" "�
#����

�Z� ��		� @�(� !� ��� @�(� !� �� ��	 !��� � 45�(� !� � ��� 
 �����
$� � ��� ������� $���� 012��"� ∈ #���45�(����� ��� #�� � �����
���
�� ���� ��%
��
 	���� ���� 45�(��� � �����
	�
$��
��
�� ��		� �&

�ZZ� ��		� 6@�(� !� ��� 6@�(� !� �� ��	 !��� � 45�(� !� � ��� 

����$� � ��� ������� $���� 012��"� ∈ #���45�(�����

�0�1	2��� )�+� ' �(�������
 ) ������ 7 ��	 !������� ��		
6@�(� !� ��� 6@�(� !� �� � 45�(� !� ������ 
�����
�� ��		
6@H��

� �!� ��� 6@H��
� �!����



��A 0� �� :3;10<=�7

;��"���
���� ��� � �	���
 �	���	���� ��	
� ����	�"�����
 	���	� 
��� ���������� �	�
� ! ��"��	�
� ��	����� �������
	���
 
=
 
��
 ���	
�� �����C������� �����
 � ��������� � ���!
 �������

� "��	$�
��
 ���� �����
� �	���������� P� �� ��������� �
#� �� G������� "� ���"����$ ����.� �� ���������
 ������ � �
�����

§�� ��	
�
������� ������� ���

<	� ����"��
	����� �
�
�� (�( ��� ���
��$��� �	
��$.�
 ��� 
"���
����

�����3 � �	�
����
���� ������ ��
�
	
���� ��� ��	
� �� �3���
� ����
���� � �����	���� -	
�
���� � 3���� +"�
����� ��� �4���
� ����	���� �������� � �3��� �	� ����	���� �"��������� ��� 
����� 4 � 3 ���� '7*��

�.
'5'2�06	2�. 2�./�(7 )�)� �����

3 / *����� �� � 4 / %*����� ��


G�� ��� ����� 3 �!����	��� ��� �� �� 3��� / ��3���� �� "������

'��3����� ��3����* / '3����3���*
 �(�

����� 	
��� (�7 �7� �" '7* �" ��
	
����� 3�4 �	
��
� ��
	
�����
�3������4���� � ������

'��3����� ��3����* ⊆ ��4����
 �7�

G
�
� ��
 ����� ��� 
��
���
���� -����,�"�4��� ��4������4����
�"	���
��� ����� �(� � �7� � �����"�!�$ -����,�"���

4���→4����'3����3���*
��→4����'��3����� ��3����*

�→4������$�����

��
 Z2 � ��	� �(� � ����
���
���� �"���,�"�� ;���C��� "��
�����
��� ����� �(� 4����'��3����� ��3����* / 6@H��

� ��� Æ�� �

4������4���� ∼/ 6@H���� Æ�

����� �
�
�� 8�D '7*� �

S�� ��
 ���
��	��� �� ��
�
���� "� ������� ����"��
	������
�
����.
� �
�
�� �����
��� ����	�"�����
 �	������ �������� �� 
�����	
��
 ������ ����
��� �� ��	�=�� ��
��	 ���
��
��� ��
-��� �
����� �� �
������ ������
���� � ���������
��� ���� 
�!��� ���
	��� �� ��
�� ��	

 ����
 ����"��
	����� �
����.
�



�*�01213341 5*$��4 $67�8126 ��B

�
�
��� &��
 �� ������� ����
 ������
��
 �	� �	�
� � �
	
�� 

� �� [��� ���
��
��
� ��	��
���
 � 
"�	����
� ��

� �
���	���
��	

 �	���$ ,���� ��� 
"�	����� �������$� � �	���
� ����� ���
��
�������� �	�
�� �
 �
	���� �� D�

��./�(' (′� ����� � � *�������� ������(� � �����
�� 
 ����

����"*
�� Æ� ���������� �"+�$�
���� �������
�� ��		�
6@H��

� ��� Æ� � ��		�

6@H���� Æ��� 6@H���� Æ��

��� � 6@H���� Æ� � 	����		� 7�$����
 ��		� 6@H���� Æ��

<	� ����"��
	����� -��� �
�
�� ��� ���
��$��� �	
��$.�

���������
	���
 ���"���
��� � ���
��
����

S�� � ��=
� ����� Æ��� 3/ {" ∈ � 3 "Æ / "}� Æ���∗ 3/ {" ∈
� \ {)} 3 "Æ / "}�

��	���� ����
 �Æ��� 3/ {" ∈ � 3 "Æ / −"}� �Æ���∗ 3/ {" ∈
� \ {)} 3 "Æ / −"}�
��((' +�)� ����� � ∈ I′���� #���� ���
������ ���(�!��
� %� 3
Æ��� −→ Æ���� ���������� ������� %��"� / �" \ "�Æ� �
(�  �� �
��� ���������
���� 	��������� Æ���� �
(� �" ∈ �Æ���∗ �� 
��$������ " ∈ Æ���∗�

�.
'5'2�06	2�.� ����� %� � �
 � ������,�"� � %��"� / ) �	� ��� 
����.
�� " �/ )� G���� �"\ "�Æ / )� � ������ �" / −"�Æ / −��"�Æ� ���
� �
����	���� �

��((' +�+� ����� � ∈ I′���� #���� �−��Æ ∈ I���� ���
 � ∈ �Æ���� 

�−��Æ ∈ ��(� �� Æ�	���Æ
−��� ���
 � �∈ �Æ����

�.
'5'2�06	2�.� ����� � ∈ �Æ���� G���� �−��Æ / �−��−�� / −(� �
������ �−��Æ ∈ I���� V�	� �Æ �/ −�� �� ��	���� �Æ / �& � ���
��� �
��
�� ������ Æ� ��	���� � / &Æ�� ��������� ����
��
 � �" ���	
��
��
��
����� � �
����.

� ���
� ��
�� �Æ / &Æ�Æ&� #���� ���
��� �
��
�� ������ Æ� G���� ��
����� � / &Æ�&� �	��
���
 � �
����.���

��C� �\ �Æ / &Æ��\ �Æ�&� ��� �	
�C� &Æ�����Æ�−� / &−�� ]
��� ����"����
�

��((' +�,� ����� �� �∈WXY������ #����

6@��� ��I��� / 6@��� ��I���




�9� 0� �� :3;10<=�7

�.
'5'2�06	2�.� �����
�� ��� 6@��� �� ⊂ 6@��� ��I���� ����� � /
���� ' ∈ 	 ���∗� <	� ���"��	����� -	
�
��� � ∈ 6@��� �� ����� � ∈
���� ������ ��� � / �−��	 � �
���	����� ��� �	� 	$���� " ∈ 	 ���∗

�" �∈ �	 ���
 G���� ������
��
 %� 3 	 ��� −→ 	 ���� ��
�
	� 

��
 ,���	�� %��"� / �" \ "�	 � � ������,�"� � 	��
����� �� 
�������� 	 ��� �� �	
�����
	���� ����C��� "′ ∈ 	 ��� ������ ���
%��"

′� / '−�� G���� ����� �
����.
� 	
��� �"′ ∈ ���� ��� ��-����
� ∈ 6@��� ��I���� ��� �	
�C� � � ∈ 6@��� ��I���� ��� ��� �−��	 ≡
�−��
�^_2I���� � �� �
 ∈ 6@��� ��� V�	� �
 �" ∈ �	 ���� �� �" ∈ I����
��� �	
�C� � ∈ I���� G���� ���"��� 6@��� ��I��� ⊂ 6@��� ��I���� �
� ��	� ����
�������� �����
��� � � � ��	���
� ������
 ��	$�
 
��
� ]
��� ����"���� �

;�
�
	�� �
�
� ������,�"� % ����� 6@H���� �� � �����
6@��� ��I����I��� �	
��$.�� ���"��� ����� �I��� ∈ 6@H���� ���
��	���� %��I���� / �−��	I���� ?�����,�"� % �$O
����
�� �� 
���	��� ������ -	
�
�� � ∈ 6@��� �� ��

� ��� �−��	 �	� �������.
��
� ∈ ���� ∩ I′����

��((' +�-� ,�� �������
��� % 
���� �$�	������ ����" 7�

�.
'5'2�06	2�.� <
������
	���� ����� � ∈ I′��� � %��I���� / I���
���
� �−��	 ∈ I����� G�� ��� �	 / �&� & ∈ I���� ���
� ��
�� ��	 / ��&�
� ������ �� ∈ I���� � "����� %���I���� / I���� ]
��� ����"���� �

��((' +�8� -������
�� % ��!�� (��� ����!�� � $��	��
*
"

6@H���� ��
�−→ 6@H���� ���� 6@H���� ��


−→ 6@��� ��I����I����

��� ( � ����������� 	��$*
 � � � � 
�+�$�
���� �������
���

�.
'5'2�06	2�.� `�"	�������� % � �����"�!�$ ( � �������.
��
������,�"�� � ���
��
� �" �
����	
��
� 	
���� G�� ��� � � ��O
� 
������ ������,�"�� �������	���
��� ���� ����� �I����6@H���� ��
� �
�����	���� -	
�
�� � 6@H���� ���� 6@H���� ��� ����� ��I����� �∈
I���� ��� �	
�C� �� �∈ I���� V�	� �I���� 6@H���� �� �����	
��� ���
������,�"�� �� ����� ���I����� 6@H���� �� / %��I���� / �−��	I���
/ I���� &� �−��	 �∈ I���� �����	��� �−��	 / �−���	 � �� �∈ I���� �� 
	��
���
 ������
��
 �	
�
� ��O
��������� �� �

/�10.9���� +�)� -�		� ���� ��I����I��� 
������� ��		�

6@H���� ���� 6@H���� ��




�*�01213341 5*$��4 $67�8126 �9�

�.
'5'2�06	2�.� ?�����,�"� � �$O
����
� ����� �$O
������ 
��� % � ��O
����
� ����� �
����.
� 	
���� �

�.
'5'2�06	2�. 2�./�(7 (′� ����� �
����.
�� �
�	��
���
�	� ����"��
	����� �
�
�� (′ ���������� ���������� ��.
������ 
��
 ������,�"�� ����� 6@H��

� ��� �� �� 6@��� ��I����I���� a��
��
������ �����	��� ��

� !
����� �$O
������� ������,�"���

6@H��
� ��� �� −→ 6@��� ����I��� ∩ 6@��� ��� −→ 6@��� ��I����I���


G
�
�� ����"���� �

§�� ������� �������������

����� ! � ����
������� �	�
�� � �
	
��
� ��� � � ��� ����	$ 
!���� � � �� � -��� �����,
 �� �������	���
� ���
�� �����C� 
����� ���� 6@�(� !� �� � 6@�(� !� �� �	� � � � ∈ WXY��!� <	� �������

���
� �
���	������ ��� b:c1 � �/ 7 � � / ��
√
)�� � ��	��
�=
� �	�

�������� �� ��=
� 012�*� ��
��� 012��*� �	� 	$���� * ∈ !�
&�� ���
��$��� ��� �
����
���� ���
��
����
+"�
���� '(*� ��� ! ���
��� ����
������$ ����	�
�� + ��� �

����$� ��� ! / + ⊗ � � ������
��
 � �� + ��	�
��� �������
����
����	$!�
� ���
� ������ ��� 
������
����� �
���������� ������ 
�
	��� � -	
�
����� + ��	�$��� -	
�
��� �" ��� ��	����� ���	���� 
�� �
����.
���

�	 �+ � / {' ∈ + | '	 / −'}

� -��� ���"���
���� ����
�	���

��((' ,�)� �Z� 	 �!� / � ⊕ {√)�	 �+ �}� ��� ⊕ � 	 �� �����
���
�����) 	��������&

�ZZ� ! / � ⊕� �〈{√)�	 �+ �}〉� ��� �〈{√)�	 �+ �}〉 � ���
����� 
�(����$� ���!����� {√)�	 �+ �}� � ⊕� � 	 �� ����� ���
�����)
	���������

�.
'5'2�06	2�.� ����� ��� ��� �� � � ��"�� �	 �+ �� G���� (� ��� ��� ��
� � ��"�� + � ������ ������ ! / + ⊗ �� � ��"�� !� <�	

� (�

√
)���√

)���
√
)�� � ����
��� 	��
��� �
"�������� ��� � �� �	
�����
	����

� ��� ��� ������.�� �" -	
�
����� �����	
��.�� 	 �!�� �� "������

	 �!� / � ⊕ {
√
)�	 �+ �}




�9� 0� �� :3;10<=�7

+" ����� ��� ���� (�
√
)���

√
)���

√
)�� ��	�
��� ����
 � ��"���� !�

�
�
�	
��� �	
��
�� ���

! / � ⊕� �〈{√)�	 �+ �}〉

]
��� ����"���� �

����� 	
��� (�Z� ������ -	
�
�� " ∈ 	 �!� ���
� ���� �
���� 
�	
� � ���
 �� \

√
)��� ��
 �� ∈ �� �� ∈ �	 �!�� � -��� ���"���
����

����
�	��� �	
��$.��

��((' ,�+� ����� " �∈ � 
 012 �"� / �� − ),�� �� , ∈ �� #���� �� 
����� ���(� " ��� (��� 	��������� � �
�� " / �			 � 	 ∈ !� � ∈ �
���()��
�� 
 ����������� ���(� 	�������
� - ���
���� �
	�	��
��)����


���� − )�����
�
� − 7����� − ���)����� \ ���� − )�����

�
� − �� \ ),�� / )


 �������� ��$����� ���!����� ����� − ���)��� �/ ) ����!���
���*
�������" ���$��

�.
'5'2�06	2�.� ���()��
������ ����� 	
��� (�ZZ� -	
�
�� 	 �
�
�����	
��� " / �			 ���
� ���� "������ � ���
 �� \ ��

√
)���

��� �� ∈ �� �� � �
��	
��� -	
�
�� � �	 �+ � ������	��� " �∈ ��� ��� 
����	�� -�� ����
��
 �	� 	 � ��
����� " / �			 � ������� � ��
� 
�����

�� / ����
	
� \ ���

	
��)�

�
� � �(�

�� / ����
	
� \ �	�������
 �7�

� ��	� ����� ��� " �∈ �� "��	$��
�� ���

����
	
� \ �	����� �/ )
 �M�

+��	$��� �� � ��
����
 �(� � ����.�$ ��
����� �7� � ���������
��� 012�"� / ��� − )��

� � 012�"� / �� − ),�� ������� � ��
�����

�� / ����
	
� \ ���

	
� ����

	
� \ �	����

−��−����� − �� \ ),��


%����
��
 ��
�� ����
� ���	
��
�� ��
����� �� ����
	
� \�	����

�� �� 
����� � ��
�����

������
	
� \ �	����

�� / �����
	
� ����

	
� \ �	����

� \ ���
	
� ���� − �� \ ),���

�����
 -�����	
����

���
	
� ����

	
� \ �	����

��� − ������
	
� \ �	����

��\ ���
	
� ���� − �� \ ),�� / )




�*�01213341 5*$��4 $67�8126 �99

����� �� / . \ *
√
)� �� / � \ �

√
)� G���� ���	
��

 ��
����� �� 

��
��
� ���

D�.� − )*���.�− *�)���� − D���.�− *�)���

\ ��� − )������� − �� \ ),�� / )
 �D�

+" ��
����� �D� �
�
�	
��� �	
��
�� ��� ����� � / �.� *��� �� 7�.�−
*�)��� ��	�
��� � �!����	���� ������� �����	
��.
� ���
���
� 
�����

���� − )�����
�
� − 7����� − ���)����� \ ���� − )�����

�
� − �� \ ),�� / )


&
��
����� �M� �
���"�
��� � ��	���


�.�− *�)�� �/ )�

�����
 �"����
� �����	
������ ����� � �	������ �������� ��� 
�
����� ��
�
	�
���� �
��
������ ����� − ���)��� �/ )�

.������������� ����� � / �.� *��� �� /� � � ������ �����	
�� 
.�� �

�
�
��$ ���
���
������ � �	������ �������� ����
�����
���������� � ,���	����
 	
���� �����	��� .� *� � � � �������
��� �.�− *�)� �/ ) � / �/ )� �� / ���
� ���� �
�����	
�� � ���
 / /
7�.�−*�)��� ��	���� 	 / �.\*

√
)�\��\�

√
)�

√
) ·����.�−*�)���

+����� �" ��	���� ����� � / �.� *��� �� 7�.�− *�)��� � ���.�� �� 
����
��� �" ����"��
	����� �
������������ ��	���
�� ��� ���"����

� � 	 ������� � �
�����	
��$ " / �			 � ]
��� ����"���� �

��./�(' ,�)� /������ " ∈ 	 �!�∗ 	������
� � �
�� " / �			 �
� ∈ �� 	 ∈ !� ����� 
 ����$� ������ $���� 012�"� ∈ #���45�(�����

�.
'5'2�06	2�.� ����� " ∈ �� ����� 012�"� ∈ #���45�(����� J����
��� " / �			 �� � / "� 	 / (� ;������ ����� " / �			 � G����
012�"� / "�� �	
�����
	���� 	
��� � 012�"� ∈ #���45�(�����

����� " �∈ � � " / �			 � `���������� ���
�
���
 ���� �����
� 	
��� ����
� ���	
��
�� ��
������ "��	$��
��

012�"� / �� 012�	� 012�	�	 ∈ #���45�(����


;������ ����� 	
��� 7� �
����������� " � ���
 �			 -�����	
�� 
�� ��.
��������$ � �!����	���� ����� � �

�
�
��� - �" 	
��� 7�
� �	���
 , / ) ������� ������ ���
� ����� �(� (� (� (� ��\��� � �� , �/ )
� ����� �(�−,���\���� (� )� ��\��� E��
���� ��� �\�� �/ )� �����	���
� �������� �	���
 ,� / ��

� � �
�� �
 ���
� ����� ��� ��� -	
�
�� ��

�
!
���	
�� G
�
�� ����"���� �



�9� 0� �� :3;10<=�7

d
	�$ -���� �����,� ��	�
��� �������	
��
 �	
��$.
�� ���
 
�� �����C������ ��
!��	���� �������� �� ��������� ���� �	�
�"	����� ��� ����	$!��� +�
���� ����
�	��� �	
��$.�� �
�
���

��./�(' ,�+� ����� � � *�������� ������(� � �����
��� b:c1
� �/ 7� 
 �
(� b:c1 � / )� �
(� b:c1 � ���
��� 	���� � 
���$��� ��
������ $��� ����� � �(������ ����
����"*
�� � � #���� �� 	��

�������� ����
����"*

 � ��$��� ��� � / ���� ��� �� � �������
�
�������
�� �� 
���*
����� ��	 !��
�� ��������� ���������
" ∈ 	 ���� �����"�
� �����
 �$�
��������0

�Z� " / �			 � ��� � ∈ �� 	 ∈ �&
�ZZ� ��		� @�(� �� 
 @�(� �� ��	 !��� � 45�(� ��&
�ZZZ� ��		� 6@�(� �� 
 6@�(� �� ��	 !��� � � �(� ���

<���"��
	����� �
�
�� �������� �� �	
��$.�� �
�����
	����
���
��
�����

��((' ,�,� ���
����� �(����$� �〈@��� ��〉 ���!����� @��� �� ���
�	����� � ��

�.
'5'2�06	2�.� �����
�� ��� 	 ��� � �������
���� ����
����
�〈@��� ��〉� G�� ��� 	 ��� ���
��� � ��"�� �� �� ���$�� ���
� �	
 
������ ������
��
 �〈@��� ��〉 � �� �����	��� ������ ����
���
 
���� -	
�
�� ' ∈ 	 ��� �����	
��� ������ ������ �������	�����
�����	$  �	�
�� � �� ���������  	 /  � �� ��� ���������� ���� 
"���� ��� ' �����	
��� � 	��
���� ���	���
 ����
����  ∩@��� ���
;��"����� �

"  	 �����	
 ��	�  �
��������� �������
	��� � -	
 
�
����� G����  	 / ��&� �	� �������.
�� & ∈  	 � J���� ���  / ��&��
`�������� -	
�
�� � / �( \ &

√
)���( − &

√
)�� �����	
��.��� ��
 

������  ∩ @��� ��� G�� ���

� / ( \
7

�
�
√
�
− (

�

�� � � ���������� -	
�
�� ��=�
���  ��� G����  � � 	��
����
���	���� ����
���� {(� �� ��� 
 
 
}� ���
��.����� ��
������ �� 	��
� 
��� ���	���
 ����
����  ∩ @��� ��� � ������ ' �����	
��� -���
� 	��
���� ���	���
� ]
��� ����"���� �

��((' ,�-� ' �(�������
 ) 	�������� ����� ���
����� �(����$�
�〈6@��� ��〉 ���!����� 6@��� �� ���	����� � ��



�*�01213341 5*$��4 $67�8126 �9>

�.
'5'2�06	2�.� ����� �
����.
� 	
���� ���������� ����"����
��� ����
�����〈@��� ��〉 ��	�
��� �������
������〈6@��� ��〉� �� 
�"��	���� -	
�
�� � ∈ @��� �� ���
����� � �
������ �������	� 
��� �����	
  �	�
�� � �� ���������  	 /  � ;��"����� �

" &
����
���
���� �������
	��� � -	
�
�� ��	�  ������ ���  / ��&�
� �������� �
�
�����

{��}�∈� ��
 �� /
( \ /&

√
)

( − /&
√
)



E��
���� ��� �� 	$��� �
��	
��� / -	
�
�� �� ������
� ��� �
��	
  � �����	
��� @��� ��� �
���	����� ��� �	� �
�������
�
��	
���� /∗ ∈ �� ����∗� / �����∗�� ��
 � � ���
�� �	�
�� �� �
-��� �	���
 ���
� ��
�� 012��−�

�∗ ����∗ ∈ 6@��� ��� � ������ ����∗�
�������
� � ��012��−�

�∗ ����∗�� ���	
��

 �
 ��	
� ��
������ ���
��� 
�� � �〈6@��� ��〉� E��
���� ��� ��
��� ��.
����
� �
��	
��� -	
�
��
/∗ ∈ � �� ��������� ������ �/ �� � �������� �	���
� �	� 	$����
�
��	
���� / ∈ �� ��� ∈ �� ��� �	
�C�

�( \ /&
√
)�� / �( − /&

√
)�����

��
 �� ∈ �� +" ���	
��
�� ��
����� ���
��
�� ��� & ��	�
��� ���
�
������	
��

���� / �( \ /�
√
)�� − �( − /�

√
)����


E��
���� ��� ��-,,�!�
��� �� �� � ��−� ���� �����
����
���
/��

√
)���( \ �−(������� � 0�−�

� /�−��
√
)��−��( \ �−(��−����� �
���	� 

���� ��� �(\ �−(������� �/ ) �	� �
����
����� ���	� -	
�
���� / ∈ ��
G���� �	� -��� / ��-,,�!�
�� ������	����� ������	
�� & ��� � ��
��−� ��
�

0�−�
�

�) /��



# ����� ������� -��� ��-,,�!�
�� �
 "������ �� /� ��	��
���

������
��
 ����"���
�� ��� ��	��� ���� �( \ �−(������� / )� ;� 
���� �� / �−(�� �	� �
����
����� ���	� / ∈ �� &� ����
 ��
����� �
��	
  ��"����� 	�=� �	� ���
����� ���	� -	
�
���� ��� ;����� ��

-	
�
��� �� �"	����� � ������ ��
����� �� / �−(�� �
 ���
� �� 
��	������ �	� ��
� �
��	
��� / ∈ �� ;��$�� "��	$��
�� ��� ����
���
/∗ ����
� ��� �����∗� �/ �� � �	���
 ������� � -�� �	
�C� ����
�	� 
����� ���
��
��� 	
����



�9? 0� �� :3;10<=�7

�
���	���� �
�
�� ��� 	
��� �
�� �	� ��
� �	�
� � �
	
��
��
���
�� ������ �
��=
 �
� �� `��������� ��� � ��=
� �
�
�����
{��}�∈� G���� �	� ������ �� /∗ �����∗� �/ �� ;��"����� �

" + !
� 
��	�"��� ��	� �����∗� � �	�
�
 �� G���� + � !
���	���� �����∗� 
�	�
�� � �
	
��
� �� ��������� + 	 / + ���
��� �
��=
�� �
� �� ��� 
�� ��=
�� �
���	��
��� + �������
� � �����∗� ���	����� ����
����
6@�(� +� � |� �� �����	��� �����∗� ���
����� � � 	��
���� ���	���

��
�
�
� -	
�
��� 012��−�

�∗ ����∗ � �� �����∗� ���
����� � �〈6@��� ��〉�
� ��� ��� 6@�(� +� � |� � ⊂ 6@��� ��� ��  	
��� � �〈6@��� ��〉� ]
���
����"���� �

��((' ,�8� .� �� � ∈ WXY����� 	���� � / ���� " ∈ 	 ��� ∩ 
����
#���� ��	��������� 	 ���� 
��� ��	 !��� ��$����� �������
��� ��������� 	 ∈ �0


��� / 		 ���	−�

� ��� 
 ����$� � ��� ������� $���� " / �			 � � ∈ ��
�.
'5'2�06	2�.� ����� �����	
 
��� / 		 ���	−�� G���� �����
����� ��� 
��� / "	 ��� "	 ��� / 		 ���	−� / 			�	−		 ���	−���
&�
	−		 ���	−� / 	 ���� ��-���� "	 ��� / 				 ���� ��	���� �−� /
"−�			 � G���� �" ���	
��
�� "��	$��
� �−�	 ��� / 	 ���� ;�����
�
�
�	
��� �	
��
�� ��� �−� ∈ 	 ���� <�	

� �	� 	$���� � ∈ 	 ���

��−���	 / �	�−	 / ��−�� ��−���	 / ��−����

��� �	
�C� � ∈ � ����� ����� ��� 	 ��� � ��"�� ���� G�� ��� � ∈
	 ���� �� � ∈ �� E������ " / �			 � � ∈ �� ��� � �
����	����

;������ ����� " / �			 � � ∈ �� G����


��� / "	 ��� / 				 ��� / 			 �	−		 ���	−�� / 		 ���	−�


�

�.
'5'2�06	2�. 2�./�(7 +� �����
� �����	
� ��� ��	���
 �Z� �
 
�
�� -�����	
���� �����C������

	@��� ��	−� / @�����


<
������
	���� ����� " / �			 � � ∈ @��� ��� G���� �����	��� �	 /
�−�� �� �	�	−�� · �	�	−��
 / �	�	−���			 ��	−	�−�		 ��			 �−� / (� ��
�



�*�01213341 5*$��4 $67�8126 �9@

	�	−� ∈ @������ <	� ��	��
��� �������� ��	$�
��� ���������� "� 
�
����� ��� "−� ∈ 
���� � / ���−� � "−� / �−��	−�	−
�� �����	���
����� ����
��� ����� 	−� @�����	 ⊂ @��� ���

;������ �
���	����� ���

	@��� ��	−� / @�����


����� " ∈ 	 ��� \ {)}� G���� � / �( \ "
√
)���( − "

√
)� ∈ @��� ���

-	
�
�� 	�	−� ∈ @����� � ������ 	�	−� / �(\ "∗
√
)���(− "∗√)�� ��


"∗ ∈ 
��� \ {)}� E������ ��

� ��
�����

�( \ 	"	−�√)�

�( − 	"	−�
√
)�

/
�( \ "∗

√
)�

�( − "∗
√
)�



]
��� ����� ���	
��
�� ��
����� ����

( \
7

�
���−�

√
�
− (

�

� ����� �

( \
7

�
�∗

√
�
− (




;����� �	
��
�� ��� 	"	−� / "∗� ��
� 	"	−� ∈ 
���� ����� ���"��	� 
����� " ∈ 	 ���\{)} "��	$��
� 		 ���	−� ⊂ 
��� � �� �"�
���� 
��� ������
���� 		 ���	−� / 
���� � ��	� 	
��� 8 " / �			 �	�
�������.
�� � ∈ ��

<�	

� ���
�
���
 ���� �����C���� -	
�
���� ��������� �
������� ����� �
����.
��� ��	���
 " / �			 �	
�C� �����C������

	 6@��� ��	−� / 6@�����
 �∗�
;������ ����� ������
��
 �∗� ��

� �
��� �	� �
������� 	 ∈ � � �
� ���"��	���� -	
�
�� �" 6@��� ��� ����� �∗��

	�	−� ∈ 6@������

�� 
��� �	�	−��
	�	−� / ( �	� "	−	�−�		"−� / 	�−�	−�� ���	
� 
�

 ��
����� �	
�C� �	−�"	−	 ��−��	−�"	−	 �−� / �−�� G���� ��� 
"��� -	
�
�� 	−�"	−	 �

��������
� �� ��
�� -	
�
����� �" ��� 
�� 6@��� ��� � ������ � �" 
C � 	��
���� ���	����� ��� ����� 	
� 
�� D �"����
�� ��� 	−�"	−	 ∈ �� <	� � / 	−�"	−	 ��

� " / �			 �
" / �				 � ��� �	
�C� � ∈ �� G
�
�� ����"���� �

+" �
�
�� �
�
�	
��� ���
��
�



�9A 0� �� :3;10<=�7

�0�1	2��� ,�)� 1��
 ��		� 6@��� ��� 6@����� ��	 !��� 2�� � ∈
WXY�����3� �� 6@H��

� ��� �� ∼/ 6@H��
� ������

�.
'5'2�06	2�.� V�	� 6@����� / 	 6@��� ��	−�� �� @����� /
e@��� ��	−�� ��� �	
�C� '@������@�����* / 	'@��� ���@��� ��*	−�� �

� ��	��
�=
� ��� ���
��
��� �	
��$.

 ���
��
��
�

/�10.9���� ,�)� ����� ! � $�����
���� ������(� � �����
���
� ∈ WXY���!�� #���� ���������� ��
�������� $�����
���� ��
	������(� �	 � �����
�� ��$� � ��� �	

	 / �	 
 ����
���
� � |�� �
�� �	 � $����
���$� 
����"*
 ����(� �	 �

�.
'5'2�06	2�.� � '(* �������	
�� ��.
��������
 � ����
�������
����	�
�� � � ! � �������
���� � ��"���� {(� �� �� ��} ������ ���
! / � ⊗ �� �	 / �� �	 / �� �� / −��� G���� � 	��
���� ���	���� �	

����
���� {(� �√)� �√)� ��)} � ������� �	�
��� �
���	����� ����′
	

� ����� ����
������� � ����	�
�� �� ��������� �′
	
	

/ �′
	 � � |�′

�
�

�������
���� ����	$!�� � ! / �′
	 ⊗ �� J���� ��� �	 ��	 � ⊕ �

√
) /

�	 �!� � �	 ��
′
	 �⊕�

√
) / �	 �!�� V�	�� ∈ �	 ��	 �� �� � / � ′\1

√
)�

� ′ ∈ �	 ��
′
	 �� 1 ∈ �� G�� ��� ���� ′� ∈ �� �� �" �� / � ′�\1�)\71

√
)

�	
��
� 1 / )� � / � ′ � ������ �	 ��	 � ⊆ �	 ��
′
	 �� J���� ��� �
��

� ������
 ��	$�
��
� ��-���� �	 ��	 � / �	 ��
′
	 �� ;����� �	 / �′

	 �
��� ����	 / �⊕�	 ��	 ���

′
	 / �⊕�	 ��

′
	 �
 �
�	��
��
 ����"���� �

<	� ������ ����
������� � �	�
�� � �
	
��
� 2 ������ ��� ! /
2⊗� � �������
���� ����	$!�� Æ �	�
��2� ������
��
 � / Æ⊗3�
��
 3 � �
�����	���� � ������,�"� ��	� �� ��	�
��� ����	$!�
�
������ ���� �	� ������ �	 / 2� G���� ���"��� ��
 ����	$!��
� ∈ WXY���!� ����
��"�$��� ����
�������� �	�
���� �	 �

���	
�� �����C������ ���� {6@�!� ��}	∈������	�
 �
�
� ���
�
���� 
��!������ � �	���$� ����� �	�
�� �	 � �
 � �"���,�� �
�"���,�� ����� 6@H��

� �!� �� � 6@H��
� �!����

<
������
	���� ����
�	��� ��
 �	
��$.�
 	
����

��((' ,�:� ����� ��		� 6@H��
� �!� �� 
 6@H��

� �!��� �� 
��������
#���� �� ��	 !��� ��		� 6@�!� �� 
 6@�!����

�.
'5'2�06	2�.� �
���	���� �������
 "��	$�
��$ 	
���� ��
�� ��=	� � ������
��$ �� �	
�����
�� �
��((' ,�;� ����� ����(� �	 
 �
 �� ��
�������� #���� ��		�
��!� �� 
 ��!��� �� ��	 !����



�*�01213341 5*$��4 $67�8126 �9B

�.
'5'2�06	2�.� �����
�� ��� � 	��
���� ���	���� �〈6@�!� ��〉
����� 6@�!� �� �������
� � �	 � E��
���� ��� 
�	� 	 ∈ �	 \ � �
	� \ �	 \ � / ) �� ��� ∈ �� �� �	� ����� ����� ����"���� ���
	 ∈ �〈6@�!� ��〉 ����� 6@�!� �� / 65�(� �	 �� ���������� ����"����
��� 	� ���
����� � � 	��
���� ���	���
 ����� 65�(� �	 �� �����	� 
�� 	� / 012�	�&� ��
 & ∈ 65�(� �	 �� �� �	 ⊂ �〈6@�!� ��〉� ;�����

��	$�
��
 ��
������ � ����� ���"��� �	 / �〈6@�!� ��〉� �
���	� 
���� ��� 6@�!���/	 6@�!� ��	−�� G����

�〈6@�!���〉/	�〈6@�!� ��〉	−��

� ������ �
 / 	�		
−�� ��� �	
�C� � �"���,����� �
 � �	 � ���� 

���
� ��	���$ 	
���� G���� ���"��� ����� 6@�!� �� � 6@�!��� �

�����
��� �

<	� ����
������� �	�
� ! ��

� �
���

��./�(' ,�,� -�		� 6@�!� �� 
 6@�!��� ��	 !��� � ��� 
 �����
$� � ��� ������� $���� ����(� �	 
 �
 ��
��������

�.
'5'2�06	2�.� E��
���� ��� � �"���,����� �	 � �
 �	
�C� ��
�����C������ � 45�(� !�� <
������
	���� ����� % 3 �
 → �	 � � 
�"���,�"�� G���� ����� ! / �
 ⊗ �� ! / �	 ⊗ �� % ⊗ Z2 �
� ������,�"� �	�
�� !� �� �
�
�
 #��	
���&C�
� %⊗ Z2 � ��� 
�
���� ������,�"� �� �	
�����
	�����
 / 	�		

−� �	� �������.
 
�� 	 ∈ 45�(� !�� <�	

� 6@�!��� / 65�(� �
�� 6@�!� �� / 65�(� �	� ��
"������ ��-���� 6@�!��� / 	 6@�!� ��	−�� V�	� �
 �	 � �
 �
 ��	� 
$��� � �"���,����� �� ��� �� "��
� �	
��� A�� ����� 6@�!� �� �
6@�!��� �
 �����
��� �

#����� ��
��
 �
����.�
 ������
���� ��	���
� �	
��$.


�������
 �	����� �����C�������

��./�(' ,�-� 4����� ��	 !������
 ��		 {6@�!� ��}	∈������	�
 �

45�(� !� ��)�� �� �� ���
��� ����������� ����������

 � $����
���
 ��
�����
���� ����( {�	}	∈������	�
�

����� �
�
�� ��� ���������� ������� �	���� � �"���,�"���
�	�
� ��



��� 0� �� :3;10<=�7

§�� ������
 �������������� ���
� ���
��� 

����

��	�"���� ���	
��
� �
�
���� �� � ��������� ��	����� ������ 
�
	���
 
=
��
 ���	
�� �����C������ �	� ����
������� �	�
�
� �
	
��
� ��� �	���	����� ��	��� �����
������� ��	����� �� 7�

����� ���
 ! � ����
������� � �	�
�� � �
	
��
� � ��� ���� 
	$!�
� � � ;��=
� �����	� ��
	
�� ������ 
�	�"�$.�
�� � ���


���� 6@H��
� �!� ��� ;��"����� �

" � �

 ����
���� �
����
�����

���
� ��	� � � �������� ��� �������
���� ����
���� � �
 3

2 / {, ∈ � �
 | ���√)���� � ����������
 �
�"�
��	C���
 ��=�
 

��
 ����	�
��� �� ��	� � �������
	��� ,}f
� / {, ∈ � �

 | ���√)���� � ����������
 ���	�
 �"�
��	C���
 �� 
=�
��
 ��}�

<	� ������� ���
����� �������
���� � ⊂ 2 � �������
���� # ⊂
� �����
���� � ���
���� ��	����

���� /
(
⊕�∈� �Z��*� \ (�Z�

)⊕ ( ⊕
�∈�

�Z�7Z��

)
�

��
 �� � / ∅ ������
����
��� # / ∅� ����� ⊕�∈� �Z��*� \ (�Z�
������
����
��� ����� ⊕�∈� �Z�7Z��� �
���	���
��� �����	�����

�	� � �/ ∅� �� *� � ���	� -	
�
���� � ��	
 ���
��� ��	� �� � �	� # �/
∅� �Z�7Z�� � ����� ������ ������� G���� ��

� �
��� �	
��$.��

��./�(' -�)� -�		� ���� 
 ����$� ��
 ���
��"�� � �
�� ��		
6@H��

� �!� �� �� 	��)�� �
) $�����
����) ������( � �����
�� !

 ����
����"*
� � �

�.
'5'2�06	2�.� &������� '(*� ��� ������ ����
�������� �	�
� 
� � �
	
��
� ! � ��� ����	$!�
� � ��

� ��� ! / !	 ⊗ �� ��
 !	

� ����
������� � �	�
�� � �
	
��
� �� ���
 ����� !	
	 / !	 � � |��

� �������
���� ����	$!��� � -��� ���"���
���� �������� 
"�	����
�" '(M* ��� ������ ������ ����"��
	����� -���� 
"�	����� ��� '7A*�
���
� ���� �,���	����� ����

�����  ⊂ � �
 � ����
���� ���
�� � ������ !	 �
������ ��� 
���

!	 ⊗ �� �
 ��	�
��� �������� �	�
��� ��� ���� � /  ∩ 2� # /
 ∩ � � G����

6@H��
� �!� �� ∼/ ���� 




�*�01213341 5*$��4 $67�8126 ���

;������ ����� � � ���
���
 �������
���� ����
���� 2 � # �
�������
���� ����
���� � � `�������� �	
��$.�
 ����
������

� �	�
�� � �
	
��
� !	 3

�Z� � �	���
 ��# � �����
 ����
���� ����� !	 � ����
�������
� �	�
�� � �
	
��
�� �
���.���� ��	��� � ���� �"	����� ������

,�� ,� ∈ � �
 \ �2 ∪ � �f

�ZZ� � �	���
 � ∪# � �
�����
 ����
���� ����� !	 �
������ ��	���

� ������ � ∪# ∪{,�� ,�}� ,�� ,� ∈ � �
 \ �2 ∪� �� 
�	� � ∪# ������� �"

�C����� ���	� -	
�
���� � � ������ � ∪# ∪ {,�}� ,� ∈ � �
 \ �2 ∪ � � �

�������� �	���
�

G���� �	�
�� ! / !	 ⊗ � ����	
����
� ��	���$

6@H��
� �!� �� ∼/ ���� �∗∗�

�	� � / �⊗3� ��
 � � �������
���� ����	$!�� !	 � 3 � �
�����	����
� ������,�"� ��	� ��

<
������
	���� � ����� �	����� ����� ����� ,�� ,� ! � �	�
��
� �
	
��
� � ����	$!�
� � ∈ WXY���!�� G�� ��� ����	�
�� ��	���

�∗∗�� �
�
�	
��� �	
��
� �" �
����.
� ,���	����� ��������� 
 
"�	����� �" '(M*� �

����� �
�
�� M�D �	� "��
=
��� 
=
��� ���	
�� �����C��� 
��� ���������� ���������� ��	��
���� �"	����� �	����� �����C� 
����� ���� 6@�!� �� � ,����������� �	�
��� ! � �"���,����
������� 6@H��

� �!� �� �� ∈ WXY���!��� � ����
 ���"��� ����
����
��"������ ����	$!�� � �
�"�,�,���� ������� 6@H��

� �!� ��� a��
!
	� �������
��� �	
��$.�� ���"��� &��
�	
��$.�� �
�
�� 7 ��� 
����
� � �
����� 	���	���� ���������� ��
 ��� ����	$!�� �	�
 
�� ! �� ����.�$ �����
������ � ↔ !	 �� <�	

� �
�
�� M�M ��"�� 
	�
� �"���� ����
���� WXY���!� �� �	���� ����	$!�� � �"���, 
���� ������� 6@H��

� �!� ��� &����
!� � �
�
�
 M �������	���
����
��� ���	� ����	$!�� � ������ ����� �	���
 ���
����

��./�(' -�+� ����� gc^! � ���!����� ����$ �������
 2�$�"�� 

 �)
������3 $�����
����� ������(� ! � �����
�� 
 ����
����
�"*
�� 
 gc^ !| � ���!����� ����$ 	�� �� ��!��
) 	�� ���$��


� gc^ ! 2���� ����
���
� ����$ 
� gc^ !3� #���� �� �"(��� $��
������� 	�����!�����  ����$ 	�� �� ����� ���� 
� ����$ , 	�� 
�� �� $����) '���

√
)� 3 �� * / 7 
 ��$���� ��� �
��� ���������



��� 0� �� :3;10<=�7

� ���!�����  ∪ gc^ !| ������ ���������� ��
�������� � ����
�����" �� ��
�����
��� $�����
���� ��	������(� !�∪��� �|� �
�� $����� ���!����� ����$ �������
 ���	����� �  ∪gc^ !|�
5(����� �� $� ��$�����
���� 	������(� ! � ��������" �� ��

�����
���  �� ��� ����(�� �
�� !�∪��� �|� �� 	��)�� ���� �

�.
'5'2�06	2�.� �����	��� ����
���� ∪gc^ !| ������� �" �
� 
���� ���	� -	
�
����� �� ��.
����
� 
������
���� � ��������$ ��
� �"���,�"�� ����
������� � �	�
��� �	� ������ ����
���� �� 
�
� �
��	
��� �������
� �  ∪gc^ !|� ;��"����� -�� �	�
�� �

"
!�∪��� �|� � �����
�� ��� �	�
�� !�∪��� �|� ⊗ � � �"���,��
�	�
�
 !� �����	��� ��
 ����� ��	� �� 	
��.�
 ��� ������� �" 
���
� ����	�
��� ���
� �"  �� ���
� ��	� ��� �
 ��	�$��� �������
�
��	
��� �	�
�� !�∪��� �|� � � ��� ������� , �" gc^ !| 	
��� �

�������� ����� �" gc^ !� ��	���$.�
 ��������� ���
√
)� / ��� ��

����
���� ���
� �
��	
��� �	�
� !�∪��� �|� ⊗ � � ! �������$��
G���� -�� �	�
�� � �"���,�� �� � ���������� �	�
�� !�∪��� �|�
�����
���	�
��� � � ����	�
��� �	�
�� !�

;������ ����� + � ����
������� � ����	�
�� �	�
�� !� G����
! / + ⊗ � � ����� �
��	
��� �	�
�� + �"����$��� �� ��� ��� 
����
����3 �Z� ����� ,� �	� ������ '���

√
)� 3 ��* / 7f �ZZ� ����� ,�

�	� ������ ���
√
)� / �� � �
��
 �������
���� ���"����� �

" �

� ����
 �������
����� ��� �
����� ���
��� �������
� � gc^ !|�
G���� ����� ��� + � �"���,�� �	�
�
 !�∪��� �|� � �

�0�1	2��� -�)� 6��!����� ����
����"*
� �� ! � ��
��������

��		��
 6@H��

� �!� �� (��$�������

����� �
�
�� � �	
������ ������ �
�����	�
��� �������
 �	�� 
��� �����C������ ���� 6@�!� �� � ,����������� ������
6@H��

� �!� ��� � -��� �	���
 ��

� �
��� �	
��$.��

��./�(' -�, ����
�������� 7
��� $������ ��	 !������
 ��		
6@�!� ��	∈������	�
 � 
��������
 ��		��
 6@H��

� �!� �� $�������

�.
'5'2�06	2�.� ����� ! � ����
������� � �	�
�� � �
	
��
� �
��� ����	$!�
� � � *�� 
 
 
 � *� � �"	����
 ������
 ���	� � � ≥ )
����
� ���

6@H��
� �!� �� ∼/

(
Z��*� \ (�Z

)�� ⊕(
Z��*� \ (�Z

)��



�*�01213341 5*$��4 $67�8126 ��9

⊕

 
 


⊕ (
Z��*� \ (�Z

)�� ⊕( �⊕
���

�Z�7Z�
)



����� ! / !	 ⊗ � � ��������� 
"�	����� �" '(M* ����
����
���
� �
��	
��� �	�
�� !	 ���
����� � ���
���� ����
���
� �� 
����.
� �" ����
���� ��
� ����
����� ���
� ��	� �� ��
� ���
�
, ������ ��� ��.����� ��	� ���
��� ����	�
��� �� �������
� � �� 
��� �" ���
	 *�� 
 
 
 � *�� � ����
���� ���
� ,� �	� ������ ��=�
��

���

√
)���� ���	�
 �"�
��	
��� G���� ���"��� ���	� �	����� ������

�
 � �"���,��� �	�
� !	 ���
���� ��� "��
=�
� ����"��
	�����
�
�
�� ����� �
�
�� M�M� �

"'(��'��� 8� &
����� ���
��� ��� �
�	����
 �����������
 �� 
���	
��
 ��"��	�
� ��	����� �����$ ,���	� �	� �����	
��� �� 
�	� �	����� �����
������ ���� 6@�!� �� � �"���,���� �������
6@H��

� �!� ���

!����
���


�� C� C� CDEFGH� ����������� ������ �������� ��� ���� ������� ��������� I CJJ�
KLHM� �� N�B9>O� AA?PB?��

�� Q� RMFGJ.ST.U� C� KFGVSGWFU� ������������ ��� ������� ������ ������� I X� CD"
YFEGL ��� N�BBAO� �@>P�BA�

9� X�"Z� R.DD[.H"\M]FDF̂JF� X�"X� _LJTS`� !� ��"���������� ��� ��� ������ I CJJ� _`[�
]a`.DF -.Gb� _Sc� �� N�B@@O� �@>P��B�

�� d� eGLfD� _g� �� #������� $���� �����$����� ���%��� ��&������� '$������ ��� (��
����%�)�������� ������)�� '$�������&����������� I X� GF[JF LJYFh� KLHM� �������
N�B@@O� ��?P����

>� dM� i[DDF� !� �����*��� �� '�����+,���� I _]Fb[JL[GF j.SGELV[ ?�F̂bF LJ]FF -.� BA9
N���?P���@O� �P���

?� k� lLmGLH� C� k� nLoTh.GHM� _g� �- ������ ������� ��������� I pTGLFD X� KLHM�
�	� N����O� ��@P�?9�

@� k� lLmGLH� C� k� nLoTh.GHM� .����� _g� �- ������ ��� ����� ������� ���������
I dG.`� Z.Jo.J KLHM� _.`� N9O ��� N����O� >�AP>9��

A� K� gJFTFG�/��)������� (������ $���� ����������)�� 0�)�%$������� I X� GF[JF LJYFh�
KLHM� ��� N�B>?O� ��9P����

B� K�"C� gJST� C� KFGVSGWFU� K� k.TH� X�"d� \[YJ.D� ,)� ���% �- ����������� CbFG�
KLHM� _.`� R.DD.q� dSED� �� N�BBAO� >B9�

��� r� _FYFU� /� 1���� )�������)�� ������ �- �)� ������������� ������ �- � �������
�������� I CJJ� KLHM� ��� N�BBBO� ��BP�>��

��� r� _FYFU� i� _F[Hm� #���������� ������ �- � �� �� ��� �)� ��������� ����) �-
1���� ������ ������� I dL`[s` X� KLHM� ��� N����O� -.� �� ��>P��>�

��� j� C� _FHMSGLbLJ� j� _SGt� /� �)� ������� ������ ����� �- � ������� �������� I
dG.`� CbFG� KLHM� _.`� ��� N���>O� 9>�P9>��



��� 0� �� :3;10<=�7

�9� j� _SGt� /� _uN�� �O�vuN�� �O�uN�� �Ow -�� � ���������� ������� ������� �� I
CG`M� KLHM� �� N���AO� �B9P>���

��� X� \[HT� (������ �� 2)���)��� �� ������� ���"�������� ������� ��� �� ����� 3�4���*��
56 76 7������ ��6 ��68� _]Fb[JL[GF j.SGELV[ N�B@?P�B@@O� -.� >�>� ZF`H� -.HFT
KLHM� �

 N�B@AO� ��AP�9?�

�>� C� k� nLoTh.GHM� .����� 9'� �- ��������1�� ������ ��� ����� ������� ���������
I KLJST`G[cHL KLHM�� [J cGFTT� cGFcG[JH LUL[DLEDF ���������	
�	���

�?� C� k� nLoTh.GHM� Q� p� rLJ`MFUTV[[� .����� 9'� -�� � ������ ������� ���� ���
��� �������� ������� ����� I X� CDYFEGL ��� N����O� ?�P@A�

�@� _� nLJY� /� �)� ���������� ����� �- � ������ �������� I CbFG� X� KLHM� 
�
N�B>�O� 9�9P99��

�A� Q� p� rLJ`MFUTV[[� 2)���)��� ������ ��� ������ �- ������������ ������� �- ������
��������� ������ �- ������������� ��������� � �� ��� ���� ������ 1����� I pJ
dG.`FFo[JY .x HMF pJHFGJLH[.JLD R.JxFGFJ`F .J CDYFEGL[` iG.ScT LJo CG[HMbFH[`�
eF`FbEFG N����O� \pyk� KSbEL[� cc� �B�P>�>�

�B� 0� 1� 0�����������%� :�;�<=
>���?>� @	=�� 3����� ��� �B@@�
��� z� {� 1�|��� A�BC����� B	=D>=	�
B>E @�� > ;=FGG
 _g�� I ����� �!� ��


N�BA�O -.� �>B� �
�� �� ?�P?A�
��� z� �� ������ �F<>���?>� H	=D�� 3����� ��� �B@��
��� 6� �� ������
��
%� 0� �� :�	�����%� A=FGG� I
J@K�L
 �G>B	=B�K ;=FGG� I

���� 63 <<<*� ���� ��� �� N�BB�O� -.� �� ?�PB?�
�9� 0� �� � ������� M G=	<��D� N
BB
?
+:=@>B
� I 263 <<<* ��� N�B@>O� -.� >�

��9AP�����
��� 0� �� � ������� O=	<��D
 N
BB
?
+:=@>B
 > G=>��L�BB
E ��@�	=>E� I ��"

�����} 63 <<<*� ���� ����� �� N�B@?O� -.� �� ��@P�?��
�>� 0� �� � ������� 6� <� *����	��� :�;�<=
>���?>� ;=FGG� > @�	=>E �>���� 3�"

���� ��� �BB��
�?� 0� �� � ������� 0� �� :�	�����%� P@=F?@F=
 FB>@
=B�K ;=FGG > ?	DDF@
B@

G=	�@	J 
�;�<=� B
L ;�	<
�QB�D> G	�ED>� I 2�� � 63 <<<* ��	 N�B@9O�
-.� 9� >��P>���

�@� 6� 0� ������	��� 0� �� :�	�����%� M L=F;	D L	?
C
@��Q�@�� @�	=�D� R6 PF�
=>� I ���� ���	�� ����� ���� ��� N���BO� �B?P��@�

�A� 0� �� :�	�����%� O=	�@�� 
�;�<=� � >B�	��S>ED> > FB>@
=B�� ;=FGG�� I
����� �!� �� N�B@�O� -.� 9� 9?AP9A��

�B� 0� �� :�	�����%� O=>��L�BB
E FB>@
=B
E ��@�	=>E > @��
 B
L ;�BC�����D>
L>�?=�@B	 B	=D>=	�
BB�D> G	�ED>� I ���� 63 <<<*� ���� ���� �� N�B@AO�
-.� �� A@BPB�A�

9�� 0� �� :�	�����%� M<=
@B
E C
L
�
 G=>��L�BB	J FB>@
=B	J ��@�	=>>� I ��"
��� ������ �� N�B@BO� -.� 9� �@>P�A��

9�� 0� �� :�	�����%� O=>��L�BB
E FB>@
=B
E ��@�	=>E6 O=>�	T�B>E ? 
�;�<=
�
>���?>D ;=FGG
D� I ����� �!� ������� N�B@BO� -.� �N��O� >@BP>B?�

9�� 0� �� :�	�����%� M G=	<��D� �	G=ETUBB	�@> ;=FGG =
S>	B
�QB�K @	��?
�B�VB>K H	=D 
B>C	@=	GB�K ;=FGG @>G
 ��� I 2�� � 363 ,� ����� ��
N����O -.� 9� >P@�



�*�01213341 5*$��4 $67�8126 ��>

hcXb:iYjkZZ l� W� gi2mbi2 9:Zni:ic2 e1_moj cX2 b_Xpmecbq o1_rsi^
t_1 joibZcs mXZnc1q e1_moj _t cXZj_n1_oZb :i1^ZnZcX t_1^j�

5in ��� ri c jioc1crsi uis2 ivniXjZ_X _t 2ie1ii 7� � ri c uXZni 
2Z^iXjZ_Xcs biXn1cs 2ZYZjZ_X cseir1c _Yi1 � wZn: ��� ZXY_smnZ_X � � 4 ri
cX :i1^ZnZcX cXZj_n1_oZb t_1^ _X c 1Ze:n � Yibn_1 jocbi wZn: 1ijoibn n_
� cX2 sin ��4� ri n:i mXZnc1q e1_mo _t 4� x:iX n:i 1i2mbi2 9:Zni:ic2
e1_mo _t Znj joibZcs sZXic1 jmre1_mo Zj 2iuXi2 cj t_ss_wj3 6@H��

� �4� /
6@�4��'��4�� ��4�*� w:i1i '��4�� ��4�* Zj n:i b_^^mncn_1 jmre1_mo _t
��4�� x:i u1jn ^cZX 1ijmsn ijncrsZj:ij c sZXk rinwiiX n:i cr_Yi e1_mo cX2
Znj cXcs_e 6@H��4� t_1 n:i bcji _t Zj_n1_oZb 4 �wZn: 1ijoibn n_ n:i jc^i
���
<=>?@>A� 89:;: :<=>?> @ >A;B:C?=D: 9EFEFE;G9=>F H;EF 6@H��

� �4� ?E
6@H��4��

ym1n:i1^_1i� wi eZYi csj_ c j_smnZ_X _t b_Xpmecbq o1_rsi^ t_1 joibZcs
mXZnc1q jmre1_moj _t cXZj_n1_oZb :i1^ZnZcX t_1^j _Yi1 zmcni1XZ_X 2ZYZjZ_X
cseir1cj cj jmre1_moj _t n:iZ1 ^msnZosZbcnZYi e1_moj�

������� � �� '���� } ���� ���������� �������� 363 ,� �����
W����� � �������
�������
�


