
������� ���	�
�
�������� ����

�� ���� ���� ��

�� �� ������	
� �� �� 	�	�	�

��� ���������� �� �������� �� ��������

���������� �������� �� ����  ��������

��������� �� !"#$% &'�() *+,'-&", �.) � /&,.%0 &,1+-) .,$ � /&2
,.%0 "+-1+-)� 34 %0 "+-1+- $ 1 ,$) ", � &,1+-) .,$ &) '"51+- $
*%"5 -� 5 /0 -� 67 $ 1% $&'.- "* .%&-0 �� 34 %0 !"#$% &'�() *+,'2
-&", &) $ 6, $ /0 &-() $ 1 ,$ ,'0 8%.1� � .,$ 1% $&'.- � � 9, ����
:� !"#$% &'� *"%5+#.- $ . '",; '-+% -�.- &* � &) .,  71.,$ % .,$
� &) . %.,$"5 1% $&'.- "* .%&-0 � -� , -� '"%% )1",$&,8 *+,'-&",
&) ", <.0� 9, -�&) 1.1 % < 8&4 . )&51# 1%""* "* -�  71", ,2
-&.# #"< % /"+,$ "* -� !"#$% &'�() *+,'-&", &,4 %)&", /0 50"1&'
=>?? .#8"%&-�5)� @ $ 1 ,$ ,'0 8%.1� � &, "+% '",)-%+'-&", 5.0
/ /.) $ ", ., .%/&-%.%0  71.,$ %� 1.%-&'+#.%0 &- &) 1"))&/# -" +) 
.,  71#&'&-  71.,$ %A <�&# .## .## 1% 4&"+)#0 B,"<, % )+#-) .% /.) $
", %.,$"5 $ 1 ,$ ,'0 8%.1�)� �� 1% $&'.- � 5.0 / #&, .% "%
)#&8�-#0 ,",#&, .%� :+% '",)-%+'-&", 5.0 / +) $ &, -� 1%""* "*
#"< % /"+,$) *"% $%+,B , =>?? .#8"%&-�5) .) < ##�

§�� ���������	��

���� ���� 	�
��
�� ����������� �
� �� ����� �� ���� ���
�� �� ����
���� ������ ���
��� �� ��

� �
� �����
�! �� ������� �
 �����"���
��������# ���� �� ������ �� � �	����� �� ������# $
 �	� �	����� 	���
�� ���%��"� �
 �
%�� ������� � �������� �&	��
 ��� �����"������'!� 	�����
� ������� � �
� ���� ��� �	����� 	���� �
 �� �������� � �� () �� �
�
� �� () *� �
 ��� ����# +� ����
� �� ����� ,-����"���. �� �� ���� �
 ��
�	����� 	���� ����
� ,-����"���. �
�� ���� �� �� 
�� 
	����' �� ���
�� �	�
� 	��� �� �� "��� �
 ��� ��		�����!# /	�����
 ���%� �� �� �
%��
������� �	��� �������# ���� ��� �� �� ������ �� �
�' ������ �� ��	����	�
��
 �
�����"������' �
 �� 	���
� ���
	� �� %����# 0 ���� �� ������ ��
�"
� �' ���%��"	����
 ���� �
� ��� �������	�( �� �������	  	�����

��� ����� 	
� ���	���C =>?? .#8"%&-�5�  71.,$ %� ", 2<.0 *+,'-&",� #"< %
/"+,$)�

D+11"%- $ /0 E $ %.# �.%8 - >%"8%.55 FD'& ,-&6' .,$ )'& ,-&6'21 $.8"8&'.# 1 %2
)",, # "* -� &,,"4.-&4 G+))&.H ����2���� .,$ GEIG 8%.,- ��2��2��JK�2.L .,$ -� 
1% )&$ ,- 8%.,- MD�2N�O�������� �� ) '",$ .+-�"% <.) .#)" )+11"%- $ /0 P.,$ 7
E ##"<)�&1 .,$ QD2'#+/ )'�"#.%)�&1�

��



�R3 Q:S>?3T9�P :E 9MU3GD9:M O�

� ������� ��� �%�����
 �
� �� �������	 � 	����� � ���� ���� ���� �
�
���� ��� "���#

�� �������� �� ���� �� ������� �
 �
�����"��� �������� �� 1����2
�
� �� ��2��� ��������
 %�����# ������ ���� ���
�� �
 ���� �� �2
������ �
 �
�����"��� �������� ������ ���� ���� ���
� ��� ��������
� �3�#
4���� �� ���� �
�����
 �
%��� �� �����"��� ��������# 5�
���� ���
6��%� �������� ���� 	�� �� %����� �� �
�����
 �� �
2��' ��
	���
#
�� ���� ��%����
� 	�� ��� %��	��	 �� �� 	�� ��� �
2��' ��
	���

�
�� ��� %���� # ��� �� 
� ��% �� %����
 � ��%�%��'
����� ����
���
� ��� ��� ���� �� ������� �
 �����"��� �������� ��
	 �� � ) 7��
��
 �� �������	 ���� 	����� �� ���� �� � ������� ���� ����� � �
2
���� ��� "��� ��' ����'� 	���� �� 	���	� ����#

86%�

���� ���� ���
�� �
 ��

�
 ��� �� �'�%�	 �
� ���
�

���� �� ������� �
 �����"��� �������� �� %���� �
 �� %�%� ���9
��� ��� 	����� �� ���� �� ������� 	��� � ��� �� �
��
 ���� �� �2
������# +
 �'�%�	 �� ������� �������	� ���� 	���� � ������� ��� �%�����
 
�
� ���� 	���� � ���� ���� ���� � �
���� ��� "��� ��� �� �������
 
�����	���
�( ��' 	�
 � �� ������� ���� ���� �� 
� �� 
 ����
� �
�
��' ���� �
�� �� 
���� �� %������ �
� 
 ���� �		���
	� �� ��'
������� �
� ��' ���� 	�
 �1��� � ) ��−� 	����� �� �� ������� �� ���
��� %�	���'# +
 ���
�
 �� ������� �� �������	 ���� 	����� �������
��� �%�����
 ��' � ��������'� ���� �� "��� ���������� ���� �� 	���

�� ��
��� ���� 1��� %�����������# ���� ���
�� ��� �'�%�	 �� �������
�� %���� �
 �� �������� ���� 	�� �� �'��� �� ��
�� 1�����
� ���
F� ���� �
 6%�
�� �����	�9 ���� ���
�� ��� ���
�
 �� ������� ��
%���� �
 ����"	��� �������� ���� �� ���� �
 ���� 6��%�� ��� �����2
���
#

�� %�%� ���  ��� � 	�'%�� ��%��	 ��� �
 ���# 7���' �� ��� 
���
�
 ��� ���� �� ���� ���
� ��� �'�%�	 �� ������� ��� ��� %���� �
 �� ���2
����� ���� 	�� �� %����� �� �
�����
 �� :�����	�;� ��
	���
 ���� �

��
�� %���	��# :�����	�;� ��
	���
 �<� ��� � ��
��' �
%��� �
� � ��
��'
���%���# 8��' ���%�� �%
�� �
 � �
%��� �
� �� 	��%��� ���� ���
�' � "6� %���	�� �� ����' �# :�����	� 	�
=	���� ���� �� �� �%
2
�
	'  ��%� �� �
 6%�
�� �
� �� %���	�� �� ��
���� ��
 �� ������
 
��
	���
 �� �
2��'# 4����� ��
�� ��
	���
� �� 
�� �
�����
 ���� ��
	�'%�� ��%��	 %��
� �� ��� ��
	 ��' 	�
 � ����' �
���� �' :������

����
����
# �� ���
  ��� �� ��� ��� �� %���� �� ���� ���
� ��� � ��
	2
���
 ���� �� %��
�����' ���� �� �
���# ># 5��� � ��# 	�
���� :�����	�;�



�� =� S� 9�DPVD:M� =� :� D:V:?:U

��
	���
 ���� �
 �� %���	�� ��?��? · · ·?��−�?��−��� �
� � ��
���
 ��%� �� ��
���  ��%� �� �
 6%�
�� ���� �� � %���������'!# ��' ���
%���� �� 6%�

���� ���� ���
� ��� �� ���
�� �����
� �� �'�%�	 ��2
 �������# /	
��' +��'���
 ���� �
� @���� ���� �
�%
�
��' %���� ��
���� ���
� �
 �� 	��%�6��' �� �
�����
 �� :�����	�;� ��
	���
 ���� �

��
���  ��%� �
� %���	�� �� �'% ��?��?· · ·?��−�?����−���� 	 	 	 ��!�
��� � �� �
 ��������' %���	�� �� ����' 
 �
� 
 � ��< �' ���
�
 ��2
 �������# A ������ 
�� ���� �� %���� ���� ��� ����� ��� ���� �'% ��
%���	��� �� ���#

�� 	�
����	���
 �� :�����	�;� ��
	���
 �
 ��� %�%�� ����� ���� ���
��
����B�# +
 ���� %�%� � ��  �� �
 6%��	�� 	�
����	���
 �� :��2
���	�;� ��
	���
 ���� �
 6%�
��� ���� 6��%� �� 6%��	�� 6%�
��
���� ��C� "�� ��� %��%���!# +� �� %������ �� �� ���� �������� �
 �� %����
�� 6%�

���� ���� ���
� ��� ���
�
 �� ������� ���� ����# +
 ���� %�%�
� ���
����� �� ���� ���
� ��� �'�%�	 �� �������# $�� %���� �� �	�2

�	���' ��	� ���%�� ���
 %����� ���� ��� �
� ���# A %��� ���� ���
�
��� ��  
��� 
����
 �� �'�%�	 �� ������� ��		����
 �� �� �"
����

���� ���! �
���� �� �� ���
� �����
� ���� ��� ��� �
 ���#

$�� :�����	�;� ��
	���
 ��� �� �������
 ����	���( �� �� �� ��� ��
��� :�����	�;� ��
	���
�( ��
�� �
� 
�
��
��# �� ��
�� %��� �� 
	����'
��� %����
 �� ���� ���
� ��� ���� �� ������� ���� �� 
�
��
�� %���
���� ��� ��
	���
 ���� �� �
��� �
 %��	��	# �� ��
�� %��� �� ���� �

�
 6%�
��� ���� 
�
��
�� %��� ��' � ������ ��������' ��� �� ������
�%
� �
�' �
 ���� ��������# $� 	���� �
 �������' ��'  ��� �� ����
�� �������� ���� 
�
��
�� %��� �
� ���� �� ������
 ��
�� �'��� �'

:������
 ����
����
 ��� �� ��

�
 ��� �� ��	� �� ������ �� ��
���

������
6%�

����!� ������ � ���� ���� ��� �� ���� �
������ ��
	���
�
���
 ��� ��
	���
�# A �	�����' �� 
�� �� �
 �� %���� �� ��	� ���� ��

�
��
�� %��� �� %���	�� �� �� ��� ��� ��' ��� �� �� ���%��#

�� %��
 �� �� %���� �� �� �������
 ( "��� �� ��� � ��� ���' �����'
�� 6%�
�� ���� �� ��
�� %��� �� ���� ��� ��=�	
	' �����6 ����� ���
�� � ��
�# -�
	 �� 
�
��
�� %��� �� ��� ��
	���
 �%
�� �
 ��' ��
�������� � 	�
	��� ���� ��� :�����	�;� ��
	���
 �� ������ � ��=	���
#
+
 ���� �� %��� �� ���� ���
� � "��� �� ��� %��� �� ���� ���
� ���
�
�����"��� �������� ���
 ���� ���
� �	�
�1�� ��� ��������
� ����

�9, '",-%.)- -" W�� �X $&$ ,"- .##"< -� =>?? .#8"%&-�5 -" +) 1+% #&- %.# )&51#&62
'.-&", %+# ) .,$ .#)" 50"1&' .#8"%&-�5) *%"5 W�X 5.0 % .$ ",#0 '",)-.,- Y"11")&- -"
��−�L ,+5/ % "* '#.+) ) 1 % )- 1�



�R3 Q:S>?3T9�P :E 9MU3GD9:M ��

�D�# E��
 ������ ��
����' �
� ������ ��=	�����' � %��� ���� ���� �� �
%���������' �� �'�%�	 �� ������ ���� �� ������� �
�����"��� ����
 
"��� ����� ��%� �
� � �%%�' �� ���� ���
� ��� �
�����"��� ��������#

$�� %���� ��� �
 �������
��  	��%��� �� �� %���� ���� ���9 
���'
��� %���� ����� ��� 6%�
��� ���� � ��� ���� �� ���  
�� �� ����
�� �	�
�1� ���� ��� ����� ��� � ��� ���� �� �� ���� F# 4���� ��
%���� ���� ��� �� �� ��	� ���� � �'�%�	 �� ������ ���� �� � %���������'
���� �� ������� �
�����"��� ����
 "��� ����� ��%� �� 	��%��	����
���� ��� %���� �� �
������ �
� ���� �
 �� ���%� ��	� ���� ��
���'
��
�� �� ���( � ���
���
 �� � �������
 �%�	 �� � �����"��� ��
�� �'���
� ) � ��� 
�� �%
� �
 �� �� �� ��
� ��� �#

§�� 
���		���	��

�� � ) {��� ��� 	 	 	 � ��} � �� �� �� %��%������
�� ��������#
0 %������ �����������
 �� � ��
	���
 � ( � → {*� �� ∗}� ���� ��%� �

������� �� ��� ���� �� ���� �� ��# �� �� G�����! ) �−��{*� �}! �� ��
��%%��� �� �� �����������
9 � �
�� |�| ) |G�����!|#

+� �� �
� �� �� ��� %������ �����������
� ���� ���=��
� ��%%��� ��
 ��
�����������
 �� ∪ �� 	�
 � �"
� �' �� 
������ ��'#

A ��' ���� � ����
 � ∈ {*� �}� �� 	�
����
� ���� �� %������ ��������2
���
 � �� �
�� �� � ∼ �! �� ��� ��� �� ���� �� ��%%��� �� � �� �������
 
�� �����"� �� ) ����!#

!�"� ���� #�$	%&�'(�� A 	�
���� � ��� 	���� �� -0� �� �������(
���� ��� ��	����	��
 ! �� �������# 0 ���� �� ������ �� �"
� �' ���
���������� �%��	����!( �! ���	���  ��%� � 57H ������� �� �
 �� ���
��������# ����� �� �� ������� ��� �%�����
 !# �! ���	��� � ��%� � 57H
������� �
� ��� ������� �� {*� �}# ����� ���� ���� � �
���� ��� �� "���!#

0
 �� ������ ��' ���� �� ��� �'
��	��	 ��	
�������� �����# -��%��"2
	����
 ���� ��' �����' �� ������� ������� �&	��
 ��� �����"������' �
�
��' ���� ��� �����������
� �� ��� �������� �� ���� ����� 	�
 � �
����
���� �� �����"������' �� �� �
����� �������#

0 ���� �� ������ �� � �	����� �� ������# +�� �
%�� �� � ������� �
�
� � %������ �����������
 �#

 �$	%&�'( !�"� +
%��( ������� � �
� �����������
 �

• -��%���' � �' ��
� �� ���%��"	����
 ���� ������ ���� ���%��"2
	����
 ���� 	��
  � �
� �9 ��� �������� ���� �� ���������� �'
� ������ � ���� ���� �!#



�� =� S� 9�DPVD:M� =� :� D:V:?:U

• +� 	���
� ������� �� �%�' ����� ��� ��� ��� 	����� �� �����"� �'
�!� ��
 ����
 �# +� ������� 	�
���
� �
 �%�' 	���� ��
�����"2
���!� ��
 ����
 ,������� �� �
�����"���.#

• �� ()  ��!9 � () ���� ��!
• @�� � �	����� 	��� ���� �� �
%�� ����� () ��� � ∪ {�� () �}! ��
�� ����� �� ,������� �� �
�����"���.� ��
 ��� � �	����� 	���
���� �� �
%�� ����� () � − ��� � ∪ {�� () � − �}! �
� ����
 ���
������ ������� ����
 �� ����� �� �� "��� �	����� 	���#

�)*
&�&	
 !�"� ���
�� �������	� ��� �� ���� �������	�� ����� ����
�������  �� � ��� ��� ��������� �������������

• ���� �� ��� ��� ����� ���	�� ���� ����� ����� �� ���������
• ��� ����� ������ ���� ���� ��� ��	��� �� ��� 
������� �� ���

��	��� �� ��� ������� ������������
• ���� 	� ������� �� ��� � ) ���! ������ �� ��� 
��������  ����

������� �����!�

"�	
�������� ������ �! E
�� 	���� ����
����
� �� ���	�� �������  �����
���� ���� ��� ������� ���� 	��  ������������ ��� ������� ��� ������ �!
��� ������� ���� �� ���	�� �������  ������ ��� �� ���� 
������� ��
���� ������� ������������ ���� ���������� �� ���� ��� ������
������ �����

�� ��

�
 ��� �� � ���� �� ������ ��� �  ��
 �1�
	 �� ��
���
���� ��������	�  �
� � ��' � ��
����B�! �� �� 
���� �� �	�����
	����#

!�!� �+,#
-)%�� 0��  ��%�� ���� � 	�
���� �
 ���� %�%� �� ��%�����
����� ��%�� ���� �	� %��� 	�
���
�
 � ����	�# �� "��� %��� � �
��
�' � ) {��� ��� 	 	 	 � ��} �
� �� �	�
� � �
�� �' � ) {��� ��� 	 	 	 � ��}#
8��' ���6 ���� �� �� � ��� �
 ����� ���� �� ��� 
� ������ ���� ��
�� � ��%�����
� �� ������!# 0�� 	�
�����  ��%�� �� �2� ����( ��
� � �� ��' ���6 ���� � �� 1��� �� �� ��� � �� � 	�
���
�#

8��'  ��%� ��� ��� ��=�	
	' �����6 ��� F�# /��� �� ���� �����6
	����%�
� �� �� �� � �
� 	����
� 	����%�
� �� �� �� � � �� ��
�
���� 	�����
��� ��� �! 	�
���
� �� %����' �� �� 
���� �� � � ���

� �
� �# A ����� ���� ��	� ��=�	
	' �����6 ��� 
�� �
�1��' �����

�  ��%� ��
	 �� ��� 
�� 	�
���
 �
��������
 ����� �� 
���� �� %������
� � �
� ����� �� ���� �� � �9 �� �
�' 	�
���
� �� �
��������
 �����
�� %����' �� �� 
���� �� � � ���
 ��� ����	�#

5�
���� �� 6��%�( �� � ) {��� ��� ��� ��} �
� � ) {��� ��� ��� ��}�
�� ����� �� 
� ������ �
  ��%� �� �� �������
 ( ��� ) {��� ��� ��}� ��� )



�R3 Q:S>?3T9�P :E 9MU3GD9:M ��

{��� ��� ��}� ��� ) {��� ��� ��}� ��� ) {��� ��� ��}# ��  ��%� �� ��� ��
�������
 ��=�	
	' �����6 ��� F�(

� � F <
�� � * * *
�� � � � *
�� * � * *
�� � * * *

H�� ��  ⊆ � � �
�� I�! ��� �� �� 
� ������ �� ! �� �� ��
����	� ���� � ���� �� 	�

	�� ���� �� ���� �
 ���6 ���� 9 �
�
�� Æ�! ��� ���
���' �� ! �� �� �� ����	� ���� � ���� ���
6�	��' �
 �
	���
 �  ���� �� �� #

�)*
&�&	
 !�!� ��� ��
� � ��  ��� �� �!��#
���� �� �! ��� ������ ��
�� �����# �� � �� ���� �� �$ %! ��� �� ���  ⊆ �� || � � �� ���
|I�!| � �||� ��� ��
� � �� �����  ��� �� �!�������� �#
���� �� ���
������ ��������� �� ��
���� ��� %! ��� �� ���  ⊆ �� || � � �� ���
|Æ�!| � �||�
�)((# !�" �	�# ���� ���� �!� &���� ��� �� �!��#
���� �� ���  ��� �� ��−
�!�������� �#
�����

�%		.� ��  ⊆ � � || � �� ��
 |I�!| � �||# �� 
���� �� � �
���
  �
� I�! ��' � �������(

�|| � |Æ�!| ? �|I�! \ Æ�!| ) �|I�!| − |Æ�!| � ��|| − |Æ�!|	
H�
���' �  � |Æ�!| � ���− �!||# �

A 
� ���
���' 6%�
���9 ��� ���� �� �� 
�� � �� ��� �
 6%�
��
���� 	�
���
� � � ���# H�� 6��%�� � ��
���  ��%� �� �
 �%%��%����
6%�
��#

�)((# !�! � �C�� ���� �#3!� ��� � � F�� ��� �� ��� ������ �  ����	
��
����� �������� ��
�� ����� 
��� � �� � ������ � �������� �� 
� �
��� � ��

�
��!��#
���� ���� 
��������� *	3� �� ��� ����� �����# �� � � �����

�� ������ ����
�������� � ����	  ���� ��
��������!�

�	%	��#%� !�"� '� ���	� �� (�		 �#� ���� ��
� ��  � �
��� � ��

�
��!�������

�� �#
�����

�%		.� H������ ���� ���� �#�# �

��� �� ���� 6%��	�� 	�
����	���
� �� ��	� 6%�
���(



�Z =� S� 9�DPVD:M� =� :� D:V:?:U

�)((# !�/ ���C�!� ��� ����� ������� � � * ����� ��  ������� � ����
��� �� �� 
������� �� ���������  ��� �� �!��#
���� �� 
�����	�� �� � ��	��
����� � ) ��− �!�� � ) J����!�

�	%	��#%� !�!� ���� ��
� ��  �J����!� �� ��− ��!�!�������� �#
�����

!�/� �	�-%)&0'�� .1
0�&	
� $# :�����	� �
 �� %�%� �<� �
�����	� �
��
	���
 � ( {*� �}� → {*� �}� �"
� �' �  ��%� � �
� � %���	��
� ( {*� �}� → {*� �}# 8��' ����
 ���� {*� �}� ���� 
� ��� ���� ��
�� �������� ���� �� �� � ) {��� ��� 	 	 	 � ��}# �� ���� �� ����!!� ����
�'���� �� �� ����
 ���!! �� 	��%��� �
 �� �������
 ��'( �� �� ���

� ������ ��� � ��� � 	 	 	 � ��� � ��
 ����!!� ) � ���� � ��� � 	 	 	 � ���!#

!�2� �	%(1�#� .%	( �	�-%)&0'�� .1
0�&	
� 7�� � ��	��� �� ��'
� 	�� �� %����� �� �
�����
 �� :�����	�;� ��
	���
 �� �
���
	 ��
57H �����"������' %�����#

�� � ( {*� �}� → {*� �}� �� 	�
�
�	�� 57H �%��
�����
 �� � �� ��
�������
 ( ��� ��' � ∈ {*� �}� ���� �����"� ���! ) * � ���� �� 	����
�	�� ∨ �	�� ∨ · · · ∨ �	�� � ��� ��
 ) �
 �
� ��
 ) ¬�
# �� ���� ������� ��
�� 	�
=�
	���
 �� ��� �����
 	�����#

�� � � �� :�����	�;� ��
	���
 ���� �
 ��  ��%� � �
� �� %�2
��	�� � # A �%��
� �� 1�����
 ���! ) � �
 �� �������
 ��'( ���
��' ���6 �� ∈ � ���� ��� 
� ������ ���� ���� 	 	 	 � ��� � %�� ���

�� 	�
�
�	�� 57H �%��
�����
 �� �� 1�����' �� ) � ����� ���� 	 	 	 � ���!
���
 �������� ���� ���� 	 	 	 � ���# �� 	�
=�
	���
� �� ��� ���� �������� �
�
�� K�	�
�# �� %��� �� ���� ������� ���� 	����%�
�� �� �� ����	�

���� �� ��  ⊆ � � �
�� K��	�
�#

�)((# !�2� '�  �������� � ( {*� �}� → {*� �} �� ����� �� � ���� ���
�������� ���� ��� ������� )*� ��
���������� �� � �� �#���� ��−�

������ �� ����� ������ �� � ���� ��	��� �� 
������� �� �������
������������

�%		.� �� � ��� �� �������
 F� �%��
�����
 ����� ��� 	 	 	 � ��! ) ��?
�� ? ����� 	 	 	 � ��!# �� �� �
��  � ) �−��*!�  � ) �−���!# ��


�−��*! ) {**� | � ∈  �} ∪ {��� | � ∈  �} ∪ {*�� | � ∈  �} ∪ {�*� | � ∈  �}	
�� ����� ����� ���� |�−��*!| ) ��−� �
� ��' ������� ��� �
 1���

���� �� %������ �
� 
 ���� �		���
	�# �

���� �#< ��%��� ���� �� � �'�%�	 �� ������ ��� 
�� � 
 ����

�� 
�� ��
 �� 	�
;� ��&� ���! ) * ���� ���! ) � ��
 � �� ��
�� �




�R3 Q:S>?3T9�P :E 9MU3GD9:M �N

�� ���� � ��������# 0��� � 
�� ���� � 	�
�
�	�� 57H ������� �� �����
	�
�
�	�� ���� �����������
 �� �� ���� �� � �������#

§�� ����� �	����	�� ������	���� �����	��

/�"� �&
)#% .1
0�&	
� �� �� � � ��2� ����  ��%� �
� �� � � ��2
� ����  ��%� ���� �� ��� ��� � �
� � # �� ? �� �� ��� ? ��!2� ����
 ��%� ��	� ���� ��� ��' ���6 ���� � �� ���� �� 
� ������ �� � 	�
2
	��
����
 �� ����� �� 
� ������ �
  ��%� �� �
�  ��%� ��# �� ��=�	
	'
�����6 �� ��?�� �� �� ��� �� ��=�	
	' �����	� �� �� �
� �� ������ �#

�%	,	�&�&	
 /�"� '� ��
� � ��  ��� �� �!��#
���� �� �′ ��  �′�������
��
�� ���� �?�′ ��  ��� �? �′� �!��#
�����

�')	%)( /�"� +����  ��
� � �� �� 
������� �� ��������� �� 
�����	��
�� � ��	�  �������� ��
�  ���� ��� ��� ��� �� �,����� 	���# ��
�?  �� � ���� �− ��

�%		.� H���� �� ��� � %��� �� ��6�����' ����(

�)((# /�"� (�� ! ) �"�� 	 	 	 � "�! ∈ F
�
� � ���� ����� �� � ���� �− � ���

����� ����
������ ������� 	��� �
 ) �"�� 	 	 	 � "
−�� "
?�� "
��� 	 	 	 � "�!�
����� � � # � ��

�%		.� �� �� 	�
���� �� �����6  �� ��B � × �9 ��� 	����
� ��  ��
1��� �� �	��� !# G	���� �
 �� 	����
� �� �� �����6?$� ��� $ �� ��
��
���' �����6# -�
	 �� ��
� �� �� ��� �� �����	� �� ��� ��
 �� 1���
�� �� �� ��� �� ��
�� � ��' 	�
	��� ���� � ) ��$ � ���?$!?��#
0�� 	����
� ��  �� �� ���� �
	 �� � � �
� ���?$! � �−�# �

7�� � ��	��� �� 	�
����	���
 ��  ��%�  # A ����� ���� �
 �%�'
�� �� � � �
� � ���� ��� �
 �  %� ��%# $
 �� #�� ��% ���
� � # � � − � � ��� � 
� ����� �� �� ���6 �
 ∈ � �
 ��	� � ��'
���� �� "��� # ���� �� �?  �� ��
���' �
�%
�
�# +� 	�
 � ��
 �'
�� ���� F#� �� �%%�' �� ���� �� �� #�� ��� �� �� �����6 ��  ��%�
�!# A ��� �
 ��������' 
� ����� �� ���6 ��# �

�	%	��#%� /�"� '� � ��  ��� �� �!��#
����� ���� ��� ��
� � ?  ���	
��� ������	 ��  ��� �?�� �!��#
���� �� ��� +��������-� �������� � ����
�� �?  ��  ����� 
������� �� ���� �? � �� ��� ��������� 
��
�����
��� ����� � ∈ {*� �}� ��� ��.� �� ��� ��� �−���! �� � 	��� ��



�K =� S� 9�DPVD:M� =� :� D:V:?:U

/�!� �&$'��� 
	
�&
)#% �	�-%)&0'�� .1
0�&	
� �� % ⊆ � � ���
����� �� � # %2 ��%� �� � � ����  ��%� ��	� ���� ��� ����	� ���� � \%
��� � � *#

�)((# /�!� (�� � ��  ��−
!������� ��
� ���� � �,����� 	���# ��
��� � ���� �−� �� & ��  
������� %���
�� (�� � �� +��������-� �����
���� ���� �� �?& �� 
������� ��?��? · · ·?��−�?����−���� 	 	 	 � ��!�
����� � �� � ������� 
������� �� ���� 
� ���� ��� ����� � ∈ {*� �}�
��� ��.� �� ��� ��� �−���! �� � 	��� �|�|���

�%		.� A 	�
���� �� �'��� �� 1������� ���! ) � �
� "6 ����� �� ���
�������� ���� �� �� %# A  � �� ��
�� �'��� ���� �����6 1����
�� �� �����6 ��  ��%� � ���� �����
 �� 	����
� ���� �� �� %#
�� �����6 �� � ��� ��
� � − �� ������ �� ������
 �'��� ��� ��
���� ��� �������
�# 4
	 �� �
����� �'��� ���! ) � ��� �� ���� �|�|��

�������
�# �

§�� ����� ����� �� �����	��	���� �������

A ��' ���� � ������� �� ��������� �� �' 	��
 �
 ��� ���� � 	��
 
�� ���� �� �� ������� ���� ��' ���� 
�
� �� ����� �� ���� ��������!#
��� �����
 ��
	���
 ���� 	����%�
�� �� �� ������� �� ��
�� �
 ��� ���
�
����� ��������!#

�')	%)( 2�" �����!� (�� � ��  +��������-� �������� ���� �� � �� � �
����� ��
� � ��  ��� �� �!�������� �#
���� �� 
������� � �������
� 	��� 
 ����������� �������$ � ��  
���� �����	��� �� ������� �� �
���� ��� ��� ���	�� K�	�
�|� �� ���������� �� ��� �� ��� �� ��������

 ⊆ � � || � �
� � ��� ���	�� K��	�
�|� �� ��������� ���� ��� �������

��	� �� �� /0(( �������	  ��� ���� ��� ��� ��	
�������� �����! ��

��� ���	�� K�	�
�|� �� � ���� �
��−���

� −|�|−��

�%		.� - 0%%
��6 0# �

§�� ����� ����� �� ���	��	���� �������

+
 ���� �	���
 � �� � ��� �� �!2���
���' 6%�
�� ��� � �� � 	�
���
��
� ) J��! �
� � � D# �� � � 
 � �− �9 � ����� ����  ��%� � ��� ��
�'% �� ? & � ��� �� �� � �� − 
!2� ����� & �� � 
2� ���� %2 ��%�
�
� �� ��
� �� ��=�	
	' �����6 �� �� �� �� ���� �− �# A ���� �����
���� % ) �

(
�
�

)
� ��� � �� �� 
���� �� 	����� ���� �'�%�	 �� ������



�R3 Q:S>?3T9�P :E 9MU3GD9:M �J

��' ��� ���� 
 ����
 �� 
� %� ��% �� �	�����
# �� � ���� 	 	 	 � ��! )
�� ? · · · ? ��−� ? ����−���� 	 	 	 � ��!� ��� � �� ��������' %���	�� ��
����' 
# �� :�����	�;� ��
	���
 � �� ���� �
 � �
� � �
� � �� ��
��
�
 �������� � \%#

7�� � ��	��� �� 	�
����	���
 ��  ��%� ���� ����� %��%���� ����#
A 	���� � ) �

����� �
� ���  ��
 � � 	�
����	� �
 ��� �� �� − �!�!2
6%�
�� & �' ���� �#F# �� 	�
���
� � �����"� �� �
1�����' � �
<
 ? �*# L' ����� F#� � ��� �� �� 	�
����	��  ��%� ��	� �2� ����
 ��%�  ���� �� ������
  ��%�&? ��� �� ��=�	
	' �����6 ���� ��
�
�� ���� � − �# �� ������
  ��%� �� � ��� � ? �� �� − �

����� !�!26%�
��#

A 	���� �� ����� % ⊆ � �� ��B �����! �
� 
2� ���� %2 ��%� � # A
�"
 � ) & ?  ? � 9  ��%� � �� � ��� �? �? 
� ��− �

����� !�!26%�
��

�
� �
	 � ��� � ? � ? 
� ��� − �
����� ! − 
 − �!2���
���' 6%�
��# H��


 � � �� �
1�����' ���− �
����� !− 
 − � � 
 ? � �����#

3�"� ��	�1%)� �� 
6� �	�
�	�� �"
����
 �������B� �� �������
 ���2
%� ���( ��%%�� ���� �� �� ' �� ����� ���� �� %��� � �� � �
�
� ��
� �� ���� � �� ( ���� � ��
� ���� I�(! ���� �! ��	� ���� ��
������
  ��%� �	��� � ����� �� 
?�!2���
���' 6%�
��# A 	�
����	�
��	� ( ��% �' ��% �����
 ��� ���� ����� ���
���' ���� � #

�)*
&�&	
 3�"� (�� ' ⊆ �� ��� ��� �� �������� ( ⊆ � �� ����� 
��������
�� ��� ��� ' �� ����� ��  ����� �������� �� ���� (�� (�� 	 	 	 � (�  �� ������
)� )

⋃

��
��
(
� )� ) ∅!� ���� ��� ��� ��������� 
��
������ �� ��������

• (� ⊆ � �� * � |(�| � �
� ��� �� � � � � *$

• (
 ∩ (� ) ∅ ��� �� � � #� � � *$
• |Æ�(�! \ �I�)�−�! ∪ '!| � �� ? 
!|(�|$ ��� �� � � � � *$
• ��� �� ( ′ ⊆ � \ )� �� * � |( ′| � �

� � ����
|Æ�( ′! \ �I�)�! ∪ '!| � �� ? 
!|( ′|$

• ( ) )��

��� ��� �� �� 
��������� �� ��� ��� ' �� ������ � 5���'!�

�)((# 3�"� ��! ��� ����� ��� ' ⊆ � ����� �#����  
��������� ��! (��

'� ⊆ '�� ���� ��� ����� (� ∈ 5���'�! ����� �#���� (� ∈ 5���'�! ���� ���
(� ⊆ (��

�%		.� - 0%%
��6 L# �

�)((# 3�! � ���!� (�� |' | � 		−�−�
�
� � ���� ��� ����� ��� ( ∈ 5���'! ���

��������� |( | � ��− 
 − �!−�|' | �� ��������



�O =� S� 9�DPVD:M� =� :� D:V:?:U

�%		.� - 0%%
��6 L# �

�)*
&�&	
 3�!� (�� � ( {*� �}� → {*� �}� �� ��� +��������-� ��������
���� �� ��
� � �� 
������� � � � ∈ {*� �}�� 0���� ������������ � ��
����� ������ ���������� ��� ��� ������� ���! ) � �� ����� �#����  ������

+ ∈ {*� �}� ��� �� ���������� �� � ��  ��� ( ∈ 5���G�����!! ���� ��� ���
������� ��+!|� ) �|� ������

�)((# 3�/ �	�# ���!� '� ��� 
���� ������������ � �� ������ ���������� ���
���! ) �� ���� ��� �� , ⊆ �� |,| � �

� ����� �#����  ������ + ∈ {*� �}�
���� ��� + �� ���������� ���� � �� ��� ������� ��+!|� ) �|� ������

�%		.� ����� �' 	�
�����	���
# 5�
���� �� ��
���� , ⊆ � ��	� ����
|,| � �

� �
� ��� ��� + ���� �� 	�
����
� �� � �� 
�
1�����' ��+!|� 
) �|�
�����# �� ( ∈ 5���G�����!! � ���� �"
����
 D#�# ������� �����������
 �
�� ��	���' 	�
����
� ������ , \ ( 
) ∅#

L' �� �"
����
 �� 	����� |Æ�, \ (! \ �I�(!∪G�����!!| � �
?�!|, \ ( |�
������ ��� 6���� � ∈ , \( ��	� ���� �� ���� 
?� ���
���' ����	� ��
�� , �
�� ���� �� ��%%��� �� � �
� 
�� 	�

	�� ���� (! �� 	�

	��
���� �# �� ��
������' �� , ��%��� ���� ��� 6���� + ∈ {*� �}�� ��	� ����
+ ∼ � �
� ��+!|�\{�} ) �|�\{�}# +� �� %������ ���� �� ������' �� 1�����

	����%�
��
 �� ���6 � �' M�%%�
 �� +2���� �� �
 �� �� ���
���'

� ������ �� ���6 �# ������ ��� 6���� +′ ∈ {*� �}� ���� �� 	�
����
�
���� � �
� ��+′!|� ) �|� # 5�
�����	���
# �

3�!� ��)�)% (�	,&0 #�$	%&�'(� A ����� ���� �� �'�%�	 �� ������
��
� �
 �� ������� K�	�
�� ��� �

−���! 
) ∅# A ��	��� �� 	��� �'2
�%�	 �� ������# 0 	��� �'�%�	 �� ������ �� ������ �� ��� ��� 	�����
%�	���' �1�����
��' �� ��' �%
 ��� ���� �� �!# L����� �� 	���
�� ������ ���
;� ��� �����������
� ���� ��������' ��� �� �
�����"���
��������# +� �� 
�� ���� �� � ���� �� �� 
�� � �� %���� �� ���� ���
�
��� 	��� �'�%�	 �� �������9 �� ���� ���
� ��� ��� �'�%�	 �� �������
���� ������#

7�� � ��	��� �� ������� �� 	��� �'�%�	 �� ������� ��� ���2
����'# 0 	��� �� ������ ��� � 	���
� %������ �����������
 � �
� � ��
( ∈ 5���G�����!!# 0� �� � �

�
 � ) ∅� ( ) ∅# $
 �	� ��% �� 	���
�� ������ ���%��"� �� ������� �%������' �
	���� � �
� 6�
�� �� ��

( �� �� ��
� �� 5���G�����!!#
+� �� 	��� �� ������ �1���� � 	���� ���� 	����%�
�� �� �� ���6

�� ∈ � � ��' ���� �� �� ������ �%
� �2�� ��� �� ���%��# A �����



�R3 Q:S>?3T9�P :E 9MU3GD9:M ��

���� ��� 	����� 	����%�
��
 �� �� ∈ � ��' � ��� �' � 	��� �� ������
��� ��#

5�
���� �� �������	  ���� 	���� ������� � ��� �%�����
 # �� , �
�� �� �� ��� �%
 ���� �� ���%�� ��
 %����	���� , �
	���� � ���� ����
�� �%
 ���� � ��� 	����
!# �� 	��� �� ������ 6�
�� �� �� (

�� �� ��
� �� 5���G�����! ∪ {�}!# �� �� �� �%
 ���� �� �
	����(
, () , ∪ ( # �� 	��� �� ������ 	����� �� ���� �� ������� � �
 ����
�� ��� �� %��� �� ������� ���� 	����%�
�� �� , �����"���#

�)((# 3�2� ��� ����� ������ 	��
�� �������	  ����� �#���� ������
������ 	��
�� �������	 - ���� ��� - ���� ��� ��� 
��� ������ �� ����
����� ���	������ ����� �� ��� ������� ��	� �� �������	 - �� ��� ����
	�� K�	�
� �� ������� �� 
�����	�� �� ��� ������� ��	� �� �������	 �

�%		.� +� �� 	���
� %���	�� �
 �� ���6 � ∈ � �����
 �
�� �		��
� �!
�� ��
�� �
 �� ���� ��� �������� ��
 ���� �#< ��%��� ���� ��� ��

� %�� ������� �
 �� ������� ���� 	����%�
�� �� �# -� %���	��� �
 ��2
��	� ���� 	�
���
 %�� ������� ��� �� ���� �
 ��
�� �������# 0�� ��	�
����	� �� 	�
���
� �
 ( ∈ 5���G�����!!� �
	 ��� 	����%�
��
 ����
�� ���%�� �� �%
 �
� �� 	��� �� ������ 	�
 � ��� %�� �������# ��
	��� �� ������ - ���'� ��� %�� ������ �����������
� �
��� ��� ���� ����2
���� ��� �
 ���� 
�( �� 	��� �� ������ ������ - ������ �����
��� %�� ������ �����������
� �� ��
�� �� ���� ��� 
�� ���� 
 ��� '�#
��� �� ��� %������ 	���( �� �� ������ - ��	����	�� ���� �� ������
�� %����� %�� ������ �����������
� �� �� �� ������ -  �� � �����"���
������� ���� 	�
 � �����"� �' ����� �%%��	����
� �� %�� ������ ����#
-�������'� �� ������� 	�
���
� � �
�� 	����� ��
 �� 	����%�
��
 ���6
�� �
 ( �
� � 	��� �� ������ ��' 	���� �� 	���	� �����������
 �' �����#
7�� ���� �� ������������
 �� �� �
	���	� ���� �� �� ������� ���� �
�
�� 	���� ���� �� �� ������� ��	����	�# �

+
 �� �������
 � ����� ���� 	��� �'�%�	 �� ������� �� 
�� ��
���%��"	����
 ����#

�� �� �
�� . ) � 		−�−�
���� �� ��� � �� �� 
���� �� 	����� ����
�'�%�	 �� ������ ��' ��� ���� 
 ����
 �� 
� %� ��% �� �	�����
# 7��
���� � �� ���� �� �%%� ���
� �� �� 
���� �� �%
 ���� �� � %� ��%#

�)((# 3�3 �	�# ���!� 1���� . ���
� �� �� ������ 	��
�� �������	 ���
��	��� �� �
�� ���� �� � 	��� �

� �



��� =� S� 9�DPVD:M� =� :� D:V:?:U

�%		.� �� 
���� �� �%
 ���� �� �� ���� � 		−�−�
�
��� ? |5���G�����!!|�

��� � �� �� 	���
� �����������
# L' ���� D#��

|5���G�����!!| � |G�����!|
�− 
 − �

	

-�
	 |G�����!| � 		−�−�
�
� � ��' 	�
	���

�
��− 
 − �!�

<��
? |5���,!| � ��− 
 − �!�

<�
?
�

<
� �

�
	

�

�	%	��#%� 3�"� /����� ��� ���� . ���
�  ������ 	��
�� �������	 ����
��� �������  ���������� ������
���� ��  ��� �� ��� �
������� ����! ��
� �� ������ �����������

�%		.� ����
 . ��%� �� 
���� �� �%
 ���� �� �� ���� �
� # A %���

�' �
��	���
 ���� �� 	���
� �����������
 �� ��	���' 	�
����
�# +� �� �������
��� �� � �

�
 # +
��	���
 ��% ������� ���� �� ��	� ���� �� ���� ��
�� ������� �� 	���
 �
 ��	� � ��' ���� K�	�
�|� �� �����"���# ���� ��
%������ �' ���� D#F �
� �' �
��	���
 �'%������# �

$��  ��� �� �� ���� ���� ���� . ��%� �� � 	��� �'�%�	 �� ������ ��
	���
� ������� ���� � �
�����"��� ���� �� � %���������'#

�)((# 3�4� (�� � ∈ {*� �}� �� ' ⊆ �� (�� � ∈ {*� �}� �� , ⊆ � � ��
����� ��� �� ) {� ∈ {*� �}� | ∀� ∈ �� \'! �� ) ��} �� �� ������� ��� ��
���� ���� � �� � \ ' �� ��� /� ) {� ∈ �� | ���!|� ) �|�}� ���� ������

|/�| � �|�|−|�|−|�∩�| �� |/�| ) *�

A ���� �%%�' ���� D#C �
 �� 	�� , ∈ 5���'!# +
 ���� 	�� |/�| ��
�� ���� ���
� �
 �� 
���� �� ��	���' 	�
����
� �����������
� ����
��%%��� ' #

�%		.� A ��� �� ������ �� 
���� �� � ∈ �� ���� �����"� �� �'���
�� 1������� ���!|� ) �|� # +� � "6 �� ����� ��� �������� �� ��� � ∈ ' ∩%
��
 �� �'��� �	��� ��
�� ��� �������� �� ��� � ∈ �' \%!# �� ��
�
�� �� �'��� ��� 
�� 6	� |,| �
� �� 
���� �� �������� �� �� ����
|' | − |' ∩ %| ��� �� 
�� 
	����' ��� ��� ���� �������� �� ��� 6%��	��
�		���
	� �
 �� �'���!# ���� �� � �������
 6���� ��
 �� ���
���
 ��
�� �������
 �%�	 �� �� ���� |' | − |' ∩%| − |,|# -�
	 ��� �'��� �� ���
"�� F� �� 
���� �� �������
� �� �� ���� �|�|−|�|−|�∩�| �
 ��� "6�
����� �� �� � � ∈ ' ∩%# �



�R3 Q:S>?3T9�P :E 9MU3GD9:M ���

�� , � �� �� �� �%
 ���� � �
 �� 1�����
 ���! ) �� � � ��� %������
�����������
9 � �
�� )���� �� �� �� � ∈ {*� �}� ���� �� 	�
����
�
���� � �
� ������' ���!|� ) �|� # H������'

)���� ) {� | ���!|� ) �|� � � ∼ �}	
�)((# 3�5� (�� , ⊆ � � |,| � �

� � ' ⊆ �� ���� ��� ����� ��� ������
���������� ������������� ��� �� ���� G������! ) G������! ) ' �� ��� �����

� ∈ {*� �}� ��� ��������� �� ��������
|���	
	�|
|���	
	�| � �|�|�

+
 ���� �� �
�����
� ���� ���� ����� ���� |%| �� ��' �����# ����
���� ��'� ���� ��� ��� ��	���' 	�
����
� �����������
� �� �
� �� ��

���� �� �������
� �� �� �'��� ���!|� ) �|� ���� 6�
�� �� �� �%%��62
�����' 1��� �� �� 
���� �� �������
� �� �� �'��� ���!|� ) �|� ����
6�
�� ��#

�%		.�

|)�����|
|)�����|

)

∑

�
|)��∪����|

∑

�
|)��∪����|

�

��� �� ��� �
 ���� 	��� �� ��� %������ �����������
� 0 ���� ��%%���
G����0! ) % \ ' #

A ���� ���� �� ��B �� �� �� )��∪���� �� ���� * �� ��� "6� ����
�
� 
�� �%
��
� �
 0 �
� # ∈ {�� �}#

�� ��B �� �� �� )��∪���� 1���� �� 
���� �� �������
� �� �� �'���
�� 1�����
� ���!|� ) �|� �� ��� ���� �� � �� "6� �' �����������
 �
∪0#
���� "6����
 ���� �� �'��� ��
��# 7�� ���� �� ��
� �� ���� �'���
��� 
�� �%
� �
 �����������
� �
 �
� 0 ���
	 �
 �
� 0 �
M�
	 �
�'
�� 	����
 �� 	�
���
�� �
 �� �'���!# ������� �� ��	� �'��� ��� �
�������
 ��
 �� 
���� �� �������
� ��� 
�� �%
� �
 # �
� 0#

-�
	 �� �����������
 �
 �� ��	���' 	�
����
� �
� |,| � �
� � ���� D#F

��%��� ���� ��� 6���� ��	� �����������
 0
 ���� ��%%��� G����0
! ) %\'
���� )��∪����� 
) ∅#

|)�����|
|)�����|

� �|�||)��∪�����|
|)��∪�����|

) �|�|	

�

�')	%)( 3�"� (�� � �� ��� ������� ������������ ���� . ���
� ��  ������
	��
�� �������	 ������� �� ��� ��	�� K�	�
� ��� ��	� � ∈ ��{*� �}�!



��� =� S� 9�DPVD:M� =� :� D:V:?:U

�� , �� ��� ��� �� �
�� ����� ���� ���←�	{���}
�∃� ( � ∼ �� ���! ) ���! |
���!|� ) �|� � � �−�	


� 
�

L���  ���
 � ������ %��� � �
�������' ��	��� �� ���
 ���# H��
���%��	��' � ����� ���� % ) ∅ ������ �� %���	�� � �� ��
�� # A
	�
���� � 	��� �'�%�	 �� ������ ���� . ��%� ��## |�| ) .!# +
 ����

���
� �� ��B �� ( ∈ 5���G�����!! ��� 
�� 6	� �� − 1!. ��� ���
%������ 1 �' ���� D#�# A �%%�' ���� D#C ��� ' ) G�����! �
� , ) ( �
���� D#C ����� ���� �� 
���� �� ��	���' 	�
����
� �����������
� �� ��
���� �|���	�
|−|�| ) ��	�
#

���� D#F �
� ���� D#D ��%�' ���� ��' ��	�� 	�
����
� %������
�����������
 ��' � 6�
�� �� �� ���� �����������
 ���� �� 	�
����
�
���� �%
 ���� �� �� �� �� ��
� ���# ���� D#� ����� ���� �� 
����
�� ��	� 6�
���
� �� �� ��� ��� ��' ��	���' 	�
����
� �����������
 ��
% ) ∅# 0 �'�%�	 �� ������ ��� 
� 	��
	 �� "
� �
 �����������
 ���
 
��� ��	���' 	�
����
� �����������
� ��
	 ��' ��� ��� 1��� 	��
	� �� �
	���	�# -�
	 ��� ��
�� �'��� ��� �� ���� ��� �������
� ��� % ) ∅!� ���
�� �� ���� ��� ��	���' 	�
����
� �����������
� ���� 	�
 � 6�
�� ��
�� �������
 �� �� �'���# ������ �� %���������' �� 	���	� �����������

�� �� ���� �−�	�
 ) �−�	


� 
#

�%		. 	. �')	%)( 3�"� 5�������' D#� ��%��� ���� ����
 . ��%� ��
�� ������ ��� 
�� ��	����	� �
� |�| ) . #

A �%%�' ���� D#C ��� ')G�����! �
� ,)( � ��� (∈5���G�����!!
�� ���� �"
����
 �� � 	��� �'�%�	 �� ������ ���� ��% . # -�
	 � ∈
��{*� �}�! ��� 6���� � ∈ {*� �}� ��	� ���� /� 
) ∅ �/� �� �"
� �
 ��

���� D#C! �
� �� �
1�����' |/�| � �|���	�
|−|�|−|�| �����# ������
�� ���� �|���	�
|−|�|−|�| �����������
� ���� ��%%��� G�����! �� ��	���'
	�
����
�#

��
�←�	{���}


�∃� ( � ∼ �� ���! ) ���! | ���!|� ) �|� �

) ��
�←�	{���}


��−�����!! ∩ )���� 
) ∅ | ���!|� ) �|� �

� ��6
�

|�−�����!!| · ��
�←�	{���}


�� ∈ )���� | ���!|� ) �|� �

L' ���� F#�� �� "��� ��� ��' � ������� ��

��6
�

|�−�����!!| � �|�|��	



�R3 Q:S>?3T9�P :E 9MU3GD9:M ���

�� �� ������ �� �	�
� ���(

��
�←�	{���}


�� ∈ )���� | ���!|� ) �|� � � ��6� |)����|∑
� |)����|

�

��� 0  �� ����� � ��� ��	���' 	���	� �����������
� ���� �� ��%%���
G�����!# L' ���� D#��

��6� |)����|∑
� |)����|

� �|�|
��
� |)����|

�|���	�
|−|�|−|�|��
� |)����| ) ��|�|�|�|−|���	�
|	

0��� ���(

��
�←�	{���}


�∃� ( � ∼ �� ���! ) ���! | ���!|� ) �|� � � ��|�|�|�|−|���	�
|��	

-�
	 ( ∈ 5���G�����!! �� ���� D#� ��%��� |( | � ��−
−�!−�|G�����!|#
�� �����
� �� �� ����� ������� ���� G�����! ) J� �� !� % ) �����!
�
� � � 
 ? �# �

�')	%)( 3�!� ��� ����� 	��
�� �������	  ��� ��������� ���������
������

��
���

�2��K�	�
��	�
! � ��	�
� � �− �−�	

� 
�

����� 2���! ������� ��� ������� ��	� ��  �� ��
�� � �� 3 ��  ������ ��
����	 ���� ���� �� �

�%		.� ���� D#< ��%��� ���� �� �� 
�� � �� %��� �� ����� ���
	��� �'�%�	 �� ������� ���� �� 
�� �� ���%��"	����
 ����#

A "6 �� ����
 �� ��
��� ���� 3 �
� %��� ���� ��� �� ������� ����
�� 3 �
���� �� ��
��� ���� �� �������
 �����(

��
�
�2��K�	�
��	�
! � ��	�
� � �− �−�	


� 
�

�
� �� ����� �������#
A 	�
���� � 	��� �'�%�	 �� ������ ���� . ��%� �
 �� �������

K�	�
��	�
# �� ,� � �� �� �� �%
 ���� �� ���%�� �' ���� ���
�# 7��
���� ��� � "6� ����
 3 �� ������� �� �� ������ ����
 �� "��� . ��%�
�� �� ��� ��� ��� �′ ∈ {*� �}� ��	� ���� ���′!|�� ) ���!|�� ��
 ���� 	��
,�′ ) ,�!# ���� �� �� �� ��� � ∈ {*� �}� ��' � �%��� �
 �� "
��

���� �� 	����� �� 1�����
	 /�� /�� 	 	 	 � /� ��	� ���� ��� ��� � �
� ���
��� �′ ∈ /� �� ����� �� ,�′ �� �� ��� �
� �� ����� �� ���!|�� �� ��
���� �
� ���� �� 
�� ��� ��� ��&�
� 	�����

��
�
�2��K�	�
��	�
! � ��	�
�



��Z =� S� 9�DPVD:M� =� :� D:V:?:U

)

�∑


��

��
�

[
2��K�	�
��	�
! � ��	�
 | � ∈ /


]
��
�
�� ∈ /
�	

L' ����� D#�� ���� . ��%� �� � 	��� �'�%�	 �� ������

��
�
�K�	�
��	�
|� �� �
�����"��� | � ∈ /
� � �− �−�	


� 
�

��� � �� �� 	���
� �����������
 ���� �� ��	���' 	�
����
�# H�
���' ��2
��� <#� ��%��� ����

��
�
�2��K�	�
��	�
! � ��	�
 | � ∈ /
� � �− �−�	


� 
	

�� ����� ������� ���� �� ���� �
1�����'# �

+� ��' � ����' ���"� ���� � �� 
�� �� �� ��	� ���� �� %���	��
� �� �� ��� ��� ��� ����	� �� �� �� � #

������	� §�� �����	�� �� �
�� �����	��� ��

�����	��	���� �������

L������ �� ���� �� ������� �
 �
�����"��� �������� �� 	����' 	�
2

	�� ���� �� ��������
 %���� �'���# �� ��������
 %���� �'��� ��
��� ��� %����
 �� �
�����"������' �� 57H ��������# �� %���� �� �
2
�����"������' �� ������� � �
 �� ��������
 %���� �'��� �� � �1�
	 ��
	������ ��' 	���� �
 ���� �1�
	 �� ���� � 	���� �� � �� � �����
�� �%%��	����
 �� �� ��������
 ��� �� ��� %������ 	�����9 �
� �� ����
	���� �
 �� �1�
	 �� �
 �%�' 	���� �� 	�
�����	���
!# �� ��������

�� ��� 	����� �4� ∨ 4� ∨ · · · ∨ 4�! �
� �4′� ∨ 4′� ∨ · · · ∨ 4′�! ��� 4

′
� ) ¬4� ��

�� 	���� �4� ∨ · · · ∨ 4�−� ∨ 4′� ∨ · · · ∨ 4′�−�!# �� %���� �� 	���� ����� ��
��' �
���� 	���� �� ��� �� �� %���� �� �� ��������
 ��� �� ����
�
	#

�� ��

�
 �� ��' ���� �� ������ ����� ��� 
�� �� �'�%��"	�2
���
 ����! �
 �� �
�����"��� ������� 	����%�
�� �� �� �%�����
 ��#
G���	� �� �� �� �� ����� ���� �������� ���� �� 	���
 ��� �%�����
 #
��� �� ��� ��� ��
 � � ���� ��' ���6 6	%� ����9 �
 �� ��
� � �� ����� ���� *� �� ���� �  �� ����� ���� �# +
 ��' ���
�� ���� �
 �� 	����� �� �
����� ������� �� �����# �� ��

�
 ��� ��
� ���� �� ������ �� �� ��B �� �� �%�����
 �� �
�� ���� �� ������� ��
�
�����"��� ��
 �� �� ������ ������ �
���� �� �� ���� �� �
� ��;�

���� �� ��%� �� �� ��� ��� ��� ������	� �!#

�� �������
 �����
� �� ��� �
��
#



�R3 Q:S>?3T9�P :E 9MU3GD9:M ��N

�%	,	�&�&	
  �"� ��� ������� ��	� �� /0(( �������	  ��� ���� ���
��� ��	
�������� �����! �� ���������� ���	�� �� � ���� ��� ��.�  ��	�
��� �� ������! �� ��� �������� �������� ���������� 
�����

�%		.� L' �
��	���
 �� �� ��B �� �� �� �� �� ��' �� ���� ���� ��
�
�����"��� ������� � ��� �%�����
 �� �� ��B 
 ��
 � ��� ��������

��������
 �� ��B 
# �� ��� �� �
��	���
 �� �� �%����
 �� ���� �
�'
�
 ���6� ��	� ������� ������ 	�
���
 �
 �%�' 	���� ������ �� ��B
�� ��������
 ��������
 �� �# +
��	���
 ��%# 7�� ���� �� �� 
	������'
	�
���
� ��� ���� 5 �
� � ���� �� ��� %��
� 6# �� �
 � �� �%�����
 
������� �
 �� ���6 6� �� ��� 5 	����%�
�� �� �� ���� 
�
� �
 ) �
�
� �� ��� � 	����%�
�� �� �� ���� 
�
� �
 ) *# ��� 	����� ���� ��
����� �
 �� ����	� � �
� 5 	�
���
 �� ������� �
 ���� ��&�
� �� 
�#
�� �����
� ��� ����� �� �
 �%%��	����
 �� �� ��������
 ���! �� ���� ���
	����� ) ���� � ����� �
 �� ���6 6# A 	�
����	� 
� �%�����
 ��(
	�� ���� 5 �
� 6 �
� ��� 	���� ) �� ���6 6# 7�� �  � � 	���	�
�%�����
 �� ��� � ������� ���� �� �����
� ���� �� �
����� ������� �'
����
 � �����
� �� ��� 	�����# 0
� � �%%�' �
��	���
 �'%������ ��
�� ������
 �� ��� 
���� �� ����	� �� �	���� �' �!# �

L
2-����
 �
� A� ����
 �
 �D� �
�����	� �� 
����
 �� ����� �� ��
%����# �� ����� �� � 	���� �� �� 
���� �� ������� �
 ��# �� ����� �� �
57H ������� �� �� ����� �� ��� ����� 	����# �� ����� �� � ��������

%���� �� �� ����� �� ��� ����� 	����#

�')	%)(  �" � �D�� 	�������' F#<!� ��� ��.� ��  �������� ���������� �����
����� �� ��� ���	�� � �� � ���� ��−��� ����� 6 �� ��� 	���	�	 �����
�� ��� ���������� ��������� �� � �� 6 �� ��� ����� �� ��

�� � � � ���
���' ��� �� �!26%�
��# A ����	��� � %��%������
 ����2
��� ���� ��' ���6 �
 �� � # �� ��' ���6 �� �
 �� � ��� � 57H
������� ���� �%
�� �
 �������� ��=�	
� �� �� # A �
�� �� �������
�
 �� ���6 �� �� �� # $�������' �� ����� �� �� �� �� ���� �# �� 	�
2
=�
	���
 �� ��� �������� ���� 	����%�
� �� �� ����	� � � �
�� K#
H�� �
' �����  ⊆ � �� 	�
=�
	���
 �� ��� �������� ���� 	����%�
� ��
�� ����	� �
  � �
�� �� K�#

�')	%)(  �!� (�� ����� ���	�� �� ������ � 	��� 
 ���������� ����
����$ � ��  
���� �����	��� �� ������� �� � ���� ��� ���	�� K|�
�� ���������� �� ��� �� ��� �� ��������  ⊆ � � || � �

� � ��� ���	��



��K =� S� 9�DPVD:M� =� :� D:V:?:U

K�|� �� ��������� ���� �� ���������� ��������� �� K|� �� ����� � ����
		−�
�

� − |�|�
�%		.� A 	�
���� L
2-���
NA� ����
 ����� 7 ���� �� �"
� �

�� 	����� �� ��������
 %���� �� K|�# 7�8! �� �� ��B �� �� ��
����
�� �� ����	�  ��	� ���� 	���� 8 �� � ���
��	 ��%��	����
 �� K�|�
��� ��
� ���� ��' ������'�
 ���� 
�
� �� K�|� ���� �����"� 8!# ��
����� 7 �� ����������( �� 	���� 8 �� � �����
� �� 	����� )� �
�
)�� ��
 7�8! � 7�)�! ? 7�)�!# -�
	 ��� ��' ��  ⊆ � ��	� ����
|| � �

� � ������� K�|� �� �����"���� ��
 �� ����� �� �
 �%�' 	����
�� �� ���� �

� # -�����������' ��%��� ���� ��� 6���� � 	���� ) ��	� ����
�
� � 7�)! � �

� ��� � ���  
�� �# ��  � �� ��
���� �� �� ����	� ��	�

���� K�|� ���
��	���' ��%��� )� �## || ) 7�)! � �
� # -�
	 � �� � ��� �� �!2

���
���' 6%�
�� � ��� Æ�! � �||# Æ�! �� � �� �� �������� ����
��� 6�	��' �
 �		���
	 �
 �� �������� 	����%�
��
 �� �� �� #
��� �� �� ���� ��− 
!|| �������� ���
 ��� ���� �� �
���� ��� ��
���� �
 ���6 �� # ��� �� �� ���� ��−
!||−|�| �
���� �������� �

�� ������� K�|�# 7�� � ���� ���� ���� �� 	���� ) 	�
���
� ��� �
����
��������# -�%%�� ��� 	�
�����	���
 ���� ��� �� � ������� �� ���� ��
�
���� ��� � ���6 � ∈  �
� �� 	���� ) ��� 
�� 	�
���
 �� # 5�
����
�� �� \{�}# +� ���
;� ���
��	���' ��%�' )� ������ ��� 6���� ��	�
�
 ���� 
�
� ���� �����"� ��� �������� ���  \ {�} �
� ���
;� ������' )#
A ��' 	��
  �� ���� �� �� �
 ���� ���� 
�
� �
 ��	� ��' ���� ��
������
 ���� 
�
� �����"� ��� �������� �
  �
� ���
;� ������' )# ��
���� 	�
�����	�� �� ��	� ���� ) �� � ���
��	 ��%��	����
 �� # �

�	%	��#%�  �"� ��� ��.� �� ��� �
������� ���� �� K|� �� � ���� �
��−���

� −|�|−��

�%		.� H������ ���� �� ����� 0#�� ����� 0#� �
� ���%������
 0#�#
�

������	� §�� �������

�)((# ��"�

�# ��� ����� ��� ' ⊆ � ����� �#����  
���������
�# (�� '� ⊆ '�� ���� ��� ����� (� ∈ )4��'�! ����� �#���� (� ∈ )4��'�!

���� ��� (� ⊆ (��

�%		.� �# 0 
2	����� ��' � �����
� �� � ����� �� �� �������
 �� �2
����� C �
 �� �
%�� �'�∅!#



�R3 Q:S>?3T9�P :E 9MU3GD9:M ��J

 �$	%&�'( ��"� 0� ������ C�'� (�!
��! ( () (� ��� ������� ( ��
� ��� ����� �� � !
��! A��� ��� 6���� ( ′ ⊆ � \ ( ��	� ����

* � |( ′| � �

�
� |Æ�( ′! \ �I�(! ∪ '!| � �� ? 
!|( ′|

• ( () ( ∪ ( ′

�F! /���
 ( #

�# �� (� ∈ )4��'�!� ��
 � 	�
  � (� ∈ )4��'�! �� � ����� �� ��
�� ������ C �
 �� �
%�� �'�� (�!# �� 	�
�����
 (� ⊆ (� �� �����"�# �

�)((# ��! � ���!� (�� |' | � 		−�−�
�
� � ���� ��� ����� ��� ( ∈ )4��'! ���

��������� |( | � ��− 
 − �!−�|' | �� ��������

�%		.� ����� �' 	�
�����	���
# �� (�� (�� 	 	 	 � (� � �� �1�
	 	���2
�%�
��
 �� �� 
2	����� ( � )� )

⋃
��
�� (�# �� 2 � �� ��
���� 
��2

�� ��	� ���� �� �
1�����' |)!| � �� − 
 − �!−�|' | �� �����"�� ��

|)!| � ��− 
 − �!−�|' |? �

� � �# ��


|Æ�)!!| � �|)!| � |' |? �
 ? �!|)!|	
L' �
��	���
 �
 � � ���� ���� ���� |Æ�)�! \ ' | � �
 ? �!�|)�|!� �
� ��
	�
�����	�� �� ���� �
1�����' ��� 4 ) 2# +� 4 ) � �� �
1�����' �������
���� |Æ(� \ ' | � �
 ? �!|(�|#

|Æ�)�! \ ' | � |Æ�(� ∪ · · · ∪ (�−�! \ ' |? |Æ�(�! \ �' ∪ I�)�−�!!|
� �
 ? �!��|)�−�|!! ? �
 ? �!|(�|	

�

 ���������

�� [� Q""B� :� 3- ).5&� G� S&## %� ?� �% 4&).,� ���������� �
���	� ��
����
 �	
���

�	�� 	
� ������ �	����	���
� ����������� 9,C >%"'  $&,8) "* �QQ� D1%&,8 %2U %#.8
Y����L� 11� N��\N�O�

�� S� @# B�,"4&'�� 3� @� R&%)'�� @� 3$<.%$� =� 9-)0B)",� � ��
�
��	� ����� !��
��

"�� ��� ��

�
� ���� �" #$%% 	��������� �
 �	���&	!�� "�����	�� ] [� @+-"5�
G .)",� ��� M"� �\�� Y���NL� N�\J��

�� ?� ? 4&,� �
���	� "�
����
� 	
� �������	
��� ��
��	����� ] Q"5/&,.-"%&'. ��
M"� Z Y��OJL� �NJ\�K��

Z� :� !"#$% &'�� �	
���	�� �
���	� ��
����
� �	��� �
 � �	
��� �	���� ] 3# '2
-%",&' Q"##"^+&+5 ", Q"51+-.-&",.# Q"51# 7&-0� M"� ��2��� Y����L�

N� 3� I ,2D.))",� @� _&8$ %)",� '���� ����"� 	�� 
	���� ( ���������
 �	�� �������
] [� @QS ��� M"� � Y����L� �Z�\�K��



��O =� S� 9�DPVD:M� =� :� D:V:?:U

K� D� R""%0� M� ?&,&.#� @� _&8$ %)",� � �	
��� ��	��� 	
� ����� 	�����	���
�� ] I+##�
@5 %� S.-�� D"'� �� Y���KL� Z��\NK��

J� M� M&).,� @� _&8$ %)",� )	��
��� *�+ �	
���
���� ] [� Q"51+- % D0)- 5 D'& ,' )
�� Y���ZL� �Z�\�KJ�

O� 9� S&%","4� ?� `�.,8� ������	���
� �" '�, '��*��� �� �����	
	����� �" )	�� ��
��

���
�� ] 9,C @� I& % � Q� >� !"5 ) Y $)�L �� "%0 .,$ @11#&'.-&",) "* D.-&)6./&#&-0
� )-&,8\D@� ����� ? '-� M"- ) Q"51+-� D'&�� D1%&,8 % Y���KL� 11� ���\��N�

�� !� D� �) &-&,� �
 ��� ������ ��� �" ����*	���
 �
 ��� ����������
	� �	������� ] `.1�
M.+'�,� D 5&,� ?:S9 � Y��KOL� ��Z\�N��

��� M� 3a ,� @� I& % � �-����*� $����������
� �
 '�, ,������ .	��	!�� 	
� ��	���

�����
	���
� ] �� "%0 .,$ @11#&'.-&",) "* D.-&)6./&#&-0 � )-&,8 Y���NL� K�\JN�
��� M� 3 ,� M� D"% ,))",� �
 � ��
��!�� '�,����*��� ] ? '-� M"- ) Q"51+- % D'& ,' �

D1%&,8 % Y����L� N��\N�O�
��� S� @# B�,"4&'�� 3� I ,2D.))",� @� @� G.b/"%"4� @� _&8$ %)",� $������	
���

��
��	���� �
 ����������
	� ����" ������ ���� ] 9,C >%"'  $&,8) "* -� Z�)- @,2
,+.# D051")&+5 ", E"+,$.-&",) "* Q"51+- % D'& ,' � 9333 Q"51+- % D"'& -0�
_.)�&,8-",� =Q� cD@ Y����L� 1� Z��

��� @� c%^+�.%-� )	�� � 	����� "�� /��������
� ] [@QS ��� M"� � Y��OJL� ���\����
�Z� S� =.4&)� !� ?"8 5.,,� =� ?"4 #.,$� � �	���
� �����	� "�� �����������*�
�� ]

Q"55+,&'.-&",) @QS � Y��K�L� ��Z\��J�
�N� S� =.4&)� R� >+-,.5� � �������
� ��������� "�� 0�	
��&�	���
 ������� ] [@QS

� Y��K�L� ���\��N�
�K� S� Q.1.#/"� :� G &,8"#$� D� U.$�.,� @� _&8$ %)",� /	
���
��� ��
������� 	
�

��
��	
�������� �������� � �	
����� ] 9,C >%"'  $&,8) "* -� �Z-� @,,+.# @QS
D051")&+5 ", �� "%0 "* Q"51+-&,8 Y����L� 11� KN�\KKO�

�J� =� 9-)0B)",� %���� !��
� �
 	*��	����	�� ������ ��� �" �
*�����
 �" ������

��� "�
����
 !� ���
��
 !	����	���
� 	���������� ] 9,C >%"'  $&,8) "* 9,- %,.2
-&",.# Q"51+- % D'& ,' D051")&+5 &, G+))&. ? '-+% M"- ) &, Q"51+- % D'& ,' �
D1%&,8 % Y����L 11� ��Z\��N�

�O� G� S&## %� ���������� �
���	� "�
����
 �	
���	�� 	
� ���
��
 !	����	���
� 	����

������� ] c,&4 %)&-0 "* U&%8&,&. Y����L�

���d���e� �� �feg ���� ��D-�> - %)/+%8 = 1.%-5 ,-
"* -� D- B#"4 S.-� 5.-&'.# 9,)-&-+- �
E",-.,B. �J�
D-�> - %)/+%8 �������
G+))&.

���	�� C �������������	�
�	��
������	������
��	���


