
úÁ�ÉÓËÉ ÎÁÕÞÎÙÈÓÅÍÉÎÁÒÏ× ðïíé�ÏÍ 398, 2012 Ç.÷. ó. ëÁ�ÉÔÏÎÏ×, á. ç. ðÒÏÎØËÏ÷ú÷åûåîîùå ðåòåþéóìåîéñ ðìïóëéèòáúâéåîéê ÷ ñýéëå é îåïäîïòïäîáñðñ�é÷åòûéîîáñ íïäåìø1. ÷×ÅÄÅÎÉÅðÌÏÓËÉÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ, ÉÌÉ, ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ, ÔÒÅÈÍÅÒÎÙÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙàÎ-ÇÁ, Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÍ É ×ÁÖÎÙÍ ÏÂßÅËÔÏÍ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÉ, ÉÍÅ-ÀÝÉÍ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ �ÒÉÌÏÖÅÎÉÑ, ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÍÏÎÏÇÒÁÆÉÉ [1, 2℄. ÷ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ �ÌÏÓËÉÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙ-ÍÉ \ÑÝÉËÏÍ" ÒÁÚÍÅÒÁ a×b×, ÞÁÓÔÏ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [3℄)ÉÈ ×ÚÁÉÍÎÏÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÚÁÄÁÞÅ �ÏËÒÙÔÉÑ ÒÏÍÂÁÍÉ ÛÅ-ÓÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ (ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ a, b, , a, b, ), ËÏÔÏÒÁÑ, × Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ,ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ ÚÁÄÁÞÅ ÄÉÍÅÒÏ× ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÅËÓÁÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÒÅÛÅÔËÅ.ðÌÏÓËÉÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ × ÑÝÉËÅ ÉÍÅÀÔ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÅ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉÈ Ó×ÏÊ-ÓÔ×Á, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÔÁËÉÅ ËÁË ÎÁÌÉÞÉÅ �ÒÅÄÅÌØÎÏÇÏ �ÒÏÆÉÌÑ [3, 4℄. óÕÝÅ-ÓÔ×ÕÅÔ ÒÑÄ ÚÁÄÁÞ ÔÅÓÎÏ Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ Ó �ÌÏÓËÉÍÉ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑÍÉ, ÄÌÑ ÒÅÛÅ-ÎÉÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÏÇÕÔ �ÒÉ×ÌÅËÁÔØÓÑ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙÅ ÒÅÛÅÔÏÞÎÙÅ ÍÏÄÅÌÉ[5, 6℄. ëÏÒÒÅÌÑ�ÉÏÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ × ÜÔÉÈ ÍÏÄÅÌÑÈ ÏËÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÉÎÔÅÒÅÓ-ÎÙÍÉ ×ÅÌÉÞÉÎÁÍÉ × ÒÁÍËÁÈ ×Ú×ÅÛÅÎÎÙÈ �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÊ �ÌÏÓËÉÈ ÒÁÚÂÉ-ÅÎÉÊ × ÑÝÉËÅ É ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÈ ÉÍ ÏÂßÅËÔÁÈ.÷ ÒÁÂÏÔÅ [7℄ ÎÁÍÉ ÂÙÌÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÙ �ÌÏÓËÉÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ × ÑÝÉËÅ ×ÔÅÒÍÉÎÁÈ �ÑÔÉ×ÅÒÛÉÎÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÒÅÛÅÔËÅ Ó ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎ-ÎÙÍÉ ÇÒÁÎÉÞÎÙÍÉ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ. äÌÑ ÍÏÄÅÌÉ ÓÏ ×ÓÅÍÉ ×ÅÓÁÍÉ ÒÁ×ÎÙÍÉÅÄÉÎÉ�Å ÎÁÍÉ ÂÙÌÁ ×ÙÞÉÓÌÅÎÁ ÏÄÎÏÔÏÞÅÞÎÁÑ ËÏÒÒÅÌÑ�ÉÏÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑÏ�ÉÓÙ×ÁÀÝÁÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ÎÁ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØ-ÎÏÍ ÒÅÂÒÅ ÒÅÛÅÔËÉ. ÷ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÉ �ÌÏÓËÉÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ËÁËÕËÌÁÄÏË ÒÏÍÂÁÍÉ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ ÜÔÁ ×ÅÌÉÞÉÎÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÞÉÓÌÕÕËÌÁÄÏË Ó ÏÄÎÉÍ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ ÒÏÍÂÏÍ. ÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÅ ÎÁÛÅÊëÌÀÞÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á: ×ÅÒÛÉÎÎÙÅ ÍÏÄÅÌÉ, �ÌÏÓËÉÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ, ÒÅÛÅÔÏÞÎÙÅ ÆÅÒ-ÍÉÏÎÙ, ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔÎÙÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ, q-�ÏÌÉÎÏÍÙ ìÁÇÅÒÒÁ, ËÏÒÒÅÌÑ�ÉÏÎÎÙÅÆÕÎË�ÉÉ.òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ ÞÁÓÔÉÞÎÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅ ÇÒÁÎÔÁ òææé 10-01-00600. ïÄÉÎÉÚ Á×ÔÏÒÏ× (á. ç. ð.) ÔÁËÖÅ ÂÌÁÇÏÄÁÒÉÔ ÆÏÎÄ ÉÍ. áÌÅËÓÁÎÄÒÁ çÕÍÂÏÌØÄÔÁ (çÅÒÍÁ-ÎÉÑ) ÚÁ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÕÀ �ÏÄÄÅÒÖËÕ. 125



126 ÷. ó. ëáðé�ïîï÷, á. ç. ðòïîøëï�ÅÌØÀ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ �ÑÔÉ×ÅÒÛÉÎ-ÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÊ q-×Ú×ÅÛÅÎÎÙÍ �ÌÏÓËÉÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑÍ × ÑÝÉ-ËÅ. 2. ðÑÔÉ×ÅÒÛÉÎÎÁÑ ÍÏÄÅÌØ É �ÌÏÓËÉÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑòÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÑÔÉ×ÅÒÛÉÎÎÕÀ ÍÏÄÅÌØ ÎÁ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÊ ÒÅÛÅÔËÅ ÏÂÒÁ-ÚÏ×ÁÎÎÏÊ N ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÍÉ É M ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÍÉ �ÒÑÍÙÍÉ. ëÏÎ-ÆÉÇÕÒÁ�ÉÉ ÍÏÄÅÌÉ ÂÕÄÅÍ Ï�ÉÓÙ×ÁÔØ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÌÉÎÉÊ É × ËÁÞÅÓÔ×Å�ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ Ï�ÉÓÙ×ÁÀÝÉÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ÎÁ ÒÅÂÒÁÈ ÂÕÄÅÍ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ�ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÔÉ�Á ÚÁ�ÏÌÎÅÎÉÑ, �ÒÉÎÉÍÁÀÝÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ: 0, ÅÓÌÉ ÒÅÂÒÏ�ÕÓÔÏÅ, É 1, ÅÓÌÉ ÒÅÂÒÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÌÉÎÉÀ. ðÕÓÔØ wi;j(�; �;�′; �′) ÏÂÏ-ÚÎÁÞÁÅÔ ÂÏÌØ�ÍÁÎÏ×ÓËÉÊ ×ÅÓ ×ÅÒÛÉÎÙ ÌÅÖÁÝÅÊ ÎÁ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ i-ÏÊÓ×ÅÒÈÕ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏÊ (i = 1; : : : ; N) É j-ÏÊ ÓÌÅ×Á ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÏÊ (j =1; : : : ;M) ÌÉÎÉÊ, Á �, �, �′ É �′ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÚÁ�ÏÌÎÅÎÉÑ �ÒÉ�ÉÓÁÎÎÙÅ ÓÏ-ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÌÅ×ÏÍÕ, ÎÉÖÎÅÍÕ, ×ÅÒÈÎÅÍÕ É �ÒÁ×ÏÍÕ ÒÅÂÒÁÍ ×ÅÒÛÉÎÙ.âÏÌØÍÁÎÏ×ÓËÉÊ ×ÅÓ ÂÕÄÅÔ ×ÙÂÉÒÁÔØÓÑ ÒÁ×ÎÙÍwi;j(�; �;�′; �′) = 




q i+j2 � = � = �′ = �′ = 0;1 � + � = �′ + �′ = 1;0 � = � = �′ = �′ = 1; �+ � 6= �′ + �′; (2.1)ÇÄÅ q ÅÓÔØ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ �ÁÒÁÍÅÔÒ, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÉÖÅ ÂÕÄÅÔ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÅÎ ×ÅÓÏÍ �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÊ �ÌÏÓËÉÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ. óÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÁÑ ÓÕÍÍÁ ÍÏÄÅ-ÌÉ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁËZ = ∑

{�;�} N∏i=1 M∏j=1wi;j(�i;j ; �i+1;j ; �i;j ; �i;j+1); (2.2)ÇÄÅ ÓÕÍÍÁ ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ �Ï ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÍ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÚÁ�ÏÌÎÅÎÉÑ ×ÎÕ-ÔÒÅÎÎÉÈ ÒÅÂÅÒ ÒÅÛÅÔËÉ; �ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ×ÎÅÛÎÉÈ ÒÅÂÅÒ �ÏÄÒÁÚÕÍÅ×ÁÀÔÓÑÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ, ËÁË ÕËÁÚÁÎÏ ÎÉÖÅ.þÔÏÂÙ �ÏËÁÚÁÔØ Ó×ÑÚØ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÊ �ÑÔÉ×ÅÒÛÉÎÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ Ó �ÌÏÓ-ËÉÍÉ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑÍÉ × ÑÝÉËÅ ÒÁÚÍÅÒÁ a× b× , �ÏÌÏÖÉÍN = + b; M = a+ b; (2.3)É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ, ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ�ÏÓÌÅÄÎÉÅ b ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÈ ÒÅÂÅÒ ÌÅ×ÏÊ ÇÒÁÎÉ�Ù É �ÏÓÌÅÄÎÉÅ b ×ÅÒÔÉ-ËÁÌØÎÙÈ ÒÅÂÅÒ ÌÉÎÉÊ ×ÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎÉ�Ù ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÌÉÎÉÉ, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ×ÎÅÛÎÉÅ ÒÅÂÒÁ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÕÓÔÙÍÉ. �ÏÇÄÁ, ËÁË ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ ÉÓ-�ÏÌØÚÕÑ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÁ�ÉÀ �ÌÏÓËÉÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ËÁË ÔÒÅÈÍÅÒÎÙÈ ÄÉÁÇÒÁÍÍ
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òÉÓ. 1. ðÒÉÍÅÒ �ÌÏÓËÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ × ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÊ ÉÎ-ÔÅÒ�ÒÅÔÁ�ÉÉ (ÓÌÅ×Á). öÉÒÎÙÍÉ ÌÉÎÉÑÍÉ ÕËÁÚÁÎÙ ÇÒÁ-ÄÉÅÎÔÎÙÅ ÌÉÎÉÉ ×ÄÏÌØ (xz)-�ÌÏÓËÏÓÔÉ. ëÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÑ�ÑÔÉ×ÅÒÛÉÎÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ Ó ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ ÇÒÁÎÉÞÎÙ-ÍÉ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ (Ó�ÒÁ×Á).àÎÇÁ É ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÇÒÁÄÉÅÎÔÎÙÅ ÌÉÎÉÉ × (xz)-�ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÓÕÝÅÓÔ×Õ-ÅÔ ×ÚÁÉÍÎÏÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ �ÌÏÓËÉÍÉ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑÍÉ ÉËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÑÍÉ �ÑÔÉ×ÅÒÛÉÎÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ, ÓÍ. òÉÓ. 1. îÁ�ÏÍÎÉÍ (ÓÍ.,ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [1, 2℄), ÞÔÏ �ÌÏÓËÉÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÉÍÅÀÔ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ-×ÌÅÎÉÅ × ×ÉÄÅ ÔÁÂÌÉ� �1;1 �1;2 �1;3 : : :�2;1 �2;2 �2;3 : : :�3;1 �3;2 �3;3 : : :... ... ... . . . (2.4)ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ËÏÔÏÒÙÈ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÅÌÙÅ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÕÄÏ×ÌÅ-Ô×ÏÒÑÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÎÅ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ ×ÄÏÌØ ÓÔÏÌÂ�Ï× É ÓÔÒÏË (Ô.Å. �i;j >�i′;j′ ÄÌÑ ×ÓÅÈ i 6 i′ É j 6 j′, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ); ÕÓÌÏ×ÉÅ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÎÁÈÏ-ÄÑÔÓÑ \× ÑÝÉËÅ" ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÒÁÚÍÅÒ ÔÁÂÌÉ� É ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÚÎÁÞÅ-ÎÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÔÁÂÌÉ� ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ ÒÁÚÍÅÒÁÍÉ (Ô.Å. �i;j = 0 �ÒÉ i > aÉ j > b, É ÔÁËÖÅ �i;j 6  �ÒÉ i 6 a É j 6 b). òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÑ ÜÌÅÍÅÎÔÙÔÁÂÌÉ� ËÁË ÚÎÁÞÅÎÉÑ ×ÙÓÏÔ, ÜÔÉ ÔÁÂÌÉ�Ù ÉÍÅÀÔ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÕÀ ÉÎÔÅÒ-�ÒÅÔÁ�ÉÀ ËÁË ÔÒÅÈÍÅÒÎÙÊ ÁÎÁÌÏÇ ÄÉÁÇÒÁÍÍ àÎÇÁ.
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òÉÓ. 2. ÷ÅÒÛÉÎÙ ÛÅÓÔÉ×ÅÒÛÉÎÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ (�ÅÒ×ÙÊÒÑÄ) É �ÌÏÓËÉÅ ÆÒÁÇÍÅÎÔÙ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÔÒÅÈÍÅÒÎÙÈÄÉÁÇÒÁÍÍ àÎÇÁ (×ÔÏÒÏÊ ÒÑÄ). ÷ �ÑÔÉ×ÅÒÛÉÎÎÏÊ ÍÏ-ÄÅÌÉ ×ÅÒÛÉÎÁ ×ÔÏÒÏÇÏ ÔÉ�Á ÉÓËÌÀÞÅÎÁ.üË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ �ÌÏÓËÉÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ × ÑÝÉËÅ É ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÊÎÁÍÉ �ÑÔÉ×ÅÒÛÉÎÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ ÎÁ N×M ÒÅÛÅÔËÅ, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÓÎÏ-×ÁÎÁ ÎÁ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÉ, ÞÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÎÅ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ ×ÄÏÌØ ÓÔÏÌÂ�Ï× × ÔÁ-ÂÌÉ�ÁÈ (2.4) �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÉÒÏ×ÁÔØ ÇÒÁÄÉÅÎÔÎÙÅ ÌÉÎÉÉ × (xz)-�ÌÏÓËÏÓÔÉ ËÁË ÌÉÎÉÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ×ÅÒÛÉÎÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ ÎÁ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÊ ÒÅ-ÛÅÔËÅ, × ÔÏ ×ÒÅÍÑ ËÁË ÕÓÌÏ×ÉÅ ÎÅ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ ×ÄÏÌØ ÓÔÒÏË ÜË×É×ÁÌÅÎÔ-ÎÏ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÀ, ÞÔÏÂÙ ÜÔÉ ÌÉÎÉÉ ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÌÉÓØ; ÂÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÕÅÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÍÏÄÅÌÉ É ÆÒÁÇÍÅÎÔÁÍÉ ÉÚÏ-ÂÒÁÖÅÎÉÑ ÔÒÅÈÍÅÒÎÙÈ ÄÉÁÇÒÁÍÍ àÎÇÁ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÓÍ. òÉÓ. 2.åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ×ÅÌÉÞÉÎÁÍÉ Ó×ÑÚÁÎÎÙÍÉ Ó �ÌÏÓËÉÍÉ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑÍÉÑ×ÌÑÀÔÓÑ ÉÈ �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÑ. âÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÉÈ q-×Ú×ÅÛÅÎÎÙÅ �Å-ÒÅÞÉÓÌÅÎÉÑ, × ËÏÔÏÒÙÈ ËÏÔÏÒÏÍ ËÁÖÄÁÑ ÔÒÅÈÍÅÒÎÁÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ àÎÇÁ� ÂÅÒÅÔÓÑ Ó ×ÅÓÏÍ qV (�), ÇÄÅ V (�) ÅÓÔØ \ÏÂßÅÍ" ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ,V (�) = ∑i;j>0 �ij : (2.5)äÌÑ ÓÌÕÞÁÑ �ÌÏÓËÉÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ × ÑÝÉËÅ q-×Ú×ÅÛÅÎÎÙÅ �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÑÏ�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

Na;b;(q) = ∑�∈
a;b; qV (�); (2.6)ÇÄÅ 
a;b; ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ �ÌÏÓËÉÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ × ÑÝÉËÅ ÒÁÚÍÅÒÁa × b × . ÷ÅÌÉÞÉÎÁ (2.6) ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÕÀ ÓÕÍÍÕ�ÑÔÉ×ÅÒÛÉÎÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ ÎÁ N ×M ÒÅÛÅÔËÅ Ó ×ÅÓÁÍÉ (2.1) É ÆÉËÓÉÒÏ-×ÁÎÎÙÍÉ ÇÒÁÎÉÞÎÙÍÉ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍÉ ×ÙÛÅ (ÓÍ. òÉÓ. 1):
Na;b;(q) = q− a(a++2)4 Z: (2.7)
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òÉÓ. 3. ëÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÉ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ�ÕÓÔÏÊ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ àÎÇÁ (ÓÌÅ×Á) É ÄÉÁ-ÇÒÁÍÍÅ òÉÓ. 1 (Ó�ÒÁ×Á); ÓÔÒÅÌËÏÊ �ÏËÁÚÁÎ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒ-ÎÙÊ ÓÄ×ÉÇ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ×ÄÏÌØ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ.äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á,ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ × ÅÇÏ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ �ÌÏÓËÏÇÏ ÒÁÚÂÉ-ÅÎÉÑ É ÄÌÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÅÍÕ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÉ �ÑÔÉ×ÅÒÛÉÎÎÏÊ ÍÏÄÅ-ÌÉ. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÏÞÅ×ÉÄÎÙÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ �ÌÏÓËÉÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ, ÞÔÏ ÌÀ-ÂÁÑ ÔÒÅÈÍÅÒÎÁÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ àÎÇÁ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÚÁÄÁÎÉÅÍ×ÓÅÈ �ÏÚÉ�ÉÊ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÔÒÅÈ ÔÉ�Ï× ÒÏÍÂÏ× × ÕËÌÁÄËÁÈ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉ-ËÁ; × ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÕÄÏÂÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÎÁÂÏÒ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×, ÞÉÓÌÏ ËÏÔÏ-ÒÙÈ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÏÄÉÎÁËÏ×Ï ÄÌÑ ×ÓÅÈ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÊ (É ÒÁ×ÎÏ a). ÷ÁÖ-ÎÕÀ ÒÏÌØ ÉÇÒÁÅÔ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ �ÕÓÔÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ� = ∅, ÓÍ. ÒÉÓ. 3.ñÓÎÏ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ �ÌÏÓËÉÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ × ÑÝÉËÅ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ�ÏÌÕÞÅÎÙ ÉÚ ÜÔÏÊ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÉ �ÕÔÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÓÄ×ÉÇÏ× Ë×Á-ÄÒÁÔÏ× ×ÄÏÌØ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ; ÞÉÓÌÏ ÔÁËÉÈ ÓÄ×ÉÇÏ× ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ �ÌÏÓËÏ-ÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ � ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ É × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÒÁ×ÎÏ ÅÇÏ\ÏÂßÅÍÕ", V (�). C ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, × �ÑÔÉ×ÅÒÛÉÎÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ ÔÏÌØ-ËÏ ×ÅÓ wi;j(0; 0; 0; 0), ËÏÔÏÒÙÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÅÓÏÍ ×ÅÒÛÉÎÙ �ÅÒ×ÏÇÏ ÔÉ�Á(ÓÍ. òÉÓ. 2) ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ×ÅÒÛÉÎÙ É ÏÔ q (× ÔÏ ×ÒÅÍÑ ËÁËÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ×ÅÓÁ ÒÁ×ÎÙ ÅÄÉÎÉ�Å É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ×ÅÒÛÉÎÙ) É ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀwi+1;j+1(0; 0; 0; 0) = q wi;j(0; 0; 0; 0): (2.8)ðÏ×ÔÏÒÑÑ Ï�ÉÓÁÎÎÙÊ ×ÙÛÅ �ÒÉÅÍ ÓÏ ÓÄ×ÉÇÏÍ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×, �ÏÌÕÞÁÅÍ,ÞÔÏ �ÏÌÎÙÊ ÂÏÌØÍÁÎÏ×ÓËÉÊ ×ÅÓ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÉ �ÑÔÉ×ÅÒÛÉÎÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ



130 ÷. ó. ëáðé�ïîï÷, á. ç. ðòïîøëïÒÁ×ÅÎ qV (�), ÕÍÎÏÖÅÎÎÙÊ ÎÁ ×ÅÓ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ �Õ-ÓÔÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ � = ∅, ËÏÔÏÒÙÊ ÒÁ×ÅÎ qa(a++2)=4. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,ÄÅÌÑ ÎÁ ÜÔÏÔ ÆÁËÔÏÒ ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÕÀ ÓÕÍÍÕ, ÍÙ ÉÍÅÅÍ × ÔÏÞÎÏÓÔÉÞÉÓÌÏ q-×Ú×ÅÛÅÎÎÙÈ �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÊ �ÌÏÓËÉÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ × ÑÝÉËÅ, ÞÔÏ ÉÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÆÏÒÍÕÌÕ (2.7).ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ËÏÒÒÅÌÑ�ÉÏÎÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ, ËÏÔÏÒÁÑ ÂÕÄÅÔ Ñ×-ÌÑÔØÓÑ �ÅÌØÀ ÎÁÛÅÇÏ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ. ëÁË É × ÒÁÂÏÔÅ [7℄, ÄÌÑÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ×ÅÒÛÉÎ ÒÅÛÅÔËÉ × Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ËÏÒÒÅÌÑ�ÉÏÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉÂÕÄÅÍ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÄÅËÁÒÔÏ×Ù ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (m;n), Ó \ÎÁÞÁÌÏÍ ËÏÏÒ-ÄÉÎÁÔ" (1; 1) × ×ÅÒÛÉÎÅ × ÌÅ×ÏÍ ÎÉÖÎÅÍ ÕÇÌÕ ÒÅÛÅÔËÉ, ÔÁË ÞÔÏ ×ÅÒ-ÔÉËÁÌØÎÙÅ ÌÉÎÉÉ ÚÁÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÙ ÞÅÒÅÚ m = 1; : : : ;M ÓÌÅ×Á ÎÁ�ÒÁ×Ï, ÁÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÅ ÌÉÎÉÉ ÞÅÒÅÚ n = 1; : : : ; N ÓÎÉÚÕ ××ÅÒÈ (Á ÎÅ Ó×ÅÒÈÕ×ÎÉÚ, ËÁË ×ÙÛÅ). îÁÓ ÂÕÄÅÔ ÉÎÔÅÒÅÓÏ×ÁÔØ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÏÂÎÁÒÕÖÅÎÉÑËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÉ × ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏÍ ÒÅÂÒÅ ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÍ ×ÅÒ-ÛÉÎÙ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (m;n) É (m+1; n) ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÖÉÒÎÁÑ ÌÉÎÉÑ, Ô.Å.�ÅÒÅÍÅÎÎÁÑ ÚÁ�ÏÌÎÅÎÉÑ ÜÔÏÇÏ ÒÅÂÒÁ ÒÁ×ÎÁ 1:G(m;n) = 1Z ∑

{�;�}�N−n+1;m+1 N∏i=1 M∏j=1wi;j(�i;j ; �i+1;j ; �i;j ; �i;j+1): (2.9)ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÁ�ÉÉ �ÌÏÓËÉÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ËÁË ÕËÌÁÄÏË ÛÅÓÔÉ-ÕÇÏÌØÎÉËÁ ÒÏÍÂÁÍÉ, ÜÔÁ ËÏÒÒÅÌÑ�ÉÏÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÄÁÅÔ �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÑÕËÌÁÄÏË ÒÏÍÂÁÍÉ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó ÏÄÎÉÍ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ ÒÏÍÂÏÍ.3. ï�ÅÒÁÔÏÒÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ É ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔÎÙÅ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑëÁË É × ÒÁÂÏÔÅ [7℄, ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÉÈ ÎÁÓ ×ÅÌÉÞÉÎ × �Ñ-ÔÉ×ÅÒÛÉÎÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ ÎÁ N ×M ÒÅÛÅÔËÅ ÂÕÄÅÔ ÏÓÎÏ×ÁÎÏ ÎÁ �ÒÅÄÓÔÁ-×ÌÅÎÉÉ × ×ÉÄÅ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÈ × �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Å N +M ÆÅÒÍÉÏÎÏ×. �ÁËÉÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÒÅÚÕÌØ-ÔÁÔÏÍ �ÒÏ�ÅÄÕÒÙ \ÆÅÒÍÉÏÎÉÚÁ�ÉÉ", ÏÓÎÏ×ÁÎÎÏÊ ÎÁ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÉêÏÒÄÁÎÁ-÷ÉÇÎÅÒÁ, É ÁÄÁ�ÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ Ë ÓÌÕÞÁÀ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÇÒÁ-ÎÉÞÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ (ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 2 ÒÁÂÏÔÙ [7℄).äÌÑ ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÏÊ ÓÕÍÍÙ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ×ÉÄÅ ÍÁ-ÔÒÉÞÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÏÔ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ M Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ×:Z = 〈LB|T (q1=2)T (q) · · ·T (qM=2)|RT〉: (3.1)



ðìïóëéå òáúâéåîéñ é ðñ�é÷åòûéîîáñ íïäåìø 131óÏÓÔÏÑÎÉÑ 〈LB| É |RT〉 ÕÞÉÔÙ×ÁÀÔ ÇÒÁÎÉÞÎÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÎÁ ÌÅ×ÏÊ É ÎÉÖ-ÎÅÊ, É ÎÁ �ÒÁ×ÏÊ É ×ÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎÉ�ÁÈ ÒÅÛÅÔËÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, É × ÒÁÓ-ÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÍ ÎÁÍÉ ÓÌÕÞÁÅ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ (ÓÍ. òÉÓ. 1) Ñ×ÌÑÀÔÓÑb-ÆÅÒÍÉÏÎÎÙÍÉ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÍÉ
〈LB| = 〈	0; : : : ; 0︸ ︷︷ ︸ ;1; : : : ; 1︸ ︷︷ ︸b ;0; : : : ; 0︸ ︷︷ ︸a+b |;
|RT〉 = |	0; : : : ; 0︸ ︷︷ ︸a+b+ ;1; : : : ; 1︸ ︷︷ ︸b 〉; (3.2)ÇÄÅ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ËÅÔ-×ÅËÔÏÒÙ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ ËÁË

|	�1;:::;�N ;�1;:::;�M 〉 = (f∗1 )�1 · · · (f∗N )�N (f∗N+1)�1 · · · (f∗N+M )�M |
〉; (3.3)É, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÂÒÁ-×ÅËÔÏÒÙ ËÁË
〈	�1;:::;�N ;�1;:::;�M | = 〈
|(fN+M )�M · · · (fN+1)�1 (fN)�N · · · (f1)�1 : (3.4)ï�ÅÒÁÔÏÒÙ f∗j É fj (j = 1; : : : ; N+M) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÍÉ ÆÅÒÍÉ-ÏÎÎÙÍÉ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁÍÉ ÒÏÖÄÅÎÉÑ É ÕÎÉÞÔÏÖÅÎÉÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ×ÁËÕÕÍÁ

|
〉, É 〈
|
〉 = 1. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÓÌÕÞÁÅ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÈÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ (3.2) ÒÁ×ÎÙ ÂÒÁ- É ËÅÔ-×ÅËÔÏÒÁÍ (3.4) É(3.3), ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÇÄÅ �1; : : : ; �N É �1; : : : ; �M �ÒÉÎÉÍÁÀÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ�ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÚÁ�ÏÌÎÅÎÉÑ ×ÎÅÛÎÉÈ ÒÅÂÅÒ ÒÅÛÅÔËÉ ÌÅÖÁÝÉÈ ÎÁ ÌÅ×ÏÊ ÉÎÉÖÎÅÊ (ÄÌÑ 〈LB|) ÉÌÉ ÎÁ �ÒÁ×ÏÊ É ×ÅÒÈÎÅÊ (ÄÌÑ |RT〉) ÇÒÁÎÉ�ÁÈ; ËÁË É×ÙÛÅ, �ÏÄÒÁÚÕÍÅ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÚÁ�ÏÌÎÅÎÉÑ ÎÕÍÅÒÕÀÔÓÑ ÌÉÂÏÓ×ÅÒÈÕ ×ÎÉÚ, ÌÉÂÏ ÓÌÅ×Á ÎÁ�ÒÁ×Ï.ï�ÅÒÁÔÏÒÙ T (z) × (3.1) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÓÔÏÌÂ�ÁÍ ÒÅÛÅÔËÉ É ÉÍÅÀÔ×ÉÄ T (z) = XN(qN=2z)XN−1(q(N−1)=2z) · · ·X1(q1=2z)U (3.5)ÇÄÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒ Xj(z) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ j-ÏÍÕ (Ó×ÅÒÈÕ) ÕÚÌÕ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÏÇÏÒÑÄÁ, É ÉÍÅÅÔ ×ÉÄXj(z) = z + f∗j+1fj + f∗j fj+1 + (1− z)(f∗j fj + f∗j+1fj+1)+ (z − 2)f∗j fjf∗j+1fj+1: (3.6)ï�ÅÒÁÔÏÒ U × (3.5) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏÍ �ÉËÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÓÄ×ÉÇÁ,U = P1;2P2;3 : : : PN+M−1;N+M ; UN+M = 1; (3.7)ÇÄÅ Pj;k Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏÍ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ j-ÇÏ É k-ÇÏ ÆÅÒÍÉÏÎÏ×,ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÊ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍPj;kf∗j Pj;k = f∗k ; Pj;kfjPj;k = fk; Pj;k|
〉 = |
〉; (3.8)



132 ÷. ó. ëáðé�ïîï÷, á. ç. ðòïîøëïÉ ÉÍÅÀÝÉÊ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ:Pj;k = 1− f∗j fj − f∗kfk + f∗j fk + f∗kfj : (3.9)ëÏÒÒÅÌÑ�ÉÏÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ G(m;n), Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ × (2.9), ×ÙÒÁÖÁÅÔ-ÓÑ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (3.1) ÄÌÑ ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÏÊ ÓÕÍÍÙ, × ×ÉÄÅG(m;n) = 1Z 〈LB|T (q1=2) · · ·T (qm=2)f∗N−n+1fN−n+1
× T (q(m+1)=2) · · ·T (qM=2)|RT〉: (3.10)ó�Å�ÉÆÉËÁ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ×ÉÄÁ (3.1) É (3.10) ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ ÔÏÍ, ÞÔÏÏÎÉ, ËÁË �ÏËÁÚÁÎÏ ÎÉÖÅ, ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÔÏÌØËÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ Ñ×ÌÑÀÝÉÅÓÑ ÜËÓ-�ÏÎÅÎÔÁÍÉ ÏÔ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍ �Ï ÆÅÒÍÉÏÎÁÍ; ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎ-ÔÙ ÔÁËÉÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× ×ÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÍÉÎÏÒÙ ÜËÓ�ÏÎÅÎÔ ÍÁÔÒÉ� ÚÁ-ÄÁÀÝÉÅ ÜÔÉ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ÆÏÒÍÙ. ÷ ÜÔÏÍ É ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅ �ÒÉ×Ï-ÄÉÔÓÑ ÍÅÔÏÄ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× (3.1) É (3.10), ËÏÔÏÒÙÊÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÒÉÍÅÎÅÎ É Ë ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÍ ËÏÒÒÅÌÑ�ÉÏÎÎÙÍ ÆÕÎË�ÉÑÍ.äÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ ÎÁÍ �ÏÎÁÄÏÂÑÔÓÑ Ä×Å ÏÓÎÏ×ÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ Ï�Å-ÒÁÔÏÒÏ× Ñ×ÌÑÀÝÉÈÓÑ ÜËÓ�ÏÎÅÎÔÁÍÉ ÏÔ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍ �Ï ÆÅÒÍÉ-ÏÎÁÍ. äÌÑ ÚÁ�ÉÓÉ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ËÏÍ-�ÁËÔÎÕÀ ÆÏÒÍÕ ÚÁ�ÉÓÉ f∗A f = ∑

Ajkf∗j fk; ÇÄÅ A ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ (N +M) × (N + M) ÍÁÔÒÉ�Õ Ó ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ Ajk . ðÅÒ×ÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ Ï�ÉÓÙ-×ÁÅÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ Ä×ÕÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÈ × ×ÉÄÅÜËÓ�ÏÎÅÎÔÙ ÏÔ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍ �Ï ÆÅÒÍÉÏÎÁÍ:ef∗ logA1 f · ef∗ logA2 f = ef∗ log(A1A2) f : (3.11)òÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÑÑ ÜÔÕ ÆÏÒÍÕÌÕ �Ï ÉÎÄÕË�ÉÉ, ÎÅÔÒÕÄÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ×ÙÒÁ-ÖÅÎÉÅ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ×. ÷ÔÏ-ÒÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÁÅÔ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ×Ñ×ÌÑÀÝÉÈÓÑ ÜËÓ�ÏÎÅÎÔÁÍÉ ÏÔ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍ �Ï ÆÅÒÍÉÏÎÁÍ. ÷p-ÞÁÓÔÉÞÎÏÍ ÓÅËÔÏÒÅ ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ exp{f∗ logA f}×ÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ p-ÙÊ ÍÉÎÏÒ ÍÁÔÒÉ�Ù A:
〈
|fip · · · fi2fi1 ef∗ logA f f∗j1f∗j2 · · · f∗jp |
〉= ∣∣∣∣∣∣∣∣

Ai1;j1 Ai1;j2 : : : Ai1;jp
Ai2;j1 Ai2;j2 : : : Ai2;jp: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :
Aip;j1 Aip;j2 : : : Aip;jp∣∣∣∣∣∣∣∣ : (3.12)



ðìïóëéå òáúâéåîéñ é ðñ�é÷åòûéîîáñ íïäåìø 133îÁÉÂÏÌÅÅ �ÒÑÍÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï (3.11) É (3.12) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÄÁÎÏ ×ÒÁÍËÁÈ ÆÏÒÍÁÌÉÚÍÁ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ �Ï ÇÒÁÓÓÍÁÎÎÏ×ÙÍ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÍ(ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [8℄). éÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÆÏÒÍÁÌÉÚÍÁ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ Ó×Å-ÓÔÉ ÏÂÅ ÆÏÒÍÕÌÙ Ë ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÀ ÇÁÕÓÓÏ×ÙÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ×. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,ÆÏÒÍÕÌÁ (3.11) ÓÌÅÄÕÅÔ ÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ, ÞÔÏ ÑÄÒÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ×ÉÄÁexp{f∗ logA f} ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÉÄÅ ÜËÓ�ÏÎÅÎÔÙ ÏÔ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒ-ÍÙ �Ï ÇÒÁÓÓÍÁÎÎÏ×ÙÍ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÍ, Ó ÍÁÔÒÉ�ÅÊ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙÒÁ×ÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Å A; �ÏÓËÏÌØËÕ �ÅÒÅÍÎÏÖÅÎÉÀ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Õ-ÅÔ Ó×ÅÒÔËÁ ÑÄÅÒ, ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ Ó×ÅÒÔËÉ �ÒÉ×ÏÄÉÔ ÉÚ ÌÅ×ÏÊ ÞÁ-ÓÔÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á Ë �ÒÁ×ÏÊ. ÷ Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÆÏÒÍÕÌÁ (3.12) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØÓ×ÅÄÅÎÁ Ë ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÀ ÇÁÕÓÓÏ×ÏÇÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ �Ï p �ÁÒÁÍ ÇÒÁÓÓÍÁÎÎÏ-×ÙÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.ðÒÏÓÔÙÍ �ÒÉÍÅÒÏÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ Ñ×ÌÑÀÝÉÍÓÑ ÜËÓ�ÏÎÅÎÔÏÊ ÏÔ Ë×ÁÄÒÁ-ÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ �Ï ÆÅÒÍÉÏÎÁÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ï�ÅÒÁÔÏÒ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ, ËÏÔÏ-ÒÙÊ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ Pj;j+1 = exp{f∗ logPj;j+1 f}, ÇÄÅ ÍÁÔÒÉ�Á
Pj;j+1 ÒÁÚÍÅÒÁ (N +M)× (N +M) ÉÍÅÅÔ ÂÌÏÞÎÕÀ ÆÏÒÍÕ:

Pj;j+1 = 


I(j−1) 0 11 0 I(M+N−j−1) : (3.13)úÄÅÓØ É ÎÉÖÅ I(k) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÅÄÉÎÉÞÎÕÀ k× k ÍÁÔÒÉ�Õ. ÷ ÓÉÌÕ (3.11)Ï�ÅÒÁÔÏÒ �ÉËÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÓÄ×ÉÇÁ (3.7) ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ U = ef∗ logU f , ÇÄÅ ÍÁ-ÔÒÉ�Á U ÒÁ×ÎÁ:
U = P1;2P2;3 : : :PN+M−1;N+M = ( 1I(N+M−1) ) : (3.14)÷ÁÖÎÕÀ ÒÏÌØ ÄÌÑ �ÒÉÍÅÎÉÍÏÓÔÉ ×ÓÅÇÏ ÍÅÔÏÄÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÏÚÍÏÖ-ÎÏÓÔØ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ (3.6) × ×ÉÄÅ ÜËÓ�ÏÎÅÎÔÙ ÏÔ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞ-ÎÏÊ ÆÏÒÍÙ �Ï ÆÅÒÍÉÏÎÁÍ. ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅXj(z) = z ef∗ logXj(z) f ; (3.15)ÇÄÅ ÍÁÔÒÉ�Á Xj(z) ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ

Xj(z) = 


I(j−1) z−1 z−1z−1 z−1 I(M+N−j−1) : (3.16)



134 ÷. ó. ëáðé�ïîï÷, á. ç. ðòïîøëïïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÏÓËÏÌØËÕ ÍÁÔÒÉ�Á Xj(z) ÉÍÅÅÔ ÎÕÌÅ×ÏÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÅÚÎÁÞÅÎÉÅ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ (3.15) ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ �ÏÎÉÍÁÔØ × ÓÍÙÓÌÅ ÎÅËÏ-ÔÏÒÏÇÏ �ÒÅÄÅÌÁ × ËÌÁÓÓÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× Ñ×ÌÑÀÝÉÈÓÑ ÜËÓ�ÏÎÅÎÔÏÊ ÏÔ Ë×Á-ÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ �Ï ÆÅÒÍÉÏÎÁÍ [7℄.îÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅÍ ÆÏÒÍÕÌ (3.11) É (3.15) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒ-ÍÕÌÁ T (z) = qN(N+1)4 zNef∗ log T (z) f ; (3.17)ÇÄÅ ÍÁÔÒÉ�Á T (z) ÒÁ×ÎÁ
T (z) = XN(qN=2z)XN−1(q(N−1)=2z) · · · X1(q1=2z)U : (3.18)÷ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ �ÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÁÔÒÉ�Ù T (z)ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ×ÙÞÉÓÌÅÎÙ Ñ×ÎÏ; ÂÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÀ �ÏÄÄÁÀÔÓÑ ÍÁ-ÔÒÉÞÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ ÜÔÉÈ ÍÁÔÒÉ�, ÔÁËÉÅ ËÁË ÆÉÇÕÒÉÒÕÀ-ÝÉÅ × ÆÏÒÍÕÌÅ (3.1). ðÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ (3.12) ÄÁÅÔZ = qNM(N+M+2)4 detH (3.19)ÇÄÅ b× b ÍÁÔÒÉ�Á H ÉÍÅÅÔ ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ:Hij = [

T
(q1=2)T (q) · · · T (qM=2)]+i;a+b++j (i; j = 1; : : : ; b): (3.20)þÔÏÂÙ ÏÂÏÂÝÉÔØ ÜÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ ËÏÒÒÅÌÑ�ÉÏÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ(3.10), ×ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅÍf∗j fj = dd� ef∗ log Ej(�) f ∣∣∣∣�=0; (3.21)ÇÄÅ ÍÁÔÒÉ�Á Ej(�) ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ

Ej(�) = 

I(j−1) e� I(N+M−j) : (3.22)÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ �ÏÌÕÞÉÍG(m;n) = qNM(N+M+2)4 Z−1 dd� det [H + (e� − 1)W (m;n)]∣∣∣∣�=0= tr [H−1W (m;n)]; (3.23)



ðìïóëéå òáúâéåîéñ é ðñ�é÷åòûéîîáñ íïäåìø 135ÇÄÅ ÍÁÔÒÉ�ÁH Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ×ÙÛÅ, Á ÍÁÔÒÉ�ÁW (m;n) ÉÍÅÅÔ ÍÁÔÒÉÞÎÙÅÜÌÅÍÅÎÔÙ[W (m;n)℄ij = [
T

(q1=2) · · · T (qm=2)]+i;N−n+1
×

[
T

(q(m+1)=2) · · · T (qM=2)]N−n+1;a+b++j : (3.24)4. íÁÔÒÉÞÎÙÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑòÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÚÁÄÁÞÕ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× �ÒÏÉÚ×ÅÄÅ-ÎÉÊ T -ÍÁÔÒÉ�, ËÏÔÏÒÙÅ ËÏÔÏÒÙÅ ÚÁÄÁÀÔ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ (3.20) É (3.24).îÁÞÎÅÍ Ó ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÁÔÒÉ�Ù T (z), Ï�ÒÅÄÅ-ÌÑÅÍÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (3.18). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÕÀ ÍÁÔÒÉ�Õ
T (z1; : : : ; zN ) := XN(z−1N )

XN−1(z−1N−1) · · · X1(z−11 )
U ; (4.1)ËÏÔÏÒÁÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ÔÁË, ÞÔÏ T (z) = T (z1; : : : ; zN ) �ÒÉ zj = q−j=2z−1(j = 1; : : : ; N). úÁÍÅÞÁÑ, ÞÔÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ X -ÍÁÔÒÉ� × ÆÏÒÍÕÌÅ (4.1)ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ ÉÎÄÕË�ÉÀ �Ï ÞÉÓÌÕ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ, ÎÅÔÒÕÄÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ, ÞÔÏÍÁÔÒÉ�Á T (z1; : : : ; zN) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁ�ÉÓÁÎÁ ËÁË ÍÁÔÒÉ�Á Ó ÂÌÏÞÎÏÊÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ

T (z1; : : : ; zN) = (A(z1; : : : ; zN) B(z1; : : : ; zN)C(z1; : : : ; zN ) D(z1; : : : ; zN)) ; (4.2)ÇÄÅ A(z1; : : : ; zN ) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ N × N ÎÉÖÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ, Õ ËÏ-ÔÏÒÏÊ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÒÁ×ÎÙ[A(z1; : : : ; zN)℄ij = i∏l=j zl; (4.3)Á B(z1; : : : ; zN ) É C(z1; : : : ; zN ) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÍÉ ÍÁÔÒÉ�ÁÍÉ,ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ N ×M É M ×N , ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, �ÒÉÞÅÍ Õ B(z1; : : : ; zN )ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ �ÏÓÌÅÄÎÉÊ ÓÔÏÌÂÅ�, Ó ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ[B(z1; : : : ; zN)℄iM = i∏l=1 zl (i = 1; : : : ; N); (4.4)Á Õ C(z1; : : : ; zN ) | ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÔÏÌØËÏ �ÅÒ×ÁÑ ÓÔÒÏËÁ, Ó ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ[C(z1; : : : ; zN )℄1j = N∏l=j zl (j = 1; : : : ; N): (4.5)



136 ÷. ó. ëáðé�ïîï÷, á. ç. ðòïîøëïîÁËÏÎÅ�, D(z1; : : : ; zN ) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ M ×M ÍÁÔÒÉ�ÅÊ:D(z1; : : : ; zN ) = ( ∏Nl=1 zlI(M−1) ) : (4.6)ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ A(z), B(z), C(z), D(z) ÂÌÏËÉ ÍÁÔÒÉ�Ù T (z), �ÏÁÎÁÌÏÇÉÉ Ó ÆÏÒÍÕÌÏÊ (4.2). ðÏÌÁÇÁÑ × ÆÏÒÍÕÌÁÈ ×ÙÛÅ zj = q−j=2z−1(j = 1; : : : ; N) �ÒÉÈÏÄÉÍ Ë ×ÙÒÁÖÅÎÉÑÍ ÄÌÑ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÜÔÉÈÍÁÔÒÉ�. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ ÍÁÔÒÉ�Ù A(z) �ÏÌÕÞÉÍ[A(z)℄ij = {q− i(i+1)4 + j(j−1)4 z−i+j−1 i > j0 i < j (i; j = 1; : : : ; N): (4.7)îÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÅ ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÍÁÔÒÉ�, ËÁË ÌÅÇËÏ ×É-ÄÅÔØ, ×ÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ �ÅÒ×ÏÇÏ ÓÔÏÌÂ�Á É �Ï-ÓÌÅÄÎÅÊ ÓÔÒÏËÉ ÍÁÔÒÉ�Ù A(z):[B(z)℄ij = [A(z)℄i1 ÆjM (i = 1; : : : ; N ; j = 1; : : : ;M);[C(z)℄ij = [A(z)℄Nj Æi1 (i = 1; : : : ;M ; j = 1; : : : ; N);[D(z)℄ij = Æi;j+1 + [A(z)℄N1Æi1ÆjM (i; j = 1; : : : ;M): (4.8)òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅ�ÅÒØ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ T -ÍÁÔÒÉ�. ÷ ÓÉÌÕ ÂÌÏÞÎÏÊ ÓÔÒÕË-ÔÕÒÙ ÍÁÔÒÉ�Ù T (z) ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÓËÁÔØ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ ÄÌÑ ÜÔÉÈ �ÒÏÉÚ×Å-ÄÅÎÉÊ ÔÁËÖÅ × ×ÉÄÅ ÂÌÏÞÎÙÈ ÍÁÔÒÉ�:
T (z1)T (z2) · · · T (zm) =: (Am(z1; : : : ; zm) Bm(z1; : : : ; zm)Cm(z1; : : : ; zm) Dm(z1; : : : ; zm)) (4.9)É ÎÉÖÅ ÍÙ ÏÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ÔÏÌØËÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ m 6 M . îÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎ-ÎÏÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ N ×N ÍÁÔÒÉ�Ù Am(z1; : : : ; zm) ÅÓÔØ�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ A-ÍÁÔÒÉ�:Am(z1; : : : ; zm) = A(z1)A(z2) · · ·A(zm): (4.10)íÁÔÒÉ�Ù Bm(z1; : : : ; zm), ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ N ×M , ÉÍÅÀÔ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ �Ï-ÓÌÅÄÎÉÅ m ÓÔÏÌÂ�Ï×:

[Bm(z1; : : : ; zm)]ij = [A(z1)]i1Æj;M−m+1+[A(z1)A(z2)]i1Æj;M−m+2+· · ·+ [A(z1)A(z2) · · ·A(zm)]i1ÆjM : (4.11)



ðìïóëéå òáúâéåîéñ é ðñ�é÷åòûéîîáñ íïäåìø 137íÁÔÒÉ�Ù Cm(z1; : : : ; zm), ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ M ×N , ÉÍÅÀÔ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ �ÅÒ-×ÙÅ m ÓÔÒÏË:
[Cm(z1; : : : ; zm)]ij = [A(z1)A(z2) · · ·A(zm)]Nj Æi1 + · · ·+ [A(z1)A(z2)]Nj Æi;m−1 + [A(z1)]Nj Æim: (4.12)îÁËÏÎÅ�, M ×M ÍÁÔÒÉ�Á Dm(z1; : : : ; zm) ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ:Dm(z1; : : : ; zm) = ( Sm(z1; : : : ; zm)I(M−m) ) ; (4.13)ÇÄÅ ÍÁÔÒÉ�Á Sm(z1; : : : ; zm), ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ m×m, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÅÒÈÎÅÔÒÅ-ÕÇÏÌØÎÏÊ, Ó ÍÁÔÒÉÞÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ:[Sm(z1; : : : ; zm)℄ij = [A(zi) · · ·A(zj)℄N1: (4.14)�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÚÁÄÁÞÁ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× �ÒÏÉÚ-×ÅÄÅÎÉÊ T -ÍÁÔÒÉ� Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÚÁÄÁÞÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎ-ÔÏ× �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ A-ÍÁÔÒÉ�. ðÏÌÅÚÎÏ ÔÁËÖÅ ÏÔÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÍÁÔÒÉ-�Ù × ÎÁÂÏÒÅ Bm(z1; : : : ; zm) (m = 1; : : : ;M) �ÏÒÏÖÄÁÀÔÓÑ ÍÁÔÒÉ�ÅÊBM (z1; : : : ; zM ), �ÏÓËÏÌØËÕ ×ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù ÜÔÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÍÏ-ÇÕÔ ÂÙÔØ �ÏÌÕÞÅÎÙ ÉÚ ÜÔÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù ÓÄ×ÉÇÏÍ ÅÅ ÓÔÏÌÂ�Ï× ×�ÒÁ×Ï. üÔÏÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ ÄÌÑ ÅÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× (ËÏÔÏÒÙÅ ×ÓÅ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ),[BM (z1; : : : ; zM )℄ij = [A(z1)A(z2) · · ·A(zj)]i1; (4.15)É ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ×ÙÒÁÖÅÎÏ ÆÏÒÍÕÌÏÊ:[Bm(z1; : : : ; zm)℄ij = [BM (z1; : : : ; zM )℄i;j−M+m: (4.16)áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ×ÅÓØ ÎÁÂÏÒ ÍÁÔÒÉ� Cm(z1; : : : ; zm) (m = 1; : : : ;M) ÍÏÖÅÔÂÙÔØ �ÏÌÕÞÅÎ ÉÚ ÍÁÔÒÉ�Ù CM (z1; : : : ; zM ), ÞØÉÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÊ ÒÁ×-ÎÙ [CM (z1; : : : ; zM )℄ij = [A(z1)A(z2) · · ·A(zM−i+1)]Nj ; (4.17)�ÒÉ ÓÄ×ÉÇÅ ÅÅ ÓÔÒÏË ××ÅÒÈ.þÔÏÂÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÚÁÄÁÞÕ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× �ÒÏ-ÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ A-ÍÁÔÒÉ� �ÏÌÅÚÎÏ �ÅÒÅ�ÉÓÁÔØ ÍÁÔÒÉ�Õ A(z) ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÍÁ-ÔÒÉ� ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ. ÷×ÅÄÅÍ ÍÁÔÒÉ�Ù E, ÎÉÖ-ÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÕÀ, É J , ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÕÀ, Ó ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉEij = Æi;j+1; Jij = i Æij (i; j = 1; : : : ; N): (4.18)íÁÔÒÉ�Á E ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÎÁ, EN = 0, É (Ek)ij = Æi−j;k (k = 1; : : : ; N −1).éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ËÏÍÍÕÔÁ�ÉÏÎÎÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ:qJEq−J = q E: (4.19)



138 ÷. ó. ëáðé�ïîï÷, á. ç. ðòïîøëïäÌÑ ÍÁÔÒÉ�Ù A(z), ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÊ ÄÁÀÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ(4.7), ÉÍÅÅÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ:A(z) = q− 14J(J+1)z−(J+1)(I − E)−1q 14J(J−1)zJ : (4.20)âÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ A(q1=2z) · · ·A(qm=2z), ÞÔÏ ÄÏ-ÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ×ÙÒÁÖÅÎÉÊ (3.20) É (3.24). îÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÁÑ�ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁ (4.20) ÄÌÑ ÉÓËÏÍÏÇÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÄÁÅÔA(q1=2z) · · ·A(qm=2z) = q−m(m+1)4 z−mq− 14J(J+3)z−J
× (I − E)−1q−J(I − E)−1q−J · · · (I − E)−1q 14J(J+2m−1)zJ : (4.21)éÓ�ÏÌØÚÕÑ ËÏÍÍÕÔÁ�ÉÏÎÎÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (4.19), ÜÔÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÍÏÖÅÔÂÙÔØ �ÅÒÅ�ÉÓÁÎÏ × ×ÉÄÅ:A(q1=2z) · · ·A(qm=2z) = q−m(m+1)4 z−mq− 14J(J+4m−1)z−J
× (I − qm−1E)−1 · · · (I − qE)−1(I − E)−1q 14J(J+2m−1)zJ : (4.22)äÁÌØÎÅÊÛÅÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÏÓÎÏ×ÁÎÏ ÎÁ ÆÏÒÍÕÌÅm−1∏l=0 1(I − qlx) = ∞∑k=0 [ m− 1 + kk ]qxk ; (4.23)ÇÄÅ ÎÁÍÉ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ ÄÌÑ q-ÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ×:

[ nk ]q = k−1∏l=0 1− qn−l1− ql+1 = (q; q)n(q; q)k(q; q)n−k ; (4.24)ÇÄÅ (x; q)k := k−1∏l=0(1− qlx): (4.25)ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÔØ (4.23) ÌÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÑÔÓÑ Ó �ÏÍÏÝØÀ q-ÁÎÁÌÏÇÁ ÆÏÒÍÕ-ÌÙ ðÁÓËÁÌÑ [ nk ]q = qn−k[ n− 1k − 1 ]q + [ n− 1k ]q : (4.26)



ðìïóëéå òáúâéåîéñ é ðñ�é÷åòûéîîáñ íïäåìø 139÷ ÉÔÏÇÅ, ÄÌÑ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÓËÏÍÏÇÏ ÍÁÔÒÉÞÎÏÇÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅ-ÎÉÑ �ÏÌÕÞÉÍ
[A(q1=2z) · · ·A(qm=2z)]ij= q− 12 (m+12 )− 12 (i2)−mi+ 12 (i2)+ 12mj[ m− 1 + i− ji− j ]qz−i+j−m: (4.27)÷ ËÁÞÅÓÔ×Å �ÒÉÍÅÒÁ �ÒÉÌÏÖÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ, ×ÙÞÉÓÌÉÍ ÜÌÅÍÅÎ-ÔÙ ÍÁÔÒÉ�Ù BM := BM(q1=2; : : : ; qM=2), ËÏÔÏÒÙÅ ÚÁÄÁÀÔ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÁ-ÔÒÉ�Ù H Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ × (3.20) (ÎÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ b +  = N), Hij =(BM )+i;a+j (i; j = 1; : : : ; b). éÓ�ÏÌØÚÕÑ (4.15) É (4.27), �ÏÌÕÞÉÍ(BM )ij = [A(q1=2)A(q) · · ·A(qj=2)]i1= q− 12 (i2)− 12 (j2)−ij[ i+ j − 2i− 1 ]q : (4.28)áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÄÌÑ ÍÁÔÒÉ�Ù W (m;n) Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ × (3.24), × ÎÁÛÉÈÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÉÍÅÅÍ:[W (m;n)℄ij = [Am(q1=2; : : : ; qm=2)]+i;N−n+1

×
[BM−m(q(m+1)=2; : : : ; qM=2)]N−n+1;a+j ; (4.29)ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, × ÓÉÌÕ (4.11), ÞÔÏ �ÒÉ m > a ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÜÔÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÙÏÔÌÉÞÎÙ ÏÔ ÎÕÌÑ ÔÏÌØËÏ ÎÁ ÓÔÏÌÂ�ÁÈ j = m− a+1; : : : ; b. ðÒÉÍÅÎÅÎÉÅ(4.10), (4.15) É (4.16) ÄÌÑ ÜÔÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÄÁÅÔ:[W (m;n)℄ij = [A(q1=2) · · ·A(qm=2)]+i;N−n+1
×

[A(q(m+1)=2) · · ·A(q(a+j)=2)]N−n+1;1: (4.30)îÁËÏÎÅ�, �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅ (4.27) �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë Ñ×ÎÏÍÕ ×ÙÒÁÖÅÎÉÀ ÄÌÑ ÜÌÅ-ÍÅÎÔÏ× ÜÔÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù, ËÏÔÏÒÏÅ ÂÕÄÅÔ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÏ ÎÉÖÅ.5. óÔÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÓÕÍÍÁ É ÏÄÎÏÔÏÞÅÞÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ÷ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÊ (3.19) É(3.23) ÄÌÑ ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÏÊ ÓÕÍÍÙ É ÏÄÎÏÔÏÞÅÞÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ, ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÅÎÎÏ, ÏÓÎÏ×Ù×ÁÑÓØ ÎÁ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÈ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÒÁÚÄÅÌÁ.îÁÞÎÅÍ Ó ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÏÊ ÓÕÍÍÙ, ÄÌÑ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÅÏÂÈÏ-ÄÉÍÏ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ b×b ÍÁÔÒÉ�ÙH . óÏÇÌÁÓÎÏ (3.20), (4.24)



140 ÷. ó. ëáðé�ïîï÷, á. ç. ðòïîøëïÉ (4.28) ÄÌÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÜÔÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù ÉÍÅÅÍ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅHij = (BM )+i;a+j= q− 12 (+i2 )− 12 (a+i2 )−(+i)(a+j) (q; q)a++i+j−2(q; q)+i−1(q; q)a+j−1 : (5.1)íÁÔÒÉ�Á H ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ ÆÁËÔÏÒÉÚÁ�ÉÀH = q Y −1 H̃ Y −1a ; (5.2)ÇÄÅ Yp (ÚÄÅÓØ É ×ÓÀÄÕ ÎÉÖÅ p ∈ Z>0) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÕÀ ÍÁÔÒÉ-�Õ Ó ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ (Yp)ij = q− 12 (p+i2 )+p+i(q; q)p+i−1Æij ; (5.3)Á H̃ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÁÎËÅÌÅ×ÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ,H̃ij = q−(a++i+j−12 )(q; q)a++i+j−2: (5.4)÷ ÓÉÌÕ ÆÁËÔÏÒÉÚÁ�ÉÉ ÍÁÔÒÉ�Ù H , ÉÍÅÅÍdetH = q−b(a++b) b−1∏k=0 q 12 (a+k+12 )+ 12 (+k+12 )(q; q)a+k(q; q)+k det H̃: (5.5)�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÚÁÄÁÞÁ Ó×ÏÄÉÔØÓÑ Ë ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÀ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ ÇÁÎËÅ-ÌÅ×ÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù. îÉÖÅ ÂÕÄÅÍ �ÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ 0 < q < 1, ÏÄÎÁËÏ ÏÔÍÅÔÉÍ,ÞÔÏ × ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÙÈ ÏÔ×ÅÔÁÈ ÜÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓÎÑÔÏ.÷ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ ÍÁÔÒÉ�Ù H̃ , Á ÔÁËÖÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÏÂÒÁÔÎÏÊÍÁÔÒÉ�Ù ÎÉÖÅ, ÏÓÎÏ×ÁÎÏ ÎÁ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÉH̃ij = 1(− log q) ∞∫0 xa++i+j−2(−x; q)∞ dx: (5.6)üÔÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ Ó×ÑÚÁÔØ ÇÁÎËÅÌÅ×Õ ÍÁÔÒÉ�Õ H̃ Ó ÁÎÓÁÍ-ÂÌÅÍ q-�ÏÌÉÎÏÍÏ× ìÁÇÅÒÒÁ {L(p)k (x; q)}∞k=0 �ÒÉ p = a + , ÕÓÌÏ×ÉÅ ÏÒ-ÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÄÌÑ p �ÅÌÙÈ É ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØÚÁ�ÉÓÁÎÏ × ×ÉÄÅ1(− log q) ∞∫0 xp(−x; q)∞L(p)k (x; q)L(p)k′ (x; q) dx = hkÆk;k′ ; (5.7)ÇÄÅ hk = q−k−(p+12 ) (q; q)k+p(q; q)k ; (5.8)



ðìïóëéå òáúâéåîéñ é ðñ�é÷åòûéîîáñ íïäåìø 141É ËÏÔÏÒÙÅ ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [9℄):L(p)k (x; q) = (qp+1; q)k(q; q)k k∑l=0 (q−k; q)l(qp+1; q)l(q; q)l ql(k+p+1)+(l2) xl: (5.9)ðÏÄÒÏÂÎÏÅ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÅ Ó×ÏÊÓÔ× q-�ÏÌÉÎÏÍÏ× ìÁÇÅÒÒÁ ÂÙÌÏ ÄÁÎÏ × [10℄,ÕÓÌÏ×ÉÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ (5.7) ÏÂÓÕÖÄÁÌÏÓØ ÔÁËÖÅ × [11, 12℄.ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÇÁÎËÅÌÅ×ÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ,[13℄) �Ï ÈÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅdet H̃ = b−1∏k=0 hk�2k ; (5.10)ÇÄÅ �k Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÔÁÒÛÉÍ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ �ÏÌÉÎÏÍÁ L(a+)k (x; q); ÉÚ(5.9) ÓÌÅÄÕÅÔ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ�k = qk(k+a+)(q; q)k · (−1)k: (5.11)ðÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁ (5.8) É (5.11) × (5.10) ÄÁÅÔdet H̃ = b−1∏k=0 q−(2k+a++12 )(q; q)k(q; q)k+a+ : (5.12)÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ, �ÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ (5.12) É (5.5) × (3.19), ÄÌÑ ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÏÊÓÕÍÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ:Z = q 14a(a++2) b−1∏k=0 (q; q)k(q; q)k+a+(q; q)+k(q; q)a+k : (5.13)éÓ�ÏÌØÚÕÑ (2.7), ÄÌÑ q-×Ú×ÅÛÅÎÎÙÈ �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÉ �ÌÏÓËÉÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ�ÏÌÕÞÉÍ
Na;b;(q) = b−1∏k=0 (q; q)k(q; q)k+a+(q; q)+k(q; q)a+k= a∏i=1 b∏j=1 ∏k=1 1− qi+j+k−11− qi+j+k−2 ; (5.14)ÇÄÅ ×ÔÏÒÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÅÓÔØ ÚÎÁÍÅÎÉÔÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ íÁËíÁÈÏÎÁ [2, 14℄.ïÂÓÕÄÉÍ ÚÁÄÁÞÕ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉ�Ù H , ÞÔÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÄÌÑ ×ÙÞÉ-ÓÌÅÎÉÑ ËÏÒÒÅÌÑ�ÉÏÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ G(m;n) �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ (3.23). ÷ÁÖÎÕÀ



142 ÷. ó. ëáðé�ïîï÷, á. ç. ðòïîøëïÒÏÌØ × ÒÅÛÅÎÉÉ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÉÇÒÁÅÔ ÑÄÒÏ ëÒÉÓÔÏÆÆÅÌÑ{äÁÒÂÕKb(x; y)ÄÌÑ q-�ÏÌÉÎÏÍÏ× ìÁÇÅÒÒÁKb(x; y) = b−1∑k=0 1hkL(a+)k (x; q)L(a+)k (y; q): (5.15)óÏÇÌÁÓÎÏ ÏÂÝÅÊ ÓÈÅÍÅ [13℄, ÜÔÁ ÆÕÎË�ÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÉÚ×ÏÄÑÝÅÊ ÆÕÎË-�ÉÅÊ ÄÌÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× b× b ÍÁÔÒÉ�Ù H̃−1:Kb(x; y) = b∑i;j=1 H̃−1ij xi−1yj−1: (5.16)�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ (5.9) ÎÅÔÒÕÄÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ Ñ×ÎÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅÄÌÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÁÔÒÉ�Ù H̃−1. ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ, �ÏÓÌÅ ÕÞÅÔÁ (5.2) É (5.3),�ÏÌÕÞÉÍ:H−1ij = q 12 (a+i2 )+(i−1)(+1)+ 12 (+j2 )+(j−1)(a+1)+(a+1)(+1)
×

(q; q)a+i−1(q; q)+j−1(q; q)a+(qa++1; q)i−1(q; q)i−1(qa++1; q)j−1(q; q)j−1
×

b−1∑k=max{i;j}−1 (qa++1; q)k(q−k ; q)i−1(q−k; q)j−1(q; q)k qk(i+j−1): (5.17)îÁËÏÎÅ�, ÄÌÑ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÑ (3.23) ÎÁÍ �ÏÎÁÄÏÂÑÔÓÑ ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ÜÌÅ-ÍÅÎÔÙ ÍÁÔÒÉ�ÙW (m;n). ïÂÓÕÖÄÅÎÉÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÜÔÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÂÙ-ÌÏ ÄÁÎÏ × ËÏÎ�Å �ÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÒÁÚÄÅÌÁ. ñ×ÎÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ:[W (m;n)℄ij = q− 12 (+i2 )−m(i+n−b−1)− 12 (a+j2 )−(a+j)(N−n+1)
×

[ i+ n− b+m− 2i+ n− b− 1 ]q[ j + a+N − n−m− 1j + a−m− 1 ]q : (5.18)÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ, �ÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ (5.17) É (5.18) × (3.23), É ×ÙÒÁÖÁÑ ÓÕÍÍÉ-ÒÏ×ÁÎÉÑ �Ï i; j = 1; : : : ; b × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÏÂÒÙ×ÁÀÝÉÈÓÑ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ÒÑÄÏ×,



ðìïóëéå òáúâéåîéñ é ðñ�é÷åòûéîîáñ íïäåìø 143ÄÌÑ ÏÄÎÏÔÏÞÅÞÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ G(m;n) �ÏÌÕÞÉÍ ÆÏÒÍÕÌÕ:G(m;n) = b−1∑k=max{0;m−a;b−n} q(k+n−b)(k+a−m+1) (q; q)a+k(q; q)+k(q; q)k(q; q)a++k
×

[ a+ b+ + k − n−ma+ k −m ]q[ k + n+m− b− 1k + n− b ]q
× 3�2( q−k; q−k−a+m; q−k−a−q−a−b−−k+m+n; q−k−a ∣∣∣∣q; q)

× 3�2( q−k; q−k−n+b; q−k−a−q−k−n−m+b+1; q−k− ∣∣∣∣q; q); (5.19)ÇÄÅ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ ÄÌÑ ÂÁÚÉÓÎÏÇÏ ÇÉ�ÅÒÇÅÏÍÅ-ÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÒÑÄÁ3�2( a; b; d; e ∣∣∣∣q; z) = ∞∑k=0 (a; q)k(b; q)k(; q)k(d; q)k(e; q)k zk(q; q)k : (5.20)ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ1. G. E. Andrews, The Theory of Partitions. | Addison-Wesley Publishing, 1976.2. D. M. Bressoud, Proofs and Con�rmations: The Story of the Alternating SignMatrix Conjeture. | Cambridge Univ. Press, Cambridge, 1999.3. H. Cohn, M. Larsen, J. Propp, The shape of a typial boxed plane partition. | NewYork J. Math. 4 (1998), 137{165.4. Al. Borodin, V. Gorin, E. M. Rains, q-Distributions on boxed plane partitions. |Seleta Math. (N. S.) 16 (2010), 731{789.5. N. M. Bogoliubov, Boxed plane partitions as an exatly solvable boson model. | J.Phys. A 38 (2005), 9415{9430.6. î. í. âÏÇÏÌÀÂÏ×, þÅÔÙÒÅÈ×ÅÒÛÉÎÎÁÑ ÍÏÄÅÌØ É ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ÕËÌÁÄËÉ. | �ÅÏÒ.ÍÁÔ. ÆÉÚ. 155 (2008), No. 1, 25{38.7. ÷. ó. ëÁ�ÉÔÏÎÏ×, á. ç. ðÒÏÎØËÏ, ðÑÔÉ×ÅÒÛÉÎÎÁÑ ÍÏÄÅÌØ É �ÌÏÓËÉÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ× ÑÝÉËÅ. | úÁ�. ÎÁÕÞÎ. ÓÅÍÉÎ. ðïíé 360 (2008), 162{179.8. æ. á. âÅÒÅÚÉÎ, íÅÔÏÄ ×ÔÏÒÉÞÎÏÇÏ Ë×ÁÎÔÏ×ÁÎÉÑ, | 2-ÏÅ ÉÚÄ. (ÄÏ�.), îÁÕËÁ,í., 1986.9. R. Koekoek, P. A. Lesky, R. F. Swarttouw, Hypergeometri Orthogonal Polynomialsand Their q-Analogues. Springer Monographs in Mathematis. | Springer-Verlag,Berlin, 2010.10. D. S. Moak, The q-analogue of the Laguerre polynomials. | J. Math. Anal. Appl.81 (1981), 20{47.11. R. Koekoek, Generalizations of a q-analogue of Laguerre polynomials. | J. Approx.Theory 69 (1992), 55{83.
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