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&� ��'( � )�*�+, �'�+�	���-� �� ��� ��� 	 �
�� � ���������
��	�� �������������� ������ � 	����������	�� ��	�� �����! 	���
�� �	�"���� ���	��#�� ����� 	 ���� �����$��� %�������� &�� '���
������ �����(���� ��������� � ����	����!� )	�)���) ����"�( � �
������������ ��� � � � � ��* ����!	��#�� +���!�, %������ ���#���) ���
�� - ��� ����������$�! � ��� 	��#����$�! � .���	�) ������ ��)
����(�� � � ������� ������! ���"�������� ���	����� ��) ����"�
(� �* 	������#�� ��������$�!� �������� �� +�	����� ������! ���
��"����,* ����� /����������!�0 ����! � ���%������ �� 1�� ���!�*
��������$��) ������ ����%���� �	��������!� �����

� �→ A+�, 2 A� 3 �A� 3 ��A�� +���,

��� ������ �� �������� 	��$�� ���%�!� ��� � �������������* ��� � �
	!��������$��� ������!� 4�%�� "!�$ ��'���� ������ 	 �"#�� ������
��	�� "!�� ��"!�� �� ����� ��! �* 	 ����	���* ��"����(�� �������$
����������! +�� ���	��#� - ������������)* ��� � 2 �, ���* ��) ���
���! "!�� �������! ����� ��������!� � 	�%�!� �����$���! +���
�"���! �5* 6�* ��������� �7* �� � ��� ��"����(��,�

8 ��������� ���)������� ������� � ������ ���� 	��������)* �����
�� ������%���� 	 ����$) �9-��� � ���� ���� ���	��)��) ����
���$�!� 	!�������) ��� ������)���) �������!� ���������) �� ����
��"! �	�%���) ����: 	 ����	���* ����������$ ���$�� 	�������$�!�*
/		�� -	���0� 8����� � ���* 	 ����$� ���� "!�� ��������* ��� 	 �������
�! �����(�) ��	����!� ������! ��5�* �7* �� 7� ��	�� �����! 	���*
�� 	�����! �	��) �������	���!�� ��������!�� ��������%���!�
�� ������ +(���������* ��� ��� ������ ���������	����) 	 �	�������
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;��� �� &�������%����� �	�"���� ���	��#�� �����

�������	��,* ��)��) � ��) �	�"���� ���	��#� ��� +���� �,* ��� ���
���������������� ���!* �����%���!� � �������!� ��	�� ����)�
���* �"������ ����	!�� ��	�!� 	������� � ���������

8 ����$� ��6� "!� �����"���� ��	!� ��� �� +�����"��� � ��� ���
%�, � ������ � ���	��#� ���� �* 	 ���������* 	!	����� �����������
����	�� ��#���	�	���) �� 	�����! 	��� +����� ���	���): ��	�<���
�!� ���! ��� ��������	���!� ��<���), � ������! ��������!� ����*
�����	��)#�� �� 	�� �� ������� ���� ���!�� ������� ����	����! 
��	�� �����! 	��� 	 ������������ ������� .��"�����	����� ����
 ���	 � �����$����	 ��7� � ��6� 	 ��"��� ���� "!�� ��������! �����
����%���!� � �������$� ����%���!� �	�"���� ���	��#�� ���� 	
������������ ������* ����%���#�� ��"�� ������� �������� �������
��	� ��	�<���! ���� 4���� ��6�* �����$���#�� ���)��� �����	��
��������� ��7� � ��������#���) 	 �	������ ����� +���, � ���	�����

AY 2 �Y 	 H� +��5,

� �������!� ��������)%���!� ���������!� ���������� A 	 ����
(���$�� 	!�����	����� ��$"����	�� ����������	� H* ������)���)
� 	 �����)#�� ��"��� +��� �� 6,� =�����* �! ���������) ���	������
�������	 ������ � �	�"���� ���	��#�� ���� � ����� � �������	���! 
����)���	�) 	 ������"����! �������	�� +� �������� ��� ����	���
��	���� 	 �� 5 � �� 7,�

>���%����) 	 �������	���� ������ � ���	�%��� ���� �	)���! � ���*
��� �������� �������	 �����	 � ��������)%���! ���������	 ��%��
��������$�) �� ��#���	�� ?�%� ��� ��������)%���! ��������� A�
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����� +���,* 	�����	! * ��%�� ����$ ���������!� +� ������	!�� ����
�!�� ����)��, ��"��	���!� ����� �* 	��	���! * � ��"��	���! 	���
����	 ���� "!�$ ������������!� 	�����!* �����!� 	�� 	����� �"���
���� �����	���$�!� %������	! (������� 1���� ������%����) �����
����$�! �������� ��%�� �"����%��$ ��%� 	 ������ 	�#���	���! 
����������! �����	! �����( A� 	 ������� +���,�

@�"��	����� ����� � 2 � ���������	����� ������ �����	����$��
�� )	�)���) ���"�������� �����!� - ������) %������	! (������
������ �	� +��� ��������� 6�5,* ������ ������ �	������� ������ ���
�� 	������� 	�#���	���!� � 	�� ����� � 2 � ���"�������� ��������
A��� �����$��� - ��"���!� ������� ���(����! �	�����) ��6�* ������
������ 	 �� 6� 8 �"#�� �����(�� ������$��� �������� �������* ����
��	�����#�� ���������� ������� ������ � ��	�� �����! 	���� * ��
����	������ �� �� ���� &���������* ��� ����� � 2 � ���"�) � ���
����� 	 ��� ������������! 	������	 �� 	����� �� ��"�� ���� ���"�
�������	��! ��������	�� +��� �#� ��� ��������� 6�5,�

B#� ���� �����)�����$* �"����	�����) 	�������	����� �	��������
��� �����* �	)���� � �������	��� ��������"� �������������� ���
������* ���	��)�#�� ���	���$ ������! �����	 +���* ��������* ���
������� ����)������� �������������! ��������)%���! ��������
��	 	 ��$"����	�� ����������	� ��9* § ���5�,� =����� '�� �"���)���$�
��	� � ��"����� �	����	 � ��������� ������ ����$�* ������%��#��
��"��� ��C�* �� ������� �������� ����(�� ���	����) �������	 �����
� ���	�%��� � ����������! ���� �

?���� ����� ���� �� �	�"���� ���	��#�� (�������� 	 "����������
���� %�������� &�����$�� ����(�� ���	����) �����) ���$�� ��) ����
������� �������* ��) �������) �"D���� �������	���) ���������	����
�) ����� ��"����� 	���!* ��� ������� ������ 	 �	������� �������	�
�� �������$�� ����� �����	��* �	�"���!� �� ������!	��� ������� �
	����%�� �����%�#�� ��������!� �������

1����(����!� ����(�� ���	����) ��E� ��	��%����* ��� 	 �	�����
��� ������ � �������$� ����%����� �������	����� ����)���	�� ���
��#�	���� ��������� ���	���� � ����$<���� ��"��	����� �����
� ��� ���!� �� ���)�� �� �� ���������� �������� A��� ����(��
"!� ��������"��� ��
� � ��������%���!� ������ ;����"�����!� 	
��"����(�) ��7� � �5�* 5�� ��	!� �����* ���	�����#�� �����	�� ����
����� � '���������!� �	�����) �� ������ ��������)%���! ��������
��	 	 ��$"����	�� ����������	�* ��� ����$ �����!� ���������$��	�



�� D� B� EB�B*�F� G� �BDH�EIE

����)���! �����	* � ���%� �"������� ������"����!� ���������!�
����	�) � ����(��! ���	����) ��) ����� � ��	�� �����! 	���� 	�
���� �������	�� * �� ����������$�� ��) ����������! ��� � ����
�)���	��� 8 �� 7 ���	��)��) ������%���) 7�� � 7�5 � 	���������$���
������ +7�6,-+7�9,* ��������!� ��������	�� ���	����� ������� >����
�� ��) ��������) �������(�� � ���������� ������� ������ +5�6,-+5�C,
�����$�����) ��	��<���� ���) ���)� =����� "������) �	������ ��6�
����� +���, � ��������)%������ ��������� A ����� 	����%�!� ����
�����$ ������� ������ ��������$��� ���! +���* ��������* ��9* �� �
� 9�,� A�� ������� 	 �� �* �� ��� ����#� �����! ���"��%���� +���
������<���) +��C,-+��
,, ������	���! �	���������� �(���� ��) ��"�
��	���! ����� ������ ����� 8���������$�!� 	!�������) � �����$�
��) ������� 9�� ���	����! 	 �� 9� 1�� %� ����������	��� ������	��
9��* ���#�� ����������� ����	�� �� 	��� ��	�� ������� 	���!�

?�) ���������(�� ��	�� �����"� ��������(�� ����%���) ��"��	���
��� ������! ������ � �	�"���� ���	��#�� ���� "!�� 	!"���� ����
����<�) �� ���������	�� �	������) ������ � ����� ��"����� 	���!
�� "��������!� (������* ���������) ����������(�) ������� �������
�����$�� ����� ���" �������� ��������%��$ �������	�� %��������
(������� �� ���"� 8����� � ���* �����"�����!� ����� �����) ��)
������ ���� � 	 ���� �������	�� * �� ���"��� ��������$�� "����
���%�! 	!���������

F�����$�� ���%�����!� ��������$ ��* ��� ������ ������ +7�6,-
+7��,* +7�C, � ������������ ���� �� )	�)���) /���"�!� ���"��%�����0
� ������� ������ +5�6,-+5�C, � ���	�%��� ����� B�����	���!� �"�����
	 �� 7 	�������� ���������������(���$��� ����	�� ����	�� +7�9, ��
��������� ��	�� ����� ����* ������� �� '	����������� ���	�� "!��
		����� 	 ��"��� ��C� � ����	����	��� ����* �"�����#��� ����(���*
�� �� ���	��%������ ����� ���	������� =����� ������ ������ � ����
�)���	�� 	 ��	�� �������	�� +7�6,-+7�9, ��������� 	 ������� 9��*
����	��� �����$���� ����$��

.� /�*�)�*�0���- 1��)2'���	�� ��+�0�� &���$ G 2 R×+−�� �,
� +�� 	, - ������ <������ � 
 �* � H ⊂ R

� - �"����$ � ���<�(�	��
����(�� �H � ��������!� ���!������ H 2 H ∪ �H� &����������*
��� ���%���	� H−* ������������ ��	����	��

H± 2 {+�� 	, ∈ H : ±	 
 �}� +5��,
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�� ������* � H ���������� ��$ � �� �"D�������� � �������� ��"���
�������! �������	 +�� ���� � � �	�,� ;��������� (������ R×H �
�������� H* ���	��#�� 	 ���� R

� × +−�� �, ���%������� � ��	)����*
���� �����$��� %�������* ��������* 	��!� .���� ���* �����"�����
��	�� �����!� ���)%����� %������� � ���"��� %�������$� (�����
����

&����(��� ���������* ������ ��������� �����%����$ 	 �� �����
���	�����

�+� �� 	� �, 2 IJ
(
�−������� �+�� 	,

)
� +5�5,

���	���	��)�� ���	����� K��$���$(�

−L�+�� 	, 3 ���+�� 	, 2 �� +�� 	, ∈ M :2 G \H� +5�6,

� ����	!� ����	�)�: ���������	������ ���������������

−���+�� �, 2 �−����+�� �,� +�� 	, ∈ N� +5�7,

� ����������� ����	�� F������ +������������ %������� ��	��$
��� O,

���+��−�, 2 �� +�� 	, ∈ O 2 R × {−�}� +5��,

P���$ L - �������� Q������* � 
 � - ������� ����"����* � 
 � - 	�����
	�� ����� 	 �����	����� ��� * N 2

{
+�� 	, : 	 2 �� � �∈ �

}
- �	�"����)

��	�� ����$ %������$* � � 
 � - ��������� �	�"����� ������)� F��
��	����	� � 
 � �����#��� �	�%���� 	���! 	 �����	�����* �����
�����������)���� ��� (��������

������� +5�5, ��������* ��� �! ����� ���� � ������������� 	�
	������ 	������* ��"���#��� �� (������ ��� ���� � �2 ��5� &��
����"���) ���� � ����� ���������� ����	�� ����	�� �� ���������
��	�� ����� ���� R 2 {+�� 	, ∈ �H : 	 � �} ����� 	��

���+�� 	, 2 −���+�� 	,��+� − �•� 	 − 	•,�� +�� 	, ∈ R� +5�9,

� ����"�( � 2 +��� ��� ��,� %����� ���#���� ���� H ���	���	��)��
������� ��� ������! ���"�������� ���	�����

���− ���� 2 ����� +5�C,

&�)���� ����)�!� �"��������)� 8�����	! * � 2 +��� ��,� - �������!�
	����� 	��<��� ������� � �� 2 ��∇ - �����	����) 	���$ 	��<���
�������* ������������ ����� 	���� �� �H� ������ 
 - ���� ��������
����	���)* ∇ 2 +�	 � ��,� - ���������������� � �	 2 ����* �� 2 ���	�
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8��	���! * � - �������) �����(������(�) �������� 5×6* �����#�)
%������ ���#���)*

�+�� 	, 2
(

� � −	
� � �

)
� +5�E,

� +�•� 	•, - (���� ����*

+�•� 	•, 2 �−�
∫

	

+�� 	,�+�� 	, ���	� � 2
∫

	

�+�� 	, ���	� +5�
,

� 
 � � � - ��������$ � ����� ����� &���������* ��� ��������$ %���
����� �	����� � �����(�� 8�����$� * ����"�( � ��	����� �� ������#��
�������	����) +���! �� ���������, ����"����$�! �	�%���� (�����
��� R ×H:

�+� − �•� 	 − 	•,3+� �, 2 IJ
(
�−��������+� − �•� 	 − 	•,�+�,

)
� +5���,

@�����	����� � �������� +5�5, ��)	����� 	 ���	�� ����� +5���, ����
%����) �−������� �������� �������������$ ���#���� ����� �� �"�����
�#� (������������� ��	�� ����� +���� ��	�	����) ��� ���),* � ��)
���������� ���!�����) ������ +5�6,-+5�C, ���"����)* ���"! ������
�	����	� (������� �� ����)���	�	��� ���"�!� �������(�)� �����
&���������* ��� "������) ��������%���� � ������� ����"���� ���
���� ���	���) 	 ���������� �"����� R×M* ��	����#�� ��	��	������
����%���� ����* � ����������$�!� ��������) �� ����! 	 ��	���
�� ����������) 	� 	��������

F�����(* ���%�� ���������! ������! ���"�������� ���	���
��� +5�C,* ������) ���������) ��������	��� 	!��%���) 3+� �, 2
IJ
(
�−��������+�,

)
�� ������! +5���, 	 ������� �"!���	���! ����

�����(���$�! ���	�����

���� 3 2 −����− ��3� +5���,

����������#�� �� ������ �� ������) ������! � ���	�� �������	�
4����(� ����(��

� 2
∫

	

�+� − �•� 	 − 	•,��+� − �•� 	 − 	•,�+�� 	, ���	 +5��5,
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;��� 5� &���%����� �	�"���� ���	��#�� �����

)	�)���) �����(�� K����* ������������ � ����%����$�� ����������
���� =������$�!� �������� � �� �������)�� 	 ����������	� ����"�
(�	 	!����� ��� ����� ��������

�� 2
∫




�+� − �•� 	 − 	•,��+�� 	,�+�� 	, ��� +5��6,

�� �� - '������ ����! ���� @������ ��"��� ��� +��� ���%�* ������
���* ���� �55�, +6 × 6,������(� � 	 ������� +5�C, � +5���, �����
	��

� 2 �
 3�	� �
 2
∫




�+� − �•,��+� − �•, ���

�	 2 STUV {�� �� �	� }� �	� 2
∫

	−

+	 − 	•, ���	�

+5��7,

������ �+�, - ��%�)) ������ �����(! %����� ���#���� +5�E,� 4��
���(� � �	)���� � ���	�����$� ����* � �� ���������

� 2

⎛

⎝
� � �
� • •
� • •

⎞

⎠ +5���,

� ���)�� 	 ���	! ������ � ����"(� �����!	���* ��� ���������$���
���#���� �� ���� �� 	��)�� �� ���! ���	������� &��������� ���"�*
��� ��� ���� ��� � �	������� �������	�� ������ ����� ��� %� ���!�
'����� +������ �� �������	��, ��) ����������$�! ���#���� 	���$
��� � &�	����! 	���� ���� 	 � � �����#��! ����� �������	��� ���
���� � ����� ��"����� 	���! �� "��������!� (������� 8 �����$����
����"�( � 2 +��� � � � � ��,� %����� ���#���� 	 ����������	����� ���
���� ���������) �� ����"(� � 2 +��� ��� ��,� 	 ��������
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&��	��#�� ���� ���%�� �� ����$�) 	 �����)��� �������	�� ��	�
��	���)� @������ ������ W� ����� �����

� 2  � ��  2
∫

	−

���	 +5��9,

+������ ���� H ��	�� �"D���  	!��������� %������� - ����������*
��� ��������$ %������� ��	�� �����(�,� =�������	���� 	 ���������
�������� �� ������! +5��7, � 	 �������� +5��9, 	�����) �� �����
%����� ����� H− ���� +��� ����������� +5��,,� .����������� ����	�)
�������	���� A����� �56� ���	��#�� �"D���� +��� ���%� ���* �55� �
���, ���"��� ���%�� 	���* ���"! (���� ���	������

+��� 	�, 2  −�
∫

	−

+�� 	, ���	� +5��C,

"!� �������%�� �� ��� %� 	�������$��� �����* ��� � (���� ����
+�•� 	•,* ������ ����� ��� ��� 	 ������ �������$� ����%����� ���
�� +���� ��� � 2 ∅,� &�������� ��������* ��� �����(� � ����%����$��
� �� ��� ! ��	�� �����(�� B��� %� ���� ��������%��� � � �2 ∅* ��
����	�� �������	���� A����� ������%���� �"������	��� ����%����$�
����$ �����(! �* �� ����������$�� �� ��� �����	���) ��	�!� �	��
+���* ��������* ����$� ��� � ���� �55�,� P���<�� ����������	���!�
���������) ���:

� � �� ! 2 XUYZ� 2 � +���� 	• � 	�, 	 ������ � 2 ∅�

� � �� ! 2 XUYZ� 2 5 	 ������ � �2 ∅�
+5��E,

8 ���$���<�� ������"���) ���$�� ���	������) 	 +5��E, �������(�)
� �����(� �� @��	����� �������� 	����� ������ +5��E, ��%�� �����
	 ��"����(�) ��* 55� � ���

4� "��5�+2�� 	�+���- ��+�0� � 	�6�+�� 7'�	�89�) *�'� �
�)��7�-:����)2 �7���*��2� [���%�� ���	����� +5�6, �� ���"�
��� ����(�� "* ������ � � ��������!� ���������* � ����������
���� �� ����)� 	 �"����� M ��� ����� ����	! ����	�� +5�7,-+5�9,�
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&��"�	�� � �����$���� ������� +5�C,* ����%����� ����)��� �� ���"�
�!� ����"�( # ∈ C

�� 8 ���� ���)���� ������<���)
∫




"+�� 	,�+�� 	,��+� − �•� 	 − 	•,� �� 2 +�� �",C� +6��,

�� + � ,C - ����)���� �����	������ 	 ����������� ����������	� C
�*

� � - �������� +5��6,* �������� �������$��� ��%����	�* ���� 	�����
(������ ���������	�� ��6� ������ +5�6,-+5�C, � �	�"���� ���	��#��
����:

+∇��∇",� 3 ��+�� ",� 3 �+��� #,C 3 �� ++�� �",C − +��� #,C,

2 ��
(
�−�+�� ",� 3 +��� #,C

)
� +"� #, ∈ $�+M,× C

��
+6�5,

P���$ + � ,� � + � ,� - �������$�!� ����)��!� �����	�����) 	 ���������
��	� Q�"�� %�+M, � %�+N, ����	����	�����

8 ����������	� @�"���	� $�+M, 		���� ����)���� �����	������

〈�� "〉 2 +∇��∇",� 3 ��+�� ",� +6�6,

� �����	�� �������� & ��� ����#� ������!

〈&�� "〉 2 +�� ",�� �� " ∈ $�+M,� +6�7,

A��� �������� �� ���)��!� �������� )	�)���) ����%����$�!�* ���
����!	�!� � ��������������* � ������* ��������)%���!�� =�	����
�� +���* ��������* �5��,* ��� ������!	�!� ������ �����	�� ���������
�������� ���������	�� +�� '†�* ��

'† 2 (−�
† � († 2 �

�− �−���

� 3 �−���
� +6��,

1���� ' 2 � )	�)���) ��"��	���!� ������ "���������� ���������
� ��"��	���!� �������������	��* ������� ������� �� ����(�� � ∈
$�+M,* �"��#��#� �) 	 ���$ �� �	�"����� ��	�� ����� N %�����
���� 1���� �"�����* ������ ��� '†� �������	�)�� ��"�� ��#���	���!�
������ ��������� & �

&�� ����� ����������� +6�6, � +6�7, �������$��� ��%����	� +6�5,
��������� 	�� �"��������� ���	����) +������!,

(
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)
3 �

(
� ��∗

−�� �

)(
�
�

)

2 ��

(
�−�& �
� �

)(
�
�

) +6�9,
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	 ��$"����	�� ����������	�

H 2 $�+M,× C
�� +6�C,

P���$ I - ��%����	����� ���"��%���� 	 $�+M,* �∗ - ����)%���!� ��)
���������

� : $�+M, → C
�� +6�E,

������������ ��	����	�� +5��6,* ������ �"�* ��� � ��� � �∗* )	�)���)
��������!��* ������$�� R - �"D�������� ������! �� � ��'����
	��%���� $�+M, ⊂ %�+R, ����������

[����� �� ������! +6�9, ��������* �����%�#�� ��������! � � �∗*
� ���	����� �� ��� ���!� 	 ��	��������$ �	� ���	�����

� 2 (&��

�� 2 (��
+6�
,

� ��	!� ��������$�!� ����������

( 2 �−���� +6���,

&�����$�� ���	�� ���	����� +6�
, ��������� 	�� &� 2 '� ����� ���
���! ( �→ ' 2 ��(* ��� ����%���� ������!	�!� (������� �(†�3∞,
� ������ ������� († 
 �* ��������� 	 ������� +6��,� 8����� ���	�
����� +6�
, �������	�)�� ��"�� ���"��������� �������* � ������* ��
(������� �������$� ��������!�� @����	����$��* ������� �	)�� +6���,
��������$�! ���������	 ( � � ������ +6�
, ����"������ ����� ���
����!	�!� ������:

+−∞�−�†� ∪ ��†�3∞,� +6���,

&�� '���

�† 2
√

�(† 2

√

��
�− �−���

� 3 �−���
� +6��5,

@������ +6�9, ���������) �� +6�
, ��<$ ��������!� /	����#�����0*
� ������* ������!	�!� �������� +6���, �� ���)���) � ��) �����������
������ +6�9, ������ +6�5,�

��)�0���� 4�&� &��	�� ���	����� +6�
, ����	����	��� ������ � 	���
��������	�� ��	�� �����! 	��� � �������	���!� ����)���	��� H*
������) �����	���� �� ���	����) +5�6,* � ���%� ����	! ����	�� +5�7,*
+5��, �

���+�� 	, 2 �� +�� 	, ∈ R� +6��6,
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1���� ������� († ������!	��� ������� ������ +5�6,-+5��,* +6��6,* ����
�����) �������� +6��,* "!�� 	���	!� 	!������� 	 ��"��� �57� +��� ����
%� �7� � ���,� .���� ���* �"����%�	��#�� ������!	�!� ������ ����
��)��!� �������	����$����� 8���) +���* ��������* ��������� ��9*
§
���, ��������! 	 ��"��� �5��: ��� �����%����) �� ��"��	����� �����
(��

)†+	, 2 ��� 3 �−������ +6��7,

������#�� �����$��� ������ �� ������� +−�� �,* ���� ���������� �����
��� �����! G:

−���)+	, 3 ��)+	, 2 �� 	 ∈ +−�� �,�

��)+�, 2 ()+�,� −��)+−�, 2 ��
+6���,

@������ +6�9, ��%�� ������������	��$ ��� �	��������!� �����
+���,� 1���� � 2 � ��������%�� �� �������* � �� ������� ��������
+5��7, �����(! � ��	����� ��"��	����� �������������	� ���������
��$� 6− ! 2 6− XUYZ�* ���)����� �� ����"(!

���� ��� 	 ������ � 2 ∅ � XUYZ� 2 ��

��� 	 ������ � �2 ∅ � XUYZ� 2 5
+6��9,

+��� ������<���) +5��E,,\ ����$ ��� 2 +Æ�� � Æ�� � Æ��,� - ��� 	 �	������
	�� ����������	� R

��

��)�0���� 4�.� .�� �%� ����������$ 	 �� �* �������!� 	 �������
+6��9, ��"��	���!� 	�����! ����� ������������!�* ���� ��"��	�����
����� � 2 � ����� +6�9, �� )	�)���) �����!� ���"��������� 1��*
��������* 	 �����(�� �������$� ����%����� ���� � ��"��	���! 
	������	 *�� 2 +�� ���, ∈ H* + 2 �� 5* ��)	�)���) ������������!�
	�����! *�� 2 +���� �, ∈ H* ���	���	��)�#�� ���	����)�

A+�,*�� 2 −�A

��
+�,*��

� ������ 	������#�� ��<���) ������#� ����� F������

−L�+�� 	, 3 ���+�� 	, 2 �� +�� 	, ∈ M� −���+�� 	, 2 �� +�� 	, ∈ N ∪O�

���+�� 	, 2 ��+�� 	,��+� − �•� 	 − 	•,���� +�� 	, ∈ R�

8 ������ ��������%����� ���� �������) ���$�� ���� %������	� (��
�����* �����)#�) �� ��"��	����� +�� ���, � �������������� +���� �,
	������	� 4�%�� �"����$�) 	 ���* ��� 	 �"�� �����) %������	! 
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(������ � �������* "��$<��� �	� * �� ��#���	���� &��	������) ���
�����(�) ����� �� ������"���)�

&���$ & ��� - ����%����$�!� �	������!� �����$ �� ����%����$���
� ��������)%����� ��������� & +��� �����������* ��������* 	 ����
� ��9* § ���6�,* � , - �"�����) �����(� ��) �����(! � * 	�#���	����)
�����������) � ����%����$�� �����������)� 8	���� ����(�� � �����
"�(

- 2 ��−���& ����� . 2 ���

� ������<�� �	��������!� ����� +6�9, ��� ������!�
⎛

⎜
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⎟
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+6��C,

4������!� ��������! 	 ��	�� � ���	�� ����) +6��C, ����!	����)
��������)%���!�� 	 ��$"����	�� ����������	�

H� 2 $�+M,� × +C�,� +6��E,

+��� ������� +6�C,,� &��	������) 	!<� �������(�) � ��"��	�����
����� � 2 � ������ +6�9, �� ���)���) � ��) ������ +6��C, - ��%�!
��<$ �����!� ��������) 	 ����������) ��"��	���! � ������������
�! 	������	� &�� '��� ���� ��)	����� ��"��	����� ����� � 2 �
�"����	���� ���* ��� �����(� � 	!��%����� @���� ������ +6��C, ��
�������������	� H� 2 $�+M,� × +C�,� 	 ����������	� +6��E,� @ '���
(��$� ����%��

� 2
(

�◦
��

)
�

{
�◦ 2 +��� ��,�� �� 2 �� 	 ������ ! 2 XUYZ� 2 ��
�◦ 2 ��� �� 2 +��� ��,� 	 ������ ! 2 XUYZ� 2 5

+6��
,

+��� ������! +6��9, � +5��E,, � ����"$�� �����(� , ������#�� �"���
���:

, 2
(

,◦◦ ,◦�
,�◦ ,��

)
� +6�5�,
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P���$,◦◦ �,�� - "���� �������� +6−!,×+6−!, � !×! ����	����	����
+���� �� �� �")�����$�� - ����)�,�

B��� � �2 � � +�� -� �� .,� - ����	����	��#�� ��"��	���!� 	����� 	
������� +6��C,* �� �� ����$) ������ ���	���� � ��	����	�

��◦�3 .◦ 2 �� +6�5�,

�� �◦�* � ����� � ��� - �������! ����"(� +5��6,* ����������!� ����
������ ������<���� +6��
,� ]��	����� ������ ������! ������� ����
��%���� +6�5�, ������<�� �������������* � ������*

,◦◦.◦ 3,◦�.� 2 ��◦�

,�◦.◦ 3,��.� 2 ����
+6�55,

1����$* ���$��)�$ ���	!� ��	����	�� +6�55,* �� ����* ���
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◦�◦ 2 −���∗

◦+,◦◦.◦ 3,◦�.�, 2 −���∗
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�
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F�����(* ���	����� "������) ������<���)� +6�5�, � +6�55, �����)��
����� ���	������
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+6�56,

.�����) �����$ ������ +6�56,

BX 2 �DX +6�57,
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	������� 	�����

X 2 +�� -� ��� .�,� ∈ H�

� �	� ������!	�! ��������� B � D 	 ��$"����	�� ����������	�

H� 2 $�+M,� × +C�,�

+��� ����������) +6��E, � +6��
,,� F������� �"����$�) 	 ���* ��� �"�
��������� ��������)%���!�� .���� ���* B �#� � ����%����$�� �����
������!�* ������$��

+BX �X ,H� 2 〈�� �〉 3 〈�∗
◦,◦◦�◦�� �〉3 �〈�∗

◦,◦�.�� �〉3 〈-� -〉

3�+������ ��,C − �+,�◦�◦�� .�,C 3 +,��.�� .�,C

2 〈�� �〉3 〈--〉3 �+������ ��,C 3
(
,

( −��◦�
.�

)
�

( −��◦�
.�

))

C

� /B
(‖�\$�+M,‖� 3 ‖-\$�+M,‖� 3 ‖��\C‖� 3 ‖.�\C‖�) � /B 
 ��

+6�5�,
P���$ "!�� ����)�� 	� 	������� ����%����$��) �������������$ ���
���( ��� � , 2 �−�� =���* 		��) �"��������)

A 2 B−���DB−���� Y 2 B���X � � 2
�
�
� +6�59,

����"������ ���	����� +6�57, � 	��� +��5, � ���������!� ��������)�
%���!� ���������� A� =����� 	 '��� � ������� ���(����� �	����
��) ��6��

;� ��+�0� �6 ����*��) *�'�� &������) ��������� ��"��� ��C�* ���
��%�� ������$�� � 2 � 	 ���"��������� ������� +5�C, � ������	��
���������� �������

� 2 −��−��−��� +7��,

	 ����	�� ����	�� +5�9,* ���	��) �� � 	���

���+�� 	, 2 −��+�� 	,��+� − �•� 	 − 	•,�−���� +�� 	, ∈ R� +7�5,

F������) �� ��* ��� ����	��) ������� 9�� "���� ����������	���
������ ��) ����	�� ����	�) +7�5,* ������� ��	����� ��������� ����
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H* �� ���	��%������ ����� ���	������ +��� ��������� 7�6,* �������
���� ������#�� 	���������$��� ������ � �����	��$��� ����������
��� � ����%����$��� �����(�� 0 :

−L^+�� 	, 3 ��^+�� 	, 2 �� +�� 	, ∈ M� +7�6,

−��^+�� �, 2 _^+�� �,� +�� 	, ∈ N� +7�7,

��^+��−�, 2 �� +�� 	, ∈ O� +7��,

��^+�� 	, 2 −�+�� 	,��+� − �•� 	 − 	•,0�^� +�� 	, ∈ R� +7�9,

.���	�� ����	�� +7�9, ��)	����$ 	 �����$���� ��������� �����!
�−� �→ 0 	 ���	�� ����� +7�5,* � ���	����) +7�6, � ����	�) +7�7,* +7��,
������<�� �� ������<���� +5�6, � +5�7,* +5��,� F�����(* ��������� 	
������ +7�6,-+7�9, ��������� ����(����� �* ����������!� ��������
�� +5��6, � +6�E,�

��)�0���� ;�4� �, B��� 0 - ����	�) �����(�* �� ����	�� +7�9, ����
������ 	��

��^+�� 	, 2 �� +�� 	, ∈ R� +7�C,

��	����� �����	�%���� ����)���	�� +��� ��������� 6��, � ��������*
��� ������$��) ����������  � 2 1� 	������ ��������  2 ∇� ��	��
���� �� ��������� ����� R ��	�� ����� ���� H +��� ����	�� ��������
����) +7��, ����� ��� O 2 R×{−�},� ������$�� ��	����	� +7�C, ��%��
�������$ ������$�!� ���� ���� � → ∞* �����!� ������ �����	��
����� ������ W� ����� +5��9,� 1���� �"�����* ������ +7�6,-+7��,* +7�C,
�����	����$�� ����!	��� 	��<��� ����������� �����

5, &��	�) ����$ +7�5, �����%�� ��	�!� 	����� � ������ �^ ��
�������������� ���* � 	����� �−��^ ����	����	��� ����%����!�
��� ��������)� ����* ������!� � ���	!�� F�����(* 	�������

��+�� 	,��+� − �•� 	 − 	•,�−���

������(�����$�� ������$��� �������� ���#���� ����� ��	�� �����
R 	������	�� �	�%���) ��� �����	��� ������ %�������� [�������)
����������(�) ����	�� ����	�) +7�5, ��"�%���� ���	��$ +5�6,-+5��,*
+7�5, ������� �" �������� ����* �� ���	��%����� ����� ���	�������
8 ������ �������$� ����%����� ���� ����� 	����%�� ��� ����	��
��	������) (�����	 ���� +�•� 	•, � ���	������ +��� 	�,* ��� ��� 	 ���
����<���� +5��7, �"� �����	�)�#�� �
 � �	 �����(! � �����	)��)
����	!��� 8 ������ ��������%����� ���� ��	����	� � 2 � ��	���
��%��* ������$�� �
 � � � XUYZ�
 2 5* �� XUYZ�	 2 ��
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?�) ��� ���"! 	������$ 	 ������������ �"� ����)���! 	 ���
������� 7�6 	������� ����	! ����	��* � "!�� 		����� �����	��$��)
�����(� 0 � ��

8 ������� � ��	����	�� +6��, 	����(�����) ���������	�� ������
+7�6,-+7�9, 	!�)��� ���:

+∇^�∇`,�3��+^�`,� 3 +0�^� �`,C2_+^�`,�� ` ∈ $�+M,� +7�E,

&��������������� ����� 〈^�`〉� �� ��	�� ����� +7�E, 	��$��� 	 �����
��	� ����)���� �����	�����) 	 ����������	� @�"���	�$�+M, � �����
����� ��������� +6�7, ����	����	��#�� �����	�� ��������

〈&�^�`〉� 2 +^�`,�� ^�` ∈ $�+M,� +7�
,

8 �����$���� 	����(�����) ������ +7�E, ���������������) 	 �"������
���� ���	�����

&�^ 2 2^ 	 $�+M, +7���,

� ��	!� ��������$�!� ����������

2 2 _−��

&�����$�� ����)��!� �����	�����) 〈^�`〉 � 〈^�`〉� ����������)
���$�� ������!� +0�^� �`,C* �����%�#�� ������������� ������
(�� +6�E,* ������(���	���!� �����	�� �������� +7�
, ����� ��� %�
��#���	���!� ������ ��� '†�* ��� � �������� & �� ������! +6�7,�

.�� � 	 �5�*5��* �	������ 	����(������ ������ +7�E, +��� +7�6,-+7�9, 	
��������(���$��� �����, � ����������� ��������$��� ������ +7���,
��) ����������� ��������)%����� ��������� &� 	 ��$"����	��
����������	� $�+M, ���	��)�� ��� ����#� �����! 	!������ �����
���$ ���������!� ����	�) ��#���	�	���) ���������� ������� +���
 	�����! 	���, � �������$ ��� ��)#�� ����(��! ���	����)� @����
�������� ���� �����! ��	��%�����* ���	���� �����! ��%�� ����
�� 	 ��"����(�� ��C� ��� 	�������	���� ����� ����������$��� �����
����) �����%����� �� ��"��! �5���

"��+'�:���� ;�&� &���$ 	!������� ����	����	�
∫

	

|∇)†+	,|� ���	 � (†
∫




|∇)†+�,|� �� 3 +0�)†� �)†,C�

	 ������� )† � († - �������!� ��������� +6��7, � +6��, ��"��	����)
����(�) � ��"��	����� ����� �����$��� ������ +6���,� 1��� ��������
&� ����� ��"��	����� ����� 2� 
 '†* ��������%�#�� �� �����������



JFKD��*�EE�I �LIEH� D�MD�FIEENO PBD��� ��0

�������* � 	����(�����) ������ +7�E, +��� ����	�) ������ +7�6,-+7�9,,
- ��"��	����� ����� _� 2 2−�

� � (†* �������� ��	����� �� 	������)
	���� ^� ∈ $�+M,* �"�����#�) �������� ������ '������ +�������
�����) ���� �����(���$��), � ��'���� '�������(���$�� ���� ��#�)
��� � → ±∞�

8 ������#�� ��	��%����� ������ ��������$�! ��� {_� �^�} ���
���� +7�E, ��������� ��������$�!� ���! +��"��	����� �����a��"���
	����) ����(�), ��� %� ������* �� � ����� ������������ � ����%��
���$��� �����(�� <* ������) ��������� ����	��

0 � <� +7���,

���"��#���* ���"! 	�� ��"��	���!� ����� �����(! 0 −< "!�� ����
���(����$�!��� >"D���!* �����)#���) � ���������� ������* �"�����
�����) ����%���!�� ���������

"��+'�:���� ;�.� &���$ � 	����(������ ������ +7�E, +��� ����	��
������ +7�6,-+7�9,, ���$ ��"��	���!� �����

� � _� � _� � � � � � _� � (†� +7��5,

�"�����#�� �� ��������!� ������� 1��� ��� 	!�������� ����	�)
+7���, ������ +7�E, � ������������ ����%����$��� +6× 6,������(�� <
����� �� ����� 3 ��"��	���! ����� =� ���������! ����	����	��

=� � _� � + 2 �� � � �� 3�

B��� < - ����	�) �����(�* �� 	 ������%���� 7�5 ���$ ���� � ������
� �������	���!� ����)���	���� 1���� �"�����* ��������� ��������
��� ������� � ������ +7�6,-+7�9, ���������� ��������� ����������
������� � ������ +7�6,-+7��,* +7�C,* ������ �����) ��������$ �������
��� �� ���$<� ����� 3 	 ������ +7��5,�

>� �7��*��'(��- )��� � '���'���5�- �6*	���,? 0�*�* ��@
+�0� � 	�6�+�� 7'�	�89�) *�'�� 8 �� 6 "!� �������� ������
����!� ��������)%���!� �������� A 	 ��$"����	�� ����������	�
H�� &�����$�� ��������! B � D �� ��	�� � ���	�� ������ +6�56, ��<$
��������!�� ������!�� ���������) �� ���������	

B� 2
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D� 2

⎛

⎜
⎜
⎝

� �−���& ��� � �
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� � � I

� � I �

⎞

⎟
⎟
⎠ �

��#���	���!� ������ ��������� A 2 B−���DB−��� �������� ������
[
−�−�

† � �−�
†
]
2
[
−+�(†,−���� +�(†,−���

]
� +���,

�����!� 	����� 	 �����$���� ��	������	���) ���%���	� +6���, 	 ���
��	����	�� �� �	)�$� +6�59, ��������$�! ���������	 � � �* � ����
%� �������(�� � ������� �����	�� ��������� & * ���	������� 	 �� 6�
K���$ �† 	!����)���) �� ������� +6��5,� F� ���%���	�

(
−∞�−�−�

†
)
∪
(
�−�
† �3∞

)

��%�� ��)	��$�) ��������!� ������� A�� ����� ���� 	 ��� � ���$��
	 ��� ������* ���� ����� ‖A‖ ��������� ���	���	��)�� ����	����	�

‖A‖ 2 bcd
Y∈H�

∣
∣
∣∣
∣
+AY�Y,H�

+Y�Y,H�

∣
∣
∣∣
∣



�
�†

� +��5,

��� ��� 	 ������ ��	����	� +������<���� ‖A‖ � �−�
† ��	����%��,

������ ��������� A (������ �����%���) 	 ������� +���,* � ������*
����� ������ ���������� �����	�)�#��* �� 	 ������ +��5, ����� ‖A‖*
��	����� ��������%�#�) �������* �")���� ������$ ������ 	 ��������
�!� �������

&��	�����!� ���"��%���) �����$��	����$ 	 ��"��� �5�* 5��* � ���
��� � 	 ��6*�C� ��) 	!	��� ���������! ����	�� �� 	��� 	���: 	 ������
�� +��5, ������	�)���$ ���������) ���"��) ����(�) � �������$ �����
	�)* �"������	��#�� ���"����� ������ ����	����	�� ?���� ��) ���	�
����) �������	 ����� +5��,-+5�C, � +7�6,-+7�9, ������)�� ��	��<����
���� �����

@������ ��������$��� ������� +��� ��9* ������� 9�����, ��������)�
%���!� +���������!�, �������� A ����%���� ��������$��� �����

4A* ������) 	 �	�� ������$ ���	�� 	 ����	����	�� ��%���� '������
�� U ∈ H� ����)���� ���� 5U U 2 +4AU �U,H� �� ��)��� R� ?����
������")��) ���$�� ���� �����! ������* �����!� ��%�� ��	���$*

�J!) �#�$� �� 	� � �!) ������)� �$�S��	���) �S ����� T�QU�
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��������* �� ���������$��	� ������! 9���6 ��9�:

‖U \H�‖� 2 +U �U,H� 2
∫

R

�5U U +�, ��� U ∈ H�
+��6,

�

‖AU − �U \H�‖� 2
∫

R

+�− �,��5U U+�, ��� U ∈ H�� � ∈ C� +��7,

8!"���� ��������"��$ ��������!�

Y ∈ H�� � ∈ C +���,

� ��������%��* ��� ������

6+Æ, 2 ��− Æ� �3 Æ� +��9,

�	�"���� �� ������� ��������� A* ���� 4A+6+Æ,, 2 �� 1��� 	 ����
������ +��7, � +��6, ��������

‖AY − �Y\H�‖� 2
∫

R

+�− �,��5YY+�,
∫

R\�Æ�

+�− �,��5YY+�,

� Æ�
∫

R\�Æ�

�5YY+�, 2 Æ�
∫

R

�5YY+�, 2 Æ�‖Y\H�‖��
+��C,

8����� � ��� 	 ������

Æ 
 Æ+��Y, :2 ‖Y\H�‖−�‖AY − �Y\H�‖ +��E,

������<���� +��C, �"������* � ������* ��������%���� �" �������	��
������� �� ������� +��9, ��%��� B��� � ���� %� ��������$* ���

Æ+��Y, � �− �−�
† � +��
,

������ +��9, � ���������� Æ ∈
(
Æ+��Y,� � − �−�

†
)
�")��� �����%��$

����� ���������� �������� 8 ���� �"����%����$ ��"��	����� �����
�� ��������� A* ��) �������

|�− ��| � Æ+��Y,� +����,

&�����$�� ����� � � 	����� Y �� ������! +���, ��������) ��	����
�!��* ������<���� +����, ������� ������������	��$ ��� ���������
(�� ����%���) ��"��	����� ����� ��������� A� &�� '��� 	�������
Æ+��Y, ����� ��!�� ������$ ��� ��%�� ���$<�� &�������� ���"���
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����$<���) ����! ‖AY − �Y\H�‖ ��� �������	�� ����� 	������ Y
	 ����������	� H�* ���� � � Y ��� �����) �������$ ���"��%���!��
��"��	���!� ������ � ��"��	���!� 	������� ��������� A�

A� �,0�'���- � 1���'(��- *����)�� &���$ � 	���������$���
������ +7�E, � �������� �����(�� 0 � � ��<���$ ��"��	����� ����� �
��"��	����) ����(�)

_ ∈ +�� (†,� ^ ∈ $�+M,� +9��,

8 ����	����	�� � ��������� +6���,* +6�59, � +7��,* +9��, ����%��

� 2
√

�_�

� 2 ^� - 2 ��−���& ����� � 2 −��−��−���� +9�5,

. 2 ��� 2 −���� +9�6,
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