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���

��
# :B&�'�;� # �&�� �� %�∇%�' # �	&�� �� %�∇%�'∇���

−�	&�� �� %�∇%�'∇%� ( )� � ( $� 
 
 
 � �� &8�8'

��������

 &�� �� �' ( &�&�� �'�∇��&�� �''
∗�  &�� �� �' ( &��&�'�∇���&�''
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� �&�� �� �'

��
# G �&�� �� �'
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$�&�� �� �� %�∇%�'

)
�

$�&�� �� �� %�∇%�' ( �&�� �� %�∇%�'− �	&�� �� %�∇%�'� &8�>'

� ��2��������
 �̂ � �̂ ������� �� �� �� ��  � �� ���������
��
4���� �
������� ������� � 0�+� ����� ������� &8�8' ����
����

����� ��������� ������
 &8�9'� � �� ������
 ����� �����������
����������
7��������� ������ ��!� ��� ������
 &8�9' � ����
�� ��!�

 &�� �� �' (  �&�� �' ( &��&�'� D�&�� �'' ( &��&�'�∇���&�''
 &8�?'

,������� 4� ( � ×� � Z[ 4� ( � × � � 4� (# ×#� � ����"��

7�&�' ( &�&�'� �&�'' ∈ 4�� 8&�' ( &�&�'� �&�'' ∈ 4��

� &�' ( &�&�'� %&�'' ∈ 4�� >&�' ( &%&�'� &&�'' ∈ 4�


4���� �����	�
	 ������� 1&�' ������������� =6C ���� &%�$$'� ����+
������������ � �������	 &8�%'� &8�8'� 7��������� �����	�
	 �������
U&�' ( I&�� 1&�''� ���

I&�� 1&�'' ( I�� &�� �&�'' # I
�
� &�� 7&�''� I�� &�� �&�'' ( 〈�&�'� ��&�&�''〉�

I�� &�� 7&�'' ( 〈�&�'� ��&�&�''〉 # 〈�&�'�∇������&�&�''〉
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� �������� ��� I�� &�� 7&�'' ����	�� ������� �� �� � I
�
� &�� 7&�'' ����	+

�� ������� ��� �� �� ��� � �� �� K�������� ������� K�� � ������+
��� &%�$<'� �
 �������� ��� �������������	 ������������ ��������

�̃ &�' ( I�&�� 7&�'' ����� ���

��̃ &�' ( $̃&7&�'�  &�� 7&�''�∇ &�� 7&�''�&�'' ��
#〈∇I�&�� 7&�''�M&7&�'' �0 &�'〉� &8�@'

��� $&7� �∇ ' ����� ��� &8�0'�
$̃�&7&�'�  &�� 7&�''�∇���� &�� 7&�'''

( 〈8��P∗&�� �'$&7&�'�  &�� 7&�''�∇���� &�� 7&�'''〉�
〈∇I&�� 7&�''�M&�� 7&�'' �0 &�'〉 ( 〈>̃� �0 &�'〉
( 〈∇�&�&�''&�&�'� �&�'� ��&�''� �&�� �&�''〉

#〈�&�&�''&�&�'� ��&�''� �&�� �&�''〉
#〈�&�'�∇�&�� �&�''∇M&�&�''&�&�'� ��&�''〉
 &8�$)'

K� ������!���	 &8�@'� &8�$)' �������� ��� ������� � &�' �������������
�������������	 ������ ��!�

��̃ &�' ( −$̃�&7&�'� �̃ &�'� >̃&�'' ��# 〈>̃&�'� �0 &�'〉�
�̃ &� ' ( 〈8&� '�  �&7&� ''〉
 &8�$$'

4�� 2���� ��������� ��������� � ����
�� �� ���������� �����+
���� ��������� &8�$$'� �
 �������� � ���������
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��&� ' ( P
∗&�� � ' �&7&� ''� &8�$%'

��� ��������� ��&�' ( &�
�
� &�'� �

�
� &�''� >&�' ( &>

�&�'� >�&�''� ���������+
�
� ������!������

�̃�&�' ( 〈8&�'� ��&�'〉 ( 〈8�P∗&�� �'��&�'〉 ( 〈�&�'� � �
� &�'〉 # 〈�&�'� � �

� &�'〉
( 〈��P∗

�&�� �'�
�
� &�'〉# 〈��P∗

�&�� �'�
�
� &�'〉� >̃&�' ( 〈8� >&�'〉

�
$̃�&7&�'� �̃�&�'� >̃&�'' ( 〈8�$�&7&�'� ��&�'� >&�''〉


4������� �����"����� ����
�� �� ����������� ��"�� ���������
��� � �������	 &8�%' ������� ������ �� ������� 4,=6C

�7�&�' ( 9�&7�&�'� ��&�'� >�&�'' ��#��&7�&�'� ��&�'� >�&�'' �0 &�'�

7�&�' ( 7� ∈ 4� ( � ×�� &8�$0'
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���&�' ( −$�&7&�'� ��&�'� >�&�'' ��# >�&�' �0�

6 ( ��&� ' ( &6�� 6�' ∈ 4� ( � × �
 &8�$8'

*���� 9� ( &��∇�'� �� ( &M�∇M'� �����	�
� �������
 ��&�' ∈ 4��
>�&�' ∈ 4� (# ×#� 1 F�+�������
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>�&� ' ∈ M�&:)� � ;Q4�'� 0 &�' ( &�&�'� �&�''

∗ �
,�������

7&�' ( &7�&�'� 7�&�''� � &�' ( &��&�'� ��&�''� >&�' ( &>�&�'� >�&�''

� ����� �������
 7�&�'� ��&�'� >�&�' ������������� &8�$0'� &8�$8'� � ���+
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 7�&�' ( �&�'� ��&�' ( �&�'� >�&�' ( ?&�'� ������������� 4,=6C
����

��&�' ( �&�&�'' ��#M&�&�'� �&�'� >�&�'' ��&�'� �&�' ( � ∈ �� &8�$9'

��&�' ( −$�&�&�'� �&�'� >�&�'' �� # ? ��&�'�

�&� ' ( L∗&�� � '��&�&� '' ∈ �
 &8�$<'

4������� �����"����� ����
�� �� ����������� ��"�� ���������
��� � �������	 &8�%'� &8�8' ���� 2������������ � �������	 &8�9' �������
������ �� ������� 4,=6C

�7&�' ( 9&7&�'� � &�'� >&�'' �� #�&7&�'� � &�'� >&�'' �0̂ &�'�

7&�' ( 7 ∈ 3� ( � ×� ×�� &8�$>'

�� &�' ( −� &7&�'� � &�'� >&�'' ��# >&�' �0̂ �

6 ( � &� ' ( &6�� 6�' ∈ 3� ( � × � × �� &8�$?'

��� 0̂ &�' ( &�&�'� �&�'� �&�''∗ � 9 (
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�������� ��������
� ��!����� ������
 &8�9' �� ��� ���������� �� ���+
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4���� 3� (# ×# ×# �  &�� 7' (  �&�� 7' ( &��&�'� D�&�� �''�

K� ( {7&�' ∈ 3� D ) RST
�∈
��	 �

‖7&�'‖� =∞}�

K� ( {� &�' ∈ 3� D ) RST
�∈
��	 �

‖� &�'‖� =∞}�

K� ( {>&�' ∈ 3� D )

	∫
�

|>&�'|� �� =∞}


,������� K ( K� × K� ×K� � ����� ‖ · ‖K ��������� ����� � K�
���� ��� M ( &7� �� >' ∈ K

‖M‖�K ( )
⎡⎣RST

��	 �

‖7&�'‖���
# RST


��	 �

‖� &�'‖���
#

	∫
�

|>&�'|���
��

⎤⎦ 

N��� ;̂ D �→� 1 ����	��� �������� �����"���� � ;̂−�( /̂ � ��

��������/ D �×�×� → � ×� ×� �����"���� ����/&��� ��� ��' (
&/̂��� /̂��� /̂��' � ����� ;&��� ��� ��' ( &;̂��� ;̂��� ;̂��'� ,�������
E ( 3� ×3� ×3� � ����� ��� M ( &7� �� F' ∈ E

\&M' ( &−� &M'� 9&M'� �&M'' \̃&M' ( &−� &M'� /9&M'� /�&M''�
M̃ ( &/7� �� F' ∈ Ẽ ( /3� ×3� ×3�


4����M�&)� � QE' ��������� ���"����� ���� F�+������������ ��+
�����
� ��������� M&�' �� ���������� � E� � ∈ :)� � ; � D (M�&)� � Q
E' ∩ K�
G
 ���� ��������� ��� �� ������� ��������� � C ) ������ ���

������� \ D E → E � D� ������������� �������

‖\̃&M'− \̃&M�'‖
�̃

� �‖M−M�‖�� ∀M�M� ∈ E� � +����

‖ �&7'−  �&7
�'‖ � �‖7− 7�‖� ∀7� 7� ∈ 3�� � +����


G
 ���� �������� ��� 2���� ��� �
������� ������� 1 0�*�
G
 ���� ��������� ��� �
������� �������1 0�/� ���� �� �������

����� ��������� �� C )� ���

〈〈\̃&M'− \̃&M�'� M̃− M̃�〉〉 � −��‖M−M�‖�� ∀M�M� ∈ E� � +�����

��� 〈〈·� ·〉〉 1 ��������� ������������ � Ẽ �

〈 �&7'−  �&7
�'� / :7− 7�;〉 � ��‖7− 7�‖� 7� 7� ∈ 3�� � +����
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 ���� �������� ��� �
������� ������� 1 0�0� ���� �� �������
����� ��������� ��� ���
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���
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�

〈 �&7'−  �&7
�'� / :7− 7�;〉 � ) 7� 7� ∈ 3�� � +���� &8�%$'

7�!���� ������
 4,=6C &8�$>'1&8�$?' 1 2�� ���	�� ������������
�������
� �����	�
� ��������� M&�' ( &7&�'� � &�'� >&�'' ∈ D� ������
��� � +����

7&�'(7#

�∫
�
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�∫
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	∫
�

� &7&�'� � &�'� >&�'' �� −
	∫
�
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������ ��!�����
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&8�$>'1&8�$?' ���� �� #	
�� 	��	�	 �������

����2�3��	
34�� 4�������"�� �������� ���� ����� �� ������� ���
��!���� M�&�' ( &7�&�'� � �&�'� >�&�'' � M�&�' ( &7�&�'� � �&�'� >�&�'' ��+
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 &8�$>'1&8�$?'� ������ ���������� 7 ( 7� − 7�� � ( �� − ���
� ( �� − �� �

9 ( 9&M�'− 9&M�'� � ( �&M�'−�&M�'� � ( � &M�'− � &M�'


K�������� ������ �������1 0�*� �������� ���������� ��� �������
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��
 � ����������� ������� ) RST
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��	 �
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������ � ���� �� ������
 K�� ��������� ������������ 〈� &� '�
/7&� '〉
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	∫
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	∫
�
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	∫
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,����� �
������ ���������

)〈 �&7
�&� ''−  �&7

�&� ''� /7&� '〉
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⎡⎣ 	∫
�
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��‖7�&� '− 7�&� '‖� � 〈 �&7
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	∫
�
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4,=6C &8�$>'1&8�$?'� ������������� ������� ��������������� ���+
���"���� &��� ���"� :@� $8;'�
-�������� ��� ����� ��������������� ������"���� ��� �����

������"���� �� ��������� �������� � ������ ���� 4�������"���
��� ��� ��"�� ��	�� ��!���� ��������� �&�' ( )� � ∈ � � ��� �&�'
1 ������� �� ���������� � ����	��� ������������ >� 4���� I&@� �'
1 ����	���� ������	 �� ���������� � >� ��� @ 1 �������	 ���������
�������� �	 �������� �� ��������� :)� $;� ������� ���������������
��������� �&�' ( ) � ����	���� ��������	 ���� I&@� �' ( )� ��������
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��� I&@� �' ����� ���
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Ĩ&�� 7&�'� 8&�'' ( 〈8&�'� Î&�� 7&�''〉
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^_`aTa`Rbc[c dc� e�� fa[gh[XRbW f� i� j/aZcZW`WRkWg cTT/acgl ka mWRgaR+
Wk[ Ra`SkWaXR aY kl_ ncSgl[ T/aZ`_] Ya/ R[Rk_]R aY YS``[ XaX`WX_c/ Tc/cZa`Wg
_oSckWaXR�

eX klWR TcT_/� p_ qWRgSRR c T/aZcZW`WRkWg cTT/acgl ka kl_ gaXRk/SgkWaX
aY c mWRgaRWk[ Ra`SkWaX aY kl_ ncSgl[ T/aZ`_] Ya/ c R[Rk_] aY XaX`WX_c/
Tc/cZa`Wg _oSckWaXR� rS/ cTT/acgl WR ZcR_q aX c /_qSgkWaX aY kl_ a/WsW+
Xc` T/aZ`_] ka c R[Rk_] aY oScRW`WX_c/ Tc/cZa`Wg _oSckWaX WX kl_ t/Rk Rk_T
cXq ka c R[Rk_] aY YS``[ gaST`_q Ya/pc/q+Zcgbpc/q RkaglcRkWg qWu_/_XkWc`
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_oSckWaXR WX kl_ R_gaXq Rk_T� .l_ Ra`SkWaX aY kl_ RkaglcRkWg T/aZ`_] c`+
`apR SR ka gaXRk/Sgk c T/aZcZW`WRkWg /_T/_R_XkckWaX aY c mWRgaRWk[ Ra`SkWaX
aY kl_ a/WsWXc` T/aZ`_] cXq Rkck_ gaXqWkWaXR ka _XRS/_ kl_ _vWRk_Xg_ cXq
SXWoS_X_RR aY klWR Ra`SkWaX�

���#���%� �� �� "� ���� ��1�)��#��"������( 2���+���#����
(
3���#��#����)1#���#�%&�
( 4�������#�#�
�%� �) E��������(��� /�
1���#)��#��"��� �����L� *���� 
C=."$, � ����������	
���
��

Ev(! F��#��� *�!��� 4�������#�#
1.3� ws //���� E%��%��+�
����� B��%�+ 3���'
C=."$, � �������
��


