
������� ���	�
�
�������� ����
�� ���� ���� ��

�� �� �����	
��� �� � ����
�

� ������� ������� � ����������� �

����������� ������������ ���������

�������� ��� �! ������ �"��#�

��������

��� ������ 	 ��

�� ����� ��
������ ��
��
�� 
�����
����
	�

�� ���� ��� ����� � ���
�� ������ �
����	� 	����
 �����
� �������

� ����
������ �  �!" � �
����	� ����� # � �!� $��
��
� 	����
� � ����
������ � �!� %������	� 	����
 ����� � ��
�&��� ����
���� |�|� %���� ���" ����
���� ����� �� �! �
����	�
	����
 ����
� � ����� � � ����� ��� �! # �
����	� 	����
 �����
�" ����
� ������ ������" ��� ��

�$�%&%'%()% *� ���� � ⊂ �  �!� �� �	
	� �−� �������	��� �
���
�����	�� �� � ����	�	� ��	� �	
�� ���	���� � � ��	� ����
�	��� �� 
	�	
� ��� � ∈ �  �! ������� �− � ' �− {�}�
�$�%&%'%()% +� ���� � ⊂ � �!� �� �	
	� �−� �������	��� �
��
�� ���	����� �	
�� �  �! � ���	����� 
	�	
 � �! \ �� ���
	 ∈ � �! ������� �− 	 ' �− {	}�
�$�%&%'%()% ,�  !
	�����"# �	
��� � ∈ �  �! �� ���	� ��
�����" ���	���� 
� �! ��	� �	
��� ��	��� � �� $��������
�!
	�����"# ���	���� � ⊂ �  �! �� ���	� ������" ���	����

� �!� ������%		 �� ��	� �	
�� �
��� �� !���
�	 ��	�� ����
�� � ���� �� �	
�� ���	���� � � 	 �	��� � ��

�$�%&%'%()% -� &	
���� �������"# �
��� � '�������	���
� �!( �����	��� ��%���" ���	"�	�� ������	���� ���	�
���� �	
�� �
��� � ��!���� ��� �
� 	�� ����	�� � ���������

�������� ��	�
� ���� !���"#� ����$#���"#� ����$#���"# �� �" ������%�
������� �&�����

���$�'����� �
��$���
 ��� ��''��(�� ������
 )��'���"�$#�
� ���$��
'�����* ��+ ,-+� ����"� ���!�'��"� ,. +/�0�1�������� � ����"� ,..�
23� ��������45���� ���$�'����� ������� ��"��� ��''��(��
 "��(� 67896: 8;2�
<6 8=>3?@AB>CD � ����"� ,..� ����������0��)��������

���



� EF,/�+-G H�F�F+� � ���

	������ ��� �
�����"�� '�� 	��"� ������%�� �� ���� �	
���
�(� )
�� � �����	��� ��������� 	��� � �! ≥ ��

(�����" �� ���� ���� � # ���	��
��" � � �! ≥ � ��� 	��� 	����

����� ��

) ��

�� ����� �&�& �������	���� ���	��
�� �����" ������
������* ��� ���	��
��� ��� &����
�� ��� ����	�
�� �*���� ��
�����  � ��� ��
�����
�� � ��
�����
�� �� ����	�
�* ���	��
��
�����!� +
���� � ,��& �����& ���	��
�� �����	 ���	���� 	 -.��
����� �	������� 	��� 	 �	��� � ������� /� 0��" 	 ������ �

����������	�� 1��	��
�� ����� 	 ����
�� ����	�
�� � &����
��
������ �����" 	 ������ 2� 3���
�" ���� �����&����	�
� ������ �

������
�� 
��������� ��
��
� ��" ����" �� �������	� 	����

����
� � 	 ��
�����
�� � ��
�����
�� �� ����	�
�* ���	��
��
����� � ��	
� �� ����
�� ���� ��|�|� ) ,�� �� ���� ���� ���&���

� ���	�� 
��
�� ���
�� 
� ,� ����� ��� ��&���	 � ' 4 5 � -� 6�

����7�� ����
 
������ 	���
�� ���
�� ��� �� ��� � ≥ 5 
� �&7��
�	&�  
� ��7��" 
� ��� ���
�� ��&���	 �!� $&7��	&*7�� ���
��
��� ��
�����
�� ��� ��
�����
�� �� ����	�
�* �����	 ������
�
� 
� ��
�	�
�� �����	 ������*7�� ����� ��
�� �� &����

��
�	���	  ���" 
�������" 89" :" -; � 8<;!� ) ,�� ���� ������	�*�

�� ����&*7�� 	���
�� ���
�� �� � ��
�� " �� � ���−��−�

���	���	�� ��� 
���
��

� � 5 � �� � ���−�
��−���	��
����−�
��	��
� ��� ��
�� �� (�����" �� ��� � → ∞

,� ���
�� ������� � �
� �

) ���� ���� �&�� ��������	���� ������
�� ��������
�� �	���

����

�$�%&%'%()% .� &	
���� �������"# '��� �
���� �������"#(
���� �	
�� � � � �
��� � �����	��� ���	"�		 !����	���� �	
�
��� !���
�	 	�������� ������" �� � ��� ����� ����� � ������
�	��� �
��	 �	
��� � � � �!������" � 
���� !����	��� �����
����� &	
���� �������" ���� ��	��� �	
�� �����	��� 
���
�� =∞�  ������	��� �	
���� �������" � � � �	
	� �� � �!�

>���
���� ����� �  �! �
����	� 	��� ��� ������
�� 	����
 ����
�� �� ?���� 	����" �� � �! ' @AB

����∈� ��
�� � �!�

�$�%&%'%()% /� *	�
� �����	��� ��%	���	��� 	��� �
� 	�� ����
�	�� �������" �
��� ��	"��	���� )
�� �����	��� ������"�
��� 	��� ��	 	�� 
	�
� ��%	���	��



��� H� -� �I,-�J�E-� -� E� �-H��,

�$�%&%'%()% 0� *	�
� �
��� � �����	��� 	�������	���� 	���
�
� 	�� ��������� ��	"��	��� �������" �
��� �� )
�� ������
	��� ������"�� ������	�"� ��������� 
	�	
� 	��� ��	 	�� 
	�
�
� 	�������	���

(�����" �� ����  � �! # 
�����	����� ����� 
����
��� ���	���

��� ����� �" � �&7��	&� ���������*7�� �
����	�" �������7��
��
�	����

� 	����
� � � ��

�$�%&%'%()% 1� +��	���� � ⊂ �  �! �����	��� 
���	��#%���
	��� �
�� �−� 	����	� *���	��#%		 ���	����� ���	
��%		 
���
� � �	
��� �����	��� ��!�	 ��
���	��#%���

�$�%&%'%()% 2� ,��	� ����
��"� ��� 
���	��#%		 ���	���� �
���	��	� ����
�� � �
��� �� 	��� ����
�� � �
	�������	��� � ���
�	 ��-	��	�� 	 �			 �	� ����� � 	 ��	�� !����	� ���������
������#%���� ����	 ����	�� 
���	��#%	�� ���	���� � � & .���
�����	 �� ���	� ��!�	 ����
��"� ��� ���	���� � ���	��	� ���
�	���� �  �!�

) ����
�����" ��� &����	� ������
��" 	���� C�����
�
� �	���

���D �&��� ��	���� ����� C�����
�
�D� %���� ���" ���
��
������� 
� ��� 	����
�� �� �&��� 
���	�� ��&����
�����

�$�%&%'%()% *3� /���" �� ⊂ �  �!� 0����	� �� ����	� �#���
�
����� ���" � ������ � ���	���	 � � !���� � ���	���	 � �
���
	�	 �	
��� !���
��� 	 �
����	��� ���	����� � � � �

$���&*7�� ������ �	����� 
��
������
� &����

�� 	������ ��
����� ��
����  ��� 8E;!" 
� �� ����&����	�� �&7��	�

� &���
�� ���
��������	�
���

�%
�%4� *  ��� 85;!� /���" �� ⊂ �  �!� � �#��	 ���	����
� ⊂ �  �!� ���	��#%		 � �� � � ���	
��� ���� �� � �	
��� 1����
��%	����#� � 	�	
	�	!�#%���� �� ��2�	��

�� 	
������ �����

>���
���� ���
�� ���� 
� ������ 	����
�� �� �� �� �
 � &���
��

�� ������  �� �
! ����� �−


 �

�$�%&%'%()% **� /���" � 3 �
������"�� �
�� � {�� � � �  ��} ⊂
�  �!� 0����	� �−


 �
����
	�	� �
��� � � �	
���� �� � � �  �� �
��
�′� ���	��#%�� ��	��#%�� ���������4



� EF,/�+-G H�F�F+� � ���

2��� 9� �������" ��������
����� � ����& � ��� �−

 ��������
���

 9! �  �′! ' �  �! ∪ {�� �� �� �
} ��	 �� �� �� �
 �∈ �  �!5
 :! � �′! ' � �! ∪�� ∪ �� ��	

�� ' { �� ��!  �� ��!  �� �
!  �� ��!  �� �
!}
�� ' { �� ��!  �� ��!  �� ��!  �� ��!  �� ��!

 �� �
!  �� ��!  �
 ��!  �
 �
!  �
 ��!}�
1�!�	 �−


 �
����
	�	� �
��� � ���	� ������"�� � ��	
����� � 
	�
���"���	 !���
�� ������	��� �
�� �′� &	
��� �� �� �� �
 �����
������"�� �
���	��	��� ! �
��� � �
� �−


 �
����
	���

��4%5�()%� >����" �� ���� �′ ������	��� �� ���� ���F*
��

�� ��F���
�
�� �����	 � � �−


 " 	 ������ 	����
� �−

 �����
�
�

� 	����
��� �� � � �  �� ��" ��� ������
� 
� ���� 9�

������� ������	� �����	 F ' {�� | � ∈ N}" ���� �� ���� ��
�� ,��� ������	� ������� 5� 	����
 ����
� 	��� 5 � �	�����
��
�����
�� � ��
�����
�� �� ����	�
�* 5��	��
�� �������

$���� ����� �� ,��� ������	� �� �&��� �� �
�&�����
G���� � ' 9� 2�������� ���� ��" ���� �� �  ��! ' {�� � � �  ��}"

� ��! ' ∅� H��� �� ���&����� �� ����� �� �������	����
�� ����
��
�
��� ��� �������� �−


 ��������
�� 
� 	����
�� �� � � �  ���
������� � → �=9� 2�������� 5 ����� ����� �� # � �

� � � �  � �
�� +�

��F���
�
�� �&�� ������ ��� ) ������ �� ��������	 � 	
� 	������

�� ��� 	����
 {���	 � � �  ���	}" ����
� ������ ������ 5� �����
��
� ����& �� �������	����
� 5 �������� �−


 ��������
�� 
� 	�����

�� {���� � � �  ����} � � �  {���� � � �  ����}" ���	��	�

�� ���&��

�� 	
���&���� ,�� �������� ���� ����
���� ��	��



��� H� -� �I,-�J�E-� -� E� �-H��,

�%44� *� )
�� �� 3 ������"�� � ������"�� �� ��������#
5������� �
���

6
7����%'8���
� G���� � ' 9� I������ 5��	��
��� ����� ���
����������� ����
��� (�����" �� ������ �−


 ��������
�� �����
	��� �	� 
���������*7���� �&� ����& �*���� 	����
��� �	 �
�
 " ��� � � ∈ {9 � � �  5}� >������� �−


 ��������
�� �����
���� ��
����" �����	����
�" ����& �*���� �	&�� 	����
��� �	 � �
 " ���
� � ∈ {9 � � �  5}" 
������ ���� 
���������*7���� �&��� >��	��
�"
�� ��� &����
�� ��
��" ��� ���� 	����
" 	����
� {�� � � �  ��} �&�
�& ����� 	 ��
�� �����
�
� �	��
���� 0���� �������" ���� �&7��
�	&� 4��������*7�� �
����	� ����� ��" � ��
� �� ��������� ��
�����
�
 ����� ����� �� 	����
" ��������
�

�� ��� ��
�� ��
�−


 ��������
��� >���
���� �����
�
&" �������&* 4��������*7��
�
����	��" ����� � " � 	����
�" ��������
�

�� ��� ,�� �−


 �
�������
��" ����� �� �� �� �
� >��	��
�" �� ���� �����
�
� �
����� �� ��
�� ��� 	��� 	����
 �� �� �� �
" � 
� �! ≥ 5� 2���
������ �	� ���	����� ��&��� # �����
�
� ����� �� �	&� 	����

 ��&���  9!! � �� ��� 	����
  ��&���  :!!�

 9! (�����" �� |
� �	! ∩ 
� �
!| ≤ 1 ��� �*��� ������
��
� � ∈ {9 � � �  4} �" �����	����
�" �*��� �	� 	����
� ��
�� �� �� �
 �����*�� �
����	�� �� ����
�� ���� �� 5 	���
��
�

 :! (�����" �� �*��� ���,����

�� ����
����	� �
����	�
	����
 �� �� �� �
 �������� �������*7�� �
����	��" ���
�����7�� {�� � � �  ��}�

0���� �������" ���&��
� ����	������ � �&7��	�	�
��� 4���������
*7��� �
����	�� $����	����
�" �� # 5��	��
�� �����

I������ ��
�����
��� ����� ��� (�����" �� 	�� ����� �����
�� ��������
�
� ��� �−


 ��������
�� �" �����	����
�" & �*���� ���
��� ���
 �� ��
��	 ���� ����
� 5� >�*�� ���&����" �� 	�� �����
�&7��	�

� � ���� �� # ��
�����
�� 5��	��
��� I������ ��
��
����
��� �� ����	�
�* ����� ��� 2�������� 	����
� ���������

�

�� ��� ���������� �� ��� �−


 ��������
�� # �� �� �� �
  ������
��−

�
 ��! ' ��−

�
 ��! ' 1!� (�����" �� �*��� ����� �� �
����	 ��

� ��" �� ����*��
���  �� ��! �  �� �
!" 	���� 	 ��&����
��" ���
�� 	����
� ������� ���� ����
� 5� 0���� �������" ���&����"
�� 	�� ����� �
����	 �� � ��" �� ����*��
���  �� ��! �  �� �
!"



� EF,/�+-G H�F�F+� � ���

# 
�����	����� ?���� 	����" �� �
����	� {�� �� �� �
 ��} ����
��� {�� �
}" �" �����	����
�" �����  �� ��! 
�����	����� J
�������

�" 
�����	���� � �����  �
 ��!� 0���� �������" ��
�����
��� ��
����	�
�* ������
�" ��������& ��������	����� �����	���
�� �−


 �
�������
���

������� � → � = 9� 6��
�� � ����������	� 5��	��
��� ����
�� ��	�� ����������� ����
��� �� �
�&����

��& ����������
�*
�� # 5��	��
�� ����� $����	����
�" ���� �&7��	&� 4��������*7��
�
����	� � 	 ����� ��	�" � 	�� 	����
�" 	����7�� 	 ��
& ����*
� �
� � � �  � �

�" 	���� 	 ��
& �����
�
& �	��
��� ����� ��	�−� � (��
����" �� �� ������ 9 	 � 	

� ����& �*��� 	����
�� � �
����	��
{���	 � � �  ���	} �&7��	&� 5 
���������*7���� �&��� ����& �
����
�	��� {���	 � � �  ���	} �� ���
�� ����� � �

� � � �  � �
� ���� �&7��	&�

5 
���������*7���� �&��� >�*�� ����&�" �� 	����
� �� �������

�� ����� � �

� � � �  � �
� �������*�� �
����	��" �����7�� �� �����


�� ���� �� 5 	����
� $����	����
�" 	����
� ����� �� ���������
	 ��
�� �����
�
�� >�*�� ���&����" �� 4�,����

�� �
����	��
���� �������� ����� �����
�
�" ������� ����7�� 	 ��
�� ��
�����	 �−


 " ��������
�

�� 
� ������
�� ����� >�*��" �
������
�
���� �
�&���� ���&����" �� ���� ��	� # 5��	��
���

(�����" �� �� ������
�* �� 	����
�" ���*7�� ����
� 5" 
�
������	�*�� ��� ��������
�
��� �" �����	����
�" 
� ��
�* �	��
�� ����
�� ��� ����	��
�� �*���� ����� ���
 �� ��� ��
��	 ����
� ����
� 5� >�*��" ���	��
�" ����&� ��
�����
��� ����� ���
��
�����
��� �� ����	�
�* ����� ��	� ������	���� �
������
�
��
�����
��� �� ����	�
�* ��  ��������& ��� ����������	� ���

�����
��� �� ����	�
�* ����� �� ������	�����" �� �*��� �����
���� 	 5�,����

�� �
����	�" �����*7�� ����
����	� �
����
�	� 	����
 ��
��� �� ��������
�

�� �����	 �−


 " � ,� 	����
�

� ������	�*�� ��� ����
����� ��������
�
���" �� ��� ���*
����
� 5!� �

�%
�%4� +� & �
��	 ��	� ���� �	
�� ��	�	� ���	 6 �
	�� ��	�
�	
�� �� !
��	� �	
	 �

�� �

6
7����%'8���
� >��	��
�" |�� ��!| ' 9: � |��� ��!| ' 5� �� ���
����
�*" |�� ��	�!| ' 5|�� ��!| = :. � |��� ��	�!| ' 5|��� ��!|�
$����	����
�"

|�� ��	�!| ' 9: · 5� = :. ·  5�−� = � � � = 9! ' 9: · 5� = 5 · 5� − 5



��K H� -� �I,-�J�E-� -� E� �-H��,

� |��� ��	�!| ' 5�	�� 0���� �������"

|��� ��!|
|��| '

5�

9< · 5�−� = 5� − 5
�

5

::
�

�
�'%&���)% *� ��� ������ � ' 5 �����	� 	
��	���� �� � ��

�� �

�� �
������ �����

�$�%&%'%()% *+� /���" � 3 �
������"�� �
��� � ≥ - � � '
{�� � � �  �
 ���−��

� �} ⊂ �  �!� 0����	�  �� �!�
����
	�	� �
��� � �

�	
���� � �
�� �′� ���	��#%�� ��	��#%�� ���������4
 9! �  �′! ' �  �! ∪ {�� �� ��} ��	 �� �� �� �∈ �  �!5

 :! � �′! ' � �! ∪�� ∪ ��
� ∪ ��

� ∪ ��
� � ��	

�� ' { �� ��!  �� ��!  �� ��!}�
��
� ' { �� �	!|� ' 9 � � �  � − :}�

��
� ' { �� �
 ���−��

� �	�−	!|� ' 9 � � �  � − :} �
��
� ' { �� �	!  �� �
 ���−��

� �	�−
!|� ' 9 � � � 
⌈
�−�
�

⌉
�

� ' 9 � � � 
⌊
�−�
�

⌋}�
1�!�	  �� �!�
����
	�	� �
��� � ���	� ������"�� � ��	
����� �

	���"���	 !���
�� ������	��� �
�� �′� &	
��� �� �� �� �����
������"�� �
���	��	��� ! �
��� � �
�  �� �!�
����
	���

��4%5�()%� >����" �� ���� �′ ������	��� �� ���� ���F*
��

�� ��F���
�
�� �����	 � � ��" 	 ������ 	����
� �� �����
�
� �
	����
��� �� � � �  �
 ���−��

� � �
������
� ��&" �� ������
� 
� ���� :

��� ��&��� � ' <  �����
� �����" �� ��� � ' < �
���
��
⌊
���−�

�

⌋

���� ��	
� < �" �����	����
�" �
����	� � ������� < 	����
�!

) ����
����� �&�& ��������	���� ����&*7�� �	���	� �����" ���
�&��

��� ��� ��������
�
���

 9! �*��� �	� ��������
�

�� 	����
� 	���� ����
� �� 	����
�	K

 :! ��������
�

�� 	����
� ���* ����
� �K
 1! �*��� ����	��

�� ��� ��������
�
�� ����� 	���� 	 ���

&����
��" ��
� �� 	����
 ������� # ��������
�

��" � ���"
���� ����
� ��



� EF,/�+-G H�F�F+� � ��0

2��� :�  �� <!��������
���

) ����
����� �� �&��� ����� ��
�����
�� � ��
�����
�� ��
����	�
�* ���	��
�� ����� � ����7�* �����

�� �������� ������
���
�
��� ������
�� �&�� �
������
� ��&��* � ' 5� 6� ���&��

��
��
��&���� ������ 
���
�� � � ' -" ��������& ��� ���&��
�� �	���
�	� ��
�����
��� �� ����	�
�* 	��
�" ���� 	�� 	����
� �
��
���	� � ���� ����
� ��� �� � �	&�� �� ��������
����� 	����
�
I�� � ' 5 ,� &���	�� �������� ����� ���� � ������� 
� ������
4 	����
" �� 
� ���	��� ���&��� 5��	��
�� �����

+�*� �'95�: (%5%�(
;
 �� G&��� �����" �� � ' : =1� J
�������

� ��&��* 5��	��
��� ����� �� �
�&���� �&�� ������
� ������	�
���	��
�� �����	 H ' {�� | � ∈ N}" ���� �� ���� �� �� ,���

������	� �������  1 = 9!�  � ���"
⌊
���−�

�

⌋�
! 	����
 ����
�

	��� � � �	����� ��
�����
�� � ��
�����
�� �� ����	�
�*�
G���� � ' 9� 2�������� ���� ��" ���� �� �  ��! '

{�� � � �  ���	�} � ��! ' ∅� H��� �� ���&����� �� ����� �� �������	��
���
�� �����
�
���  =: ��������  �� �!��������
�� 
� 	����
��
�� � � �  ���	��

������� � → � = 9� 2�������� 1 = 9 ����* ����� �� #
��
� � � �  ���	�

� � >�F���
�
�� ,�� �����	 	������ �� ��� ) ������
�� ��������	 � 	

� 	������ �� � 	����
" ���*7�� ����
� 	��� �"
� ����
���� �� ����� {���	 � � �  ���	}� (�����" �� 	����

�� 	�����

� 
� ���& ��� ��������
�
� 
� ������&7�� ������ �����
�� �
����& �� �������	����
� � ��������  �� �!��������
�� 
� 	�����

�� {���� � � �  �����	�} � � �  {���� � � �  �����	�}" ���	��	�

�� ���&��
�

�� 	 ���&���� ,�� �������� ���� ����
���� ��	��

�%44� +� )
�� �� 3 ������"�� � ������"�� �� ��������#
�������� �
���



��5 H� -� �I,-�J�E-� -� E� �-H��,

6
7����%'8���
� G���� � ' 9� ) ���	&* ������� ������� ���	���

��� ����� ��� ����������� ����	
�� � ����
����  � − 9!�����
����*7�� �
����	� 	 ����� �� ����� !� >���
���� 	����
�" ������
���
�

�� ��� ���� ��������" ����� �	� �

	
� �

	
�� (�����" �� �	� �

	
� �

	
�


� ���& ����� 	 ���
�� �����
�
�� ����� �� − !� %���� ���"
��������& |!| ' � − 9" �&7��	&� � ����" �� �� ����
�� ���� �	�
	����
� �� �	� �

	
� �

	
� ���� 	 �  ��!\!� $����	����
�" 	�� 	����
� ��

{�� � � �  ���	�}\! ���� 	 ��
�� �����
�
�" ��������& �*��� �	� 	���
��
� �� �	� �

	
� �

	
� 	���� ����
� �� 	���� 	����
��� {�� � � �  ���	�}�

>�*�� ����� ���&���" �� ��� �*���� � �' � � �*���� " ' 9 : 1

	����
� �
 ���� ���� 	 !" ���� 
������� 	 ��
�� �����
�
� �

	����
��� {�� � � �  ���	�} \ !� 0���� �������" 	 ����� �� − ! ��	�

� ��
� �����
�
�� ���&��

�� ����	������ ������	��" �� ����
�� # ���	���
� (�����" �� ��
�����
��� ����� �� ���	��
� ����
�&� �� ���" �� �� ����
�� ���� ���
 �� ��
��	 �*���� ����� ����
����
� �� ��
�����
��� �� ����	�
�* ����� ����&� �� ���" ��
�*��� ���� ����
�� 	����
 # $ 	���� 	 ��&����
�� # $ �" ��� � #
	����
� ����
� �  ��� �	���	�  1!!�

������� �→ �=9� I������" �� ��	� # ���	��
�� ����� �����
������� ����
��� �� �
�&����

��& ����������
�* �� # ���	���

�� ����� $����	����
�" ���� �&7��	&�  � − 9!��������*7�� �
��
���	� ! 	 ����� ��	�" � 	����
�" 	����7�� 	 ��
& ����*
��
� � � �  � �

�" 	���� 	 ��
& �����
�
& �	��
��� ����� ��	� − !�
(�����" �� �� ������ 9 	 � 	

� ����& �*��� 	����
�� � �
����
�	�� {���	 � � �  ���	} �&7��	&� � 
���������*7���� �&��� ����&
�
����	��� {���	 � � �  ���	} �� ���
�� ����� ��

� � � �  ��
� ���� �&�

7��	&� � 
���������*7���� �&��� >��	��
�" �� 	����
� �� ����
���
�� ����� ��

� � � �  � �
� �������*�� �
����	��" �����7�� ��

����
�� ���� �� � 	����
� $����	����
�" 	����
� ����� �� ������
���� 	 ��
�� �����
�
�� >�*�� ���&����" ��  �− 9!�,����

��
�
����	�� ���� �������� ����� �����
�
�" ������� ����7��
	 ��
�� �� �����	 ��" ��������
�

�� 
� ������
�� ����� ?���� 	��
���" �� �*��� ����
����	� ����� �� �������� �
����	�� ��
����
�� ���� �� � 	����
� 0���� �������" ���� ��	� # ���	���
�
��
�����
��� � ��
�����
��� �� ����	�
�* ������	�*�� �
��
�����
� ����������	& ��
�����
��� � ��
�����
��� �� ����	��

�* ����� ��" ��������& ��� ��������� ��������
�
�� 	����
� &��
���*7���� 	 ����� 	����
� ����
� � 
� ������	�*��� �



� EF,/�+-G H�F�F+� � ��4

�%
�%4� ,� /
	��������� ��� � ' : =1� 1���� � �
��	 ��	� ����

�	
�� ��	�	� ���	 � �
	�� ��	� �	
�� �� !
��	� �	
	 ���	�
���	��	� �

6
7����%'8���
� >��	��
�" |�� ��!| ' 1  =:! � |��� ��!| ' 1 =9�
�� ������
�*"

|�� ��	�!| '  1 = 9!|�� ��!|= 1�

� |��� ��	�!| '  1 = 9!|��� ��!|� $����	����
�"

|�� ��	�!| ' 1�  1 = 9!�−� = � � � = 9! = 1  = :! 1 = 9!�

' 1�
 1 = 9!� − 9

1 
= 1  = :! 1 = 9!�

� |��� ��	�!| '  1 = 9!�	�� 0���� �������"

|��� ��!|
|��| '

 1 = 9!�

1� ���	��−�−�
�� = 1  = :! 1 = 9!�−� =  1 = 9!�

�
 1 = 9! 1 !

1� = 1  = :! 1 ! =  1 = 9! 1 !
'

  1 = 9!

: = 1 = 1  = :! =   1 = 9!

'
1 � =  

- � = L = 1
�

�

�'%&���)% +� /
	��������� ��� � � - 3 	�	��	 ����� � � ' : =1�
1���� ��� ������"��� � ������"��� �� ��������# ���������
�
��� �� � 9− ���	�

���	��	� ' ���	��	�
���	��	� ' ���−��−�

���	���	�� �

+�+� �'95�: 5%�(
;
 �� G&��� �����" �� � ' : � 0�� ��" ��� � 	
������&7�� �	&� ��&����  ��� 5 � ��� 
���
��� �!" �� �
�&���� �&�
�� ������
� ������	� ���	��
�� �����	 H ' {�� | � ∈ N}" ����
�� ���� �� �� ,��� ������	� ��� � ≥ : �������  1 − 1!�  �

���"
⌊
���−�

�

⌋�
! 	����
 ����
� 	��� � � �	����� ��
�����
�� �

��
�����
�� �� ����	�
�*� $������ ,� ������	� �&�� �
����
���
� ��&��* 
���
��� �M ������ �&�& ����� 	 �	&� ���	�� �����
��
��&�����

G���� � ' 9 :� 2�������� ���� ��" ���� �� �  ��! '
{�� � � �  ���−�} � ��! ' ∅� H��� �� ���&����� �� ����� �� ������
��	����
�� �����
�
���  ��������  �� �!��������
�� 
� 	�����

�� �� � � �  ���−�� ���	�� ��� ������
�� ����
��
� 0����� �������
��� 1 −1 ����� ����� �� # ��

�  � � �  �
��−�
� � ����
���� ��F���
�
��



��1 H� -� �I,-�J�E-� -� E� �-H��,

,�� �����	 ����� ��� )����
� ���� ����� ����� ��" 
� �	��*7��
��� ��������
�

��� 
� ���	�� ����" ���
&���&�� ���	 � � �  ���−��	�
0����� �����
�� � ����& �� �������	����
� 1 − 1 ��������  �� �!�
�������
�� 
� 	����
�� {���� � � �  �����	�} � � �  {���� � � �  �����	�}" ���
�	��	�

�� H���" ���&��

�� ���� ������� �� ��" ����
���� ���
��� ���

������� � → � = 9� 2�������� 1 − 1 ����� ����� �� #
��
� � � �  ���−�

� � >�F���
�
�� ,�� �����	 	������ �� ��� ) ������ ��
��������	 � 	

� 	������ �� � 	����
 ����
� 	��� � # {���	 � � �  ���	}�
(�����" �� 	����
�" ��������
����� 
� �*��� ����" ���* ���
��
� � � ����
������ ��������
�
���� 
� ������	�*��" � �
��
��" �����
�* ����
� �� >��	��
�" �� � 
� ,�� ���� �
� 
�
�&�& ����
&� � 	
�	� �����
� �	�* ����
�� �����
�� � ����
�& �� �������	����
� � ��������  �� �!��������
�� 
� 	����
��
{���� � � �  �����−�} � � �  {���� � � �  �����−�}" ���	��	�

�� ���&��

��
	 ���&���� ,�� �������� ���� ����
���� ��	��

�%44� ,� )
�� �� 3 ������"�� � ������"�� �� ��������#
�������� �
���

6
7����%'8���
� (�����" �� ����������	� ,�� ����� �����
���&��� �
������
� ��&��* 
���
��� �� >����� ���	��� �����
��� ��������
�� �����	 �� � ��� $���� ������ 	 ��
��&���� 	
��" �� ��� ��
�� � 	�� 	����
� �� �&�& ���� ����
� � � ���
�����	� ��������
�
�� 
� 	���� ���� &	�����
� ���

� ��� ���"
���� 	�� 	����
� �� 	��� ����� �� ����� 	����� ���� ����� ���
��
� 	��� �� N� ����
�
�� 	 ��
��&���� 
��&7��	�

� 	���*

� ����������	� ���	��
���" ��
�����
��� � ��
�����
��� ��
����	�
�*� �

�%
�%4� -� /
	��������� ��� � ' : � 1���� �
� � ≥ : � �
��	
��	� ���� �	
�� ��	�	� ���	 � �
	�� ��	� �	
�� �� !
��	�

�	
	 ���−����	���−��
����−
���	��� �

6
7����%'8���
� >��	��
�" |�� ��!| '  1 =1! 1 −1! � |��� ��!| '
 1 − 1!�� (�����" �� 
� ���� ���� �������	� 	����
 ����
� �
� ����
� 	��� � ��
�*�� ����&*7�� �������M

|�� ��	�!| '  1 − 1!|�� ��!|= 1�



� EF,/�+-G H�F�F+� � ���

� |��� ��	�!| '  1 − 1!|��� ��!|� $����	����
�"

|�� ��	�!| ' 1�  1 − 1!�−� = · · ·= 9! =  1 = 1! 1 − 1!�

' 1�
 1 − 1!�−� − 9

1 − 4
=  1 = 1! 1 − 1!�

� |��� ��	�!| '  1 − 1!�	�� 0���� �������"

|��� ��!|
|��| '

 1 − 1!�

1� ���−��−�−�
��−
 =  1 = 1! 1 − 1!�−� =  1 − 1!�

�
 1 − 1!� 1 − 4!

- =  1 = 1! 1 − 1! 1 − 4! =  1 − 1!� 1 − 4!

'
 1 − 1!� 1 − 4!

-   1 − 1! 1 − 4! = 9!
'

L � − 1. � = 11 − 9:

9E � − 4: � = :- 
�

�

�'%&���)% ,� /
	��������� ��� � � - 3 �	��	 ����� � � ' : �
1���� ��� ������"��� � ������"��� �� ��������# ���������
�
��� �� � 9− ���−����	���−��

����−
���	��� ' ���−����−��	��
����−
���	��� ' ���−�
��−���	��

����−�
��	��
� �

�'%&���)% -� ��� � ' - < E L 9. �����	� �� � ��
�� � �� � ��


� � �� � 
�
�� �

�� � �
�
 � ��� � 
��

��� �

6
7����%'8���
� (�����" �� ,� &	�����
�� ����� ���&��� ��
�����	�� : � 1� �

����������

�� L� 6MN3� 6� L@MOP3� L� L@Q@A@R@S@B>C� ������� �� ����� 0 �� � ����������

��������� 0���������� ������ T <A@D>B U3VRCM� �� W���0X� �4Y�4�
�� L� 6MN3� 6� L@MOP3� L� L@Q@A@R@S@B>C� ������� �� ����� 5 �� � ����������

��������� 5���������� ������ T ZCB=AO[O \@[>OV@[C=B ��� W����X� 00Y5��
�� :� ]@?CM� � ������ �� ����������� ������ T ^� U3VR� 9>O3AS � W��5�X� �0�Y�0K�
K� :� ]@?CM� �� ��� �� �� � �� ����������� ������ T ;M� _� 9� 9`[[O WON�X :O=OM[

aA3bAOBB CM U3VRCM@[3AC=B� 6=@NOVC= aAOBB� c3MN3MY2OQ d3AP W��5�X� DD� ��Y����
0� e� <f3ACMb� !��� ���� �� "����#� ������� T ZCB=AO[O \@[>� ��� W����X M3� �Y��

��0Y��5�
5� \� cC� g� d`@M� ^� 8`� $�� � �%� �� &������ �� ����� 4 �� � ������������������

4���������� ����� T ZCB=AO[O \@[>OV@[C=B ��� W���1X� 5�5�Y5�51�
4� _� \@NOA� '  !� (�  ������� ������ ) �������*�������� +������ T 6R>�

\@[>� 8OV� hMCi� W<OAV@M� ]@VR`AbX �� W��4�X� K�Y5��
1� L� \OMbOA� '  ����������� , &��������� T e`MN� \@[>� �� W���4X� �5Y��0�
�� _� 9� 9`[[O� � ����� �� ����������� ������ T ;MN@b� \@[>� �� W��5�X� KK�YK00�



��� H� -� �I,-�J�E-� -� E� �-H��,

OPQRSTUVWR X� Y�" ZRUTVQ Y� [� YPV\T W]QTA^]U V_ `]aQ]] � V_ @ABA@Rbbc
RB` ^VBTQR^TAVB ^QATA^Rbbc ��^VBB]^T]` aQRdeUM \dd]Q PV\B`U�

fB Te] RQTA^b] 84;" g� hRbAB RUi]`" jeRT Te] ^VBUTRBT �� U\^e TeRT
RBc @ABA@Rbbc RB` ^VBTQR^TAVB ^QATA^Rbbc ��^VBB]^T]` aQRde eRU RT b]RUT
��|�  �!| W]QTA^]U V_ `]aQ]] �� klR^T PV\B` _VQ � ' 4  �
 ' 9! RB` BV
\dd]Q PV\B` _VQ bRQa]Q � AU iBVjB BVj� m] _V\B` \dd]Q PV\B`U _VQ ��
_VQ � ≥ 5�

���"���$� �� �����"� ���� ��2@MS@Mb 9O=>M3?3bC=@? hMCiOABC[S�
8CMb@D3AO

-����� � ���������	
�����	���������	�

H����"��j������� �"'�$����
��"��"�	������ ���"�"�"�
�� E�-�H"��$��� ,-+� .��"���� �4�
������ H���"���"��j���� ,���� 

-����� � ����	������������


