
������� ���	�
�
��
������ ����

��
 ���� ���� ��

���� �����	
�

�
������������� ������ ������ ���

��������� �
����� �� ��
������ ���
��

��������� ��  !"#$ %&!�''�()!%*& +�!,��& !-� !-�*'$ *. /") %0
1*'2-% 1 )&# !-�*'$ *. ')&#*1 ,)(3 *& 4'*"2 � )&# � !)+(% -
!-� .*((*,%&4 5'%!�'%*& *. !')& %�&5� .*'  "+ �! *. 4'*"2 6 %. )  "+0
 �! *. ) 5*"&!)+(� 4'*"2 -) +*"&#�# %1)4� "&#�' )&$ !-'�� (%&0
�)'($ %&#�2�&#�&! -*1*4�&�*" /") %1*'2-% 1 *& !-� 4'*"2� !-�&
!-%  "+ �! % !')& %�&! .*' )(( &*&#�4�&�')!� ')&#*1 ,)(3 *& !-�
4'*"2� 7'*1 !-% %! .*((*, +$ '� "(! *. 8�9� !:%&)� ;�7"<%,)')�
=� 9%'1)&� ��8�&) 5*� )&# *!-�' !-)!� %& ) 5�'!)%&  �& �� 4�&�'%5
�(�1�&! %& 1)22%&4 5()  4'*"2 *.  "'.)5� )'� 2 �"#*0>&* *:�
4�&�'%5 +')%# %& >'!%&? +')%# 4'*"2 '�2'� �&! 2'%1� (%&3 )&#
3&*! � 4�&�'%5 �(�1�&! %& !-� 5*11"!)&! *. �:�'$ &*&0�(�1�&!)'$
-$2�'+*(%5 4'*"2 -):� ()'4�  !)+(� 5*11"!)!*' (�&4!-� �!5�

���������	��

��� ����� 	�
��	� �� 
��� 
�
�� ��� 
��
 �� ��������
����� �	� ��	���
����� �	 ����
�� ������ 
��
 � ��	�
��	 � � � → R �	 � ����
 � ��
������ � ��������	
��� ��	� ����
���� ������
������	
���� �� ������
�
����
���� �� 
�� �������	� ��	��
��	 �� ���������

��

�����∈�

|�������− �����− �����| � ∞�

���� ��	������� � ��
  � � → R
� �� ∈ N� �� �	 R

����������	
��� �� 
��
��


�� �! { ������−  ����−  ����}�����∈�
�� ���	��� �	 R

�� "�#������� � ��
 � → R
� �� �	 R

�$��������
���� ��
�	� �	�� �� ��� �
� ������	�
� ��	�
��	� ��� �R�$���������
������ %	 �
���
������ R

�$��������
����� ��� �� 
�����
 �� �� �$
�
��� �� ��������$

������ &	 R

�$��������
����  � � → R
� �� 
���������� ��  ���� !

��� ����� 	
� ���	���6 /") %1*'2-% 1� ')&#*1 ,)(3� !')& %�&5�� 1)22%&4 5()  
4'*"2� 2 �"#*0>&* *:� +')%#� 3&*!� 5*11"!)!*'�

@"22*'!�# +$ !-� A7 B'� %#�&! C')&! 8D0E��F�������� A79A 4')&! ��0��0��GHH0)
)&# ��0��0�����0*I01�

���



JK>@L8MABNL@8@� A>ODM8 �>P;@� >OD QA>O@LROQ @K9@RQ@ ���

� ·  ��� ��� ��� � ∈ �� � ∈ Z� '��� R
�$��������
����  ��� � �	���� ��$

����	���� R
�$��������
����  ���� 
��
 
�� ��
  − �� ���	��� ����

(���� )�)�� *� ��� 
��
 �	 R
�$��������
���� �� �����������
� �� 
�� ��$

��� �� 
�� ������
�	��	� ������	���� R
�$��������
���� �� 	�
 ��	
��	��

�	 � ��
��
��	� �� R
�� �& 	�	����	���
� R

�$��������
���� �	 � ����

�+��
� �� �	� �	�� �� 
�� #��
�� �
��� �� ������	���� ��������
����� �	

�� ����
 ��� ����	���	 �
 ����
 ���
(�
 � �� � ���	
���� ����
 �	� ��
 � �� � 
��������
� ������� �	 ��

�*� ��	����� 
�� �������� 
��
 ��� ������� ��
� ���
��
 
� 
�� ������
�

�
����� �	 
�� ����
�� ������ 
��
 
�� ���

 ������ ���� �	���≥� �� �
��

 ���
����
��� � ���� ����,�� ������� �� 
�� 
���$������	���� �����#
����	 ����� �
�
� �
��� �� �� 
�� 
��	��
��	 
��������
��� ��� ��#�	 ��

 ��� �� ! ���−���� �	� 
�� �	�
��� ���
����
��	 �� ��	��	
��
�� �
 
�� ���	$

�
� �� 
�� ����
� �����-�
��	� �� 
��� 
������ ��� ������ 	�

� �� 
�� ��	$
��� ����� ��� ���
����
��	 �� 
�� �$���� �
 
�� �$
� �
�
 �� 
�� �$����
��	#���
��	 �∗�� *� ��� 
��
 � �� �����������
� �� �
� ��

��
 ��	���
��
� �� � ��������
. � ��	��� ���� �� �����������
� �� �
� ���
����
��	 ��
	�	����	���
��
/�#�	 � ����
 � �	� � ��

�	� 
 � � → � 
� ���� �
��� �� �� 
��

0����#����1 �� 
 ��
� ���
��
 
� � ��	��� ���� �	���≥� �	 � �� ���	
#������ 
��
��
��� �� ��	��� #�������� 
�	�� �	� �����	��� 
����� �����
�����≥� ��� 
�
�� �� �	���≥�� "����#� 
��
 
�� ����#���� �� �������$

����� � → R

� ��
� ���
��
 
� ��	��� ����� �	 � �� ��������� �� 
��
��������� 
����� �� ��	��� ����� �	 '�������	 �
���� ���� 
� 
�� ��#����
���
 
��
 �������
����� � → R

� ��	� ��	��� ����� �	 � 
� ��	���
����� �	 R

��� 2�	�� ��������
����� ��� ������� 
� �������
������ �	�
����� �+
��
 
��
 ���� 
������� ��	���	�	� ��	��� ����� �	 '�������	
�
���� ��� �� ��	�����-�� 
� �������� ����#���� �� ��������
����� ��
�
���
��
 
� ��	��� ������ �� 345�����	� �	� ��6��
	��� 789 
��#�� 
��


�� ��	������� �� 
��� ��	
��� ����
 
������ �	� 
�� ��� �� 
�� �
���
��
������
�� ��� #���� ��� ��������
������ ��� ����� �����
 �� 
��� 
�
�� ��

�� �������	� 
������� ����� �� 
�� �����
 �	������ �� � ����$�	��	 ���

����
 ��	��� ����� �	 R

� �Z���

�� � �!"#$"%� ��
 � �� � ����
���� ����	 ��� ��
  � � → R
�� � ∈

N� �� � �����������
� R
����������	
���� �
�� ��� ���
 �����������
�

	��������
� ������� � �� � ��� ��� ����� ������� �����
 � ⊂ R
� 

���

����
� � ����
��
 � �! ���� � ���� ���
 

�
 ��� ��� � ∈ N ��� & ∈ R
�



��� >�S� 8>PTKQLO

�� 
���

�∗� ( −� �&:��
)

� ��−����

�
��� �∗� ����
�� 

� ������ �������
��� �� ��
�%	 
�� ���� ����� � ! ) �	�  �� ������$�	
������� ��
� ���
��
 
� ��


�� �
�
���	
 �� ������� ;�) 
��#����� ������� ���� 
�� ���#�$��	
��	��
��	
��� ����
 
������ �� ��345�����	� �	� ��6��
	�����

������� ;�) ������� ��
���� 
�� �������	� ����������� ��� �����
� �� ����
��

��'� �#$#���$�� �� � �����
 � �� � ����
���� ����	 � 
�� ������� �����
����� � �����������
� R

����������	
��� � → R
�� � ∈ N� 

�� ��� �����

�����������
� 	��������
� ������� � �� � 

��� ����
� � ����
��
 � �!
���� ���
 

�
 ��� ���
 � ∈ N �� 
���

�∗���� � ��−����

2�	�� 
�� ��	#���
��	 �∗� ��
����	�� 
�� ���
����
��	 �� 
�� �$���� �


�� �$
� �
�
� �� ��#� ���� 
�� �������	� ����������

��(� �#$#���$�� �� � �����
 � �� � ����
���� ����	 � 
�� ������� �����
����� �� ��������� ��������	
���� 

��� ��� ����� �����������
� 	����
�����
� ������� � �� �� 

� 	��������
� 

�
 

� ������ ������ �� � 
�
�
� �
 

� ��

 �
�	� 
���� 
� ; �� � 
���� 
� �����
��

%
 �� 
� �� �������� �	 ����
��	 
� <���������� ;�=� ;�> ��	� ;�? ��$
���� 
��
 �� � �����
 � �� � ����
 � ��� ���	��� ����� �	��� �	 R

�$
��������
����  � 
��	  ���� �� ���� ���	��� ��� ���� � ∈ Z. �����#���
��� �	� �	�
� �����
 � ⊂ � 
�� �����  

(
�� ∪ �−� ∪���

)
�� ���	�����

������� ;�) ��
���� �
����� ����������� �	 
�� ���� � ≥ >� ������ 
��

� �����
 �� � ����
 �� ���� 
� �� 
�������
 ��
� ���
��
 
� � ��	��� ����
�	 
�� ����
 �� �����
 �#��� ��� ��� 
�
� �� 
�� ��	��� ���� #���
� 
��
�����
 �	�� �	�
��� ��	� 
����� %	 
��
������� �#��� �����
 � ⊂ � ��
�
�	�
� ���

∑∞
��� �

∗���� �� 
��	���	
 ��
� ���
��
 
� 
�� ��	��� �$����

�� 
�� 3����@<�	
���� ������ ���������� ��	�� 
�� ������
∑∞

��� �
−��� ��

��	#����	
 ���	�#�� � ≥ >� ������� ;�) ������ 
�� �������	� ���
����	 ��

��	���	�� ��� �����
� �� ���	
���� ����
��

��)� �#$#���$�� �� � �����
 � �� � ����
���� ����	 � 
�� ������� �����
����� � �����������
� R

����������	
��� �� �� 

�� � �� 
�������
 ���
���
 �����������
� ������ ���� �� ��  �������� ��� ��� ���
� �����


�9�5)" � !-� #�I&%!%*& *. R
�0/") %1*'2-% 1 %12(%� !-)! .*' )&$ ��� �� ⊂ � !-�

%1)4� UV����W % 5*&!)%&�# %& UV��WXUV��WX��� ,-%(� UV�−�W ⊂ UV��W−UV�W−���



JK>@L8MABNL@8@� A>ODM8 �>P;@� >OD QA>O@LROQ @K9@RQ@ ���

� ⊂ � ��� � ∈ Z� 

� �����
 �� ∪ �−� ∪��� �� ���� 
�������
� ���� ���

�����������
� ������ ���� �� ���

<�������� ;�? 
��#����� ��
���� 
�� �������	� �����
� ����� ��	�����-�� 
��
����$�	��	 ���
 
��
 �#��� 	�	����	���
� ��	��� ���� �	 Z

� ��
� � ≥ >
�� 
��	���	
�

��*� �#$#���$�� ��
 � �� � ����
���� ����	� !����� 

�
 � ≥ >� �
��
���
 �����������
� R

����������	
��� �� � ����� �� �� 	�

 �� ����� ����
��������
� ������ ���� �� � 
� � �������� 
������ 
� �����
��

� $"%�$+ #� 	!" �,�%-	#	
. /"�,
	�� ��� 
��	���	�� �� �	� �� 	�
�$
��� ������
����
��� ��� 
�� 0�����	���1 �� �����
� �	 ����
�� &	�
��� ����
������
����
�� �� 
�� "��� ����	
�
�� �����
� � ������� 
��
 
�� ����	
�
��
�����
� �� � �����
 � �	 � ���	
���� ����
 � ��
� � �+�� �	�
� ��	���
�	�
��
 	 �� 
�� �

�� ����
� �� � → ∞� �� 
�� 
��
��
��	 �� �����	
� ���� � �	

�� ���� �����	� �� ������ ��� *� ������ 
��
� �	 ��	����� 
�� 
��
��
� ��
� �����
 
� ��#� ���	��� ����� �	��� � 	�	����	���
� R

�$��������
����
���� 	�
 ��
�� �
� -��� ����

�
�� ��	��
�� A�� �+��
��� �	 
�� �����
 
���$
��
 ��×Z

� ������ �� �� 
�� ���� 	�	������	 ����
 �� ��	� � ≥ = �	� Z
� ��


�� ���� ������	 ����
 �� ��	� � ≥ )�� 
�� �������
 ��×{�} ��� ���	���
����� �	��� 
�� 
��4��
��	 �������
���� �� × Z

� → Z
� ⊂ R

� ������ ��
� 	�	����	���
� R

�$��������
�����. 
�� ����

�
�� ��	��
� �� 
�� ���$

����
 ���
� ���
��
 
� 
�� 	�
���� ��	���
�	� ��
� �� ����� 
�
(
�−�
�

)�
� ;�

&
 
�� ���� 
���� �	 
�� ���� 	�	������	 ����
 ��� �	������� �� ����$
��� ;�) �	� <���������� ;�=� ;�> ���� 
��� ��� 
�� ����

�
�� ��	��
�� %� �
�����
 � �� 
�� ���� ����
 �� ��� ���	��� ����� �	��� � 	�	����	���
�
R
�$��������
����� 
��	 
���� �+��
� � ��	�
�	
 � ���� 
��
 ��� ���� � ∈ N

�� ��#�
B7�� ∩ �9

B��
� ��−����

����� �� �� 
�� ���� �� ������ � �	 �� ��
� ���
��
 
� 
�� �
�	���� ��	���
$
�	� ��
� %	 
��
������� �� � �����
 �� � ���� ����
 ��� ���	��� ����� �	���
�	 �	���	��� ��������
����� 
��	 
�� �����
 ��� -��� ����

�
�� ��	$
��
�� ������ �����
��	� ��� �� 
��#��� �� ��� ��
� 
�� 
���	����� ��#���
��
�	 
�� 
����	
 
�
����

�9�5)" � V� ∪ �−� ∪ �W� -) +*"&#�# %1)4� "&#�' !-�  )1� R
�0/") %1*'2-% 1�

) � #*� V!-% % �Y2()%&�# %& !-� '�1)'3 <" ! )+*:�W�



��Z >�S� 8>PTKQLO

�,"�/#0��#,#1 "�"%"�	, 
� %�--
�2 .��,, 2$#�-,� ��3��
#�	� �	�
C� A�4����� 7?� ������� )�)9 ������ 
��
 �� 
�� ��

�	� ����� ����

�</��� �� � ���
��
 ������� � �� �� ������� 
� ��#� 	�	$��

�
���	���� �	� �� 	�	$����	
����� �� 	�
 #��
����� &�����	� 
��	 
���� �+$
��
� �	 �	�	�
� 	����� �� ��	����� �	��
�	��	
 ������	���� ��������$

����� �</��� → R ���� �� ����� ��	�� ��� 	�	$
�����$&	���# ���$
��	
� �� �</��� 
� ;� ���� ���	� 
��
� �� �</��� �� 	�
 #��
�����
&�����	� 
��	 ��� ���� � ∈ N 
���� �+��
� � 	�	����	���
� R

�$��������$

���� �</���→ R

� 
��
 ��	�� 
�� ��
 �� 	�	$
�����$&	���# �����	
�
�	 �</��� 
� �
�� ���	��� �����
� {�} ⊂ R

�� 3� <�������� ;�?� 
���
��
���� 
�� �������	� �����
�

��3� �#$#���$�� �� 

� ��		��� ����� ����	 �</��� �� � ���	��
 ����
���� � �� ��
 ���
����� !������� 

�� 

� �����
 �

�
�� ��� ����	������

!����� ������
� �� �</��� �� 
�������
 ��� ���
 �����������
� ������
���� �� �</����  �������� ��� 

� �����
� � �

�
� � ∈ N� ��� 
�������
 ���

���
 �����������
� ������ ���� �� �</����

�"%�$+,� ��� 
���� �� ������� )�) �	 7?9 ����� 
��
 <�������� ;�D �+$

�	�� 
� ��� 	�	$#��
�����$&�����	 �������
� �� �</��� 
��
 ��	
��	

�����$&	���# �����	
��
������ 
��


⋃
�∈N

� �
�
! �</��� �	� ���	� 
�� 	���

‖ · ‖	
�
� �</���→ Z

�� ��

�	� ‖�‖	
�
�! ��	{� ∈ N∪{;} | � ∈ � �

�
}� <�������� ;�D ��
���� 
��
 ��


�� ��

�	� ����� ����
 �</��� �� � ���
��
 �������� �� 	�
 #��
�����
&�����	� 
��	 ��� �� �� 
�
� �����≥� �� �#��� 	�	����	���
� ��	��� �����


�� �����	��
(
‖��‖	

�

)

�≥�

�	�� 
� �	�	�
��

�"%�$+� <�������� ;�D ���� 
��
 
�����$&	���# ��

�	� ������� ��� ��$
	���� ��
� ���
��
 
� ��	��� ������ ��� ��	�����
� �� 
�����$&	���#�
�� �	
�	��#��� �
������ A�� ���� ���
����
��	� �� 
�� �
�
���	
 �� <����$
���� ;�D ������� ���� �����
� �� %� ��#�	 �	� E������� ����� �

������� ���
���
�	�
 �	� ��F���	
 ���� 
���� ��#���
�� �	 
��� 
�
��� ��� �

����� ��$
#���
�� �� ��#�	 7)G� )H� )I9 �� ����� �	 
�� �
��� �� ��	��� ����� �	 
��
���
���
�� ����
 2
�=	�Z� �	� 
�� ��
��	 �� ��

�	� ������� �	 �����$
���� �2�� ���� C������� 7))9� ����� ������	
� �� ��#�	 ��� 
����	
�� �	 
��
��������� �� 
�� ��	�����-�� ��
��� �� ����� ���#�� �	� ���� �����
��	 �	�
2��
� 7)89 �	� (���
-�� �	� ����� 7)=9�� ��� �

����� �� ����� 7)>� )?9



JK>@L8MABNL@8@� A>ODM8 �>P;@� >OD QA>O@LROQ @K9@RQ@ ��E

�+
���
� 
�� ��
��	 �� ��

�	� ������� �	 
�� ���
��+ �� ���#��� �������

��
 
��� ��
��	 �� ���� �� 3��
#�	� �	� A�4����� �	 ����� 
� ��	�
���

��������
����� 
��
 �� 	����� &�����	
� �� ��#�	 �	� ����� ���� 
��

��	��� ���� ���
���
��	� �	 
�� ���
����
��	 �� 
�� 
��������
� �∗���
 �

��
 �	 �����	
 �� 	�	$
�����$&	���# ������ �+
�	�	
����� ��
� ���
��


� 
�� ��	�
� � �� 
�� ��	��� �$����� ����� 
�� �

����� #�� ��������$

����� ��#�� �	�� 
�� ��
��
���	������
��

�$�
/ 2$#�-, ��/ +�#	,� ��� ���#�$��	
��	�� �����
 �� ��3��
#�	�
�	� C�A�4����� ����
 ��

�	� ����� ����
� 
��#����� ��
���� 
��
� ��� 
��
&�
�	 ����� ����
 �� ��
� � ≥ >� 
���� �+��
� �	 �	�	�
� 	����� �� ��	�����
�	��
�	��	
 ������	���� ��������
����� �� → R ���� �� ����� ��	��
��� 	�	$
�����$&	���# ������ �	 �� 
� ;� �%	 ����� 
� ��� 
���� �	� ��	
��� 
�� 	�
���� �������
���� �� → �</������ 
� 
�� ��

�	� �����
����
 �</������ �� ��:)�$
�	�
���� �
����� ���� �������
���� ��	��
�	�	$�
�����$&	���# ������ 
� �	�	$�
�����$&	���# �����	
� �	
�</������. �
� ����� �� � �	�
� �	��+ �������
 �	 �</�������� 3�
<�������� ;�?� 
��� ��
���� 
��
 <�������� ;�D �� #���� �	 
�� ���� �� �����
����
��

��4� �#$#���$�� ��
 �� �� 

� ����� ����	 �� ����� � ≥ > ��� ��
 �� ⊂ ��

�� 

� �����
 �� ��� ����	������!����� ������ �� ��� �
�� ��� 

� �����
�
� �
� � � ∈ N� ��� 
�������
 ��� ���
 �����������
� ������ ���� �� ���

%
 �� ������� �	 7)D� J��
���
��	 D�)9 ���� �����
� �� E� 2� 3����	�
*�*���	����� �	� %� &�K�		���# 
��
 ��� ������ �	 �� � � �

� ��
����	

�

	���� �	�
� �	� ��	�� �
��
 ��� �#��� ����� ��
����	
�	� ���	���
�� �	��
 �
�� 
������ ��	� �� 
�� 
�����
 �� 
�� 	�	$
�����$&	���# �������� 3� <����$
���� ;�G� 
��� ���
 ��
���� 
�� �������	� �����
�

��5� �#$#���$�� �� 

� ����� ����	 �� ��

 � ≥ >� 

� ��
 �� 

��� ������


�
 ��	�����
 ����	���� ������ ���	���
�� �	��
� �� 
������� ���
� ��� �����
�� 
�������
 ��� ���
 �����������
� ������ ���� �� ���

*� ��	4��
��� 
��
 
���	����� ��#���
�� �� �� %
� �	 7I� );9 ��� �� ����

� ��
������ 	�� ����
��	� ��
���	 ��������
����� �� ����� ����
� �	�

��
��
��� �� ��	�� ��
����	
�� �� ������� %	 
��
������� �� ��	4��
��� 
��


���� 
���	����� ����� 
� �
��#� 
�� �+��
�	�� �	�� ��	�
���
 � ��	�
��	
� � N → N ���� 
��
� ��� ���� � ∈ N� 
�� ��
 ���� �� ⊂ �� �� 
���� ������

�	 �� 
��
 ��
����	
 �	�
� �	� ��	�� �� ��	�� ≤ � �� ��	
��	�� �	 �
���	
� �

�L& !-� 5()  %5)(  �& � *. =���>(�Y)&#�' )&# >�>�8)'3*:�



��G >�S� 8>PTKQLO

%	 #��� �� <�������� ;�G 
��� ����� ��
�� 
��
� ��� �	� � ≥ > �	� � ∈ N�
���� �� �� 
��	���	
 ��� ���� 	�	����	���
� ��	��� ���� �	 ���

�� � �#%%�	��	, ��/ 6,	�7�"8 .#%%�	�	#$ �"�2	!� &	�
��� ����
����� �� ��	 �

�� ������� ;�) �� 
�� 
����� �� ��
����� �����
�
��
��	�
� ���� 7D9 ��� ������	��� �	� ���	�
��	��� ������ 
�� 3�#��� �����
�

������ 7)9� ����� �
�
�� 
��
 �	 �#��� ����
 � ��� ���� �����	
 � ∈ 7���9
�� ��#�


������ ! ��

�∈���
�

�

|����|
=��

�

����� �� ��	�
�� 
�� #��
�� �
��� �� ������	���� ��������
����� �� ��
��
� ⊂ �� �� 
�� #��
�� �
��� �� ����$#����� �������
����� �� �� �	�

�� � ; �� 
�� �����
 �� � ∈ �� � ��
�� ����� �� ��	 ��� ��������
�����

��� 
�� ��
���
��	 �� ���� %	 
��
������� <�������� ;�8 ��
���� 
�� �������	�
�����
 ���� 7D9��

��9� �#$#���$�� ��
 � �� � ����
���� ����	� !����� 

�
 

� ���
�� �	���
�� �

�
�� �
��� �� ����
�� 

� ���
�� �	��� �� 
���������� ���������

	
���� �� � ��� ��
� ⊂ �� �� 

� ���
�� �	��� �� ����������� 
�������

	
���� �� �� 
�� ��������� �
 ����
 >� �
�� ��� �� �� 	�

 �����≥� �� ���
��� �����������
� ������ ���� �� 

� �����
��
 7���9� 

� ��������
����������≥� 
���� 
� �����
��

�$##:� �2��
���� %
 ��	 �� ������ ������� 
��
 � ������	���� ��������$

���� � � � → R �� � �������
���� �� �	� �	�� �� ��7���9� ! ;� <�	��$
���	
��� 
�� �����

��	 
��
 
�� #��
�� �
��� �� �

�
� ��� ����	���	 ≥ >

��
���� 
��
 
���� �+��
� � ������	���� R
�$��������
����  � � → R

�

��
� �����
 �� � ; ���� 
��
 
�� ���
���
��	  |����� � 7���9→ R
� �� � 	�	$

����	���
� R
�$��������
���� �� 7���9� ���	 �
 ������� �� <�������� ;�8


Q-� !-�*'�1? 2)'!  5(V�W ≥ |�V�W|�V�	�W� ,-%5- ,� ,%(( " �� -) :�'$  -*'! 2'**.�

P�! U 6 � → R
� +� ) -*1*4�&�*" R

�0/") %1*'2-% 1 ,%!- #�.�5! 	� 
 �� @%&5� �)5-
-*1*4�&�*" /") %1*'2-% 1 % 5*&<"4)!%*& %&:)'%)&!� %! .*((*, !-)! ‖UV[�� �\W‖� ≤ 	�
.*' )&$ �� � ∈ �� ]*& �/"�&!($� .*' )&$ ��� ��� � � � � ��� �� .'*1 � ,� -):�

‖UV[��� ��\ � � � [��� �� \W‖� ≤ �
	� − ��

,-�&5� %! .*((*, !-)! .*' �)5- � ∈ [���\ ,� -):� 5(V�W ≥ ‖����‖���
���

� Q-�'�.*'�� .*'

�)5- � ∈ [���\ ,� -):�

 5(V�W
�	

^ (%1

�→∞
5(V��W

�
≥ (%1

�→∞
‖UV��W‖� X �

�	��
^

‖UV�W‖�
�	�

� V�W



JK>@L8MABNL@8@� A>ODM8 �>P;@� >OD QA>O@LROQ @K9@RQ@ ��H


��
 ��� �� �� 
�
� �����≥� �� �#��� 	�	����	���
� ��	��� ���� �	 7���9

�� �����	��  ���� 
�	�� 
� �	�	�
� �	 R

�� ���	 ����������≥� 
�	�� 
�

�	�	�
� �� �)�� �

�	$�.	�$" #: 	!" -�-"$� &�� 
�� ���
 �� 
�� 
�
�� �� ��#�
�� 
� 
�� 
����
�� ������� ;�)� 2��
��	 ) ��	
��	� ��#���� ����� ������ ����
 R

�$�����$
���
������ %	 2��
��	 =� �� �	
������ 
�� 
���	���� 	�
��	 �� �	����� 	����
�� ��������� �	� ������ ������� ;�) 
� � 
��� �� �
�
���	
� ����
 
����

���� �J��
���
��	� =�? �	� =�8�� *� 
��#� J��
���
��	 =�? �	 2��
��	 ?
�	� J��
���
��	 =�8 �	 2��
��	 8� 2��
��	 > ��	
��	� 
�� 
���� �� �	� ���$
��	�
����� �����
� ����� ��	�����-�� 
�� 2
��	�� 
������ �	� �� ���� �	 
��

���� �� J��
���
��	 =�?�

�.+�#;�"/2%"�	,� ��� ��
��� �� ��������� ���
���� 
� L�M�� L�
�#�
��#
�	� �� 2���	�#�$L��	����� ��� ������ ���������	�� % ����� ���� ���� 
�

��	� %� ��#�	 ��� ���
��� �����	
��

§�� 
���	
	���	�� �� R
������	
����	�
�

& ��	�
��	 � � � → R �	 � ����
 � �� ������ � ��������	
��� ��
�
�����
 � �� 
�� �������	� ��	��
��	 �� ���������

��

�����∈�

|�������− �����− �����| ! � � ∞�

%	 ����� 
� �
��� �$
�
��� �� ��������
������ �
 �� ��	#�	��	
 
� ��� 
��
�������	� 	�
��	 �� R

����������	
���� � *� ��� 
��
 � ��
  � � → R
�

�� ∈ N� �� R
����������	
��� �� 
�� ��


�� �! { ������−  ����−  ����}�����∈�
�� ���	��� �	 R

��
%
 �� ����� 
��
 � ��
 � � � → R

� �� �	 R
�$��������
���� �� �	� �	��

�� ��� �
� ������	�
� ��	�
��	�
 ��� ��������
������ ���� ������ � 	�
����
��4��
��	 ��
���	 
�� ��
 �� ��� �$
�
��� �� ��������
����� �� � �	� 
��
��
 �� ��� R

�$��������
����� �� ��
%	 ����� 
� 
������ ����� ��
���
�� �	� ������
���-� 
��
��
��� �� R

�$
��������
����� ��� ��� 
� ���	� 
�� 	�
��	 �� �����
 ��� R

�$��������$

������ �� 	��� 
� 
��� � ������	�� 	��� �	 R

�� %	 ���
 �������� �� ����


9$ !-� 5**'#%&)!� ."&5!%*& *. � ,� 1�)& !-� ."&5!%*& �� 6 � → R� � � � � �� 6 � → R

 "5- !-)! � V�W ^ V��V�W� � � � � ��V�WW�



��F >�S� 8>PTKQLO

��� 
�� )$	���� ���	�� ��

‖�!�� � � � � !��‖� �!
�∑

���

|!�|�

*� ���	� 
�� �����
 �� �� �	 R
�$��������
����  
� ��

�� �! ��

�∈��

‖1‖��

& ��������
���� � � � → R �� ���� 
� �� 
���������� �� ����� ! �����
��� ��� � ∈ �� � ∈ Z� *� ��� 
��
 �	 R

�$��������
����  � � → R
� ��


���������� ��  ���� ! � ·  ��� ��� ��� � ∈ �� � ∈ Z� ��� ���	�
��	
��#������ ��
���� 
��
 �	 R

�$��������
���� �� ������	���� �� �	� �	��
�� ��� �
� ������	�
� ��������
����� ��� ������	�����

 � � �"%%�� #��
 R
����������	
���  � � → R

� 
�� � ������ 
������
����� R

����������	
���  � � → R
� ���
 

�
 

� ��	  − �� ��������

$�� ����� � ∈ � �� 
���  ��� ! ����→∞
����	
� ���

∥
∥ ���−  ���∥∥

�
≤ ���

�$##:� 2�	�� ��� �	� � ∈ �� � ∈ N �� ��#������ ��#�

‖ ����− � ·  ���‖� ≤ �� − )����
�
 ������� 
��
 ��� �	� ��" ∈ N� � ∈ � �� ��#�

∥
∥∥
∥
 ����

�
−  ����

"

∥
∥∥
∥
�

!

∥
∥" ·  ����−  ����� :  �����− � ·  ����∥∥

�

�"

≤ �"− )��� : �� − )���
�"

!

(
)

�
:
)

"
− =

�"

)
��� �=�

���������� ��� �#��� � ∈ � 
�� �����	�� { ���� �}�∈N ��	#����� ���	� �
<����� �����	��� <�	�����	
��� 
�� ��	�
��	

 ��� �! ���
�→∞

 ����

�
�>�

�� ����$���	��� A��� �=� �
 ������� 
��
 ��� �#��� � ∈ � �� ��#�
∥
∥ ���−  ���∥∥

�
≤ ���

��� 5-* � !-� �0&*'1 *&($ +�5)" � %!  %12(%I�  *1� *. *"' .*'1"() +�(*,�



JK>@L8MABNL@8@� A>ODM8 �>P;@� >OD QA>O@LROQ @K9@RQ@ ���

���� ���	� 
��
 
�� ��
  −  �� ���	��� �	� ��	��  �� �	 R
�$

��������
����� �����#��� ���� �>� �
 ������ ������� 
��
  �� ������$
	����� "����#� 
��
 
�� ��F���	�� �� �	� 
�� ���
�	�
 ������	���� R

�$
��������
����� �� �	���	���� %
 ������� 
��
  �� � �	���� ������	����
R
�$��������
���� �� � ���� 
��
 
�� ��
  −  �� ���	���� �

*� ��� 
��
 �	 R
�$��������
���� �� ��������
� �� 
�� ����� �� 
�� ���$

���
�	��	� ������	���� R
�$��������
���� �� ��	
��	�� �	 � ��
��
��	�

�� R
�� "�#������� �	 R

�$��������
���� �� ����	���
� �� �	� �	�� �� � 	�	$

��#��� ��	��� �����	�
��	 �� �
� ������	�
� ��������
����� �� � ���	���
��	�
��	�

 �'� �"%%�� ��
 � �� � ����	 ��� ��
  � � → R
� �� ∈ N� �� � ����

��������
� R
����������	
���� �
�� 

� �����  ��� �� ��������� ��� ��� �


����� �� #���
� �� R
��

�$##:� (�
  � � → R
� �� 
�� ������	���� R

�$��������
���� ��
�
���	��� ��F���	��  −  � 2�	��  �� 	�	����	���
�� 
��	 ��#������ ��
��  � ���������� 
���� �� � �$
�
�� ���� � � � � ��� �� �����	
� �� � ���� 
��


�� #��
���

1� �!  ����� � � � � 1� �!  ����

��� ��	����� �	��
�	��	
� 2�	��  �� ������	����� 
�� �������	� �	������
�
����� ��� �	� �	
����� ��� � � � � ���

‖ ����� · · · ���
�
�− ��� · 1� : · · ·: �� · 1��‖� ≤ ��− )����

����� �� �� 
�� �����
 ��  � ���� ���	� 
��
 ��� ���� 
��	
 1 �� 
�� ��

���

��	���
�� �� 
�� #��
��� 1�� � � � �1�� 
���� �� � 
��	
 ; ∈  ��� ���� 
��

|1 −;| ≤ �� − )���� ��� �����  ��� �� 
��� �����	���� 2�	��  −  ��
���	��� �
 ������� 
��
  ��� �� ���� �����	���� �

§�� 
���� �� ������
 ��� ��� ����	�� ��	�� �� ���������

"�� 
���� �� ������� ;�) �� ����� �	 
�� 	�
��	 �� �	����� 
���� ��
�����	���� ��� ���	�
��	 �� �� ��������

'� � �"<�
	
#�� ��
 $ �� � ��
� ��� ��
 Y �� � ������ �� 
���������

�����
� �� $� %�� 

�� 	�	��� �� ���
�� ��
����
�� �� 

� ���� �
��� $ ��
���
� �� ����
����� ��� Y �� ���
� ��� ������
� �� 	������� ���&���
 �����
�
�� $�' ��
 % ! �&�� � � � � &�� ��� ' ! �(�� � � � � (��� � ∈ N� �� 
�� ���
���

���
� ��������� ���� $� (� ��� 

�
 

� 	��� {%�'} �� Y$�
����� %�
�����
�
�� Y �� ����' �� 

� ��������� 
�� �����
���� 
���)



��� >�S� 8>PTKQLO

�� ��� ���
 ) ∈ {)� � � � � �} �� 
��� ��

�� &� ! (� �� {&�� (�} ∈ Y�
��� 

��� ��� �� )� * ∈ {)� � � � � �} ���
 

�
 &� ! (� �! (� ! &� �

*� ���� �
��� ��
� �� �����	��� 
��
 �� 	�
 ��	
��	 �
����� 
�����

'�'� �&�%-�"� (�
 $+ �� � 
�����	$���� &�����	 ����
 ����� 
�� ����
�#�
����
 �� ���� 	�������� (�
 �� +� , ∈ $+ �	� ������ 
��
 + �! ,� (�
 Y ��

�� ������ ��	���
�	� �� 
�� �	���� �����	
 {+� ,} ⊂ $+� (�
 -� �� � ��
 ��
�	�
� �����	��� �#�� $+ ���� 
��
 
�� ��� �� �����	
� �	 ���� �����	��
���� -� ������ �� ���	 -� ��� 	� Y$�
����� 
�����
'�(� �#	�	
#�� %� $ �� � ��
 �	� � ∈ N� �� ���� ��	�
� �� $� 
�� ��
 ��
��� �����	��� �� ��	�
� � �#�� $� %� . �� � ������� �	 $� �� ���� ��	�
�
�� .� 
�� ������
�	��	� 
�����
 ������� �	 $��

*� ������ ������� ;�) ���� 
�� �������	� 
�� 
��
���
��	��

'�)� �$#-#,
	
#�� ��
 $ �� � ����
���� �� ���
� ��
� ��
 � ∈ N� ��� ��

Y ! {/�� � � � � /�} �� � ������ ������
��� �� � 	������� ���&���
� 
���������

�����
� �� $� ��
 . �� � 	��������
� ������� �� $ ��

 ��

�.� ⊃ / �!
/� ∪ · · · ∪ /�� �
�� 

��� ����
� � ����
��
 ��.� ���
 

�
 ��� ���
 � ∈ N

��� ��� ����� �����
 - ⊂ $� ��

��
 Y��	����� 	���� �� 
���
.��-� � ��.��−����

'�*� �$#-#,
	
#�� ��
 � �� � ����	 ��� ��
  � � → R
�� � ∈ N� ��

� �����������
� R
����������	
���� ��
 � � ; �� � 	���
��� ���� ����

���� �
�� 

��� ����
� � ������ Y ������
��� �� � 	������� ���&���
 
���
������
 �����
� �� � ���
 

�
 ��� ���
 � ∈ N ��� ��� ����� Y��	����� 	���
{���� � � � � ���� ���� � � � � ���} ⊂ �� �� 
��� ‖ ��� · · · ���−  ��� · · ·���‖� ≥
��  �������� �� � ⊂ � �� � �����
 ������
��� � �� � ��������	� 

��


��� ����
 � ∈ N ��� � ������ Y 

�
 ��
����� ��� 

� ����� 	��	��
��� ���
������
� �� �����
� �� ���

��� 
����� �� J��
���
��	� =�? �	� =�8 ��� �� ���	� �	 2��
��	� ? �	� 8
������ L��� �� ������ ������� ;�) ���� 
���� 
��
���
��	��

�$##: #: �!"#$"% �� � ������ 
��
 �� ��	����� � ���	
���� ����
 �
�	� � 	�	����	���
� R

�$��������
����  � � → R
� �� ∈ N�� "�� ���

�� 
� ���� 
��
 ��� �	� 	�	����	���
� 
��������
� ������� � �	 � �	�

�L& .)5!� !-�  !)!�1�&! *. !-� 2'*2* %!%*& -*(# !'"� %& !-� V1*'� 4�&�')(W 5) � *.
2)%',% � #% !%&5! V&*! &�5�  )'%($ #% <*%&!W !,*0�(�1�&!  "+ �! _  �� A�1� Z���



JK>@L8MABNL@8@� A>ODM8 �>P;@� >OD QA>O@LROQ @K9@RQ@ ���

���	��� �����
 � ⊂ R
� 
���� �+��
� � ��	�
�	
 � �! ���� � ���� ����


��
 ��� �	� � ∈ N �	� & ∈ R
� �� ��#�

�∗� ( −� �&:��
)

� ��−����

(�
 � �� � 	�	����	���
� 
��������
� ������� �	 � �	� ��
 � ⊂ R
�

�� � ���	��� �����
� 2�
 �� �! ��

���� ��� ��	���
�� � �� � ��������

��	�� � �� 	�	����	���
��� 2�
 �′ �! �:��� �����

�� �! { ������−  ����−  ����}�����∈� �

���� ��
 �′ �� ���	��� �	 R
� ������� �� �� ���	��� �� 
�� ���	�
��	

�� R
�$��������
������ (�
 ��′ ��	�
� 
�� �����
�� �� �′ ��
� ���
��
 
�

��� ������	�� 	��� ‖ ·‖� ����	�� �� ‖�!�� � � � � !��‖� !
∑�

��� |!�|�� (�
 
���
� ∈ N� ��	�
� 
�� 	�
���� 
��4��
��	 ���� �� 
� � �
��� 
��4��
��	 ��	��

�� �����	�� ���� � � � � ��� ∈ �� 
� 
�� �����	
 �� · · · �� ∈ ���
3� J��
���
��	 =�8� 
���� �+��
 � ∈ N �	� � ������ Y ! {/�� � � � � /�} ��	$

���
�	� �� � 
������� ���4��	
 
��$�����	
 �����
� �� ��� ! ��

��∗�� ����

��
 ��� ���� � ∈ N �	� ��� �#��� Y$�
����� 
��� {���� � � � � ���� ���� � � � � ���}
⊂ �� �� �$�����	��� �#�� � �� ��#� ‖ ��� · · · ��� −  ��� · · ·���‖� ≥
��′ : )�

���� ���	� 
��
� ��� �	� � ∈ N �	� & ∈ R
�� 
�� ��
 
�−�

�

(
 −� �&:�′�

)

��� 	� Y$�
����� 
�����
2�	�� ��

��∗�� ⊃ / �! /� ∪ · · · ∪ /� �	� /�� � � � � /� ��� 
�������

���4��	
 �	 �� �
 
��	 ������� �� J��
���
��	 =�? 
��
 
���� �+��
� � ��	�
�	

���∗�� �′� ���� 
��
 ��� �	� � ∈ N� & ∈ R

� �� ��#�

��∗���
(

�−�

�

(
 −� �&:�′�

))
� ���∗�� �′��−����

����� �� ����#���	
 
�

�∗�� ( −� �&:�′�
)

� ���∗�� �′��−��� �?�

���	�� ��� �	� ������� . �	 � �	� � ∈ N �� ��#������ ��#� 
���.
�� ! .∗���

(�
 �� ���� 
��
 ��� �	� � ∈ N �	� & ∈ R
� �� ��#�

�∗� ( −� �&:��
)

� ���
−����

����� �� �! ��+{����� �=��������∗�� �′�}� �8�

%	����� �� � � �� 
��	

�∗� ( −� �&:��
) ≤ ) � �����−��� ≤ ���

−����



��� >�S� 8>PTKQLO

2�

��� 
��
 � ≥ �� (�
 � ! "� : �� ����� " ∈ N� � ∈ {;� )� � � � � �− )}�
���	 �� ��#�

�∗� ( −� �&:��
)
! �∗�����	

(
 −� �&:��

)

!
∑

�∈�
�∗�����∗��

(
�−� −� �&:��

)
� �D�

"����#� 
��


�−� −� �&:�� ⊂  −�
(
 
(
�−� −� �&:��

))

⊂  −�
(
 ��−�� : &:�:��

)
!  −�

(
 ��−�� : &:�′)

!  −� �&� :�′� � ����� &� �! &: ��−��� �G�

3� �?� �	� �G� �� ��#�

�∗��
(
�−� −� �&:��

) ≤  −� �&� :�′� � ���∗�� �′�"−���� �H�

2�	��
∑

�∈� �∗���� ! )� �D� �	� �H� �����

�∗� ( −� �&:��
)
! �∗�����	

(
 −� �&:��

)
� ���∗�� �′�"−���� �I�

2�	�� � ! "�: �� " ∈ N� � ∈ N� �	� � ∈ {;� � � � � �− )}� �� ��#� � � ="��
���	��

���∗�� �′�"−��� � ���∗�� �′��=������−��� ≤ ���
−���� �);�

%	������
� �8� �	� 
�� 
������ ��� 
��� 
��#��� �

§�� � ������ ���
 ������� ������

%	 
��� ���
��	� �� 
��#� 
�� �������	� 
��
���
��	� ����� ���� �� ����
�	 
�� 
���� �� J��
���
��	 =�?�

(� � �$#-#,
	
#�� ��
 	 ! 	� ∪ · · · ∪	� �� ∈ N� �� 

� ����� �� ���
�
���� �� ��	
�� 	������� ���&���
 ��
� 	�� � � � � 	�� ��
 A ⊂ =� �� � ������
�� �����
� �� 	 ���
 

�
 ��� ��� �� � ∈ A 

��� ����
� * ∈ {)� � � � � �} ���
�
��
 �� ∩	�� �⊂ �� ∩	�� ��� �� ∩	�� �⊂ �� ∩	��� �
��

|A| ≤
�∏

���

( |	�|⌊
|��|��

�

⌋
)
�



JK>@L8MABNL@8@� A>ODM8 �>P;@� >OD QA>O@LROQ @K9@RQ@ ���

&� �
 �� �����	 �	 �����	�
������ J��
���
��	 >�) ��� � 	����� ��
�	
��
��
�
��	�� �	� ����
�� 
� � 	����� �� ���
 
��������� %
 �� ����
��

� 
�� *	����� 

���� ����� �� ��� 7H9�� 
� 
�� 

���� �� 	�����
 ���	
� �����
�� ��� 7=9�� �
�� &� � ��	�����	��� 
���� ��� #������ ���� 
� 
��#� 
�� 
��
�$
��
��	� K��
�
� 
�� 2
��	�� 
����� ����� 
� �� 
�� ���
 ����#�	
 �	�� ��
���� 
��#� ��� 
��
���
��	 �	 
�� ���� ��	���� ��

�	�� �� ���
� 
������
������ 
��
 � ���	�� ���	
 ��� ��� �	 �	�����
�� ���
� ��
���
 ���
� ��

���
�
�� ������ �� � 
��� N ! �%�0�� ����� % ! % �N� �� 
�� ��
 �� ���
����
�� N �	� 0 ! 0�N� �
�� ��
 �� ������ �� � �����
 �� 
�� ��
 �� ��� �	�������

���� �� �����	
� �� % � ��� #��
���� !� 1 �� N ��� ��&����
 �� {!� 1} ∈ 0�N��
���������
 
��� ���
��	� �� � ���
� �� ���	 � ���
�� ���
�� & ���
� N
�� ���� 
� �� � ���	�������
� ���	
 �� 
���� �+��
� � 
��
��� ����� �	 % �N�
���� 
��
 
�� #��
���� �� ���� ���� �	 0�N� ��� ���
������ ��
� ���
��


� 
��� ������
& ������ �	 � ���
� N �� � ��
 2 ⊂ % �N� �� 
������� ��4���	
 #��
����� �	�

�	 ����	�����
 ��
 ��
���� ��
 � ��
�������� �� � ��
 �� 
������� 	�	$��4���	

#��
����� ��� ��
 �� ��� ������� ����
�� �	
��������� �� � ���
� N �� ��	�
��
�� C�N� ����
�� A�N��� A�� � �	�
� ���
� N� ��
 3�N� �� 
�� 	����� ��
#��
���� �	 
�� ������
 �	��
�	��	
 ��
 �� N �3�N� �� ������ 
�� ����	�������
������ �� �
�����
� �������� (�
 4�N� ��	�
� 
�� ������ �������� ������
�� N� �� ��� 4�N� �� 
�� ����
 	����� �� ������� ����� ��#�� ��� 
�� #��
����
�� N� <������� ��� �	� �	�
� ���
� N �� ��#�

3�N� ≤ 4�N� �))�

��	�� �#��� ������ �� N ��� �
 ���
 �	� #��
�+ �	 ���� �	��
�	��	
 ��
 �� N�

(�'� �!"#$"% 6�
�;#$	!8� $�� ���
 ���	�������
� ���	
 N �� 
���

3�N� ! 4�N��

(�(� �"%�$+� ��� ������
� 3�N� ! 4�N� ����� 
��� ��� �#��� 
�����

���
�� ����� ������� ���� 
�� +�����
 ,��	
 �
����� �(�#O��- )IG=�� �����
�
�
�� 
��
 � ���
� �� 
�����
 �� �	� �	�� �� �
� ���
����	
 �� 
�����
�� '#���
���
�������
� ���
� �� 
�����
 �������P� 
��������

������ 
��
 
�� ������ ��� �
����� 	�����
 N �Q �� 
�� ���
�� N �	�
Q �� � ���
� ��
� #��
�+ ��
 % �N�× % �Q�. 
�� ���
�	�
 
���� �!�� 1�� �	�
�!�� 1��� ����� !�� !� ∈ % �N� �	� 1�� 1� ∈ % �Q�� ��� ��4���	
 �	 N �Q ��

�@��� �� 4�� !-� .*'1"() .*' ')&#*1 ,)(3 � ,-%5- )22�)' %& !-� 2'**. *. B'*2* %0
!%*& ��Z�

�7*' �Y)12(�� %& !-� 5) � ,-�'� � ^ �� !-� 2'*2* %!%*& % !-� @2�'&�' !-�*'�1�



��Z >�S� 8>PTKQLO

�	� �	�� �� !� �� ����� �� ��4���	
 
� !�� �	� 1� �� ����� �� ��4���	
 
� 1��
L�
� 
��
 
�� 	����� 
�����
 �� �	 �������
�#� �
���
��	�

(�)� �"%%�� ��
 N ��� Q �� ���
� ���	�� ���	
�� �
��

3�N�3�Q�
��≤ 3�N �Q�

��≤ 4�N �Q�
��≤ 4�N�4�Q��

�$##:� "����#� 
��
 
�� 
�����
 $×� �� �	��
�	��	
 ��
� $ ∈ A�N� �	�
� ∈ A�Q� �� �	 �	��
�	��	
 ��
 �	 N �Q� ���� ��#������ ��
���� �	�����$
�
� ')� %	������
� '= �� � 
��
������ ���� �� �))�� %	 ����� 
� ����� '>� ��
�����#� 
��
 
�� 
�����
 �� × �� �� ������� �� ∈ C�N�� �� ∈ C�Q� �� �
������ �	 N �Q� <�	�����	
��� �� C� ⊂ C�N� �	� C� ⊂ C�Q� ��� ��	����
0��#���	�1 �������� �� ������� ����� 
��
 |C�| ! 4�N� �	� |C�| ! 4�Q���

��	 {�� × �� � �� ∈ C�� �� ∈ C�} �� � ������ �� ������� 
��
 ��#��� ���

�� #��
���� �� N �Q �	� ��	
��	� 4�N�4�Q� �������� ���	�� 4�N �Q� ≤
4�N�4�Q�� �

(�*� �#$#���$�� ��
 � ∈ N ��� ��
 N�� � � � � N� �� ���
� ���	�� ���	
� ��


3�N�� ! 4�N�� ��� ���
 )� �
��

�∏

���

3�N�� ! 3�N� � � � � �N�� ! 4�N� � � � � �N�� !
�∏

���

4�N���

�$##:� ���� ������� ���� (���� >�? �� �	���
��	 �	 �� �

A�� � �	�
� ��
 5� ��
 �� ��	�
� 
�� ���
� ��
� 
�� ��
 �� #��
����
% ���� �! =

� �	� 
�� ��
 �� ����� 0���� ��	���
�	� �� ��� 
�� 
���� {�� �}�
� �! � ∈ =� � ��� ����� � ⊂ � �� � ⊂ ��

(�3� �!"#$"% 6�-"$�"$8� $�� ����� ���
� ��
 5 �� 
���

3���� !

( |5|⌊
|�|��

�

⌋
)
�

�$##: #: �$#-#,
	
#� (� � <�	����� 
�� ���
�� ���
� � � � � ���

�	� 
����
	����� 
�����
 ���

� � � � � ���
� *� ��#� � 	�
���� �	�$
�$�	� ������
�	$

��	�� ��
���	 ��
� =� �	� % ����
� � � �� ���

�� "����#� 
��
� �	��� 
���
������
�	��	��� 
�� ������ A �� 
�� 
��
���
��	 �� �	 �	
������� �	 
��
���
� ���

� � � �� ���
� <�	�����	
��� �� ��#�

|A| ≤ 3����
� � � � ����

�� �)=�



JK>@L8MABNL@8@� A>ODM8 �>P;@� >OD QA>O@LROQ @K9@RQ@ ��E

2�	�� ���
� � � � � ���

��� ���
�������
� ���
��� �
 ������� �� K�����
�P�

������ �������� >�=� �	� <�������� >�8 
��


3����
� � � � ����

� !
�∏

���

3������ �)>�

3� 2
��	��P� 
������ �������� >�D� �� ��#�

�∏

���

3����� !

�∏

���

( |	�|⌊
|��|��

�

⌋
)
� �)?�

��� ������� �	������
� ������� ���� �)=�@�)?�� �

§�� 
���� �� 
�����	�	�� ���

�$##:� "�� 
���� ��	���
� �� 
�� 
��
��

J��
 )� A���
� �� 
��#� 
��
 
�� 
��
���
��	 ����� 
��� �	 
�� ���� �����

�� ������� . �� �	����� �	 
�� ��
 / ! /� ∪ · · · ∪/� ��� ��� .��� !
.�/ � |/ | ��� ���� � ∈ / ��

J��
 =� *� ���� 
��
 
�� ��	���� ���� ������� 
� 
�� ���� ����� . ��
�	����� �	 / �

��$	  � &����� 
��
 . �� �	����� �	 / �	� ���

 
�� �������	� 	�
�
��	�

6 �!
.�/ �

|/ | !
.�/ �

=�
�

/� �! $ � �/ ��

.� �! .�/�� ! )− =�6�
(�
 �� ���� 
��
 ��� ���� � ∈ N �	� ��� �#��� ��
 - ⊂ $� ��
���


Y$�
����� 
���� 
�� �������	� �	������
� ������

.��-� ≤ C��� �� .��� ����� C��� �� .�� �!
∑

������������

������···�����
������������≥�

(

.��� 6�−�� ·
(

�

��� ��� � � � � ��

)
·

�∏

���

(
��⌊
����
�

⌋
))

� �)8�

%
 �� ��Æ���	
 
� ��	����� 
�� ���� ����� /� �! ∅ ��� ��� $ �! / � �������

�� ���� $ ! / 
��	������ 
� 
�� ������ �	� #�� 
����	� 
� 
�� ��
 $′ �!



��G >�S� 8>PTKQLO

$ ∪ {(} ��
� � 	�� �����	
 (  ∈ $ �	� �����	�	� .�(� ! ;� %	 ����� 
�

��#� �)8�� �� �
��
 $� �	
� ��: )�� ������� �� 
�� ����

/�� × /�� × · · · × /�� � ����� )� ∈ {;� )� � � � � �}�
����� �� 
������� ������� �� ������ 
��
 /�P� ��� 
������� ���4��	
� �����
$ ! /� ∪ /� ∪ · · · ∪ /� �� ���	�
��	 �� /��� %� 7 ! /�� × /�� × · · · × /�� ��
� ����� �� 
��� 
��
�
��	 �	� 8 ∈ {;� )� � � � � �}� �� ��


9��7� �! {* ∈ {)� � � � � �} � )� ! 8}�
���7� �! |9��7�|�

%	 ����� 
� 
��#� �)8�� ��
 �� ���� 
��
 ��� �	 ����
���� ����� 7 �� 
��
���#� 
��
�
��	 �� $� �� ��#�

.��- ∩7� ≤ .
����	
� 6�−����	

�∏

���

(
���7�⌊
����	��

�

⌋
)
� �)D�

%	 ����� 
� 
��#� �)D�� �� �
��
 7 �	
� ���������� �	 
�� �������	� ����
�� ��
 
�� �����	��� �(�� � � � � (�� �	� �(

′
�� � � � � (

′
�� ���� 7 �� �	 �	� �	�


�� ���� �������� �� �	� �	�� �� (� ! (′
� ��� ���� ) ∈ 9��7�� ������ ����

�������� �� 7 ��	���
� �� =�−����	 �����	
�� %� $ �� �	�
�� 
��	 7 �
��
�
�	
� |/�|����	 ������������ %� : �� � �������� �� 7 �	� ' ! �(�� � � � � (�� ∈
: � 
��	 
�� �����	
� (�� ) ∈ 9��7�� ��� ��
����	�� �� : �	� �� 	�
 ��
�	�
�	 ' ∈ : � %
 ������� 
��
 
�� #����

∏
�∈����	 .�(�� �� ��
����	�� �� : �

*� ��
 .∗� �:� �!
∏

�∈����	 .�(��� ���	 �� ��#�

.��- ∩ :� ! .∗� �:� · 6�−����	 · |- ∩ : |� �)G�

J��
���
��	 >�) ��
���� 
��
 ��� ���� �������� : �� 
�� ����� 7 �� ��#�

|- ∩ : | ≤
�∏

���

(
���7�⌊
����	��

�

⌋
)
� �)H�

�%	 ����� 
� ��� 
��� �	 
���� �� J��
���
��	 >�)� �����	 	� �! 9��7� ���
���� ) ∈ {)� � � � � �}� ���	� ��� ���� ) ∈ {)� � � � � �}� ������ �	 �����	
 1� �	

�� 
��� /�� �	� ��
 F � : → =� �� 
�� ��4��
��	 ���	�� ��

F
(
(�� � � � � (�

)
! {) ∈ 9��7� ∪ · · · ∪ 9��7� � (� ∈ {1�� � � � � 1�}} �

2�	�� - ��� 	� Y$�
����� 
����� �
 ������� 
��
 
�� ����� A �! F �- ∩ :�
��
����� 
�� ���������	
 �� J��
���
��	 >�) ���� 
�� ���	�
��	 �� Y$�
�����

���� ��
� 
��� ���������	
�� ���������� 
�� �	������
� �� J��
���
��	 >�)
��#�� �� �	������
� �)H���



JK>@L8MABNL@8@� A>ODM8 �>P;@� >OD QA>O@LROQ @K9@RQ@ ��H

(�
 7̂ ��	�
� 
�� ��
 �� ��� ���������� �� 
�� �����7� ���	 �)G� �	� �)H�
�����

.��-∩7� !
∑

�∈�̂
.��-∩:� ≤

⎛

⎝
∑

�∈�̂
.∗� �:�

⎞

⎠·6�−����	 ·
�∏

���

(
���7�⌊
����	��

�

⌋
)
�

�)I�
&
 
�� ���� 
���� �� ������� ��#�

∑

�∈�̂
.∗� �:� !

∏

�∈����	

∑

�∈��
.�(� ! .

����	
� � �=;�

%	������
� �)D� �����
�� ������� ���� �)I� �	� �=;�� ��� �������� ��
�$
��
� �)8� ������� ������� ���� �)D� �� �����	� �#�� ��� ������� �� 
��

��
�
��	�
%	 ����� 
� ���
��
� 
�� 
���� �� J��
 )� �
 ��Æ��� 
� ���� 
��
 
����

�+��
� � ��	�
�	
 � �! ��.� ���� 
��
 ��� ���� � ∈ N �� ��#� C��� �� .�� �
��−���� ���� 
��
��
� ��� �� ������ ����#�� ���� ����$�	��	 ���
� ��

�� 
����� �� ��	��� ����� �	 �	
���� ��

����� (�
 4 ! 4��� .�� �� 
��

��������
� ������� �	 Z

� ���	�� ��

4�"�� ! 4�−"�� ! 6� ) ! )� � � � � �.

4��� ! .��! )− =�6��
�	� ��


� �! {�;�� � � � � ;�� ∈ Z
� � ;� ∈ {;� )} ��� ���� ) ∈ {)� � � � � �}}�

���	 �
 �� ��#���� 
��
 ��� ���� � ∈ N �� ��#� 4∗���� ! C��� �� .��� �� ���

�� #���� C��� �� .�� �� ����� 
� 
�� 
��������
� 
��
 
�� ��	��� ���� �	
Z
� ��
� ���
����
��	 4 ���� ��
 � �
 
�� �
� �
�
� 2�	�� 4 �� 	�	����	���
�
�	 Z

�� 
���� �+��
� � ��	�
�	
 � � ; ���� 
��
 4∗��;� � ��−��� ��� ���
; ∈ Z

�� � ∈ N ����� �� ��� 7=;� 
� G=9�� 2�	�� � ��	���
� �� =� �����	
� �� Z
��

�� ��#� C��� �� .�� � =���−��� ��� ���� � ∈ N�

��$	 '� (�
 Y !� {{��� +�}� � � � � {��� +�}} �� 
��
 / ! {��� +�� � � � � ��� +�}�
(�
 / ′ �! {�′�� +′�� � � � � �′�� +′�} �� � ��
 �� =� �����	
� 	�
 �	 $� �	� ��
 $′ �!
$ ∪ / ′� (�
 .� �! ��	 ∈� .�!�� �L�
� 
��
 .� � ; ��	�� ��

�.� ⊃ / ��
(�
 .′ �� 
�� 
��������
� ������� �	 $′ ���	�� ��

.′�!� �! .�!� �� ! ∈ $ � / �

.′�!� �! .� �� ! ∈ / � �	�



��F >�S� 8>PTKQLO

.′�!′� �! .�!� − .� �� !′ ∈ / ′� ����� ! �� 
�� �����	
 �	 / 
��
 �����$
�
�	�� 
� !′�
(�
 
 ��	�
� 
�� ��
 $′ → $ �� 0�����

�	� 
�� 
�����1 ��� �����	
�

��� ��� 
�(� ! ( �� ( ∈ $ �	� 
�(′� ! ( �� (′ ∈ / ′ �	� ( �� 
�� �����	
 �	 /

��
 ������
�	�� 
� (′�� (�
 � � �$′�� → $� ��	�
� 
�� ��
 �� 0�����

�	�

�� 
�����1 ��� �����	��� ��� ��� � �(�� � � � � (�� ! �
�(��� � � � � 
�(����� �%�
' �! �(�� � � � � (�� �� � �����	�� �#�� $ ��
� 
�������� < ∈ N� �������	���
�� �����	
� ���� / � 
��	 �−��' � �� � ��
 �� =! �����	��� �#�� $′��
��� �������	� 
�� ������ ��� ��#����� �%	 ����� 
� ����� 
�� ����	� �	��

�
 �� �	���� 
� 	�
��� 
��
 � ��	�� ���� Y$�
����� 
��� 
� � Y$�
����� 
�����
���
% '� � $�� ��� � ∈ N� � ⊂ $�� �� 
��� �.′����−����� ! .�����
���
% '�'� �� - ⊂ $� �� � �����
 ��

��
 Y��	����� 	����� 

�� �−��-�

⊂ �$′�� �� ���� � �����
 ��

��
 Y��	������� 	�����
2�	�� .′ �� ������	���� �	 / � �
 ������� �� J��
 ) �� 
��� 
���� 
��



���� �+��
� � ��	�
�	
 � ′ �! � ′�.′� ���� 
��
 ��� ���� � ∈ N �	� ��� �	�
�����
 -′ ⊂ �$′�� ��
���
 Y$�
����� 
���� �� ��#�

�.′���-′� � � ′�−����

���������� �� <����� =�) �	� =�=� ��� ���� � ∈ N �	� ��� �	� �����
 - ⊂ $�

��
���
 Y$�
����� 
���� �� ��#�
.��-� ! �.′����−��-�� � � ′�−����

J��
���
��	 =�? �� 
��� 
��#��� �

)� � �"%�$+� ��� �
�
���	
 �� J��
���
��	 =�? ����� 
��� �	 
�� �����
��	����� ���� ����� 
�� ������ Y ! {/�� � � � � /�} ��	���
� �� � 
������� ���$

�	�
 �	�
 	���������� ���4��	
� �����
�� ���� ��� �� 
��#�� �� �	 ������	

������� 
� 
�� �	� ���� J��
 = ���#��

(�
 $� �� Y ! {/�� � � � � /�}� . �� �� �	 J��
���
��	 =�?� �	� ������ 
��

/�� � � � � /� ��� 
������� ���
�	�
 ��
 	�
 ���4��	
 �|/ | � =��� (�
 5� �� 
��
��
 �� �|/ | �����	
� 	�
 �	 $ 
��
 ��	
��	� 
�� �����	
� (���� � � � � (��� ���

���� ( ∈ / � 2�
 $† �! $ � / ∪ 5� � (�
 .
† �� 
�� 
��������
� �������

�	 $† ���	�� ��
.†�!� �! .�!� �� ! ∈ $†

� 5� ! $ � / �
.†�!���� �! .�!� � �� !��� ∈ 5� � ����� ! �� 
�� �����	
 �	 / 
��
 �����$

�
�	�� 
� !����

��L& V�′W�� ,� 5*& %#�'  2�5%)( 2)%' ,%!- '� 2�5! !* � � &*! ,%!- '� 2�5! !* � ∪ � ′�



JK>@L8MABNL@8@� A>ODM8 �>P;@� >OD QA>O@LROQ @K9@RQ@ ���

(�
 Y† ! {/ †
� � � � � � /

†
�
} �� 
�� ������ �� � 
��$�����	
 �����
� �� 5�

���	�� �� �������� �� ��
 / †
� �! {&���� (���} �� /� ! {&� (}� %
 �� ��#���� 
��



�� ��
 / † �! / †
� ∪ · · · ∪ / †

�
��	���
� �� =� �����	
� �	� Y† ��	���
� �� �


������� ���4��	
 �����
�� �"����#� ���� 
��
 ��

�.†� ⊃ 5� ⊃ / †��
(�
 
 ��	�
� 
�� ��
 $† → $ �� 0�����

�	� 
�� �	��+��1 ��� �����	
�

�	 5� ��� ��� 
�(���� ! ( �� (��� ∈ 5� �	� ( �� 
�� �����	
 �	 / 
��


������
�	�� 
� (���. 
�(� ! ( �� ( ∈ $†
�5� ! $ � / �� (�
 � � �$†�∗ →

$∗ ��	�
� 
�� ������
�	��	� ��
 ��� �����	��� ��� ��� � �(�� � � � � (�� !
�
�(��� � � � � 
�(�����
6���� �� ��	 ��� ������� ������� 
� <����� =�) �	� =�=�

���
% (� � $�� ��� � ∈ N� � ⊂ $�� �� 
��� �.†����−����� ! .�����
���
% (�'� �� - ⊂ $� �� � �����
 ��

��
 Y��	����� 	����� 

�� �−��-� ⊂

�$†�� �� � �����
 ��

��
 Y†��	����� 	�����

<���� >�) �� ��#����� (�
 �� 
��#� <���� >�=� %
 �� �	���� 
� ����

��
 � ��	�� ���� Y†$�
����� 
��� 
� � Y$�
����� 
���� %� % ! �&�� � � � � &���
' ! �(�� � � � � (�� �� � Y†$�
����� 
��� �	 �$†��� 
��	 �� ���	�
��	 �� ��#�

��� &� ! (� ���	�#�� {&�� (�}  ∈ Y†�
��� 
���� ��� 	� )� * ∈ {)� � � � � �} ���� 
��
 &� ! (� � (� ! &� � �	�

{&�� (�} ! {&� � (�} ∈ Y†�

��� ���	�
��	 �� Y† ������ 
��
 
 ��	�� Y† 
� Y ���4��
�#����� %	 #��� �� ���

��� ��
���� 
��

�&� 
�&�� ! 
�(�� ���	�#�� {
�&��� 
�(��}  ∈ Y�
A��
�������� ��	��
��	 ��� ��
���� 
��
 {&�� (�} �� �	 Y† �� �	� �	�� ��

{
�&��� 
�(��} �� �	 Y� �%	����� �� {&�� (�} �� �	 Y† 
��	 {
�&��� 
�(��} �� �	 Y
�� ���	�
��	� �� Y† �	� 
 . �� {
�&��� 
�(��} �� �	 Y 
��	 {&�� (�} �� �	 Y†

������� �
������� �� ��#� &� ! (� �� ��	��
��	 ��� ���	�� 
�&�� ! 
�(����
���� ���
 ����� 
��
 ��	��
��	 ��� �����
�� ��
���� 
�� �������	�
�3� ����� �� 	� ) �! * ∈ {)� � � � � �} ���� 
��
 
�&�� ! 
�(��� 
�(�� !


�&��� �	� {
�&��� 
�(��} ! {
�&��� 
�(��} ∈ Y�
<�	��
��	� �&� �	� �3� ���	 �+��
�� 
��
 � �% � ! 
�&�� � � � 
�&���

� �' � ! 
�(�� � � � 
�(�� �� � Y$�
����� 
���� <���� >�= �� 
��� 
��#���
2�	�� Y† ��	���
� �� � 
������� ���4��	
 �����
� �	� ��

�.†� ⊃ 5� ⊃

/ †� �
 ������� �� J��
���
��	 =�? 
��
 
���� �+��
� � ��	�
�	
 �† �! �†�.†�
���� 
��
 ��� ���� � ∈ N �	� ��� �	� �����
 -† ⊂ �$†�� ��
���
 Y†$�
�����

���� �� ��#�

�.†���-†� � �†�−����



��� >�S� 8>PTKQLO

���������� �� <����� >�) �	� >�=� ��� ���� � ∈ N �	� ��� �	� �����
 - ⊂ $�

��
���
 Y$�
����� 
���� �� ��#�
.��-� ! �.†����−��-�� � �†�−����

§�� 
���� �� 
�����	�	�� ���

%	 ����� 
� 
��#� J��
���
��	 =�8� �� �	
������ 
�� �������	� ��+������
	�
��	�

*� � �"<�
	
#�� ��
 ��" ∈ N� ��� ��
 �1�� � � � �1�� �� �� "�
�	�� ��
���
��� �� R

�� (� ����� 

� �
����
����
�� V �1�� � � � �1�� �� �������)

V �1�� � � � �1�� �! �	�
�!������!�	∈R��{�}

‖∑�
��� <� · 1�‖�

‖�<�� � � � � <��‖�
�

*�'� �$#-"$	
", #: V� *� ��#� ��#���� ���
�� 
��
��
��� �� 
�� ������$

����
�� V �
)� A�� �	� 1�� � � � �1� ∈ R

� �	� <�� � � � � <� ∈ R �� ��#�� �� ���	�
��	�
∥
∥∥
∥
∥

�∑

���

<� · 1�
∥
∥∥
∥
∥
�

≥ V�1�� � � � �1�� ‖�<�� � � � � <��‖�

! V�1�� � � � �1��
�∑

���

|<�|�
�=)�

=� V�1�� � � � �1�� ! ; �� �	� �	�� �� 
�� #��
��� 1�� � � � �1� ��� ��	�����
��
�	��	
�
>� A�� �	� 1�� � � � �1� ∈ R

� �	� Æ�� � � � � Æ� ∈ {:)�−)} �� ��#�
V �Æ� · 1�� � � � � Æ� · 1�� ! V�1�� � � � �1���

*�'� ���
%� ��
 ��" ∈ N� ��
 1�� � � � �1� ∈ R
�� ��� ��
 �&�� � � � �&���

� ∈ N� �� � �������� �� ���
��� �� R
� ���
 

�
 &� ∈ {1�� � � � �1�} ��� ���


) ∈ {)� � � � � �}� �
�� �� 
���
∥
∥
∥
∥
∥

�∑

���

&�

∥
∥
∥
∥
∥
�

≥ � · V�1�� � � � �1�� ≥ V�1�� � � � �1���

�$##:� ���� ������� ������� ���� �=)�� �



JK>@L8MABNL@8@� A>ODM8 �>P;@� >OD QA>O@LROQ @K9@RQ@ ���

*�(� �"%%�� ��
 � �� � ����	 ��� ��
  � � → R
� �� �� R

�����������
	
��� ��

 �����
 ��� ��
 � ∈ N ��� ��
 �� ��� � � � � ��� ��� � � � � �� ��
������
� �� �� �
��

∥
∥
∥ ������� · · ·�����−  ����� · · · ���

∥
∥
∥
�

≥
∥
∥
∥
∥
∥

�∑

���

 ����

∥
∥
∥
∥
∥
�

− >����

�$##:� A��� 
�� ���	�
��	 �� �����
� �
 ������� �� �	���
��	 
��
 �� ��#�
∥
∥
∥∥
∥
 ������� · · ·�����−

�∑

���

 ����−
�∑

���

 ����

∥
∥
∥∥
∥
�

≤ =����

∥
∥
∥
∥
∥
 ����� · · · ���−

�∑

���

 ����

∥
∥
∥
∥
∥
�

≤ ����

<�	�����	
��� �� ��#�

∥
∥
∥ ������� · · ·�����−  ����� · · · ���−

�∑

���

 ����
∥
∥
∥
�

≤ >����

����� ��#������ ��
���� 
�� �
�
���	
 �� 
�� ������ �

*�)� �"%%�� ��
 � �� � ����	 ��� ��
  � � → R
�� � ∈ N� �� ��

R
����������	
��� ��

 �����
 ��� ��
 ,�� � � � � ,� �� ������
� �� �� ��


� ∈ N ��� ��
 ���� ��� � � � � ���� ���� � � � � ��� �� ��������� �� ������
� �� �
���
 

�
 �� ∈ {,�� � � � � ,�} ��� ���
 ) ∈ {)� � � � � �}� �
�� �� 
���
∥∥
∥ ������� · · ·�����− ����� · · · ���

∥∥
∥
�

≥ � ·�V � �,��� � � � � �,���− >��� �
�==�

�
���� �
 ������� 

�

∥
∥
∥ ������� · · ·�����−  ����� · · · ���

∥
∥
∥
�

≥ V � �,��� � � � � �,���− >���
�=>�

�$##:� 3� (���� 8�>� �� ��#�

∥
∥
∥ ������� · · ·�����−  ����� · · · ���

∥
∥
∥
�

≥
∥∥
∥
∥
∥

�∑

���

 ����

∥∥
∥
∥
∥
�

− >���� �=?�



��� >�S� 8>PTKQLO

3� <���� 8�= �� ��#�
∥
∥∥
∥
∥

�∑

���

 ����

∥
∥∥
∥
∥
�

≥ � · V � �,��� � � � � �,��� � �=8�

%	������
� �==� ������� ���� �=?� �	� �=8�� %	������
� �=>� ������� ���� �==�
������� ‖ ������� · · ·�����−  ����� · · · ���‖� ≥ ; �	� � ∈ N� �

*�*� �"%%�� ��
 � �� � ����	 ��� ��


 � � → R
�� � ∈ N�

�� � 
���������� R
����������	
��� ��

 �����
 ��� ��


Y ! {{��� +�}� � � � � {��� +�}}�
" ∈ N� �� � ������ �� 
���������
 �����
� �� �� *�


V��Y� �! V ( ��−�
� +��� � � � � ��

−�
� +��

)
�

�
�� ��� ���
 < ∈ N ��� ��� ����� Y��	����� 	��� {���� � � � � �!�� ���� � � � � �!�}
⊂ �! �� 
���

‖ ��� · · · �!�−  ��� · · ·�!�‖� ≥ V��Y�− >���

�$##:� 2�
 � �! �� · · · �! �	� � �! �� · · ·�!� 2�	�� {���� � � � � �!�� ���� � � � � �!�}
�� Y$�
������ 
���� �+��
� � ������ �!�� � � � � !�� ��
� !� ∈ {�−�

� +�� +
−�
� ��} ���

���� ) ���� 
��
 ��� ���� � ∈ N �	� �′�� � � � � �′� ∈ � �� ��#�

� ! �′��
′
� · · · �′�

�	�

� ! �′�;��
′
� · · · ;��′��

����� ;� ∈ {!�� � � � � !�} ��� ���� * ∈ {)� � � � � �}�
3� (���� 8�? �� ��#�

∥∥
∥ ���−  ���

∥∥
∥
�

≥ V ( �!��� � � � � �!��
)− >���

%
 �����	� 
� �����#� 
��
� ��	��  �� ������	���� �	� !� ∈ {�−�
� +�� +

−�
� ��}

��� ���� )� �� ��#� V ( �!��� � � � � �!��
)
! V� �Y� ���� 
��
��
��� �� V

�	 8�=�� �



JK>@L8MABNL@8@� A>ODM8 �>P;@� >OD QA>O@LROQ @K9@RQ@ ���

*�3� �"%%�� ��
 � �� � ����	 ��� ��
  � � → R
�� � ∈ N� �� �

�����������
� R
����������	
���� �
�� ��� ��� � � ; 

��� ����
� � ����


{��� � � � � ��} ⊂ � ���
 

�


V����� � � � � ��� ≥ �� �=D�

 �������� �� � ⊂ � �� � �����
 ������
��� � �� � ��������	� 

�� ��� ���
� � ; 

��� ����
 � ∈ N ��� � ����
 {��� � � � � ��} �� ������
� ���� �� ���



�
 �=D� 
�����

�$##:� 3� (���� )�=� 
�� �����  ��� �� �����	��� �	 R
�� ���� ���	�


��
 
���� �+��
� # � ; ���� 
��
 ��� ���� ; ∈ R
� 
���� �� 1 ∈  ���

��
� ‖;− 1‖� ≤ #� (�
 1�� � � � �1� �� 
��	
� ����  ��� ���� 
��


‖1� − �� : #� · "�‖� ≤ # �) ! )� � � � � ���

���	 ��� �	� <�� � � � � <� ∈ R �� ��#�

∥
∥
∥∥
∥

�∑

���

<� · 1�
∥
∥
∥∥
∥
�

≥
∥
∥
∥∥
∥

�∑

���

<��� : #� · "�
∥
∥
∥∥
∥
�

−
∥
∥
∥∥
∥

�∑

���

�<��� : #� · "� − <� · 1��
∥
∥
∥∥
∥
�

≥ �� : #�

�∑

���

|<�| − #

�∑

���

|<�| ! �

�∑

���

|<�|�

���� ���	� 
��
 V�1�� � � � �1�� ≥ �� %
 �����	� 
� ������ �� ∈  −��1�� ���
���� ) ∈ {)� � � � � �}�
L��� ��
 � ⊂ � �� � �����
 ��	���
�	� � �� � ��������
� (�
 �� ����


��
 ��� ���� " ∈ N 
�� �����  
(⋃

�∈N
���

)
�� �����	��� �	 R

�� "����#�


��
 
�� ��
 " ·  ��� �� �����	��� �	 R
� ��	��  ��� �� �����	��� �	 R

��
������ 
��
 ��� �	� � ∈ � �� ��#�

‖ ����−" · ���‖� ≤ �"− )����
����� �� �� 
�� �����
 ��  � ���������� 
�� ��


⋃
�∈� ��

�� �� ���� �����	���

�	 R
�� 2�	�� � ��	���
�� � �� � ��������
� �� ��#�

⋃

�∈N

�� !
⋃

�∈N∪{�}
�� ! ��

���������� �� ��#�
⋃

�∈�
�� !

⋃

�∈⋃
�∈N

"�

�� ⊂
⋃

�∈N

(
��
)�

!
⋃

�∈N

(
��
)�
�



��Z >�S� 8>PTKQLO

%
 �� 
��� ����	 
��
 ��� ����" ∈ N 
�� �����  
(⋃

�∈N
���

)
�� �����	���

�	 R
��
"�#������� 
���� �+��
� "� ∈ N ���� 
��
 ��� ��	
��	� 
�� ���	
�
� ��


�� ����
� 3� 
�� ���#�� 
�� �����  
(⋃

�∈N
����

)
�� �����	��� �	 R

��
���	 
�� ������	
 ���� 
�� ���
 
��
 �� 
�� 
���� ����� 
��
 
���� �+��
�
� �$��
 {��� � � � � ��} �� �����	
� ����

⋃
�∈N

���� ���� 
��
 �=D� ������ &



�� ���� 
���� �� ��#� ��� ⊂ ���� ⊂ ���� ⊂ · · · ������� ��� 
 =�
���������� 
���� �+��
� > ∈ N ���� 
��
 �#�� ��	
��	� ��� 
�� �����	
�
��� � � � � ��� %
 �����	� 
� ��
 � �! >"�� �

�$##: #: �$#-#,
	
#� '�*� %
 �� ������� �	���� 
� 
��#� 
�� ����	� �
�
�$
��	
 �� 
�� 
��
���
��	� ����� �� �
��	��� 
��	 
�� ���
 �	�� (�
 � ⊂ �
�� � �����
 ��	���
�	� � �� � ��������
� (�
  �� 
�� ������	���� ���$
�����
���� ������
�	��	� 
�  ���� (���� )�)�� 3� (���� 8�D� 
����
�+��
 � ∈ N �	� � �$��
 {��� � � � � ��} ⊂ �� ���� 
��


V ( ����� � � � � ����
) ≥ �: >�� : =��� �=G�

����� �� �	� �� ��� 
�� �����
� ��  �	�  � ���
��
�#���� A��� 
�� 
����
�� (���� 8�D �
 �� ����� 
��
 �� ��� ������ ��
���
 ���� �� ��	�����
�

��
 �� ��	
��	� 
�� ���	
�
� = �� �� ���	 ��� ��	
��	� 
�� ��
 / �!
{��� � � � � ��� ��� � � � � � ���}� *� ��


Y �! {{��� ���}� � � � � {��� ���}}
�	� ���� 
��
 =� �	� Y ���
 
�� ���������	
� �� 
�� 
��
���
��	� %	�����
��

��� 
��
 � ∈ N �	�

{�!�� � � � � !��� �1�� � � � � 1��} ⊂ ��

�� � Y$�
����� 
���� 2�
 ! �! !� · · ·!� �	� 1 �! 1� · · · 1�� ���	 �� (���� 8�8
�� ��#�

∥
∥ �!� −  �1�∥∥

�
≥ V ( �����−�

� �� � � � � ���
�
�−�
�
�
)−>��

���	

≥ �:=��� �=H�

2�	��  �� 
�� ������	���� ��������
���� ������
�	��	� 
�  � �� ��#�∥
∥ �!�−  �!�∥∥

�
≤ �� �	�

∥
∥ �1�−  �1�∥∥

�
≤ �� ���� (���� )�)�� <�	��$

���	
���

‖ �!�−  �1�‖� ≥ ∥∥ �!�−  �1�∥∥
�
− =��

���	

≥ ��

%
 �����	� 
� ���� 
��
 
�� �����	
� ��� � � � � ��� �
�
� � � � � � �

�
�
��� 
�������

���
�	�
� %	 ����� 
� ��� 
���� �����#� 
��
 ��� �	� )� * ∈ {)� � � � � �} �	�



JK>@L8MABNL@8@� A>ODM8 �>P;@� >OD QA>O@LROQ @K9@RQ@ ��E

�� ? ∈ Z ���� 
��
 �)� �� �! �*� ?� �� ��#�
∥
∥
∥ 
(
��� �

−$
�

)∥∥
∥
�

≥ ∥
∥� · ����− ? · ����

∥
∥
�
− ��

≥ V ( ����� � � � � ����
)− ��

���	

≥ � � ;�

���	�� �
 ������� 
��
 ��� �! �$� ��������� ��� 
� 
�� ������	��
� ��  � ��

��#�  �=� ! � �	�
∥
∥ �=�

∥
∥
�
! ;�� �

����������

�� ]�9):)'#� 
�
����� ��	��� ��� ������	������ P?R& �%4&� 8)!-� �� V����W� ���`
�E��

�� ]�9�'4�� S�]-:a)!)( V�# �W� ������ �
 ������� ��	���� 8)!-� @!"#� �� V>&&)( *.
D% 5'�!� 8)!-� ��W� O*'!-0N*(()&#� >1 !�'#)1 �!5�� ��FZ�

�� 8�9� !:%&)� ;� 7"<%,)')� ���
��� ���������� �� ��������� �� �	���
� ��	��

������� C�*1� Q*2*(� � V����W� G�`F��
Z� 8�9� !:%&)� ;�7"<%,)')� ��	���������������� �
 �	���
� ��	�� ������� C() &%3

8)!�1)!%53% ��6� V���HW� ���`��G�
E� 8�9<b*'3("&#� Q�N)'!&%53� ���	���
�� ��
����
� �
 ������ 	
� ����� �������� ���
��	����������� 	��
� �	
��� �	���� C�*1� Q*2*(� �� V����W� ���`�Z��

G� D�])(�4)'%� =�8)-�'� ��	������� 	
� ����������
 �� ���� 2'�2'%&! �����
)'c%:6���F�Z�E��

H� A�B�D%(,*'!-�  ������������
 ������� ��� �	���	��� ������� ����� >&&� 8)!-� ��6�
V��E�W� �G�`�GG�

F� ;�R&4�(� ����
�� ������� ])1+'%#4� K&%:�' %!$ B'�  � ])1+'%#4�� O�, T*'3�
���H�

�� Q� L!*� ��	�� ������
� 	
� ��� �������� �� ������ ��	��� C�*1� Q*2*(� �� V����W�
ZH�`Z�F�

��� Q� L!*� ��	�� ������
� 	
� �
�� ��
��� 2'�2'%&! ���F� )'c%:6�F�E���Z��
��� R�;*,)( 3%� ��� 
	��� ���!� 	
� ���  �����	���
�"  ��������� ��������# $	
���

%	��� 	
� &������� ������� ])1+'%#4� Q')5! %& 8)!-� ���� ])1+'%#4� K&%:�' %!$
B'�  � ])1+'%#4�� ���F�

��� >�P"+*!d3$� ]�8�%'%� ���!� ������� �
 ����� ������ ''" ��� �	���
� ��	�� ������
2'�2'%&! ����� )'c%:6���Z��ZE��

��� =�8)-�'� $	
��� �	��� �
 ��� �	���
� ��	�� ������ D"3� 8)!-� =� ���6� V����W�
Z��`ZGF�

�Z� =�8)-�'� ()��
�
��	� ���	� �
 ��� �	���
� ��	�� ������ 2'�2'%&! �����
)'c%:6���Z�EEZ��

�E� =�8)(� !�%&� =� @*"!*� *
 ��
������� �� ������� 
���!� �
 ��� ������� ������
2'�2'%&! ����� )'c%:6������G���

�G� >�S�8)($"!%&� O�T"�O�! :�!)�:� &����
��+� ������
� �
 ��� ��	�� ����� 	
�
��	�� ��!��� >(4�+') % >&)(%d ��6� V����W� �H�`�FH_ R&4(� !')& (�� @!� B�!�' +"'4
8)!-� =� ��6� V���ZW� Z�H`ZZF�



��G >�S� 8>PTKQLO

�H� L� A%:%&� %	��� �
 ������# ���
��
� ��������� �	������# ����
���	��# 	
� ����	��
	
� ���� ����� 	������������� D"3� 8)!-� =� ���6� V���FW� �E�`�H��

�F� L� A%:%&� %	��� �
 ��	��� 	
� �	������,�-����!� ���
�� 	
� 	�����	���
�� 7*'"1
8)!-� ��6Z V����W� GH�`GFE�

��� L� A%:%&� .	����� ��
���� 	
� ��
�������� L&!� 8)!-� A� � O*!� L8AO �	 V����W�
�GZ�`�GEH�

��� 7� @2%!d�'� ���
������ �� $	
��� %	��� C')#")!� Q�Y! %& 8)!-�1)!%5 � :*(����
@2'%&4�'0S�'()4� ��HG�

���e���f� �E g����fh ���� ��@!�B�!�' +"'4 D�2)'!1�&!
@!�3(*: 8)!-�1)!%5)( L& !%!"!� A>O�
7*&!)&3) �H�
@!�B�!�' +"'4 ������� A"  %)

(��	�� 6 ��������	
����
���
�


