
������� ���	�
�
��
������ ����

��
 ���� ���� ��

�� �������

� ��	
��
���� �� ����	
��� 
�	� ���

	����� ���	���	

��������� ��  !"# $%$&' (& )&*&+,$  !& %�%+-#"# ,. /�0 %1,2  !&
&3 &�#",� ,.  !& ,$ "4%+  '%�#$,' .'%4&(,'5  ,  !& #$%6& ,. '&%+
4&%#2'&#� 7!& 4%"� 4, "*% ",� 6,4&# .',4  !& # 2)- ,. �,�$,#" "*&
#,+2 ",�#  , #,4& &*,+2 ",� 89:#� ;+ !,2<! % 6%�,�"6%+ ,$ "4%+
 '%�#$,' )"# %�6& ),&# �, #&&4  , 1& %*%"+%1+&� (& 4%- )&#6'"1&
 !& 6,# .,'  '%�#$,' "�< #"<�&) 4&%#2'&# "� *%'",2# (%-# %�) (" !
"� &'&# "�< $',$&' "&#�

§�� ���������	��

��������� ���	
�� � �������	 
�� �
������� ����� R
� ��� ��
 P�R��

����
� 
�� ����� �� �	�������
� ����
	�� ���	 R
�� ��	����	� ����� � �	���

�����
� ����
	� � �� 
�� �	��
�
 ����� R
� × R

�� ����
� �� ���� �
� �	�


��	����� ��� �� ���� �
� ������ ��	������ ���� �� �	� ����� 
�� �	����

����
��� �� � ��
� ���
� ��
� �����
 ���	 R
�� � ≥  � !�
 � ∈ P�R� × R

��
�� � ��
����� �� � ��� �� 
��
 ��� � "���
 ����
	� ��
� 
���� ��	�������
#
 �� ������ � 
	�����	
 ����� #� �� �
����� 
� 
	�����	
 � 
��
 $
��
�
�
�� ���� �	�� � ∈ �
��� 
� � ∈ �
�� � ��
� ���
 |� − �|�� 
�� ������ ���

�������
�� 
� 
�� ��
����� � ��∫

R�×R�

|�− �|� 	���� ��


#
 �� 
��� ��

	�� 
� �������	 
�� ��������� �����	 ������%�
��� �	������
������ 
�� ��
���� 
	�����	
�
��� �	�����&

���

⎧⎪⎨
⎪⎩

∫

R�×R�

|�− �|� 	���� �� & � ∈ P�R� × R
��� ���� ' �� ���� ' �

⎫⎪⎬
⎪⎭ 


� � �

��� ����� 	
� ���	���= >,�<&?@%� ,',*"6! $',1+&4� ,$ "4%+  '%�#$,' � A%##&'?
# &"� )"# %�6&� #"<�&) 4&%#2'&#�  '%�#$,' 6,# �

���



�BC :� >;�D�D�

(��� ��	�
��
��� �� �
� 
� )��
�	������ (�� ��	* �� )��
�	����� ���� ���*

� 
�� ��	
��� + ,�  -.� ��� �	����� � � � �� �
���� � 	���	�
��
��� �� 
�� �	���
���� ����� �	������ �	����
�� �� 
�� ����
���
� ���

	�� ����
������� ��

�� 	����
 ���	�� ����� 
�� ��������� �� 
�� ����
���� ��
���� 
	�����	
��

��� ��� ������ ���� �� ��������� � ��	� 
������ 	����	�� ����� /
�	
���
�	�� 
�� ����	 �� 0	����	 +-.� 
�� �

�� �� 	��
��	�
� �� ���

����� ���

���	 ���	��
�	�%�
���� ��� �	��� 
�� �

��
��� �� ���� ��
����
�������
��	����	� ��
���� 
	�����	
�
��� �	������ 
� � �� � 
���
� 
��� ��	 ����
�������
���� �� ��1�	��
 ��
����
���� ���
�2
�� 3 ����	��
��� �� 
�� ��
�	�
�

	� ��
�� �� ����� ���� ��� �

��	� �	� ��
�� �� 
�� �������	����� 0


��	 � ����	�� ��� ������
� ���	���� �� 
�� 
����� �� 	���	 
�� 	����	 
�

�� ���*� �� 4������ +56� 5 .�

#� 
��� ����	 �� ��
�� ��*� 
� �	����
 � �	����� ����� ��

	���� �	���
�
	��� 
�� �������� �� ��� �� 
�� ����� �� �������
���� (��� �	����� ��
��
�� ��
�	��
��� �� �
� ���� �
 
�� ����� �� 
�� ����� ��	�
��
��� �� 
�� ��
����

	�����	
 �	������ #� �	��	 
� ��
 
� 
�� ����
� �� ������ ���� 
� 	����� 
��
�	�
 ������
�	� ���
� ���

 �	����� � � �� 7�	�
� �� ���� 
�� �2��
���� ��
���

����� �
�	��
��� �� �
����	� ��	��
 ��
��� 
�����$
��� (�� �

�����
�����
� ������ 
�� ��
���� 
	�����	
 ���
 ��
���� 
�� ����
	�� � ���
�� /������ �
 �� �
����	� �

1� 
���� 
�� �	���	
��� �� 
	�����	
 ������ 
�
���� 
��
 ����� ��� 
��  ���
� ����	 �� 
��� ���
� �� � ���
���� �� P��R

��
�
�� ����� �� �	�������
� ����
	�� ��
� ���
� ��
� �����
�� 
��	���	�
����� 
�� ��
���� 
	�����	
 ���
����� #
 ���� 	���		�� �� ��
�	�

	� �� 
��
8����	�
��� ���
����� ����
���� 
�� )��
�	������9
����
����8����	�
���
���
�����


��� ���� � 8� �	� ��	���� ���� 
� ��	�
��
� 
�� 
��*& 
�� ��
����

	�����	
 �	����� ���
���� 
�� �����
��� �� � ���
���� �� 
�� ����� ��
�	�������
� ����
	��& 
�� 8����	�
��� ���
��������� �� �� ��	� �
 ��	��

����� ��� ��
���� �
 ��� ����� 
� ���	�� ��������� ��	 �� �	� � �
	�����	�
��	���������
	� ����
�� �
��	� ��� ��� �

� ��
������� ����� ��� 	����� �	
��� ���������
	�� ��	 �� �	�
� ��� ����� 
� ���� ������� ���� � ��	� 
�
����������	 �����	��� �	 � ��	
	���� ����

(�� �����	 
� 
���� $
��
���� �� ��
 �
	����
��	��	�� #������ �� ����
��� 
��
 ���� �2
������� �	� ���������� 
�� ����� ��� ������
��� ��

W���� �� &' ����
� : �−� �� : �−��

���	� : ��� − ����
� ����
��� ��� ����
��� ��	
� (�� �	��� 
� ��� �� 
��
���� �� ���� �	���	
���& ����� 
����� 
�� ���

	� �� 
�� ���
 ����� 	����� �



; 9:EFG�87�HD HI 7G;DE8HG7 FHE7 IHG E�JD:9 >:;EKG:E �B�

���
���� �
����� �� �������	 
�� ������	�
� ���� � '  �� 7�	 
�� ��
���� ��
	���	 
� 
�� ��2
 ���
����� ��	� �� ����
 �
	������ 
� �
	��� ��� �� 
�� �����
	������ ��	 
�� ��Æ�
�
��� 
��
 �	���� #� 
�� �
����	� 
	�����	
 �	�����
����� ����
��� ����
	��� 
�� ����� ����
	���
 
� �� ��
����� �� 
�� ����
�����	��
��� ∫

R�

� '

∫

R�

�


(���� �� ����	�� ��� ��� 	��
�� 
� 
�� ���� �� �	�������
���� ;� 
�� �
��	
����� �� �� ���� ������ ����
	�� � ��� �� �� ���� 
� ������ ����� 
��
���� ����
	���
� 0

 ��	
����� 
��� ���� ��
 ����� 
�� ���� ��	 |�| ��� |�|�
<����� �� 
�� ������ ���� �� ���� 
� ���� ��
� � �������� ��	��
��� �� �����
(��� ������� � ��
 
�� ��

	� �� 
�� �	������


��� ����������� ��� ���
�������� � !�
 
� ��� ����	��� ��
� ����
��	� ��
���� 
�� ���
�2
 �� ����� 
���� $
��
���� �	���� #� 
�� �

�� ��
����
	� ���

���� 
� ���� ��������	 ��	
��� ��1�	��
��� �$
�
���� �� ����
�

��� 
���� ���� 
�����$
�� �	�� ��
���� 
	�����	
 ��� �� 
��� ��	 ����
�
	
�
��� �
�
���� ���	�2���
��� �������� /
�� �� ���	���� ��� ���� ���
������� �� ;

�� ��	 
�� �������� �� 
�� ���
 ��� ��	�
� ����� �$
�
����
��� ���
��
�� �� ��1�	��
 �
��	 ����	� ���� + =�  >. ��� 
�� 	���	����� ��
+5� 56� 5 .�� (�� ���	���� ������
� �� ������� � �����	��
��� �$
�
���


��: ��� ���� ' 6� � �5�

��
� ������
� ���
�	 ���� � ����� � �	�����
 ���� �������� ��������	�� ���
������� �� ��� �� 
�� ?�	�����
 @��A �� 
�� ��		��������� ���	�� B ��
�
	�����
 
� 
�� ��
���� 
	�����	
 �
	
�

	�� 3 �	�����
 @�� �� � �
��
�����
B & P��R

�� → R ���
�� ��� �� �2���
��� � ������
 �
	�� ����� 
�� ��	���

��� �� 
�� ����
��� �	�����
� /��� ��	* �� ������ 
� ��	����%� 
��� ������

�� �	�������
� ������� #������ �� ��
���� 
	�����	
 �
 �� �������� 
� �������
� ��1�	��
��� ����
�
� �� P��R

��� (��� �� ���� �� +5.� 8�
��� 
��� �	����
��	*� ��� �������
�� 
�� ���	�� B 
� 
�� �$
�
��� � �5� �� ������ 
��
 
��
���
�	 ���� � �� 
�� ?8����	�
��� �	�����
A �� B� 7�	 �*�
����� 
�� 
���	�
�� � ������	 ���� �� 
�*� �����
��� �� ���
��	 ����
 �� ����� 8� ���
�������	 
�� ��������� �
��	 �������
 ���	�2���
��� ������ ��		���������

� �$
�
��� � �5� �� 
�� �	�����	* �� �	�������
� ����
	� ���

����& �����
�� ∈ P����� ��� 	��
	������ 
�� ���

��� ����� ��

���
�∈P���	

B��� :
 

���−�
� �

� ��
�
� � ��� � �C�



�L� :� >;�D�D�

���	� � �� 
�� ����	�
�%�
��� ��	���
�	� #�
�	����
��� 
�� ����	�
� �����
��%�	� ��� ������� 
� 
�� ����
 �� � → 6� ��� �2���
� 
� ��� ���

���� 
�

�� ���
��
�
� �$
�
���� #� � ����	�� ��
	�� ��

��� 
��� �� *���� �� 
��
D� E��	�� ���� + 6.� ������%��� �������
� ������� <�	� �� �	� ��	*���
�� 
�� ��
	�� ����� �P��R

������� (�� ���
 ������ ��

��� �� � ' 5� #
 ��
��	
� ����
��� �

� �� ���� �� 
�� �
���$
��
 ����
������ 
��
 
��� ������
����
 ��	* ���� �� 
�� 
�	� ��	

	���� B �� ��
 � ���
����� 3� �� 
��
������� ����	 + .� ��� ��
�� ���� 
�� � ��� 
	����
��	 �	 ��� �����
	��
��"��
�

(�� 8����	�
��� �	�����
 @�� ���	���� �� ��	� 
���
� ��	 ��
������ �����
��������� ��� �
�����
� 	��
�
�� ;� 
�� �
��	 ����� 
�� ��� �� �	����
��
�
 �� $
�
� ����	��� ��� �$
�
��� � �5� �� � ����� ��	 ����	����� � ����
��	��
� �� �������� ����

��� ������� 7�	 
���� 	������� �
 ����� ��	
� 
�

	� ��� �2
��� 
�� 
���	� �� �	��	 
� ���� 
�� ���������
� �� �

��*��� ���
�	������� ;�� �� 
���� �������� �2
������� ��& 
�� �

�� �� �������
���
���

����� <����� 
�� ���� �� 
� ��� � ��� 
� ���	���� � �	����� �� 
��
��	� � �5� ��
� �������� ���� ���

���� 
�	�
�� � 
	�����	
���*� �������

!�
 
� ���� ���� �2������ �� �	������ ���	� �
 ��
�� �� ��

	�� 
�
�������	 ������ ����
	� ���

����� ��	 ����� 
�� ����	�� ����	���%�
���
��
�� �� 
���
��

• (�� ����

��� �	����� ����	����� 
�� ��
��� �� � �����
� 
���	

�� �1��
 �� � ���
��
�
� ��
�	��
��� ��
��
��� � & R

� → R&


��: ��� ��∇� ∗ ���� ' 6
 � �=�

(��� �$
�
��� �����	� �� 
�� �

�� �� �	��
��	 ����� ��� ���	��
��
��� ���������� #
 �� ���� � �
����	� ����� ��	 8����	�
���
�	�����
 @��� ��� 
�� ���� �� ����
� �����2 ��
��
����� /�� ��	
���
���� +F. ��� 
�� ����	�� ����
������ �� +56� 5.� #
 �� ���� �
�
�
���� ��	 
�� ����	��
��� �� 
�� ������� �� � ���
�� �� ��	
������
#
 ��
�� �� $
�
� ��

	�� 
� �������	 
�� ���� �� ����� ��	
�����
������� ��1�	��
 ���	���� (��� ���� �� � �� 
���	 �����
�� �
 ����� ��
� ������ ����
	��

• (�� �������G9
����
���G/���
%���G� ���� +>�   .� ����� ��	
E��%�
	�G!����
 ��	
���� �� 
�� ����������&


��: ��� ��∇�H−����|�|� ' 6
 � �,�

<�	� � 	��	����
� 
�� ��	
�2 �����
�� ��� �
 �� �
�
����� �	�� 
��
�������� ����
 �� ����� 
� �������	 ��	
���� ��
� �$
�� ��� �����
��
� 
���������� ���	��� ����� ��� ������ ���� �
��	 �
	��� 
��



; 9:EFG�87�HD HI 7G;DE8HG7 FHE7 IHG E�JD:9 >:;EKG:E �L�

����

���� 3����� � �� � ������ ����
	�� ��
��� 
��
 
��� �����
��� �� 	���	��� �� �� ��
�	��
��� ����� �� ����� ����� H−�� ���
�� �	�

�� �� ������

��� ��
� 
�� �
�
���� E	��� *�	���� (�� ����
��	���� ���� �� 
�� ���
 
��
 
�� ������
� ���� �� ���� 	��
��	� �����
�
�
������ �� ����� #� P��R

�� 
��� �	����� ��� ���� �

���� ��
� �	�����
 @�� �� +=�  I.�

��2
 �� ���
 ���� ��Æ�
�
��� 
��
 ��� ���
�� ����
�
�	 ���� �������

� ������ ����
	���

• (�� ���
��� 
��* �� 
��� ����	& 
��	� �� �� �
����	� �����
��� ��
��
���� 
	�����	
 ���
���� �� 
�� ����� �� ������ ����
	���

• (��	� �� �� �
����	� 	���
��� ��
���� ���

���� 
� 
�� ���
��
�
�
�$
�
��� ��� �����

��� ���
��
�
� �
	���� ���	��� 
�� 	���
��� ��
����	 �� 
�� ����� �� �	�������
� ����
	�� ���� +5.��

• #
 �� 	��������� 
� �2���
 ��	� ��Æ�
�
��� ���� ���	����� ��	 �
�
�
���� ������
���� ��
���
�� ��
��� ���	�2���
��� ��������

3�� 
���� �	������ �	��� �� 
�� ����	 +C.� �
	��� 
�� �������� �� �� ����

���
����� ��	 ������ ����
	�� �� 
�� ��	� � �,��

�
�� �� ��� ������ ��
���
�� �� 
�� ����� �������
����� ��� �� 
��
��
�	��
 �� 
�� ����	�� ��
���� 
	�����	
 �	������ 
�� ��� �� 
��� ����	
�� 
� �������	 
�� ����� $
��
���� 
�� ���
� �� ������ � �
�
���� 
	�����	

���
 ����� ������ ����
	��� 7�������� 
�� ����� �� +C� /��
��� 5.� �� ����
���� ��1�	��
 �������� �����
����� /
��
��
������ 
��� ����	 ���� ��
 ���
���
��� 	��
�
�� 9�
��	� �� 
	��� 
� ���� � �����	 ��� �2��
�
��� �	����
�
��� ��

�� �
�"��
� ��
� ���� �2������ ��� ��
���� �� 
�� 
	�����	
 �� ����
	��
��� �
� ��
����
���� ����	��
���� (�� ���� �2���
��� �� /��
��� 5�C� ���	�
�� ���� ���� � 	��
�
 ���

 
�� �������	 �� 
�� 8����	�
��� ���
���� ��
��1�	��
 ���� ������& 
��� ���� ���� ���� ���� ������
 �� 
�� ��Æ�
�
���
�	����� ��	 ������ ����
	���

(�� 	��
 �� 
�� ����	 �� �	����%�� �� 
�� ���
����� #� /��
��� 5� ��
	����� 
�� �����
��� �� 8����	�
��� ���
���� ��� �� ���� �2������ �� 
��
��		��������� 
	�����	
 ��
��� ��
� ��	
��
��	 �

��
��� 
� 
�� ���� ��
�
���� ����
	��� 8� ��� � �	��� ����
����� ���

 
�� �������	 �� 
��
���
���� ���� 
�� �������� ������ ������� #� /��
��� C �� ����	��� ����
�������� ���� 
� ����� 
�� 
	�����	
 ���
 �� 
�� ���� �� ������ ����
	���
����� ��
� ��1�	��
 �2������� ������ �

��
��� 
� 
�� 	���
���� ��
� 
��
�
����	� 8����	�
��� ���
���� ��� 
� ��	��
� �����
	�� ��� 
����������
�	���	
����



�L� :� >;�D�D�

������
���������� (��� �	�������� ����	 ��� �	�

�� ��	 
�� ����
���� ���
�� �� 
�� �����	���� �� ����������
	 �	� ��
������� ����
�� �
�
��������� ����������� �	�
�����
	� ���� �� /� J�
�	��
	� �� ��� 56 6� (��
�

��	 ������ 
� 
���* 3��	�� /�������*� ��� �
���� /
������ ��	 
��
*��� ����
�
���� (��� ����	 ���
���� � ����������
 ��� � ��	� ������
�
�2����
��� �� ���� 	��
�
� ����� �	� �*�
���� �� +C.� ����� 
�� �

��	
������ 
� 
���* !
��� 3��	���� ��� /����� /�	��
� �� �����

§�� 
����
��� ����� ��� �������� ���	�	�	��

���� ����� �������� 8� ����� ��
� 
�� ����� �����
����� !�
 K �� �
0����� ����� ��
� ��	� | · |� (�� 
���	� ��
�� �� ��������� �� ��	�
����	�� ��

���� ���	 ���
���� K ��
�� �� � ������
� ����	���� ��
	�� ������
����� ���
���� ��
�� 	������ 
�� ��	� | · |�� �

 ��	 �
	 ����
����� �

�� ��
 ������ 
� �� ������� �
 
��� ������ D���
� �� P�K� 
�� ����� ��
�	�������
� ����
	�� ���	 K� (��� ����� �� ��

	���� ������� ��
� 
��
��		�� 
�������� ������ �� �
���
� ��
� ��

� �K�� 
�� ����� �� ���
��
�
�
��� ��
���� �
��
���� ���	 K� (��
 ��� �� ��� 
��
 � ��$
���� ��	� ⊂
P�K� ��		���� �����	��� 
� � ∈ P�K� ���� �� �	�
� �	 � �� ��

∫




�	�	 →
∫




�	� ∀� ∈ ��
� �K�


E���� � ����
	� � ∈ P�K� ��� � ��� � & K → K� �� ����� 
�� ����
�
����� ����
	� ��� �� � 
�	�
�� � �� 
�� �
����	� 	���
���

����K�� &' ���−��K����

���	� K� �� ��� 0�	�� ��
 �� K�
E���� � ����
	� � �� 
�� �	��
�
 ����� K×K ��� 
�� �	�"��
��� ����

�� ��� �� �� �
� ���
�	�� 
��� ���� ��� ���� ���� �� 	�����
����� 
�� �	�

��� ������ ��	����� �� �� (��� ����� 
��
 ��	 ��� 0�	�� ��
 K� ⊂ K 
��	�
�����

�����K�� ' ��K� × K� ��� �����K�� ' ��K× K��


E���� 
�� ����
	�� �� � ∈ P�K�� �� ��
	�� 
��	� �	� ���� ���� 
�
��
��� 
��� 
�	�
�� � ����
	� � ∈ P�K×K� �
�� 
��
 
�� ��	������ ��
� �	� � ��� �� 8� ����� 
�� ��
 �� 
	�����	
 ����� ��
���� � ��� � ��

L��� �� &' {� ∈ P�K× K� & ���� ' �� ���� ' �}




; 9:EFG�87�HD HI 7G;DE8HG7 FHE7 IHG E�JD:9 >:;EKG:E �L�

E���� � ����
	� � ∈ P�K�� �
� ��
� �����
 �� ������ ��
∫



|�|� 	�� (��
��
 �� �	�������
� ����
	�� ���	 K ����� ���� ���
� ��
� �����
 �� ����
��
�� P��K�� 8� ���� ��� 
��
 � ��$
���� ��	� ⊂ P��K� �����	��� 
� � ��
P��K� �� �
 ��		���� �����	��� 
� � ��� 
�� ��		��������� ��
� �����
�
�����	�� 
� 
�� ��
� �����
 �� �� (�� 
������� ���� �� ���	����� �� 
��
P��K� 
�������� ;� ��
���� �
���
� �� K� �
 ��������� ��
� 
�� ��		��

��������

(�� ��
 M��K� �� ����
��� 0�	�� ����
	�� ���	 K ��� ���� �� �������
��
� 
�� ��		�� 
�������� ��	����	� �� 	����� 
��
 � �
���
 M �� M��K�
�� ���� 
� �� 
���
 �� ��	 ��� � � 6 
��	� �2��
� � ������
 ��
 K� ' K���� ��
K �
�� 
��
 �
�
∈� ��K \K����� ≤ �� 0� 
�� ��������� J	�*��	�� 
���	��

� �
���
� M �� M��K� �� ��		���� ������
 �� �
 �� 
���
 ��� �
�� 
��

�
�
∈� ��K� � :∞� 8� ���� ��
 M�

� �K� ����
� 
�� �
���
 �� ����
���
����
	�� ��
� ���
� ��
� �����
� 3 �
Æ����
 �����
��� ��	 
�� ��
 M ⊂
M�

� �K� 
� �� 
���
 �� 
�� 
����	� ��
�������� �� ��
� �����
� �� M�
7�	 
�� ��
���� �� ��		�� 
��������� �� 	���	 
� 
�� ����
	� 
���	� 
�2
��
��*� +,.�

���� ����������� ��������� (�� )��
�	����� ��	�
��
��� �� 
�� ��
��
��� 
	�����	
 �	����� ��� �� ����� ����	���� 
� � � �� ��
��� 
��
 ��
�
�� ��	��
����� �	����� ��
� 
�� �
��
����� ��� 
�� ����
	���
� �	� ����
��	� ��	����	� 
�� ��
 L��� �� �� ������ �������
�� ����� �
 ���
���� �

����
 
�� �	��
�
 ����
	� �× �� ��� �
 �� ��
 ��Æ�
�
 
� ���� 
��
 �
 �� �

���
 ��
 �� 
�� ��		�� 
������� �� P�K×K� ���� ��	 ���
���� +5� ����
�	
,.�� (�� ��		�� ����	 �������
��
�
� �� 
�� ��
��	�� �
��
����� �� ���� �
�
����	� ���
� ����� | · |� �� � ���
��
�
� ��� �������
��� �
��
���� �����
�������� 
�� ��	��
 ��
��� �� 
�� ����
�
� �� ��	��
���� �� ��� 
��
 
��
)��
�	����� �	����� ����
� � ���

����

(�� �������� ����
� ������ 
�� ����������	 �����	��� <����� ��

���
� ≥  � 
�� �����
��� �� 8����	�
��� ���
���� ��

����� �� '

⎛
⎝
∫


×

|�− �|� 	���� ��

⎞
⎠
���

� �5� �



�LB :� >;�D�D�

��	 � ∈ L����� ��� ����� �� 
�� �����2 ��
 �� 
	�����	
 ����� ���	� 
��
����
� �� � � � �� ��������&

L����� �� &'

⎧⎨
⎩� ∈ L��� �� & ∀N� ∈ L��� ���

∫


×

|�− �|� 	���� ��

≤
∫


×

|�− �|� 	N���� ��

⎫⎬
⎭ 


�5�5�

8� �
	��� 
��
 �� ����	�� 
��� ��
 �� ��
 ����������
 �	�� 
�� ������ ��

�� �2�����
 �� ���� �� ����
���� 
�� ���2 �� ���

��� ��	����	� � ���
���
�
����� 	��� �� ������ �� 
�� ?	�

��A ���� � ' 5�

(�� ���
 
��
 
�� 
	�����	
 ���
 ����� �� �5� � ������ ������ � ���
����
�� �
����	�� 7�	 
�� �	��� �� 
�� 
	������ ���$
���
�� �� 	���	 ��	 ���
���� 
�
+5� 56� 5 .� /��� �
��	 
�
�� �	���	
���� ��	 
�� �	��� �� ����� �� ���	���

�� 	����	 
� 
�� ���� 	���	������ �	� 
�� ����������

• (�� ���
���� �� ��
	�%�� 
�� P��K� 
��������
• E���� � ∈ P��K�� 
�� ��� � �→ � ��� �� �� ����	 �������
��
�
�
��	�
� 
�� ��		�� 
������� ��� ���
��
�
� ��	�
� 
�� P��K� 
�����
���� ��	����	� �� �	 → � �� P��K� ��� �	 → � ∈ P��K�� 
���
����	� �	� → ����� ���

(�� ��2
 �
�� ������
� �� ������� 
�� ���
���� ��
���� ����
��� ����
�
	�� ���	 K ��
� ���� ���� �� �������� ��1�	��
 �	��  � !�
 M 
�K� ⊂
M��K�� � � 6� ����
� �
�� ��
� 3� 
�
��� M 


� �K� �� 
�� ��		���������
�
���
 �� ����
	�� ��
� ��
���� ��
� �����
� E���� � ��� � �� M 
�K��
�� ���� �����

L��� �� &' {� ∈ M 
�K× K� & ���� ' �� ���� ' �}


(��� �� � �������
� ��
� ����
�� �

 ��×�� ������� 
� �
 ������ 
�� �	��
�


� × � ���� ��
�� (��� L���·� ·� ��� ���·� ·� �	� ������ �� �5�5� ��� �5� ��
3�� 
�� �	���	
��� ������� ��	 �	�������
� ����
	�� 
	������� �2
��� 
� 
���
�����

#
 �� ���� 
� ��� 
��
� �� ��
��	 � �	 � �� ������
	�
�� �� � ������ ����
�

��� L��� �� ���
���� 
�� 
��$
� ������
 �


 ��× ��� �� �� 
�� �	�
 �2�����
�� 7��
	�  � 8� ���� 	����� 
��
� �� 
�� ���� �� D�	�� ������� 
�� 
	�����	

��� �� ����	���� �� � ������ ���� ����� �� 
�� ���������� !�
 ��� ∈ N�



; 9:EFG�87�HD HI 7G;DE8HG7 FHE7 IHG E�JD:9 >:;EKG:E �LL

��
 �� � ∈ M 
�K� �� �� 
�� ��	�

� '

�∑
���

��Æ�� � � '

�∑
���

��Æ�� � ��
�

�∑
���

�� '

�∑
���

�� ' �� �� � 6� �� � 6


�5�C�
<�	� 
�� ��A� �	� � ���
���
 ����
� �� K ��� 
�� �� A� �	� � ���
���
 ����
�
�� K� (���� ��� ������
 � �� L��� �� ��� �� �	�

�� ��

� '
�∑
���

�∑
���

�����Æ�� × Æ�� �
 �5�=�

<�	�� ���� ≥ 6 �� � �
�
���� �����
 ������
��� 
�� ��������� �
��� $
��
�
�
�� ���� ����� �� 
	�����	
�� �	�� �� 
� �� � 8� ���� 
� ��� 
�� ���������
����
	���
��

�∑
���

���� ' ���

�∑
���

���� ' �� �

����� ��� 
��
 
�� 
�
�� ���� ������� �� �� �$
�� 
� �� ��� 
�� 
�
�� ����
�		����� 
� �� �� �$
�� 
� �� � (�� ��
���� 
	�����	
 ����� �	� 
��� �����
�� �
�
���� ������� �� 
�� �����
�� #� 
�� �����
� ���� �	� ��
����� 
��� 
��
8����	�
��� ���
���� �� ����� ��

����� �� '

⎛
⎝ �∑

���

�∑
���

���� |�� − �� |�
⎞
⎠
���




#� 7��
	�  � ��1�	��
 �2������ �� 
	�����	
�
��� ����	���� 
� 
��� �	����
��	* ��� R

�� �	� ������ #� 
�� �2������ �� 7��
	�  � 
�� ��
� L���� �� ��
��
 ������ �� 
�� �2�����
 �� 3� ����	
��
 �2����� ���	� 
����� �	�
��1�	��
 �� 
�� ���������& �
����� 
� ��	* �� 
�� 	��� ����� ��� ��


� ' Æ� : Æ�� � ' Æ� : Æ�


(�� 
	�����	
 ����� �� L��� �� �	�

�� ' Æ� × Æ� : Æ� × Æ�� ��� �� ' Æ� × Æ� : Æ� × Æ�


!�
 
� ����
�
� 
�� ��		��������� ���
�� 8� ���
⎛
⎝
∫

R×R

|�− �|� 	��
⎞
⎠
���

' 5����



�LM :� >;�D�D�

7���  � �������� 	
 	������ ���� �
����	
����	� ��	�� �	��

����� �����
���

�� � � Æ����� � Æ����� � Æ������ � � �Æ������ ��� ������ 	������

�
����	
� ���� �� Æ����� × Æ����� � Æ����� × Æ����� � Æ����� × Æ������

����� ����� �� � ��� �
√
�
�
� ��

√
�
�
�����

 �� � Æ����� � Æ������ � � Æ����� � Æ������ !����� 	������ ����"

Æ����� × Æ����� � Æ����� × Æ������ #��	�����$ �	��" ����� �� �

���������

�� � � �Æ����� � �Æ����� � Æ������ � � �Æ����� � �Æ������ !�����

	������ ����" ��Æ����� × Æ������ � Æ����� × Æ����� � Æ����� × Æ������

Æ����� × Æ������ %� �� �� ������� &��
� ��� ���� �������

$� ���� �� �� ������� 	
 �	� ���������� 	
 ��� 	������ �
����

�	
� ����" � � Æ����� � Æ������ � � Æ�−���� � Æ������ ��� 
��� ����

��$ ��� $����$ 	�� �
� ��� �&	 	������ �
����	
� ������  	��

�	

���	�$��� �	 ��� �	�� ����� �� � �
√
'
�
�

√
(�

�
����� ��$

��) �	���� �	� �����	� 	
 ���� �� ��	���
 	������ �
����	
�

�����

�� � � �Æ������ � � Æ������ Æ������ *������ ����" Æ�����× Æ������

Æ����� × Æ������ +	�� ��
� � ������� ,��$ ���� ��� ���� ��� �	�

 � &
����� �� Æ����� × �Æ����� � Æ�������

�� 
��
 
�� ���
 �� �� ���� ������� �� �� �

 
��� �� ������ �� ��
����
����� ����� �� ∈ L����� �� ��	 ��� � ≥  � ;� 
�� �
��	 �����⎛

⎝
∫

R×R

|�− �|� 	��
⎞
⎠
���

' 5�



; 9:EFG�87�HD HI 7G;DE8HG7 FHE7 IHG E�JD:9 >:;EKG:E �LN

�� 
��
 
�� ���
 ���� ��
 ������ �� �� �����	��� 
�� ���
�� �� ��� 
��

�� �� ��
 ��
���� �� � �  � #
 �� ��
���� �� 
�� ���� ���� � '  �

�� � 	��!��" #��#������� (�� ��

�	 �2����� ���
�
	�
�� � ��	
��
��	 ����


	� �� 
��  ����
����& �
 ���� ��
 ���	���� �� �� ��� 
�� ���� ����
	� 
�

�� ��
	�� ��� 
� 
�� 
�	��
� 8� �
	��� 
��
 
��� �� �� ����	
��
 �	���
�	
�� ��� �
 ���� ���� � 	��� ���� ������� ��
� ������ ����
	��� #
 ��� ��
���� ��	� ������ �� 
�� ����	�� �	�����	*� ����*��� 
�� )��
�	����� �
��
��	�
��
��� �� ��
���� 
	�����	
 �	������ #������ ����� 
�� )��
�	�����
�	����� �� �����	� �� ��� ����� � �
�� �	������ ����� ��

�
�
{∫




� 	�:

∫




� 	� & ���� : ����

≤ |�− �|�� � ∈ �������� � ∈ ����� ��
}
�

�5�,�

��� 
�� �
�	��
� �$
��� 
�� ����
� �� 
�� �
�	
��� �	������ 3 ����
������
 ��	
��
��	 ���
���� �� )��
�	����� �
���
� �� ���
��� ��	 � '  �

��
 ��

����� �� ' �
�
�∈
���
	�‖�‖���≤�

∫




�	��− ��
 �5�-�

!��*��� �
 �5�-�� 
�� ������� �	���	
� �� �������
�� (�� ������ ����
�� � ��� � ����
 �
�� �� ������ �� 
�� ���

��� �� 
�� ��
���� 
	�����	

�	������ (��� �� ���� *���� �� 
�� �

�
������	� �2�����& �� �	� �����
 �
	
�� ���*�� ��� �� ����
 
�� ����� ���� �� � ����� ���
���� 	� 8�
���� ��
 
�� ���� 
�	��
 �����
	�
��� ��� 
�� �	��	 �� ��
 
� �� �	���	����
�� �� ������ ���� 
�� �	�
 ���* �� 
�� 
�� �� 
�� $
�
�� <���� �� ��
��
 ���� 
��  −  ���*� �� 
�� ������ ����
���� �� 
�� �
�	
��� ���
���� �����
	�
����� 7�	 
�� �� ���
� 
��� �� ��
 ��	� �2�������� /�� + C�
J	�����
��� 5�>. ��	 
�� �	���	
��� ���
	��� 
��
 
�� ������ ���� ���� ��

���� ���� ��	 ����	�� ����
����� �� 
�� �
���
� �� 	���	 ����� 
� +56� 5 .��
(����� �	� ��1�	��
 ��	 
�� � �  ����� �� ���	���� �� 
�� ��2
 
���	���


��#������� ���� ��� �� ! ≥ 6� ��� �� � ∈ M 
�K� �	� " ∈ M ��K��  ��	�
�
� � ≥  � ����� �
���

����� �� ≥ ����: "� � : "�

�	� �!������ �
��� �
� �	� " �� � '  �



�LC :� >;�D�D�


���$� !�
 �� ∈ L����� ��� !�
 � �� 
�� ����
�
� ��� �� K ��� ����� ��

�� ���
�	 ��� ��
� ���
�� �� K × K� #
 �� ����	 
��
 �� : ������" ∈
L��: "� �: "� �� � ���� ��
� ���� �����
� �� 
��


� �
� ��:"� �:"� ≤

∫


×

|�−�|� 	���:������"� '

∫


×

|�−�|� 	�� '� �

� ��� ��


(�� �$
���
� ��	 � '  ������� �� �5�-�� �

;� 
�� �
��	 ����� �� ����

�%����& ���� ��� � ≥  � �� ! ≥ 6� �	� ��� �� � ∈ M 

� �K� "
� �	� � ≥  �

����� ��

�
�
�∈M�

� �
	

����: "� � : "� '����� ��

�	� ����� �#���� " ∈ M 	

� �K� ���� ����

� �
� ��: "� � : "� ≤  

� :  ��−�
� �

� ��� ��
 �5�I�


���$� (�� �	�
 �$
���
� �� 
	������ #������ �� �� � ���� ������
 �
���	

�
 �� ���
�� 
� ������ " �
���	
�� ��	 ���
�� �	�� 
��� �
�� 
��
 �
 ��
��
 ���������
 
� ���� �
� (��� ���� �� ��
 ∈ L���� ��� 
��� �

�

:������" ∈

L��� : "� � : "�� ��� 
�� ���
 �� 
�� �������� 
�	� ������" �� %�	�� (��
����	�� ���� �� ��
����� �� � ������ ���	�2���
��� �	�
���
�

!�
 
� �	��� �5�I�� /
����� �	�
 
��
 � ��� � �	� �
���� ��� ��
�
���
� �
���	
�� 
��
 ��� 
��� ���� 
�� ��	� �5�C�� !�
 ���� ≤ ���{��� ��}�
# ∈ { � 
 
 
 � �}� $ ∈ { � 
 
 
�} �� ��
���� �����
�� �� 
��
 
�� ���� �5�=�
������� 
� L���� �� �� ����
���� ������ #� ��	
��
��	� ��
 A ' {�#� $� ∈
{ � 
 
 
 � �}×{ � 
 
 
�}} �� 
�� ��
 �� 
�� �������
�� �������� #� �#� $� ∈ A� ��
��		���������� �� ���� 
�� ��8����	�
��� ���
���� ��
���� 
�� ����
	��
����Æ�� ��� ����Æ�� � 
��
 ��� 
� 
�� ������	� ���� |�� − �� |�� (���

� �
� ��� �� '

∑
����	∈A

���� |�� − �� |�


��2
� ����� �� ������
 " ∈ M 	
�K� �� �������&

" &'
∑

����	∈A

	∑
���

����Æ����� � �5�F�



; 9:EFG�87�HD HI 7G;DE8HG7 FHE7 IHG E�JD:9 >:;EKG:E �L�

���	� 
�� ����
� %���� �	� ����� ��

%���� '
� :  − &��� : &��

 :  



(��
 ��� �� �	� 
����	��� ��	
�
������ ���� 
	�����	
 ������
 +��� �� . ��
�
 :  ��	
�� ����	���� 
� 
�� ��������� ����� (�� ����
	� " ��� ���
�
�������
� #����� 
��	� ��

∫




|�|� 	"��� '
∑

����	∈A

	∑
���

���� |%���� |�

'
∑

����	∈A

	∑
���

����

∣∣∣∣ � :  − &��� − &��
 :  

∣∣∣∣
�

≤ � 
∑

����	∈A
���� �|��|� : |�� |��

' � 

	∑
���

��|��|� : � 

�∑
���

�� |�� |�

' � 

∫




|�|� 	��: ����� � :∞�

�5�>�

����� � ��� � ���� ���
� �������
� 0������� �
 �� ����	 
��
� ��	 ��� �#� $� ∈
A�

��	∑
���

���� �Æ��−�
���

×Æ����� � ∈ L�

(
����Æ�� :

	∑
���

����Æ����� � ����Æ�� :

	∑
���

����Æ�����

)



/���� ����

��� 
�� ��	����� �� � �����	 ���	�
���� �� ���
��

∑
����	∈A

��	∑
���

���� �Æ��−�
���

× Æ����� � ∈ L��: "� � : "�� �5� 6�



�M� :� >;�D�D�

��� 
�� �����
 �������
�� 
� 
��� ���� �� �
� 
�� ������	�

∫


×

|�− �|� 	

⎛
⎝ ∑
����	∈A

��	∑
���

���� �Æ������ × Æ�������� �

⎞
⎠ ��� ��

'
∑

����	∈A
����

��	∑
���

|%����� − %������� |�

'
∑

����	∈A
����

��	∑
���

|�� − �� |�
� :  ��

'
 

� :  ��−�
∑

����	∈A
���� |�� − �� |�

'
 

� :  ��−�
� �

� ��� ��


8� ����	 
��


� �
� ��: "� � : "� ≤  

� :  ��−�
� �

� ��� ��
 �5�  �

!�
 
� ���� 
� 
�� ����	�� ����� #� �� � �	� 
�� ����	�� ����
	�� ��
M 


� �K�� ��
 ���� ⊂ M 

� �K� ��� ���� ⊂ M 


� �K� �� 
�� ��$
����� ��
�
���� ����
	�� ��
� ���
� �
���	
� �����	���� 	�����
����� 
� � ���
� �� M 


� �K�� /
�	
��� �	�� �� ��� �� �� ����� �� � ��� �� �� ��� ���
���� ��	 ��� ' ∈ N� 
�� ����
	� "� �2��
�� �� ���� �� �5�F� ��� 
�� ����
�� ∈ L��� : "�� �� : "�� �2��
�� �� ���� �� �5� 6�� #
 �� �������
� 
� ��	���

��
 �"�� �� � 
���
 ��$
����� ����� ��		���� �����	���� �
� 
� � �
����
$
����� 
��
 �� �� ��
 	������� 
� ���� " ∈ M 	
�K�� #������ �
 �� ���
��

� 	����
 
�� ����

�
��� �5�>� ��	 
�� ����
	� "�� ��
������∫




|�|� 	"���� ≤ � 

∫




|�|� 	��� : �������

��� 
�� $
��
�
� �� 
�� 	���
����� ���� �� 
����	��� ��
���� ��
� 	�����


� '� ����� �� ��� �� �����	�� �� M 


� �K�� (��� ������ 
���
����� 3���� 
��
����

�
��� ��	 
�� ���� ��� �� 	����
��� ��
������∫


×

|�− �|� 	����� �� '  

� :  ��−�
� �

� ���� ���



; 9:EFG�87�HD HI 7G;DE8HG7 FHE7 IHG E�JD:9 >:;EKG:E �M�

��� 
�� 	���
����� ���� �� ����� ��
����� ����� 
�� 8����	�
��� ���
����
�� ���
��
�
� ��
� 	�����
 
� 
�� �����	����� �� M 


� �K�� (�� ���� �� 
���

	
� ��	 ��� ��$
���� �N��� �� ��
���� ����� ��
���� 
�� ���� ��	�������
/���� �� : "� ��� �� : "� �	� ��		���� �����	����� ��� ����� 
�� ��
����
����� N�� ���� 
����	��� ��
���� �����
� �� 
�� �
����	� ����	 �������
��
�
�
� 	��
�
� �� 
�� 8����	�
��� ���
���� ���� ��	 ���
���� +5� J	�����
���
I� �C.�� �� ���

� �
� ��: "� � : "� ≤ ��� ���

�→∞
� �

� ��� : "�� �� : "��


0

 ��	 ��� �2�� ' 
�� ���$
���
� �5�  � ������ �� �����
�� 
��


� �
� ��: "� � : "� ≤ ��� ���

�→∞
 

� :  ��
� �

� ���� ��� '
 

� :  ��
� �

� ��� ���

���	� �� ���� 
�� ���� ��	� �� 
�� ���
��
�
� �� ��� �
(�� ����� 	��
�
 ����� 
��
 
��	� �� � ?�	��� �������A �� 
�� �����
����

�� � �  & ������ ��	� ��� ��	� ���� 
� 
�� ��
	�� ��� 
� 
�� 
�	��
� 
��
���
���� ��� �� ���� �	��
	�	��� ������ �� �
�
�� �� 
�� ��������� �
	����
�
��	��	�


���!!��' �� � ��� � �  � ��� �� � ∈ M 

� �K��  ���� ��

���
{
����: "� � : "� & " ∈ M�

� �K�
}
' 6


���$� /����� ��
 "	 ∈ M 	

� �K� ��	 ���  ∈ N� 0� (���	�� 5�5� ���� "	

��� �� ������ �
�� 
��
 �5�I� ������ ��� 
��� ���
	→∞����: "	� � : "	� ' 6�

�
��&��( ��)� (�� ������� �������	 �� 
�� ��
���� 
	�����	
 ���
���� ��
�� ��
�	��
��� ���
 �� �
����� /��� ����
 	��
�
� �� 
�� �����
�
��� �� ��

���� ���� 
�� ���� �� " ���	������ ���� ���� 	����
�� ��
����� �� E�
8�����*� ���� +55.�� ;� 
�� �
��	 ����� �
 ��
�� �� ��
�	��
��� 
� ���� �
���	� ���	��
�	�%�
��� �� ���

���� 
� 
�� ������%�
��� �	�����

���
�∈M��
	

� �
� ��: "� � : "�

� �
� ��� ��

�

��	 
�� ����� �	�������
��� �� �� 3��

 
��� �	����� �� ����	 
��
� �� � ���
� �	� 
�� D�	�� ������� �
 ����
 �� � �� �� ��
���	 
�� ������� ���
� ��
����� ��

 

� : ���−�
�

����� �� 
�� ���
� ������ �	�� 
�� <O����	 ���$
���
��



�M� :� >;�D�D�

§�� 
�� ���� �� �	���� ��������

 ��� �%� ������"� !�
 M �K� ����
� 
�� ��
 �� ��
���� 9���� ����
�
	�� ���	 K� 8� ����� ���� M �K� ��
� 
�� �
����	� ��		�� �����	�
������ ����� �� 
�� �
���
� ��
� ���
��
�
� ��� ��
���� �
��
����� 8�
	����� 
�� P�	����<��� ���������
��� ��	 � 	��� ����
	� �& �� ��� �−

����
� 	�����
����� 
�� ����
��� ��� ����
��� ��	
� �� 
��
 � ' �� − �−

��� ��� �− �	� 
�� ����
���� �	
������� ����
	���� ;� ��
	��� 
��	� �	�
���� ���	� �� ����
��� ����
	�� ����� ��1�	���� �� �� (��� ���������
���
�� 
�� ������� ���& ��	 ��� �
��	 ��
��� �� ����
��� ����
	�� "�� "� �
��

��
 "� − "� ' �� 
��	� �� �� ≤ "� ��� �− ≤ "� � <�	�� 
�� ��
�
���
� ≤ � ����� 
��
 ��(� ≤ ��(� ��	 ��� 0�	�� ��
 ( ∈ K �� �� � �
�����
�
	��� E���� � ∈ M �K�� 
�� 
�
�� ��	��
��� ����
	� �� �
����	��� ������
��

|�|�)� &' �
�

{
�∑
���

|��)��|� )� ���	���� ���"���
�

�⋃
���

)� ' )� � ∈ N

}



|�| �� � ����
��� ����
	� ����� �� �� : �−� (�� $
��
�
� |�|�K� ���� ��
	���		�� �� 
�� 
�
�� ����� ���	��� ��K� ���� �� ������ 
�� 
�
�� ��
��	���

#� �� �	� ����� 
�� ����
	�� �� � ∈ M �K� ��
� ���� 
�
�� ���� ���
���� 
�
�� ��
��	��� 
�� ���
� �� ������� � ��8����	�
��� ���
���� �� 
	������
#������ �� 
��� ���� �� ���� ���K� ' ���K� ��� �−�K� ' �−�K�� �� 
��

�� ��� ������ �����	� ����
��� ��	
� ��� ����
��� ��	
� ����	�
���� <�����
�� �	� ���
 ��
� 
�� 8����	�
��� ���
���� �� 
�� �	��
�
 ������ 
��
 ��� ��
��� ����� 
�� 8����	�
��� ���
���� ��
���� � ��� � ��

(
� �

� ��
�� ��� :� �

� ��
−� �−�

)���

 �C� �

(��� �� ������ 
�� �����
��� 
��� ��	 
�� ������%��� �������
� ������
�� + F.� 3�
�	��
������ ��� ��
�� �������	 ���|�|� |�|��

;� 
�� �
��	 ����� �� ������� ��
� 
�� �
����	� 
���	� �� 
	�����	
�
��� ���
�� ����� 
�� ���
���� ��	 ����
	�� ��
� ���� 
�
�� ��
��	�� �
���
����
�
� ��	 
�� ���� �����	��
��� �� 
�� 
	�����	
�� �

 �������� ��
�
��1�	��
 
�
�� ������� !�
 
� ����� 
�� ��������� ����
	� �
���
 �� M �K��

M 
�� �K� &' {� ∈ M �K� & ��K� ' �� |�|�K� ≤ �}� �C�5�

���	� � ∈ R� � ≥ |�|� #� 
�� ����
��� ����� 
�� ��
�� �� 
�� 
�
�� ����
�� �������
 �� 
�� �2�� ���
� �� 
�� 
�
�� ��
��	��� !�
�	� �� ���� ��� ��� �

�� �
������
�� 
� ������ � ��
�� �� 
�� 
�
�� ����� 8� ���� ����� 
��



; 9:EFG�87�HD HI 7G;DE8HG7 FHE7 IHG E�JD:9 >:;EKG:E �M�

��		��������� ����� �� ����
	�� ��
� ��
���� �������
�� � ≥  &

M 
��
� �K� &'

⎧⎨
⎩� ∈ M 
�� �K� &

∫




|�|� 	|�| � :∞
⎫⎬
⎭ 


��	����	� �� ��� 
��
 � ��$
���� ��	� ⊂ M 
��
� �K� �����	��� 
� � ��

M 
��
� �K� �� �	 �����	��� ��		���� 
� � ���∫




|�|� 	�	��� →
∫




|�|� 	����
 �C�C�

��
��� 
��
 �� �� ��
 ��* 
�� �
�� �
	����	 �����
���∫




|�|� 	|�	|��� →
∫




|�|� 	|�|���


<�	� �� ���� 
� 
�� 	��� ����
& ��� 
� ����� � ���
 �� 
	�����	
�
���
�� M 
��

� �K�� 0���	� ����� ��
� ��
����� �� 	���	* 
��
 �� �	������� 
��	�
��
�� �� ��	� ���� 
� 
	��
 
	�����	
 �
	�
����� �� 
�� ���
�2
 �� 	��� ����
�
	��� 3�� ��1�	��
 �
	�
����� ��
�� �� �
�
���� ��	 ��1�	��
 �������
�����
7�	 ���
����� ��� ��
�� �	����� ��
� ��� �� 
�� ��������� ����
� �� �����

• #� 
�� 
�
�� ������ �	� �$
��� 
��� ��� ��� ��*� 
�� �� 
�� ?�	��
�

���
����A ������ �� �C� ��

• ;�� ��
�� �� ��
�	��
�� �� 
	�����	
��� �� �
�� ���� �� ���������
����������
�� �� 
�� ����� #� 
��� ���� ��� ���
�� ��	��	� � ?��	
���

	�����	
A� 
��
 ��� �������	��� |�| ��� |�|� ��� ���
�� ����� 
��
�	�����

���

⎧⎨
⎩
∫


×

|�− �|� 	� & ���� ≤ |�|� ���� ≤ |�|� ��K× K� ' M

⎫⎬
⎭ 


<�	� 
�� �2�� ���
� �� 
�� ���� ��		��� �� 
�� 
	�����	
 ����
� ��		������� 
� 
�� ��2��
� ���� ����� ��� �� 
	�����		���
����� �� �� ��
	�� M ' ���{|�|�K�� |�|�K�}� 9���	���� 
�� ��
����
��	
��� 
	�����	
 �	������ �� 	���	 
� 
�� ������� ����	� +I�  5.�

• 7�	 ������� ��
� ��� 
�� ����� ����� ��� ���
�� ����� ��	 ���������

��� ��
���� ����
��� ��� ����
��� �������

/���� �� �	� ��
�	��
�� �� � ������ 
	�����	
 �	������ �� ���� ���� 
�� ���

���
���� �� 
�� 
�	�� ������ ��������� 
�� ����
����� �� +C� /��
��� 5.� ��2

�� ���
 
�� �����
���� �� ���� �	����
 ���� ������
��
 ��
� 
�� �
����	�



�MB :� >;�D�D�

8����	�
��� ���
���� ���� ����

�� �� ����
��� ����
	���� ������ �

���

��� 
� 
���	 ���� ���

	��� #� 
�� ���������� ��
 � ��� � �� 	��� ����
	��
�� M 
��

� �K��
♦ ��� �����	�
 ���


����
� : �−� �� : �−�


#
 �� �����
	��� ��
 ��		���� ������ ��� �
 ���� ��
 ��
���� 
�� 
	������
���$
���
��

♦ ��� ����	���
 ���


���
{
���"

�:*�� *�:"�� & "��K� ≤��

� � � "

��K� ≤�−

� � � "

� − "� ' ��

*��K� ≤��

� � � *

��K� ≤�−

� � � *

� − *� ' �}�
���	� �±


� � &' ��2{�±�K�� �±�K�}� 8�
� 	�����
 
� 
�� �	����
� ����

��� ���
 ���� ����� 
�� ��		�� ����	 �������
��
�
��

♦ ��� �����	
��	�
 ���


���
{(

� �
� �"

�� ��� :� �
� �"

�� �−�
)���

&

"� − "� ' �� "��K� ' ���K�� "��K� ' �−�K�
}



/
��� ��
 
	����
��	� �
��� ��		���� ������ ��

 ���� ��
� 	�����
 
� 
�� �	�
�
���
 �� ��
� � �2���� #
 �� ���� ��� �����
	��� ��� �
�
���� ��	 ����	�����

�	��
� ��
� ���� ���� 
��� 
�� ��
	��& |�|�K� ≥ |�|�K��
 ��� �%� "!�*�! ����� !�
 �� � ∈ M 
�� �K�� #� �	��	 
� 
�*� ��
� ���
��
�
 
�� �������� ����
���Q����
��� ��
�	��
���� � �����
��� ����� �����
��

	�� ��

W���� �� &' ����
� : �−� �� : �−�
 �C�=�

��
��� 
��
 
��� �� � ���� �����
��� ����� 
�� ����
	���
 ��K� ' ��K� �����
���K�−�−�K� ' ���K�−�−�K�� ����� ���K�:�−�K� ' ���K�:�−�K��
#
 �� ���� �������
� 
� ����* 
��
� �� � ��� � �	� �������
���� W� 	��
���

� 
�� 8����	�
��� ���
���� ��
���� ����
��� ����
	�� �� � ����� ����
� �� K� 0� �����
���� 
�� ���
� �� W���� �� ��		������� 
� �� ��
����

	�����	
 ���� � �� 
�� ��


L����
� : �−� �� : �−�


3 
	�����	
 ���� �� L��� : �−� �� : �−� ����
 �� ���� �� ����
�
��� ��	
��
	 
	�����	
�&  � � ��	
 �� �� ����� ���� �� ��R 5� 
�� �
��	 ��	
 ��
�� ����� ���� �� �−R C� � ��	
 �� �− ����� �� 
	�����	
�� 
� �−R =� 
��



; 9:EFG�87�HD HI 7G;DE8HG7 FHE7 IHG E�JD:9 >:;EKG:E �ML

	�������� ��	
 �� �− ����� 
� 
�� 	�������� ��	
 �� ��� <�	� � ��	
 �� ��
��
	�� � �
�����
	�� 8� ���� ���� 	���	*� ���

 
�� �� 
���� ����
��

• #� �	��	 
� ������
 � 
� �� �
 ��� �� ���������
 
� 
	�����	
 ����
��	
 �� �� ��
� �−� 
��� ��		������ 
� �

����������
��� �� �����
/�� 7��
	� 5 ��� 7��
	� C ��� ���

• ;� 
�� �
��	 ����� �� 
�� 
�
�� ���� �� � �� ��	��	 
��� 
��
 �� ��
��� �2���
� 
��
� �� 
�� 
	�����	
 ����� �� W�� � ���%�	� ��	
 ����
���� �	�� ������ ���� ��	
 �� �− 
� ��� 7	�� 
�� ������� ����

�� ����� 
��� ��		������� 
� ���� ��*� %�	� ���	�� ���� ����� ��
�	��
�� ��� ����	�
�� ��
� ����
��� ��� ����
��� ����� 
��� �����

	�����	
�� �
 � ��	
��� ���
� /�� 7��
	� C �� ��� ���

7��� 5� %� ��� -
�� �
����	
� ����� ��� ��� �����
� � �� 
	����)

�
����	
��$ �	 �� �� ��� ���� &�) 	�� &	��$ �
����	
� ��
��

�	������ $����� �	 � ������ �	���� %� �� ����
 ����� ��.��� ���	

���	��� ��� ���
��� 	
 ��� ��
������� ��� ���	�$ ���� �� �	
�

�	��������� ��$ �	

���	�$� �	 �� 	������ ���� �� /���
� �

�−� �� � �−��

(�� ��2
 ����� ��*�� 
�� ����� ����
����� 	���	�
�� 7�	 
�� �����
���
�� ���� ����

��� ��� �
������� �� ��
	��
�� 
�� ��������� ��
�
����

��+������  �� �(	�����	
 ��	
�
����� �
	����� �������
	� 
� ��� �
����$�
�	� 	�����$� ����� 
� � �	� � 
� ��� �
��

��� : ��� ' ��� �−� : �−� ' �−�

��� : ��� ' ��� �−
� : �−

� ' �−�
�C�,�



�MM :� >;�D�D�

7��� C� �� 0	& �	 �
����	
� � �	������ ��$ � �������� $���� �	

��� ���� �����
�1 2����) �
����	
� ��� �	������ $���� �	 ���

�������� 	��� �	 ���� W��Æ� − Æ�� 3� � |� −�|�
 � ���� ���� &� �
� �	 �
����	
� ��� ���� ���� �	 Æ�−Æ�4 �����
&� ���$ � 
�.� ����� ����. 	
 3 � Æ� − Æ� � ����� ��� Æ� ���
�

��$ �
����	
� ���−Æ� �	 −Æ�� #���� W��Æ�−Æ�� 3� � |�−�|�
�� 2���$�
$ ���� �
����	
�" �	 ����������	� �	
 �
����	� 	


�����

$� #���������	� ��$ �
����	�� ���� �� ��� �� W
�
��Æ� − Æ�� Æ� −

Æ�� � |� −�|� � |�− �|��

����� ��� ��� ����� ��� �
����$� ��������� �� ��� ���� � �������
	 
� ����
�
�� �� ���������� �� ��� �
��
��	� �
����������� �
	����
	� �
��%

��� �K� ' ��� �K�� �−
� �K� ' �−� �K�� �−

� �K� ' ��� �K�� ��� �K� ' �−� �K�

�C�-�

#� 
�� ����� �����
���� ��� ��� �−
� ��		������ 
� 
�� ��	
� 
��
 ����

���� 
� ��� � �
−
� 	�����
����� ��� ��� � �

−
� �	���� ��� � �

−
� � 
� 
�� ���������������

��	
�� ;� ��
	�� 
��	� �	� ���� ��	
�
���� �� 
��� *���� 0� 
�� ���� 
��
����

��� ��� �� ������ 
� �	���	�� ��
�����
�� �� ����� �� 
�� ��2


,�&&�  �� �J��� ����

����� ��� � ∈ L��� : �−� �� : �−��  ��	 �����
�#���� �	 ���������� �������
	 
� ��� �
�� �C�,� ���� ���� � ��	 �� ������	



; 9:EFG�87�HD HI 7G;DE8HG7 FHE7 IHG E�JD:9 >:;EKG:E �MN

�� ��� ��� 
� �
�� ���	� ��� � �
−
− � �

�
− � �

−
� ��������	�

��� ∈ L���� � �
�
� �� �−− ∈ L��−

� � �
−
� ��

��− ∈ L��−
� � �

�
� �� �−� ∈ L���� � �

−
� �


�C�I�

&
��
$��� �� � �� 
������� ���	 ��� �
�� ���	� �C�I� ��	 �� ��
��	 �
 ��

������ �� �����


���$� !�
 +� ' �� : �− ��� +� ' �� : �−� #
 �� ����	 
��
 �� ��� �−

�	� ��
� �����

��� ���
��
�
� ��
� 	�����
 
� +�� !�
 ,�� -� ∈ ���K� +��
����
� 
�� 	�����
��� �����
���� /�����	��� ��
 ,�� -� �� 
�� �����
��� �� �−

��� �� ��
� 	�����
 
� +�� �� 
��


�� ' ,�+�� �− ' -�+�� �� ' -�+�� �− ' ,�+�


����	�� ,� : -� ' ,� : -� '  � �� 
��
 �� ��� �	�
�

� ' �,�◦����-�◦����:�,�◦����,�◦����:�-�◦����-�◦����:�-�◦����,�◦����

�C�F�

(���� �� ����� 
�� ��
	 ����	�� ����� ��

��� &' �,� ◦ ����-� ◦ ����� �−� &' �,� ◦ ����,� ◦ �����
��− &' �-� ◦ ����-� ◦ ����� �−− &' �-� ◦ ����,� ◦ ����

�C�>�

��� �� ����� 
��
 
��� �� � ������
��
 �����
���� 7�	 �	����� 
�� ������
��
 
� �����%� 
�� ��	������ �� 
���� ��
	 ������ 	�������� 
�� ������
�	�
�$
���
� ������ ◦ ����� ' ����� ������� ��	 � �����
� � & K → R� 7�	 
��
�	�
 ���� �� ����

���
(
�,� ◦ ����-� ◦ ����

)
' ,� �

�
�

(
�-� ◦ ����

) ≤ ,� �
�
�� ' ,�+� ' ���

���
(
�,� ◦ ����-� ◦ ����

)
' -� �

�
�

(
�,� ◦ ����

) ≤ -� �
�
�� ' -�+� ' ���

���	� �� 
�� 
�� ���
 
��
 
�� �����
��� ,�� ,�� -�� -� �	� ���� 
��� �	 �$
��

�  � (��� ����� 
��
 
�� �	�
 ��� 
�� ������ ��	����� �� ��� �	� �������
�
��� �
�����
	�� �� �� ��� �� 	�����
������ 3������
���

����
−
� ' ,� �

�
�

(
�,� ◦ ����

) ≤ ,� �
�
�� ' ,�+� ' ���

����
−
� ' ,� �

�
�

(
�,� ◦ ����

) ≤ ,� �
�
�� ' ,�+� ' �−�

����
�
− ' -� �

�
�

(
�-� ◦ ����

) ≤ -� �
�
�� ' -�+� ' �−�

����
�
− ' -� �

�
�

(
�-� ◦ ����

) ≤ -� �
�
�� ' -�+� ' ���



�MC :� >;�D�D�

����
−
− ' -� �

�
�

(
�,� ◦ ����

) ≤ -� �
�
�� ' -�+� ' �−�

����
−
− ' ,� �

�
�

(
�-� ◦ ����

) ≤ ,� �
�
�� ' ,�+� ' �−


7	�� 
���� 	���
����� �� ��� 
��
 
�� ��	������ �� 
�� �
��	 
�	�� ����� �	�
���� �
�����
	�� �� 
�� ����
��� ��� ����
��� ��	
� �� � ��� � �� 	�$
�	���
(�� ���� 
���� ���
 �� 
� ����* 
��
 
���� ��	������ ��	� �� ����������
��	
�
��� �� � ��� � �� �� �C�,���C�-�� 0

 ��
��� 
��
 ��	 ��� : �−� �� ����

�����
�
� : �−�� ' �����,� ◦ ����-� ◦ ����� : �����,� ◦ ����,� ◦ �����

' ,� �
�
���-� ◦ �� : ,� ◦ ����� ' ,� �

�
�� ' ,�+� ' ��


#� 
�� ����
���� ���

�����
�
− : �−−� ' -��

�
���-� ◦ �� : ,� ◦ ����� ' -��

�
�� ' �−�

�����
−
� : �−−� ' ,��

�
���,� ◦ �� : -� ◦ ����� ' ,��

�� ' �−�

�����
�
− : ���� ' -��

�
���,� ◦ �� : -� ◦ ����� ' -��

�
�� ' ��


8� ��� 
��
 
�� ��	������ �� 
�� ��
	 ����� �� ��
���� �C�,�� ���	��� 
��
	���
���� �C�-� 
	������� ���� 
	
�� <����� 
�� ����� �������& �� ���� ������
������ �� �C�>� � ����

��� �� 
�� ����	�� ��	�� 7������� �� � �� ��
�����
���� �� 
���� ����� �� ��
���� �� ����� ����� 
���	 �
� ��� �

��&��(  � � 0� 
�� �	����
� 	��
�
� 
�� ���
 W���� �� ��� ���� �� �	�

��
��

W���� ��'���
(
� �

� ��
�
� � �

�
� �:�

�
� ��

�
� � �

−
� �:�

�
� ��

−
� � �

−
� �:�

�
� ��

−
� � �

�
� �
)���

�

���	� 
�� ����
� �� 
�*�� ����� ��� 
�� ���������� ��	
�
���� �� 
�� ��	�
�C�,��

J��� ����

��� ����	���� 
� 
�� ���
 W� ��� 
�� ����� ��
�
��� ��
�*�
���� �� 7��
	� =�

(�� ��2
 �
�� �� 
� �����%� 
�� 
���������� �	���	
��� �� 
�� ���
 W��
8� ���� ��� 
��
 ���� �	���	
��� �� 
�� �	������ 8����	�
��� ���
���� �	�
���
�


��#�������  �)� W� �� ��������� �	� $�	����� �� �	� 
	�� �� � ' ��
'
��$�� W� �� 	
� � �����	�� 
	 M 
��

� �K�� �	���� � '  � (������� �����
�
���

W���� �� ≥
(

 

5�

)��−�	��
W���� ��
 �C� 6�



; 9:EFG�87�HD HI 7G;DE8HG7 FHE7 IHG E�JD:9 >:;EKG:E �M�

7��� =� 5��� ��������� ���	
$��� �	 6���� ����


���$� /���� �� �� � ���
����� ����
� : �−� �� : �−� �������� �� ���

���� �� �� : �− ' �� : �−� ����� �� �$
������
 
� � ' �� (�� �����
	�
�� �����
�� (�� ��������� �2����� ����� 
��
 
�� 
	������ ���$
���
� �����
��	 � �  � #
 �� ���
�� 
� ��	* �� 
�� 	��� ����& ��
 � ' Æ�� � ' Æ� ���
. ' Æ� − Æ� : Æ�� ����	�� W���� �� ' ����� �� ' =� 0

 
�� ��
����

	�����	
 ���� ��
���� �� : .− ��� .� : �− �� Æ� × Æ� : Æ� × Æ�� �� 
��


W
�
���� .� '

∫

R

|�− �|� 	�Æ� × Æ�� :

∫

R

|�− �|� 	�Æ� × Æ�� ' 5


/����
	������� W���� .� '
�
√
5� �� 
��


W���� �� � W���� .� : W���� .�




�N� :� >;�D�D�

;� 
�� �
��	 ����� �� ��
��� 
��
 �� � ∈ L����
�: �−� ��:�−�� �� <O����	

���$
���
� �� ����

W���� �� ≤
∫


×

|�− �| 	�

≤ ��K× K���−�	��

⎛
⎝
∫


×

|�− �|� 	�

⎞
⎠
���

' �5��
��−�	��

W���� ���

����� �� �C� 6��
7������� �� ���� 
��


W���� �� &'����
� : �−� �� : �−� ' ���

�∈��
���−� ���
−	

∫


×

|�− �| 	�

�C�  �
�� ������ � ���
���� ��
���� ������ ����
	��� (��� ��� �� ���� �� 
��
��	�
�� �5�-�� 
��
 �����

����
� : �−� �� : �−� ' �
�

�∈
���
	�‖�‖���≤�

∫




�	���� : �−�− ��� : �−��

' �
�
�∈
���
	�‖�‖���≤�

∫




�	��− ��


�C� 5�

!�
 �� �� . ∈ M 
��
� �K�� 8� ����

W���� .� : W��.� ��

' �
�
�∈
���
	�‖�‖���≤�

∫




�	�� − .� : �
�
�∈
���
	�‖�‖���≤�

∫




�	�. − ��

≥ �
�
�∈
���
	�‖�‖���≤�

⎛
⎝
∫




�	��− .� :

∫




�	�. − ��

⎞
⎠

' �
�
�∈
���
	�‖�‖���≤�

∫




�	�� − �� ' W���� ���

�� 
��
 
�� 
	������ ���$
���
� ������ �
��&��(  �-� 8� �
	��� ����� 
��
 W� �� ��
 �����
��� 
� 
�� ����
���
�� �$
�� ������ �� 
�� ��
	�� ��� �� 
�� 
�	��
� ��� 
��� �� 
�� *�� ���




; 9:EFG�87�HD HI 7G;DE8HG7 FHE7 IHG E�JD:9 >:;EKG:E �N�

��	 ������� 
��
 W� �� � ���
����� (��� ����� ��	 � �  & ������� �����
��	 
�� 
	������ ���$
���
� �� M 
�� �K� �� ���� 
� �����	� ����
	��
��
� �������� ��1�	��
 ������� 
�� ��� ������� �������	 ��	 
�� �
	��
��
�����2 ���
 �� �  �� ����
���� �� /��
��� 5�C� ��
��� 
�� �
��
����� W� 
�
�����
� 
�� 
	������ ���$
���
�� <�����	� 
�� ��
�� �� 
�� 
�
�� ���� ������

� ���� �C� 6�� 
��
 ��� W� �� ��
���� ����� �� � ���
	����� ���
�����
(��� �� �� ����	
��
 ��
���
�� 7�	 ���
����� �
 �� � *�� ���	�����
 ��	 
��
�����	����� �� 
�� ���	�2���
��� ������ � �C�� /�� +C.�

��&��(  �.� 8�
��

 � ��
�� �� 
�� 
�
�� ����� �� � �  
�� W� ���

��� �� ���� �	��
	�	��� ������ �� 
�� ���� ���	�
 �� ��	����	� 5�C� #������
��
 ��	 ��������
� � ' Æ� − Æ�� !�
  ∈ N �� ��� ��� ����� � ����
	�
�	 ∈ M �� 	−�

� �R� ��

�	 '

	−�∑
���

�− ����Æ��	


(���
�	−�	��∑
���

Æ���	 × Æ�����	�	 ∈ L���
� : �−	 � �

�
	 : �−�

���

W���� �	� '

⎛
⎝
�	−�	��∑
���

 

 �

⎞
⎠
���

'

(
 :  

5 �

)���



#� � �  � �
 �� ����	 
��
 ��

���  → ∞ �� ���� |�	|�R� → ∞ ���
W���� �	� → 6�

(��
�� ��
 � ���
����� �� 
�� ��2
 
�� �	�����
���� �� ��� 
��
 W�

��� ���� S��
	�%�����
�T �	���	
��� ��	 
�� M 
��
� �K� 
�������� 7�	�
 ��

���� �� ���� 
� 
���	���� 
��
� ����� � ��$
���� ��	� ⊂ M 
��
� �K� ��� �

����
	� � ∈ M 
��
� �K�� 
�� 
����	� ��
�� �
�	 W���	� �� � :∞ ����

��
 ����� 
����	� ��
�������� ��	 ��
� �����
� �� ��	�� (��
 ��� 
��
W����
�������� �	���	
� �� � ��
 �� ��
 �$
������
 
� 
�� 
����	� ��
���
������ �� �
� ��
� �����
�� �� ����	 ���
	��
 ��
� 
�� ���� �� 
�� �
����	�
8����	�
��� ���
����� 7�	 ���
���� �������	 
�� ��$
���� �	 &' Æ	− Æ	� �

	
�

����� �� ���� ��
 
���
 �

 W���	� 6� �����	��� 
� 6� 7�	 
��� 	������
�� 
�� ��2
 �	�����
��� �� ���� 
� �2�����
�� 	��
	��
 
� ��
� �� 
����	���
��
���� ��
� �����
�� 3��
��	 ���������
� �� 
� �������	 
�� ���� �� �
������
 ��
	�� ����� K� �������� �

���
������ 
�� ��
�� �� �����
��



�N� :� >;�D�D�


��#�������  �/� ��� �	� � ���
	� �
 M 
��
� �K�� ��� �
�	

∫



|�|� 	|�	| �
:∞�  ��	 �	 �
	$����� �
 � �	 M 
��

� �K� �� W���	� �� → 6�


���$� 3��
�� 
��
 W���	� �� → 6� 
��
 �� ����
�
	 : �−� �� : �−

	 � → 6�
��
��� 
��
 ���	 � ��� ��−

	 � �	� 
���
 ��$
������ 
���*� 
� 
�� ��
�� �� ��
�
�����
�� (���� ��
 "�� "� �� ��		�� ����
� 	�����
����� ����� �
���$
�����
���	� �� ��

−
	� �� ��� ��
 " &' "� − "�� 0� �������
��
�
� �� 
�� �
����	�

8����	�
��� ���
���� ��
� 	�����
 
� 
�� ��		�� 
�������� ��� 
���*� 
�
J	�����
��� 5� ��� 
� �C� 6�� �� ����

W��"� �� '���"� : �−� �� : "�� ≤ ��� ���
�

����
�
	�

: �−� �� : �−
	�
�

≤
(

 

5�

)��−�	��
��� ���

�
����

�
	�

: �−� �� : �−
	�
� ' 6�


��	���	� " ' �� /���� 
�� �����
�� �
���$
���� ��� �	��
	�	�� �� ��

��		�� �����	����� 
� � ��	 
�� ����� ��$
���� ��	�� #� �	��	 
� ��
 
��
�����	����� �� ��
� �����
�� �� ��
 �	 ∈ L���

�
	 : �−� �� : �−

	 �� ��� ��
U�
�� ��� 
	������ ���$
���
� �� ���
��

∫


×

|�|� 	�	 ≤ � : ��

∫


×

|�|� 	�	 :

(
 :

 

�

) ∫


×

|�− �|� 	�	�


��
 �� 
� ���
∫




|�|� 	��	 − �� ≤ �

∫




|�|� 	��−
	 : ��� :

(
 :

 

�

)
W���	� ��


(�*��� 
�� ����
 ��  → ∞� 
���� 
�� 
����	� ��
�� �� ��
� �����
��
��� 
��� �� �	��
	�	����� �� �� �� �����
�� 
��
 
�� ���
 ���� ���� ���� 
�
%�	��

�


��#�������  �0� ��� �	� � ���
	� �
 M 
��
� �K� �	� ��� �	 → � �	

M 
��
� �K�� ��� �	� �����!��	�� 
� ��	�

� �	� ��−
	 � ��$� 	���
� �����

�
�	�� ���� ���
 �
	$����	�� 
� ��� �
�����
	��	� �
�� �
��	�� )���� �� ���
���� �
� �	���	�� �� K �� � �
����� ������ �����*�  ��	 W���	� �� → 6�


���$� !�
 ���	�� �� � �
�
���� �
���$
���� �� ���	 � �
�� 
��
 ��	� → "�
��		���� ��� 
�� ��		��������� ��
� �����
� �����	��� (��	���	� �−

	�
→



; 9:EFG�87�HD HI 7G;DE8HG7 FHE7 IHG E�JD:9 >:;EKG:E �N�

"� ��		����� ��� ��
� �����
� ���� �����	��� ���	� "� ' "�−�� !�
 ����
N" &' "�−��� 0� ���
��
�
� �� 
�� �
����	� 8����	�
��� ���
����� �� ����

����
�
	� : �−� �� : �−

	� � → ���"� : �−� �� : "��

'����
� : �− : N"� �� : �− : N"� ' 6�

����� ����� 
�� 
������ �

;� 
�� �
��	 ����� � �	���	
� ������� ��	 W� �� 
�� �������
��
�
� ��

�� ��		�� 
�������� �� � �
	
��	 �����$
���� �� 
�� ��� �������&


��#�������  �1� ��� � �  �	� � ∈ M 
��
� �K��  �� ��� � �→ W���� ��

�� 	
� 	���
��� �
��� �����
	��	�
���


���$� 3 ��
�
�	�2����� �� 
�� 	��� ���� �� ����� �
Æ����
� !�
 � '
Æ−� − Æ� ��� �	 ' Æ−��	 − Æ��	� �� 
��
 �	 ��		���� �����	��� 
� � ' 6�

����	�� W���
� : �−� �� : �−� '����

−� ��� ' 5� 0



��� ���
	→∞ W���

�
	 : �−� �� : �−	 � ' ��� ���

	→∞
�
√
5
 −  

 
'

�
√
5


(�� ����
 �� 
��
 �	 ��		���� �����	��� 
� �� ���	 � ��� ��−	 � �	� 
���
� �



���	 ����
� �	� ��
 �� ����	�� �� ��� �− ��� 
��� �2����� 
��� �	� ��

%�	��� �

 � � �%� 2��!�3��4 ����� !�
 
� �������	 � �	�
 ��	���
 �� W�� 3� 
�
���
�� � �	� 
�� ����
	�� �� M 
��

� �K�� #� �	��	 
� ���	���� 
�� ���* �� �����
���
��
�
� �� 
�� ��� � �→ W���� ��� �� ����
 ����� � 	���2�
���� 
��

��

W̃�

−
��� �� &'

���


�
	 ���≤	
�{������
����}



−
	 ���≤	
�{�−����
−���}

⎧⎨
⎩��� ���

	→∞ W���	� �� & �	 � �� �
�
	∈N

∫




|�|� 	|�	|�:∞
⎫⎬
⎭ 


�C� C�

0� 
���
���� ����
	�� �� 
�� ��
��� �� ��
� �����
��� ����� �� ����
�
���$
����� �
�� 
��
 ��	� � "� ��� �−	� � "�� ��
� "��K� ≤� � "��K� ≤
� ��� "� − "� ' �� <�	� "� ��� "� �	� ��
 
�� ����
��� ��� ����
���
��	
� �� �� �

 ������ 
�� ����
	�� �
�� 
��
 "�−"� ' � �� ��� �������
���������
����� <���� �� ��� �	�
� 
��� *��� �� ����	 �������
��
�
�



�NB :� >;�D�D�

�������� ��

W̃�

−
��� �� '

���
�����≤
�

�� 


�����≤
−
�� 


{
���"

� : �−� �� : "�� & "�� "� ∈ M�
� �K�� "� − "� ' �

}
�

�C� =�

���	� ��

� � ' ��2{���K�� ���K�} ��� �−


� � ' ��2{�−�K�� �−�K�}� ���

��� 
��
 
�� ��
��� �� "��K� ��� "��K� �	����
 
�� �������� �	�� �����
����
������ %�	�� (���� ��
��� ��� ��
 ������ 
� �� ������ � � ����� ��
��
�� ����� � ���
 ��������� �� � �
����� 0� 
�� ���
��
�
� �	���	
���
�� �� 
�� ����
� ����� �� �

�����& 
�� �
��
����� ���� ��
 ���� ��	�
	���� ������
 �
�������� ����
�� �� J	�����
��� 5� � �

 ��� ��� ����

��
 ������%��� ��$
����� �� ���� 
����	��� ��
���� ��
� �����
�� (��
��
�� �� �����
� ��� �� ���

�� �� 
�� �����
���� 7������� �� ����

�
	
�
��� � �→ W̃�

−
��� �� �� ��		���� ����	 �������
��
�
�� ��� �� ��
	��

W̃�

− ≤ W�� 7�	 ���
����� �� ����
 ����

� W̃�

−
��	 
�� ���� �� J	����

��
��� C�>� 8� ����

W̃�

−
�Æ−�−Æ�� 6� ' ���{���Æ−�:"�� Æ�:"�� & "��K� ≤  � "�'"�}

' ���
��
	≤�

���Æ−�:"� Æ�:"�


<�	� 
�� ����
� ��� 
� �� ����

�� �� ����
��� ����
	�� ��
� ���� ����

��� �	 �$
�� 
�  � <����� ��	 
�� ����

�
��� �� W� �� ���� 
� �����
� ���� ������� �	����� �� 
�� ��� ��
	��
��� �� 9���	* 5�=� #
 �� 
	�����

� ���� 
��
 
�� ����
� ��� �� �$
������
�� 
�*�� �� ����
	�� ��
�
���� �$
�� 
�  ��� 
��
 � ���

��� ��	 
��� ��	
��
��	 ���� �� " ' Æ�� #�
��		���������� �� ���� W

−
� �Æ−� − Æ�� 6� '

�
√
5 �� �2���
���

8� ���� � �����
��� ��*� �C� =� ����
�� �� ��	� �����	��� ��
� 
�� ���
� �→ W���� ��� ����� �� ���� ��	�� ���

 �������
��
�
� ��
� 	�����


� ��� �� 
�� �	�
���
�� (��	���	�� �� ��� ����� � ��	� ���	��	��
��
�����
	�� ��"��
 �� ��������

W
−
� ��� �� &' ���

{
���"

� : *�� *� : "�� &

"��K� ≤ ��

� � � "

��K� ≤ �−

� � � "

� − "� ' ��

*��K� ≤��

� � � *

��K� ≤�−

� � � *

� − *� ' �
}





; 9:EFG�87�HD HI 7G;DE8HG7 FHE7 IHG E�JD:9 >:;EKG:E �NL

(��� �� 
�� ��

�� ��	� �� 
�� 	���2�� ���
� <�����	� �� ����
 �

 
��
� ����
��
�	 	���2���� 
�� ���
 �� �
��� ��
 
	����
��	� (�� ���� ��
�
�	�2�����
�2����
�� �� J	�����
��� C�= ��	*�� #������ ��
 �� �� . ∈ M �� �

� �K� �� ��

�� 
��
 �2������ 7�	 
�� ����

�
��� �� W
−
� ��� �� �� ���� 
� ��
��� 
��



�� ��
��� *��K� ≤ ��

� � ��� "��K� ≤ �−


� � ����� *� ' ��� "� ' ���

*� ' �−� "� ' �−� (��� �� ���� W
−
� �Æ�� Æ�� ' ���Æ�� Æ�� ' =� ;� 
��

�
��	 ����� 
�� �����
� ���$
���
� W
−
� ≤ W� ��
���� W

−
� ��� .� ≤ 5��� ���

W��.� �� ≤ 5����

 �)� �%� 25��!�����!4 ����� 8� ���� ���� 
��
 
�� W� ���
 ����
�
� ��	
��������
��� �� ���� �� 
�� ��
	�� ��� ��������
���Q�	��
��� �� ���� �� 
��

�	��
� /
����� ��� 
��
 �� ���
 
� ����	��� � ���������� �� ����� ����
��� �� 
�� 
�� �	������� ���
	� (��
 ��� �� ���
 
� ������ ��	 ���
����� ����
��������
���� �� 
�� ��
	��� 8� �	� ����� 
� ��� ��� 
� ����
	
�
 � �
�
����
���
� ���� �	���	���� 
�� ��		�� �������
��
�
� �	���	
� �� W

−
� � <�����

��������
���� ���� ��
��� 
�� ��
	��� �� �2���
 
� ���� ���� 
�� �����
	�
�� 
�� ���
� ��� �
 �� �
�
���� 
� ���
�� 
��
 
�� 
�	��
 ������ ��� ����
�����

!�
 �� � ∈ M 
��
� �K�� ��
� |�|�K� ≤ |�|�K�� D����

W�
� ��� �� &' ���

{
� �

� �"
�� ��� :� �

� �"
�� �−� & "� − "� ' ��

"��K� ' ���K�� "��K� ' �−�K�
}



/���� ��� ���* ����
 ����
 �� ��	 � �
−
	 �� � ��
��� �� ����
��� ����
	�� "�� "�

��
������� "� − "� ' �� W�
� ��� �� ��� ���� �� �	�

�� ��

���
{
��� ���
	→∞

(
� �

� ��
�
	 � �

�� :� �
� ��

−
	 � �

−�
)
&

�	 � �� ��	 �K� ' ���K�� �−	 �K� ' �−�K�
}



(��� ���� �
 �� ����	 
��
 � �→ W���� ·� �� ��		���� ����	 �������
��
�
�
�� (���
���� �� ������%��� ��$
����� ��� �������
��
�
� �� 
�� �
����	�
8����	�
��� ���
���� ���� ���� 
��
 
��	� �2��
� �� ��
���� ��
��� +�� +−

�
�� 
��


W�
� ��� �� '� �

� �+
�� ��� :� �

� �+
−� �−�� �C� ,�

���	� +� − +− ' �� 8� ��
 N+ ����
� 
�� ������ ��	
 �� +� ��� +−� ��

��
 +� ' �� : N+ ��� +− ' �− : N+�



�NM :� >;�D�D�

��&��(  ��6� V���*� 
�� ���� �� W�� 
��
 �� ��	���� ����
����� �� �
	���

��
 � 
����	� ��
�� �� W���	� �� ���� ����� 
�� 
����	� ��
��������
�� ��
� �����
� ��	 
�� ��$
���� ��	�� �� ���� ��	 ���
���� �	�� �C� ,��

!�
 
� ����
�� 
�� �
��	 �	���	
���� 7�	�
 �� ���� W� �� ��
 � ���
�����
#������ �
 �� ��
 �����
	��� ��	����	� ��� ��� ���� 
��
 �
 ���� ��
 ��
����

�� 
	������ ���$
���
�� � ��
�
�	�2����� ��� �� ������ ����
	
�
�� �� ��	

�� ���� �� W�� !�
 
� �����%� 
�� ���� ����

��� ���� ���� 7��
	� ,��


��#�������  ���� ��� � ≥  �	� �� � ∈ M 
��
� �K�� ��� �� ∈ L��+

�� ���

�	� �− ∈ L��+
−� �−� �� ��
 
������ ���	��
�� ���	� �
�����
	��	� �
 ���

����������	 �����	��� �	 ��� �����
��	� ���� 
� �C� ,��  ��	� �� ��	 �����
����� ���	� ��

�� ' ��� : ��� �	� �− ' �−� : �−�

�����

��� ∈ L��N+� �
�
� �� ��� ∈ L���

�� ��� �� �−� ∈ L��N+� �
−
� �� �−� ∈ L���

−� �−
� ��

�C� -�
�	� ��� : ��� ' �� �	� �−

� : �−
� ' �−�


���$� 8� ���� 
�� ����� 
� ����
� !�
 
� �������	 ��� #� 
�� ���� ���	�

�� !���� C�5� ��
 ,� �� 
�� �����
� �� �� ��
� 	�����
 
� N+ : �� ��� ,�
�� 
�� �����
� �� N+ ��
� 	�����
 
� N+ : ��� �� 
��
 ,� ≤  � ,� ≤  ���
,� : ,� '  � 8� ��� �����

��� &' �,� ◦ ������ ��� &' �,� ◦ �����

#������ 
�� �
� �� 
���� 
�� ����� �� �� ��� �� ����

����
�
� ' ,��

�
��

� ' N+� ����
�
� ' ,��

�
��

� ' ��

���

����
�
� : ����

�
� ' �����,� ◦ ����� : �,� ◦ ������ ' ����

� ' ���

�� 
��
 
�� ������ ��	������ �� ��� ��� ��� �	� ������ 
�� ����
��� �
�����
�
	�� ��� ��� ��� �� �� ����� �
� �� �� �
����� (�� ��
�����
� �� ��� ���
��� ������� �� 
�� ��
�����
� �� 
���	 �
�� ;�� �	������ �� 
�� ����
����
��� ��	 ����

��� �−� �

#� 
��� ���� �� ���
 
� ���� ���� ��	� ����	��
��� ���

 
�� ��
����
����

���� <���� �� ��	��	� 
�� ��������� �	�
 ��	��
��� �	�
���
�



; 9:EFG�87�HD HI 7G;DE8HG7 FHE7 IHG E�JD:9 >:;EKG:E �NN

7��� ,� 5��� ��������� ���	
$��� �	 5
	�	����	� ��((�


��#�������  ���� ��� �� � ∈ M 
��
� �K�� ��� ��� �
���� +�� +− �� �

�
����
	 
� ��� ��	�������
	 ��
���� ���	�	� W���� ��� �	� ��� N+ �� �����

�
��
	 ����% +� ' N+: ��� +− ' N+: �−� �
	������	� ��� ���� �������	�
	
����
	 ��$�	 �	 ��� ���$�
�� ����� )��� 7��
	� ,*� ����� ��

������− ����� � : ������− ���−� � ' 6



���$� !�
 
� ������ ��	 � � 6� 
�� �����
�
�	

+�� &' �� : ��: ���� N+� +−
� &' �− : ��: ���� N+�

���	� � & K → K �� � ��
���� ���
�	 ���� ��
� ��
���� �
���	
� #
 ��
�������
� 
� ��	���� ����

��� 
�� ��	������� 
��


��� :��:�������
�
� ∈ L�+�� � �

�� ��� �−� :��:�������
−
� ∈ L�+−

� � �
−�




�NC :� >;�D�D�

(��	���	��

� �
� �+

�
� � �

��:� �
� �+

−
� : �−�

W ≤
∫


×

|�− �|� 	 (��� : ��: �������

�
� : �−� : ��: �������

−
�

)

≤
∫


×

|�− �|� 	���� : �−� � :

∫


×

|�− � : �����|� 	���� : �−� �

' W�
� ��� �� : 5�

∫


×

〈�− �� ����〉 	���� : �−� � : /���

/���� � �
� �+

�
� � �

��:� �
� �+

−
� : �−� ≥ W�

� ��� �� �� ��


5�

∫


×

〈�− �� ����〉 	���� : �−� � : /��� ≥ 6


0

 � �� �	��
	�	�� �� 
��
 �� ���
 �� ���� �� �$
���
�� ��
�	 �������� �� �
��� ��

��� � �� 
� 6� 8� ��
���∫


×

〈�− �� ����〉 	���� : �−� � ' 6

��	 ��� �� 3���� 
�� �	��
	�	����� �� � �����

������ − ������ : �−� �� ' 6�

���	� ��− ������ : �−� � �� � ���
�	 ����
	� ���
� ���
�� �� K�� �

��&��(  �� � (�� ��

�	 �	�����
��� 
���� 
� 
��
 
�� ��
���� �
2����	�
����
	� N+ �
�� ������ ��	
 �� +� ��� +−� �� ������ ������� �� 
��
������ �� �� ��� �−� 7�	 ���
���� �� (�) ∈ K� �� ' Æ� ��� �− ' Æ� � ��
���� ��� ' N+× Æ� ��� �−� ' N+× Æ� � (��� ���� 
�� �����
��� ��

6 ' ������− ���N+× Æ� : N+× Æ���

' ������−(�N+× Æ�� : ������−)�N+× Æ��

' ��−(�N+: ��−)�N+�


��	���	� � ' ���
� �� 
�� �
���	
 �� N+� (��
 ��� N+ �� � D�	�� ���� �� 
��

������ ����
 �� ( ��� )� #
� �����
 �� 
�� �2���� �� ���� �� � ��
� 	�����


� ��



; 9:EFG�87�HD HI 7G;DE8HG7 FHE7 IHG E�JD:9 >:;EKG:E �N�

8� �����
�� ��
� � ������ 	��
�
 	���
��� 
�� 	���2�� ���
 W−
� 
� 
��

������ ���
 W�� ��� ������� 
��
 
��� �	� ���� ��
���� ����� �� � ����

�����


��#�������  ��)� ��� � ≥  � ��� �� � ∈ M 
��
� �K� �	� |�|�K� ≤ |�|�K��

 ��	

W���� �� ≥ W̃�

−
��� �� ≥ W

−
� ��� �� ≥

(
 

5�

)����−�	
W���� ��



���$� !�
 +�� +− ��� �� 
�
��� � ��
��� 	����%��� 
�� ����
� �� 
��
�����
��� �� W���� ��� !�
 �

� ∈ L���+
�� ���� �− ∈ L���+

−� �−�� (���

����−� ∈ L����
−� +−� ��� �� : ��−�−� ∈ L��− : +�� +− : ���


<����

W���� �� '
(
� �

� ��
�� +�� :� �

� ��
−� +−�

)���

'

⎛
⎝
∫


×

|�− �|� 	��� : �−�

⎞
⎠
���

'

⎛
⎝
∫


×

|�− �|� 	��� : ��−�−��

⎞
⎠
���

≥ ����
− : +�� +− : ��� ≥ W̃�

−
��� ��


(�� ���$
���
� W̃�

− ≥ W� �� �����
�� ����� 
��	� �	� ��	� ���	��� ��
�	����� �� 
�� ������%�
��� �	����� ������� W�� ;� 
�� �
��	 ����� ��
0�� 0� ��� +�� +� ����� �
�� �	������ ��� �� � ∈ L���0

� : +�� +� : 0��� ��
����

W
−
� ��� �� '

⎛
⎝
∫


×

|�− �|� 	�

⎞
⎠
���

≥
(

 

5�

)����−�	 ∫


×

|�− �| 	�

≥
(

 

5�

)����−�	
���0

� : +�� +� : 0��

'

(
 

5�

)����−�	
W���� ���

����� 0� − 0� ' � ��� +� − +� ' �� �



�C� :� >;�D�D�

����������

�� I� O� ;+4<'&�� O� 7%-+,'� P� A%�<� 
���	����������
 ����� 	 �	��	���
	� 	����	���
Q E�;> O� F,� ',+ H$ "4� �� R����S� D,� �� �CNTB�C�

�� P� ;41',#",� D� J"<+"� J� E%*%'U&� ��	���
� ���� �
 ������ ��	��� 	
� �
 ��� ��	���
�� ����	������ ��	������ P&6 2'&# "� >% !&4% "6# :7V WX2'"6!� Y"'5!X%2#&' Z&'+%<�
Y%#&+ R���LS�

�� P� ;41',#",� :� >%"�"�"� E� E&'.% -� ��	���
� ��� �� ��� 
�	��	
�����
����
�
���	���	
 ����� ��� ���
�� ��������� ;��� ��# � V� 8,"�6%'U& ;�%+� D,� P"�U&%"'& ��
R����S� D,� �� ��NT�BM�

B� P� ;41',#",� E� E&'.% -� � ��	���
� ��� 	����	�� �� 	
 ��������
 ������� 	����
�
�
 �������
���������� Q F,44� 82'& ;$$+� >% !� �� R���CS� D,� ��� �B�LT�L���

L� Z� �� Y,<%6!&*�  �	���� !����� R� *,+#�S� E$'"�<&'?Z&'+%<� Y&'+"� R���NS�
M� [� Y'&�"&'� "��	� �	������	���
 	
� ��
���
� ��	��	
����
� �� ��������	���� ��
��
���
�� Q F,44� 82'& ;$$+� >% !� �� R����S� �NLTB�N

N� P� ;� F%\%'&++"� G� O� >6F%��� #��� ���
�	���� �
 �����	� ��	
����� 	
�  �
���
���$��� ����	��� ��������� Q ;��� ,. >% !� R�S ��� R����S� D,� �� MN�TN���

C� O� ;� F%''"++,� G� O� >6F%��� F� Z"++%�"� 
�
��	����
� �
 ��� %�&	��������
 ��
���
��	�� 	
� �����	���	���
 �� ��	
��	� ����	� Q ;'6!� G% ",�� >&6!� ;�%+� ���
R���MS� D,� �� ��NT�M��

�� O� E� F!%$4%�� O� G21"�# &"�� >� E6!% ]4%�� � ��	
�'��� ����� ��� �������
�
�����
� ��������� Q :2'� O� ;$$+� >% !� � R���MS� D,� �� �NT����

��� :� 9& J",'<"� (�� �������� �
 ��
�����
� ������
��� Q ��= Y,2�)%'- Z%+2&
8',1+&4# .,' 89: %�) ;$$+"6% ",�#� F� Y%",66!" %�) O� P� P",�# R&)#�S� >%##,�
R����S� C�T�C�

��� A� :� )�
	���� �� �����*���+���� �
 ��
������,	
�	� �������� ���� 	�����	���
� ��
�������
���������� Q 8!-#� G&*� Y 	
 R���BS� D,� �� ���MT���L�

��� ;� I"<%++"� !�� -����	� "	���	� !�	
����� "������� Q ;'6!� G% ",�� >&6!� ;�%+�
��	 R����S� D,� �� L��TLM��

��� A� J%�<1,� G� >6F%��� !�� �������� �� �����	� ��	
������ Q ;6 % >% !� ���
R���MS� ���T�M��

�B� G� O,')%�� 9� @"�)&'+&!'&'� I� H  ,� !�� �	��	���
	� ������	���
 �� ��� #�..���
"�	
�. �+�	���
� Q E�;> O� >% !� ;�%+� �� R���CS� �T�N�

�L� P� Z� @%� ,',*"6!� -
 ��� ��	
���� �� �	����� Q 9,5+� ;5%)� D%25� EEEG ��

R��B�S� ��NT����
�M� P� Z� @%� ,',*"6!� -
 	 ������� ��  �
��� Q K#$&5!" >% �D%25� � R��BCS� ��LT

��M�
�N� :� >%"�"�"� � ����	� �
�+��
��� ������ ��� 	
 ��������
 ������� 	����
� �
 ������
��
���������� Q Y,++� K�",�& >% � � %+� R�S �� RRS� �,��� ���S��� L��TL�C�

�C� :� >%"�"�"� &���������
��� ��� 	 ��	
 '��� ����� �� ��
������,	
�	� ��������
���� �������� �������� Q D,9:; D,�+"�&%' 9"\&'&� "%+ :^2% ",�# ;$$+�� "� $'&##�

��� I� H  ,� !�� �������� �� ������	���� ��������
 �+�	���
�� ��� ������������� �+�	�
���
� Q F,44� 89: �� R����S� ���T�NB�

��� F� Z"++%�"� !����� �
 �����	� ��	
�����	���
� J'%)2% & E 2)"&# "� >% !&4% "6# LC�
;4&'"6%� >% !&4% "6%+ E,6"& -� 8',*")&�6&� G�� R����S�

��� F� Z"++%�"� -����	� ��	
�����/ ��� 	
� 
��� E$'"�<&'?Z&'+%< R���CS�



; 9:EFG�87�HD HI 7G;DE8HG7 FHE7 IHG E�JD:9 >:;EKG:E �C�

��� J� A,+%�#5"� ,���� !������� ��� -����	�  	�� !�	
�����	���
� Q F%+6� Z%' 89:�
"� $'&##�

���_���`� �� ���_ab�a ���� ��9"$%' "4&� , )" >% &4% "6% cI� F%#,'% "d�
K�"*&'#" e% )&<+" E 2)" )" 8%*"%�

*"% I&''% % �� �N��� 8%*"%� � %+-

0��	�� = �����������	�	�
�	��
���


