
������� ���	�
�
�������� ����

�� ���� ���� ��

�� �������	 
� �����������

� ���������� ������ �
 ���

��

���������� ��� ������� ���� �!���

��������� ��  !" #$%&&'#%$ ()�*"+,%� )-).'#! /-)0$"1�  !"  -%�&2
/)- % ')� #)& )�$3 4"/"�4& )�  !" %1)5� )6 1%&& &"� 6-)1 &)5-#"&
 ) 4"& '�% ')�& %�4 �) )�  !" /% !& 6)$$)7"4 03 "%#! /%- '#$" 6)-12
'�*  !'& 1%&&� 8!5&� ' 4)"& �) %$$)7 6)- #)�*"& ')� "9"# &� 7!'#!
4"/"�4 '�& "%4 )�  !" /-)/)- ')� )6 1%&& /%&&'�*  !-)5*! % &%1"
/)'� )- )� % &%1" /% !� :&5%$$3  !"  -%."$$'�* #)& ;)-  '1"< )6
% /% ! 4"/"�4& )� =!)7 #-)74"4>  !'& /% ! '&� ? %- '�* 6-)1 %
&'1/$" �" 7)-@ 1)4"$� 7" &!%$$ 4"A�" "B5'$'0-'% '�  !" /-"&"�#" )6
#)�*"& ')�� C" 7'$$  !"� "D "�4  !'&  !")-3  )  !" #)� '�5)5& &" 2
 '�* 1%'�$3 6)$$)7'�*  !" -"#"� /%/"-& EF���G� H6 "- %� '� -)45# ')�
7' ! %$1)& �) 1% !"1% '#%$ 4" %'$&� 7" 7'$$ *'." % &5-."3 )6  !"
1%'� 6"% 5-"& )6  !'&  !")-3�

§�� ���������	��

��� ������	
����� � 	�
Æ� �����	�� 
�� �	� ����	� � 	�� ������
�
���� � 
 �
� ��	��� �
� 
��
�� ���� 
� ��	������� ������ �� 	��
����	��� �	 ������ �	� �� ������
	�� 
�� �� ��
� ���� ���
���� ����
���� ���� ���  ���� 	��� �����
�� �������	�� �
� �	 ���� 	
�� ����
	���� ��	 �� �������� ��� 	�� �
�� �	 ���� �� ���� ����! 
�� ��
����
��

�� �
	��
��� ��
� 	 ��
�������� �
���	���� 
�� �	����
	�� �������

 � 	�� "#$� %��� &''() *
���� ���
����� 	�� �
�� ���� 	�
	 �����
��
� 	�� �����	�� � 
 ��	��� 	����� 	� ����������+ ,��	� 
�� 	�� �
	��
�����	��� 	�� �
�� 	� ��
	��� ����� 
�� 
�	�
��� ������ �� ���
�������� ���	 ������ 	�� �
�� 	�
������� 	��� %
 	��� ����� �������
� 	���� ����	� 
� ���� 
� � �����	��)- ������ 
�� 	�� 	��� �������
�
	�� ���	 ������ 
 �
���� 	�
������� 	���� ���� �
� �� �
	���
	��
���
	�
���
	�� ��	 	�� �
�	 	�
	 ��� �
	�� ����� 
�� ��������� �� 
 ���	
��
��	��� � 	�� ��	��� 
�� ����� ��	 	��� ��	��� �� �.
�	�� ������� �� 	��
	�� �
� �������� ��� 	�� ��	����� ���� ����� 
� ����������� ������ 	�
	
�� �
� ��� 
� 
 ,.�� ���	 %����� 
�� 	�� �
�� � ������ ��� �
	�� �

��� ����� 	
� ���	���I )/ '1%$  -%�&/)- % ')��  -%Æ# #)�*"& ')�� C%-4-)/ "B5'2
$'0-'%� 1'�'1%$ J)7� 4"*"�"-% " "$$'/ '# KLM&� M'@)�%$ "B5% ')��

��



N� O� PHQR�MQ� S� ?HT8H(UQVO�V

	�� ��	���� � 	�
	� ����� 
	 	�� �������� ������� �� 	��� ������ ��
,�� 
�
�� 	�� �
�� �
	��/)� ���� �����	 � ������������ �
���� �	
�
��
������
��� �� 0��	 
 �
�	����
� �
�� � �	�� ������
�	� �� 
 �
�� �����
	�� ��
���� 
�� 	�� �������� 
�� 	�� �
� � �
�� � 	��� �� 	 �������� �	�
	�
������� 	����

1� 
�	�� *
���� �����
	�� ��� ����������� 2����
�� �	 
�� %���
&'() ��������� 	�
	 *
���� ���������
 �
�� 
 �
��
	��
� ��
�
�	����
	���
3�	�
���� 
 	�
Æ� ��,���
	�� %���� 	�� ��	 � ������ � 
�� �
	��) �� 
�
����������� �� 
�� ��� �� �	 �	������ 
 ���
� ���	����� 	
���� ��	 
����	
	�� 		
� �����	��� *��� 	�� ��
�	�	� � 	�
Æ� � �
�� �
	� � 	��
��	��� �� ��������� 	 �� 
 ��
� ������ %���	�
� � 
� ��	���� ������
� ��������)� 	�� ����	��� � ������� �� 	�� �	����
	�� ������ 
��
�����	���� � �����
���� ����	���� ����� ����� ����.�	�� ��� �� ���	�
��� 	�� �
	���
	��
� ���	 � ����� �� 	�
	 ���� 
� �	����
	�� ������
����� ����.� �	 
���� �� ������� ��
��	� 
�� �������
� ��	��� 	

���
�� �	� 3 ������	���� ������ �� ��	���� �������� �.��	� 
� ����� 4� 	��
	��� �
��� �� ���� �� ���
����	�� 	�
	� �.���	 �� ���� �����
� �
����
	�� 		
� ��	 ����� �� �	������ ��� �	 �������� 	 	�� 		
� 	�
�������
	��� � 
�� 	�� ��������� ����� ��
�� 	�
	 ����� �� 	�� ����������� 
��
�� 	�� ���
� �	���� �� �� �����
� �	 	�� �
��� 
�� 	�
	 	�� �����������
�� �� �����
� �	 �Æ����	� ��� ��	��
	��� � �
��� �� 	�	
��� 
�� ������

����� %��� 	�� �� &56( 
�� 	�� ���������� 	������) ��������� 
��������
	�� ���
	��� ��	���� ���������
 
�� ���
� �	��
� ������� �� �
�	����
�
�� 	�� �
�� � �Æ������ � ���������
�

1����
� �������
	��� �
� �� �.	����� 	 	�� ��� �����	 ��
�����
� �������� �
	Æ� ����������� ����� 	�� ��	��� �� ����
��� �� 
 ��
��
�� R

� 
�� �������� 
�� 
����� 	 ��� �� ����� �����	��� 	��� ������ ����
	 
 �����	� � 	�
Æ� �����	��� 	�
	 �� ���� �
�� �
	Æ� ����������  � ����

 �
��� �� �
� ���	� 
 ����. �	����
	�� ������ � 	�� ��
�� � 	����
�����	���� 
�� 	��� ����� 
�
��� 	�
	 
	 	�� �	���� 	�� �
	�� ����� 
��

�	�
��� ������ 
�� �������� �� 	�� �����	�� ��	��� ������� �� 	��
	�
Æ� ��	����	��  	 �� 0��	 �� 	�� �
�� � ��
��	� 	�
	 �� 	��� ��
�����
�� ���
��� �	
�	� ��� 	�� �	����
	�� 
�� 	��� ��	� 	�� �����������

� 
� �	��
��	� ����	�� %�
	���
	��
���� 	�� ��
�� �� 	�� �
�	 	�
	�
���� �	�������� 	�� ����	��
� ���� ���� 	�� 	�
Æ� ��	����	�� ����� ����
�� ��,��� 
� 
 ��
����� 	 �� 
����	��� ��	������ 
�� �	� �����	� ����

���
� �� 	�� ��	��� �	 �������� ����� �������� �� 	�� �
�� � �������
������
� ��
����� 
�� �	 �������,���)�



H PVT8�T:V:? 8WMVQX VS 8QHSS�P PVTOM?8�VT N�

3 �
	��
� ����	�� �� ���	��� 	��� ��	����� ���	���
�	 �� ��
�������
�� 	���� � �������� ����� �
� 	�
Æ� 
�	�
��� ����� � �����������
�
��	����� 3�� 	�� 
����� �� ���� 
	 ��
�	 �� 	� ��
���+ ,��	 �	 ,	� 	��
��	�
	�� � ������
�	� ���������� %����� �� ���
��� ��������� �� 	�� ��	���

	��� 
� 
 	����������
� ������)- ������ �	 �
� �� ������ 	 �� 
	
�	
�� ��	�� 	�
Æ� �������� ���� �� ��� �
�	� 	 ��	��	 
���
�� �
����
� 	�� 	�
Æ� ��	����	� �� �������	 ���� � 
 �
��� �����	�� 
��
� 7�	�
�� �	���� 	�
	 	�� ��	����� ���� 	�
	 �� ������	 �� 	��� �
��� �� �	
�.
�	�� 	�� ��������� ����	 � 	�� ������	� ��� � ���� ��	���� ����
�	�� ��� 	 ��� %��� &8( �� ���� ����	 ������)�  	 �� 
���
� 	�� ��	 �
	��
�
� ���� 	�
	 �
� ��
� 	�� ��� � *
����$� �� �� 
 ��	����� ��		���

�� �	 ��
��� �	� �
�� ��
��	
	��� ��
	�����  	 ���� �� ��������� 	�����
	�� ���
���� � ��
����� � 	�� ��	 � �
	�� %����� �.
�	�� 
����	� ��
	�� �	
	��	��
� �����	��� � 	�� ��	 � ������ � 
�� 	�� ��������)� ����� ��

 ��
����
� 	� �� 	�
����	 	����� �� �����	�� ��	� �����	� �
	����
�
%��� &'#� '5( �� 
 �����	 
����	 � �	��
� 	�
����	 	����)�

3 ��� ������	 �� 	�
����	 	���� �� 	�� �����	 � �
	����
� ��	�� ����

 ���
����	� ��
���� � � 	�� �����	 ��
�� � �
��� ���������	��
	���
����� �� 	�� �
�� ������ �� 9����:
�	���	�� 	����� ;���� 
� �	 ��
	�� �
�� �� 	��� �
	����������	 ������� %��
����� 	�
����	� ��� &"(�
<��� ����
����� ��� &=(�� � � )� � �
� 
�� �� ,.�� 
 ������ ����� 	�� �
��
������ �� 	�� �
� 	�� 	�
Æ� ���	����	�� ��� 	�� ���	���� �
	�� �����	�
��� 	�� �
�� �
�� ���������	��
	��� ���� �� ��
	 �� �
�� 	�� ���
����
�
������� ����� �� ������
	� 
�����
	��� �� ���
��� ���� 	�� �����
	�� � ����	��� ����� ����� �
� ��	���� 	� ����� ���	�� 4� 	��
	��� �
��� �� �
� 
�� ������� 	�� ������ ����� � �� 
����� 	 �
���

�� ��� �	� �
����
�� �� 
�� �� 
�� ���������� %����� ��
�� 	�
	 ��
��� 	�� 		
� ������ � �
	�� ��
���� ����� ������ 
�� 	�� 		
� 
�����
��� 
	 �
�� ���	��
	��� ��	��	 
�� �����
	�� � 	�� ������� ��	����
	���)� ���� �
� �� ��	�����	�� 
� �������
�ª������+ 	���� �� ���	
���
� 
 ���
� 
��
 ����� ����� ��� ��� ��� 	 ���- �	 �� ���	� ���
�
	�
	 	�� 
�������� � 	��� �� ��� �� 
 ���	
�� ��	 �
� ��
��� ���
��
� 	 ��
�� ��	 	�
	� ���
���� 	�� ����
	�� �����	� � 
�� 	�� ������
����� 
�� 	�� ���	����	�� � Æ��� 
�� ������ ��
��� ���� �	
� 	��
�
�� �� ���� ��� 	���� ��� ������ ����� �� �	����� 
�� ��� � ��
�	 
	 
�� �����,� 	 	�� ��	����� ��
������ �	 �
� 
�� �� ���������
�� ��	����� 
�� ��
�� 	 
� �.	�
 ����������� �	��
��	� ����	��� 3��
	�
��� �� ��	� 	�
	 	�� �	��
� ��,���
	�� ���	 ��
���� 
 ������� �



N� O� PHQR�MQ� S� ?HT8H(UQVO�V

����� �	������ 
 9����:
�	���	�� 	�
����	 ��	� ����	�� 
�����
��� 	 	�� ��	��� ������� �� 	�� 	�
Æ� ��	����	� �	�����  	 �� ��� ��� 
�
����������� ������>

4� 	�� 	��� �
��� 
 ������
� ��
	��� � 	��� ����	��� ������ �����
�� ���� �����,� 	 	�� ��	����� �����
	�� �� �	� 	���	 �����	�� ��	�

 �����	� ��� �
������ ���� ������ %���������� 
 		
� ��	���
� ��	∫
�%|�%�)|)�� 
��� ���	� ,���� � ��	� ���������� ���������� ∇ · � ?

�� − ��) �� 
�� ��� 	 2����
�� &5(�  	 �� �	����� ���
	�� 	 	�� 9����
:
�	���	�� 	�
����	 ��	 %�� 	�� �
�� �%�) ? �) ��	� 	�� ������� 
����
	��
� ����	 	�
	� ��� 	 �����	��� ������ 	�� <� �� �	����� 	�� ��	
�� ����	��
��� ������!�  	 �� ���
�� ��� 	�� �
�	 	�
	 	�� �
	
 � ������

�� ���	��
	��� 
���
� ��� 	����� �� − ��� 	�
	 	��� ������ �
� �	
�� ������ 	 	�� ���	�	��� ��� 4� 	�� ��	�
��� �� ���� �.��
�� 	�
	 �� 	��
����	��� �
�� 	��� ������ �� 
�	�
��� �����
���	 	 	�� 	�
Æ� �	����
�
	�� ������ *
���� ���������
�  ������ 	�� �	��
� 	�
Æ� ��	����	� 	����
�	 	 �� ���
� 	 |�| 
�� 	�� �
	�� 
�	�
��� ������ �� 	�� ����	���

�� ��	���
� ������ � 
 ���	� ,��� �	
���� ��� 	�� �	��
� ��

��� �
�	 	�
	 �� �
� �����
���	�� ��� 
	 ��
�	 �� 	�� ����	��� �
���

	 2����
��$� �������
	�� ��
�� 	 
 ��� ��
����
� �	���� �� �	
�	�����
�������  � �
�	����
�� �	 �� ������� 	 ���	� ��� 	�� �	��
��	� �����
	��� �� ���� 
 �������
	�� 
� 
 �@A� ���� �@A� � 	�� ��� � ? �%∇	)�
��	� ∇ ·�%∇	) ? �� − ��� �
� �� �	����� �������
	�� ��������� � 	��
����	�� � ? ∇�∗ 	�
	 �� ������ A��� �� ������ ������ ��
� 	 	��
B
��
�� � 	 	�� 
−B
��
�� ���
	��� �	 	���� �	 	�� �
��� 	�
	 
��
��
���	�� �� �����	�� ������� 
�� �.
�	�� 	��� ��
���� 	 ���� ���
�������
	� �@A� %�� ���	
��� �� �
� ,�� 
 � 	�
	 �
������ � 
 ����
�
�� 
���� 	�� �����)� ���� �
� �	��
	�� 	�� �	��� � 	�� �����
��	�
�����	��� � 	�� ���	��� � 	���� ���
	���� ������ �� 	�� �
�� ��� ����
��
��	� �� ������ � 
� 	 ������� ��,�� 	�� ��	���
� ������ � 	�� �	��
�
���	� ,��� %��� &C� 5=()�

D	��� 
���
� 	�
	 	�� ���
	��� ����� 
�� ������� �� 	��� �����
	��

�� �����	�� �@A�� 
�� � �
��
��� ��
���� 	�� ��� � 	��� 
���
�� �� 	����
���� �� ��� 	 	�� �
�	 	�
	 �� ���� �� �	
	��
��+ �	 ��� 
����	� ��
��	 � 
 ������	�� ����
������ ��������� ����� ����� �
	� �� ���	
�	��
������� �� 	�� �
�� �����	� � ��������� ����� 	��� �� 
����� 
�� ���
����
	��� ����
��� �� 	����� ���� ���	 �� �� ���� ��	� 	�� �����
� ��	����� ����� �� �
� 	���� 	�
	 	�� 	�
Æ� ��	����	� �	
��� �� 
�

���
�� ����
	�� �
	� � �
�� �
� ������ 
 ������ ���� �� 
 ���������



H PVT8�T:V:? 8WMVQX VS 8QHSS�P PVTOM?8�VT N�

��	� ������	 	 	��� �����	 �
	���
	��
� ����� �������� �����	�� ���
���	�� ���� ��
	 �� �
� ��� �� ��	� ����� �	����  � 	���� ��	�����
���
	��� �������	�
� �
���� ��	������ �� E��9� B
��� 
�� ���B� B���
%��� &5F()� 
 ��	����� � 
���	� ���� �� 
 ��
��� ���������� ��� ����
	���
 	
���� ��	 
����	 ����	�� 
�� 	�
������� 	���� 
� ���� 
� �����	��
�
	�� 	��� ���	 
	 ����� 	���� @�� 	 	�� �.�����	 �������� � 	���� 	��
�@A ���������� 	�� �	��
� ����	��� %� 	�� ���������
� ����� ���� 
� ����
��� �����
������ 
�� 
�
��
���) 
�� ����� �� 
 ���	�� ������� 
 	�
���
��	 ���
	�� 
�� 
� ;
���	��E
��� ���
	��� ����� �� ���� �������	
��� 	�� ��
����� �� 
�� ���� 	 �������� �� 	�� ��.	 ���	����

��� �
�	 ���	 	�
	 �� �
�	 	 �	���� �� 	��� ��	����	�� ������� 	��
��	��� �� �������
� 
���.��
	��� A.
�	�� 
� �� 	�� ������	� ��	���
�
��� 	���� ��	��� 
�� �
���� �
��� � 	�� ��
� ������ � 	�� ����.
�	����
	�� ������ 	�� ����������� 
� 
� �	����� ���� �� �� ������
���
� ��
���+ ������� 	�� ����
� ������ �
� 
� �
�� �
��
���� 
� ���
����� �
	��� ����� 	�� ��
� �
� ��� �� �
��
��� ��� ���� �� 	�� ��	����
�	
����� �� 	�� ��	��� 
	 ����� �����  � 	�� ��	����� �
��� 	��� ��	��
����� 
 ��
� �
��
��� �� ����� �� 
 ���	��� ����	�� � 	�� ��
�� 
�� ��
���� 
� 
 ��	��� � �	� 4�� ����� 	 �	����� 
 ����. ���	���� � � %����

� �� ���)� ���	����� �� 
 �����
	��

∫
�%�� �)�� � 	�� ���	
����

� � ��,��� 
� 	�� G���
���
� ���	
���� ��	� 	�� �����
� ��	��� �����
�� � 	���� 	�� ����	�	� �
	��.� ����	�� � 	�� �
��� ���������	��
	����
4������� 	��� �� ���� �
���� �� 	�� ���	�	��� ������� ����� 	�� 	�
���
��	 ��
� � �� ,.��� 
�� �������� ���	�
� 
� �	����
	�� ��� � �� 	��
����	��� ���

 � ���� 	 � ��������� �	 �� ����� ������
�� %��� &"� 6() 	 �� 
���
	 ����	� 	�� ���	
���� � � 
 ������	��
	�� ���� 
�� 	 �������	�
	�
	�� �����	� ��	� ������	 	 � %	�� ������ ����� ����.� 
 ������ ��
����	
������	 �
� �� ���� 	 
���.��
	� 	�� �	����)� ���� �� ��� 	�
���
	 	�� ���
���� �	�� �	
����� ������ %H99)� 
 �������
� ������	��
	���
������ ��	� 
 ���� �Æ����	 �
� � ����	��� 	�� ������	���� ���	����
����� �� ���	
��� �� ��� ;
���	��E
��� ���
	����  	 �� ����� 	��
�
� �� ;
���	��E
��� �	����� �
�� �� 	�� ������� 
�� ���� 	�� ���
�
	�� �� �
�� 	 ��
� ��	� �� 	��  �!��	� ��	���� |∇	| ? �� ����� �� �����
�� 	 ? �%�� ·)� ��� �������
� ��	��� �
��� � 
 �
��
	�� � 	�� H99�
����� 
���� 	 �������	�
	� � ��	� ������	 	 � �� �� � 	�� ��� ���
	����	��� �� 	��� ���0��	 
�� �
� ���� �	����� �� &6(�  	 �� ������ 	 ��



NY O� PHQR�MQ� S� ?HT8H(UQVO�V

��	����	��� �� �	���� 
�� �
� 
�� ���� 
������ 	 	��� �������� �������	
��� 	�
Æ� �����	���

D������� ���� ���	�� �� 
�������� 
	 	�� ��� � 1��	�� F� ����� �� ���
�	�� 	 	�� ��
��	� �� 	�� ���	�	��� �
�� %������ 
� �� ���������� 
����
	�� ��
��	� �����
	�� �� �
���� ���� � �� ,.��)� ���� ���	�� ����� 	�
�����
� ���	��� � 	�� ����� 
�� 	�� ���
	��� ��	���� ���������
 
��
�	����
	�� �� 	�� ��	��� %1��	�� ') 
�� �� 	�� ��	����� %1��	�� 8)
�
���� ������	������ 1��	�� "� � 	�� ��	�
��� �� �����,� 	 	�� ����	���
������ 
�� ������	� 	�� �����
������ ��	� 2����
��$� �����
� <� ��
	����
	�� 
� ���� 
� 	�� �@A ������ ����� 
���� ��� 	��� �����
	���

§�� 
������ ��	�	��	� 	� � �	��� ������� ������

����

��� �
�� �
	
 � 	�� ���� 
�� 
 ,��	� ����	�� �����	�� ��
�� � ?
%���) �������� 	�� ��	���� 
�� ���� 	�
��� 	���� ����	��� �� + � ∈
R� �→ ��%�) ������� �� �
�� ���� � ∈ �� 	�� 	�
��� 	��� � 
�� � ���� 	��
<� � 	��� ���� �� �� ��� ����	��� �� 
�� 
�� �����
	���� ��	������
�������
���� 
�� 	��� 
�� ��
�	 	 �
�	��� 	�� �����	�� ����	� %�����
�
� �� �������	 � 	�� �������	 ������ ����� ��� �
�� �
� �� ����� �
����� 
�� �
� �
�� �������	 �������� 	 �����	��)� ��� �
�	 ���������	
� 	�� ������ �� 
 	�
����	 ��
� � �
��� � ���� %�� �) ∈ �� ��	�����	��

� �
��� � ������I���	��
	���� *� ���	� �� %����)�����∈�� 	��� 	�
����	
��
�+ ���� ��������	� 	�� ��
��! 	 �� ���	 ��� � 	 �� *� ���	� �� ����

	�� ��	 � ������ �
	�� �����	��� � 	 �� � 	�
	 � +? ∪�����∈������ ��
	�� ��	 � 
�� ������ �
	��� 3 ������� �
	� ���� �� ���	�� �� � 
�� ��
���� ��� 	�� �	
	�� � ∈ � 	 �����
	� 	�
	 	�� �
	� � ���� 	�� ���� ��

��� ������ � 	�� ������ �� 	�� <� ��,���
	��� ��� ���� <��

�� ���	�� �� � ? %��)�∈� 
�� 	�� �
	� <�� 
�� ���	�� �� � ?
%�	)	∈
 + 	��� ��
�� 	�
	 �� �� 	�� 		
� <� � ���� � 
�� �	 �� 	�� �
��
	�
������ � 	�� �
	� �� 4� ����� 	�� ��$� 
�� �	$� 
�� �����
	��� 
��
���	�
���� �� 	�� �
�� ������
	�� ����	���+

���� ?
∑

	∈
���
�	 � ∀%�� �) ∈ �� %5)


��

�� ?
∑

	∈
 	 �∈	
�	� ∀� ∈ �� %')



H PVT8�T:V:? 8WMVQX VS 8QHSS�P PVTOM?8�VT NZ

J���� 	�� ���� <�� � ? %��)�∈� � 	�� 		
� 	�
����	��� � 	�� �
	� � ∈ �
��

��%�) ?
∑

�∈	
��%��)� %8)

 � &''(� *
���� ��,��� 
 �	�� � ������
	��� ����������� 	�
	
�
� ���� ���� ����
� ����� 
��� ��������� ������ �� 	�� ,��� � ���
���	�� 	�
����	 
�� 	�
	 �
� �� ��������� 
� ������ G����� ���
�����

 *
���� ����������� �� 
 <� ��,���
	�� ���� 	�
	 ����� 
�	�
��� ����
�
	� ����� �� 
 ���	��	 �
	� 	
���� ��	 
����	 	�� �����	�� ����	
���� �����
 %8)� ���� ��
�� 	

��#����� $� " �	
�
�� �����
�� �� 	 ��� �����
	���� � ? %��)�∈��
� ? %�	)	∈
 #	�� ������	���� �� ��
��$� �	�������� ��� �	�� �����
�	����
�����
	���� %5) 	�� %')� ��� ��	�� �� 	�������� ��
 ���
� %�� �) ∈ �� 	��
���
� � ∈ ����� �� �	 � # ����

��%�) ? ���
	′∈
���

��%�′)�

3 ��� ��
�� 
�	�� *
���� ��	������ ��� ����������� �����	� 2����
�
��� 9�J���� 
�� *���	�� &'( ��
����� 	�
	 *
���� ���������
 �
� ��
��
�
�	������ �� 	�� ������� �
��
	��
� ���������+

�%����� $� %�� ��� �����
	���� � ? %��)�∈� � � ? %�	)	∈
 �� 	
�	
�
�� ������
�� �� 	�� ���� �� �� ������ ��� �����& ������'	���� �
���
���

���
�����

∑

�∈�
��%��) �(�( ������	������ �����
	���� 	�� %5)K%') ���� %F)

���
�� ��
 �	�� �� �� �	!� �� �� �� ��� �
������� �� ��� �(�( ��%�) ?
�∫

�

��%�)��(

����&� D	� 	�
	 ��� 	 %')� �� �
� ������ � ��� � � 	�
	 %F) �� 
�
�	����
	�� ������ � � ? %�	)	∈
 ���� 3����� 	�
	 � ? %�	)	∈
 %��	�

����
	�� ���� <�� %��)�∈�) �� �	��
� �� %F) 	��� �� ����� 
���������
� ? %�	)	∈
 ��	� 
����
	�� %	����� %')) �����<�� %	�)�∈� � �� �
�

# ≤
∑

�∈�
� ′
�%��)%	� − ��) ?

∑

�∈�
��%��)

∑

	∈
 	 �∈	
%�	 − �	)

?
∑

	∈

%�	 − �	)

∑

�∈	
��%��)



N[ O� PHQR�MQ� S� ?HT8H(UQVO�V

� 	�
	 ∑

	∈

�	��%�) ≤

∑

	∈

�	��%�)

���������� 	�� ����	��
�� ���� 	��� ������
∑

�����∈��

∑

	∈
���
�	��%�) ?

∑

�����∈��

���� ���
	′∈
���

��%�′)

����� �.
�	�� �
�� 	�
	 %�� �) �� 
 *
���� ������������ � ���� 	�� ���
������ �	 �� ����� 	 ��� 	�
	 ������ %F) �� ����. � 	�
	 	�� �����
��	�

��� �� ������ ��Æ����	 �� 
 ���
� �������� �

��� ������� ��
�
�	����
	�� 
�	�
��� �� 	�� ��
�� ��� *
���� �����
�����
 ���
�� � ����
�� D	 ���� �� ������� �� ���� �.��	���� �����	��
��	 
�� ���������� �� � %�	 �� �) 
� �� 
� 	�� ����	��� �� 
�� ���
���
���� %� 	�
	 �� �� �	���	�� ����.)� ��� �
��
	��
� �����
	�� %F)

�� 
���	� 
 ��
� �����
	��� 3�	��� �
0� 
��
�	
�� � %F) �� 	�
	
	�� 	��������� � �������
� ����. �	����
	�� �
� �� ���� 	 ����	�
*
���� ���������
� ������ 	���� 
�� 
� �
�� �
��
���� 
� 	�� ������ �
�
	�� ����� ������� ���	���	� ����	
	��� 	 ��
�� ��	����� 	�� ��
�
�����
	�� �
� ���� ���� �
��
���� ��	 ������� ����	� 	����� B�	 ��

�� ���	�� 
� ��	����	��� �.	����� � 	�� ���� 	 
 �	��
�	�� ��		���
�� 2
���� 
�� L����		� &F(�

�����' $�  	 ���� �� ���� 	���	��� 	 ������ ��� 	����� 5 	�
	
���������
 
�� �Æ����	 ����� 	��� 
�� ���������� � %F)� 4�� �
� 	 ��
�
�	��� ��	� 	��� ����� ��	�����	
	�� ����� 	�� ��
�	�	�

∑
�∈� ��%��)

��� �	 ��������	 	�� �
	��
� 		
� ���
� ��	 ��
����� �� 	�� 		
� 	���
��	 �� ����	��� ����� ��
�� 
�

∑

�∈�
����%��)� %")

��� �Æ����	 	�
����	 �
		���� 
�� ���������� � %") 
�� 	��� 
�� �������	
��� ���������
 �� �����
�� AÆ����	 
�� ���������
 ��,���
	��� ������� ��
	�� �����
� �
�� � ���� ����	��� ����� ��%�) ? ���

� ��	 	��� �
�� �� �	
��
���	�� ����� �	 ������� 	�
	 	�
������ 	���� �
���� �� 	���� �� � 	�
Æ����
9������ 
 �
��� ���	����.
���� ��� 	 2�
��� ���� 	�
	 �	 �
� ��
	�� �
�� 	�
	 
����� 
� �.	�
 �
� � ����� 	�� 	�
������� 	��� �� 
�
��
��� ��
�� 	 
� ����������� ����� 	�� 		
� ����	��� 	��� �� �����
���>
���� �����	�
	�� 	�� �	������ ��������� ��	���� �Æ������ 
�� ������������

 	��� ����� �� ���� �����������	�� �� 	�� ,��	����������
� ��	���



H PVT8�T:V:? 8WMVQX VS 8QHSS�P PVTOM?8�VT NN

��		��� ����� �	 �� �������	�� 
����
	�� 	 	�� ��	��
	��� � 	�� ���
����
�
��� �� 	�	
��� %��� &56()�

�����' (�  � 	�� ������ ������	�� �� 	��� �
�
��
��� 	�� 	�
����	
��
� � �� ,.��� 	��� �
� �� ��	�����	�� 
� 
 ���
����
� �
������  ��	�
��
�� ���� ������� 	�� �������
� ������ ����� ��� 	�� ���	����	�� �
������ �� 
�� 	�� ���	����	�� � ���	��
	��� �� 
�� ,.���  � 	��� �
���
�� �������� �� 
���	��� �� 	�� ��,��	�� � 
� ����������� 	�
	 � �� �Æ����	
�� 	�� ����� 	�
	 �	 ��������� 
��� 	�
����	 ��
�� ��	���� �� 
�� ��
	�� 		
� ��	

∑
������%�� �) ��	� ��%�� �) +? ���

	∈
���
��%�)�

 � 	�� ����	��� ������ ����� �� �� 
����� 	 ��
��� 	�� 
��������	

� ����� ���������
 �	��� 
�� ��
�
�	������ �� 
 ����. �������
	�� ������
����� �� 
�� �	������ ��� ��

§�� ���	��� ��������� �	�� ������	�� ��� ��	�	��	� 	�

� ����	����� ��������

��� 
�� � 	��� �
�
��
�� �� 	 �����
���� 	�� ������� 
�
����� 	 

��	����� ��
������  � 	�� ��	����� ��		���� 	���� ���� �� � ��	����

�� �
	�� �� 
 ���	
�� ����� ����� ���� 	������� �� 
���������� ��� ,��	
���
 �� 	 �����
	� 	�� ���� �
	����������	 	�
����	 �
		��� �� 	����
� 
 ���
����	� ��
���� � � 	�� ��	 � �
	�� %	��� �� 	�� ��	�����

�
���� � 	�� �
	� <�� %�	)	 � 	�� ������� �
�
��
��)� ��� �����
�� �� 	 ��
���� 	�� ��	����	� 	�
Æ� �����
	�� �� � �� 
 �����
� �
� 
� ��
��,��� 	�
����	 �����	� �� 	�� 9���$� ������ %	��� �� 	�� ��	�����

�
���� � 	�� 
�� <�� %��)� � 	�� ������� �
�
��
��)� ��� �
�	 
��
�
�� ���
 ���� �� �� �������� 	�� �����	�� ����	 	����� 
 ��	��� 	�
	
�� ��	�� �����
���� �� 	�� 	�
Æ� ��	����	� %	�� 
�
���� � ��%��))�

*� ���� �������
	��� 
��� 	 ��	�� ��	 	������
��	��� � 	�� �������
�������	�� ���� �� ���		� �����
� %��� &5#( �� ��	
���)� H�� �� �� M
���	�� 
� ��� ������ �����	�� �����	 � R

� %
 ��	� �
�)� 
�� �� 
��

�� ����� +

• ��	��� 	� ���
����	� ��
����� �� 
�� �� %���	����	�� � ������

�� ���	��
	���) � M �� 	�� �
�� � 	�� ����	��� �������

• � 
 	�
����	 ��
� � %0��	 ���	����	�� � ������ 
�� ���	��
�
	���) 	�
	 �� 
 0��	 ���
����	� � M×M) �� 	�� ���	�	��� �
���



NF O� PHQR�MQ� S� ?HT8H(UQVO�V

J���� 
� 
����	��� ��	����� ����� �- &#� 5( �→ M 
�� 
 ��	�����
����	�� �� ��	 �� ��	

��%�) +?

�∫

�

�%�%�))| N�%�)|��� %6)

3 	�
����	 �
		��� �� �� ��,��	�� 
 ���
����	� ��
���� � � � +?
�%&#� 5(�M) �����	�
	�� � 
����	��� ��	����� ������ 	�
	 �� ���
	��
��� ��	� �
�� ������
	��� ���� ���� 	�
	 ��	���

��
� ? ��� ��
� ? ��

%������ 
� ���
��  
� ���	�� 	�� ���� ���
�� � 	�� ��
���� � 	�����
	�� �
�  ) �� 	�� �
�� � 	�� ����	��� ������� �

%��� ��)
� ? �� ��	� ��%�) +? �%�)� ∀� ∈ &#� 5(

�� 	�� �
�� � 	�� ���	�	��� ������� *� ��
�� ���	� �� Q%��� ��) 
��
Q%�) 	�� ��	 � 
��������� 	�
����	 �
		���� ������	����� �� 	�� ����	���

�� �� 	�� ���	�	��� ������+

Q%��� ��) +? {� + ��
� ? ��� ��
� ? ��}

��

Q%�) +? {� + %��� ��)
� ? �}�
 � 	�� ���
����� � 	��� �
�
��
��� �� ���� ���� �� ��������	� � 	��
����	��� ������� *� 
�� ��	����	�� �� ,����� 
� ����������� ���� 
 � ∈
Q%��� ��) 	�
	 �� �����	�� �� �������� �� 
 ��	��� �� ��������� � �
�	���� %�����	��)�

��� ��	����	� � 	�
Æ� 
����
	�� 	 � ∈ Q%��� ��) �� �� ��,��	�� 	��
��
���� !� ∈ M%M)� ��,��� ��

∫
��!� +?

∫


��������

( �∫

�

�%�%�))| N�%�)|��
)
��%�) ?

∫




��%�)��%�)�

�� 
�� � ∈ �%M�R�)� ���� ��,��	�� �� 
 �����
���
	�� � 	�� �	�� �
	�
����	 �����	� 
�� 	�� ��	�����	
	�� �� 	�� �������+ �� 
 ��������
"� !�%") ��������	� 	�� 		
� �����
	�� 	�
Æ� �� " ������� �� �� �	 ��
������ 	�� 
���
�� ��� 
�� �
	�� � 	�� ����	� � 	��� �
	� ��	�����	��
��	� "�



H PVT8�T:V:? 8WMVQX VS 8QHSS�P PVTOM?8�VT N�

��� �����	�� ����	 �� 	��� �
�	���� �� 	�� ���
�� 
����
	�� 	 �+

��%�) +? �%�� !�%�))� �� !� 	 L� %O∞ 	�������)

�� 
 ����� �����
���� ����	�� �%�� �) + R� → R�� ��� �
�	 	�
	 	����
�.��	� 
	 ��
�	 �� � ∈ Q%��� ��) ���� 	�
	 !� 	 L� �� �	 
��
�� 	���

�� ������� � �� 
�� �� ��	 
�
�� �� � �	 ���� 	 ��	�� 	�� ��	
���� ��	
�� ��� �����
	� 	�
	 	��� ����	�� �� �
	��,�� ���� �� 
�� �� 
�� �����
���
���! %	��� �� 
 ��	����
� �
�	 �� ����� �� ����� 	 	�� �����
��	�
�����	� � @� �
��
�� 
�� ��
	���� &5'( 
�� 	 	�� ��� �����	 �
��� &5C()�
B�	 �� �� �������� ��
	 
 ��
��
��� ��,��	�� � 
� ���������� �����
�� �����  � 	�� ���
�� 	�
����	 �
		��� �� �� 
� 
���	 ����	��� ��� �
	 � ������ 
 �
	� � ∈ ���� %���� 
� 
����	��� ��	����� ����� � ����
	�
	 �%#) ? � 
�� �%5) ? �) ������ 	���

���%�) ?

�∫

�

�%�%�)� !�%�%�))| N�%�)|���

1�� ���� 	��� 	�� 	 �������� 	��� 	��� ���� 	 
������ 	�� �����������
������� ���	
����

��%�� �) +? ���
	∈
���

���%�)

�
	�� �� ���� ���� 	�
	 ��%�� �) ? ���%�) 
�� �
���� �������� %�� 	��
��	��� ������� �� 	�� �����	�� ����	 �����
	�� �� �)� 3 ,��	 ��������
���	� �� 	�� ��,��	�� � 
� ����������� 	������� �� 	�
	 ��
��� �
	� � �� 

������� ��	���� �	� ������	� �%#) 
�� �%5)� ��� 	�
����	
	�� �
		���
�
� �� �����	���
	�� ��	� ������	 	 �� +? %��� ��)
�+

� ? �� ⊗ %
���)

���� ∫




P%�)��%�) ?

∫

×

( ∫


���

P%�)�
���%�)
)
���%�� �)� ∀P�

 � 	��� ����� ��%" × #) �� 	�� ���
����	� 	�
	 
 �
	� �
� �	
�	���
���	 �� " 
�� 
 	�����
� ���	 �� #� @��	��� �� Q%��� ��) 	�� ��	 �
	�
����	 ��
�� ��	���� �� 
�� �� %	�
	 �� 	�� ��	 � ���
����	� ��
�����
� M × M �
���� �� 
�� �� 
� �
����
��)� 	�� ����������	 	�
	 � ∈
Q%��� ��) ������� 	�
���
	�� ��	 �� ∈ Q%��� ��)� J���� �	
�	��� 
��
	�����
� ���	� %�� �)� 
��� �� 
 ���
����	� � ���� 	�
	 ��������	� 	��
���
����	� ��� �
	�� ����	��
� � %�� �)� ��� ����������	 	�
	 � �����
���� �
�� 	 �������� �
�� 	�
	 �� ���
��� %�� �)� 
��� �� �����	�� �



F� O� PHQR�MQ� S� ?HT8H(UQVO�V

	�� ��	 � �������� ��	���� � 
�� � ��	 	��� ��� ������� 
�� �
�	����
�
�����	� � 	�� ������� ��� *� 	��� ���������	 	�� ��,��	�� � 
�
���������� �� 	�� 
���	��
� ����������	 	�
	 �� ����� ���� 	�� �	��
�
	�
����	
	�� ������+

���
�∈��������

∫

×

��%�� �)��%�� �)� %R)

���� ������+

��#����� (� " �	
�
�� �����
�� #��
 ��� �������
� �
�����$ �� 	
� ∈ Q%��� ��) ��� ��	�

�%{� + ���%�) ? ��%�%#)� �%5)) ? 5 %C)

	�� �� +? %��� ��)
� ������ ��� �����	� �
	����
� �
����� %R)(

4� ����� �� 	�� ���	�	��� �
��� �� �� ,.�� ���
� 	 � � 	�
	 *
����
���������
 
�� ��,��� �� ����	�� %C) ����

B�	 �� 	��� ������� 	�� %����.) �
��
	��
� ������

���
�∈Q�������

∫



�%�� !�%�))�� %=)

����� � ′%�� �) ? �%�� �)� �%�� #) ? #� *� ��
�� ����� 	 %=) 
� 	�� �����	��
�	��
� �
�� 	�
����	
	�� ������ �� ��
��� 	�
	 ���� �� ��
��,�� �
	���
S���� ��� 	������
� 
�����	��� 	�
	 �� � �	 �������� ����� 	�� �
��
�����	� � &5#( �
� �� ����
����� ��+

�%����� (� )
����� %=) 	����� 	� ��	�� ��� ������'�
( ��
����
 � ∈
Q%��� ��) ������ %=) �� 	�� ���� �� �� �� 	 �	
�
�� ������
��( *� �	
����	

���
� �&��� �	
�
�� ������
�	(

��� ���� ��� �� ���	� ������� ����� �	 �������� 	 	
�� �
�� � ���
�����
��	� ������ �� ��	
���� 2�	 	�� ��	��	�� � ��� ���	��� � %=) 
��
*
���� ���������
 �
� �� ������	� �
���� ��� 	�� ������� ���
�
�
�����
	���� 2� ����.�	� 
������	�� �	 �� �
���� ���� 	�
	 � ? �⊗
��� ∈
Q%��� ��) ����� %=) �� 
�� ��� �� �	 �
	�,�� 	�� �
��
	��
� �����
��	���

∫



�!� ? ���

⎧
⎨

⎩

∫



�!� + � ∈ Q%��� ��)

⎫
⎬

⎭
��	� �%�) +? � ′%�� !�%�))� %5#)



H PVT8�T:V:? 8WMVQX VS 8QHSS�P PVTOM?8�VT F�

����� �� �
� �����	� 
�

∫



�!� ?

∫




��%�)��%�)

?

∫

×

⎛

⎝
∫


���

��%�)�
���%�)

⎞

⎠ ��%�� �)

? ���
�����

∫

×

⎛

⎝
∫


���

��%�)�
���%�)

⎞

⎠ ��%�� �)

? ���
�∈��������

∫

×

⎛

⎝ ���
�∈M�

�
�
����

∫


���

��%�)�
%�)

⎞

⎠ ��%�� �)

? ���
�∈��������

∫

×

(

���
	∈
���

��%�)

)

��%�� �)

B�	 �� 	��� ��,�� 	�� ������� ���	
��� � ��

�%�� �) +? ���
	∈
���

��%�)�

�� ,��	�� ��	

∫

×

�%�� �)��%�� �) ≤
∫




����

? ���
�∈��������

∫

×

�%�� �)��%�� �)

� 	�
	 � ����� 	�� 9����:
�	����� ������+

���
�∈��������

∫

×

�%�� �)��%�� �)�



F� O� PHQR�MQ� S� ?HT8H(UQVO�V

1������� �� �	
��
∫




��%�)��%�) ?

∫

×

�%�� �)��%�� �)

?

∫




�%�%#)� �%5))��%�)


�� ����� ��%�) ≥ �%�%#)� �%5))� �� ��	

��%�) ? �%�%#)� �%5)) �� ��
��� ��

�� �� 
� �����
���	 �
�� �� ��
��� %�� �) �� �
�+

��%�) ? �%�� �) �� 
����
��� �

����� �.
�	�� ����� 	�
	 � �� 
 *
���� ������������

�����' )� ��� ��� � 	�� �����	�� ����	� ����	��
� �� 
�� 	��� 
�� 	��
������� ���	
��� � 
��� �� ������ ���
� ����� ��,���� 	���� ��
�	�	���


�	�
��� �
��� ����� ��� �� � �� ��	����� � 
	 ��
�	 ������� *� 	�������
����� 	�� ��	����	�� ��
��� 	 &5#( �� ��	
��� � �� 	 ��,�� 	���� �0��	�
���� � �� 0��	 
� �� ����	��� B�	 �� 
�� ���	�� 	�
	 
 �����	 �����
��	�
�����	 %��� &5=() 
�	�
��� ����� 	�
	 � �� �� �
�	 
 ��	����� ����	�� %��
�������� ' 
�� ����� ��
��
��� 
�����	��� � 	�� �
	
)�

�����' *� H� 	�� ���	�	��� ������� 
 �����
� �
��
	��
� ��
�
�	����
�
	�� ����� �
���� 	�
	 � ∈ Q%�) �� 
 %���	�	���) *
���� �����������
�� 
�� ��� �� �	 �����

���
�∈Q���

∫



�%�� !�%�))��� %55)

*� �
�� ����� 	�
	� 
� �� 	�� ,��	����������
� ��	��� �
��� *
����
���������
 �
�� 
 �
��
	��
� ��
�
�	����
	�� ����� �� �� ��������� �
����
	 ��
� ��	� 	�
� 	�� ��,��	��� S���	��
	���� 	�� ����. ������� %=)

�� %55) �
� �� ��Æ���	 	 ���� ����� 	��� ������ ��
����� � ��	� �
������ 	�
	 �� 	� �
���� � ��,��	� ���������> ��� ��.	 	� �
�
��
���

�� ��������� ��	����� 	 ������� �������	 �����
	��� 	�
	 	��� �	 	
�� ���� ��� 	�
�	
���+

• �� 	�� ���	�	��� ������ %55)� �� ���� ��� 	�
	 	�� �����������
��	���� ���� 
 ���� � ��
� ������ 	�
	 �
� �� ����� �������
�
����



H PVT8�T:V:? 8WMVQX VS 8QHSS�P PVTOM?8�VT F�

• �� 	�� ����	��� ������ %=)� �� ���� ������ �	��
� �$� ���

 �����
� <� ������ T
 �
 2����
�� 
�� 
 ���	���	�� T
 �

9���� �� 	��� ����� 	�� ������ ���� 
���	 	 ���� 
 ���	
��
������
� �����	�� �@A %����� 	���� �	 	 �� ���	� �������
	� ��
��
���	�� �����	�� �����)�

§�� ����	�� ��� �� ��������� ������

��� ������ � 	��� 1��	�� �� 	 ���� 
 ��
� 
�� 	�
�	
��� �����
	�� �
	�� �
��
	��
� ������ �� 	�� ���	�	��� ������ %55)� H� ����� � ∈ M

�� � ≥ #� ��	 �� ��,��

�∗%�� �) +? ���{�!−�%�� !)� ! ≥ #}� ��%�) +? �%�� #)�

2� �� 
�����	��� � �� �� �
� �∗%�� �) ? # �� ����� � ∈ M 
��
� ≤ ��%�)� B�	 �� ���
�� 7���$� �����
��	�+

�%�� !) O �∗%�� �) ≥ �!� ∀! ≥ #� ∀� ≥ ��%�)� %5')

D	��� 	�
	 	�� �����
��	� %5') �� �	���	 ������ � ? �%�� !) ≥ ��%�)�  �
�
�	����
�� �� � ∈ Q%�)� �� �
�� 	�� ����	�	�

�%�� !�%�)) O �∗%�� ��%�)) ? ��%�)!�%�) %58)


��

�%�� !�%�)) O �∗%�� �) � �!�%�)� ∀� ≥ ��%�)� � ? ��%�) %5F)

%�� ��%�) +? �%�� !�%�)))� B�	 �� �� ��,�� 	�� ����	��
�

$%�) ?

∫



�∗%�� �%�))�� −
∫

×

�%�� �)��%�� �) %5")

������ 
� ���
�� � �� 	�� ������� ���	
��� 
����
	�� 	 	�� ��	��� � ����

�%�� �) +? ���
	∈
���

��%�)�

L������ ��+

��� {−$%�) + � ≥ ��} %56)

�%����� )� %�� ��������� �	���� ��
��	 �����

���%55) ? �
.%56) %5R)

	�� � ������ #+,$ �� 	�� ���� �� � ? �� ��
 ���� � ∈ Q%�) ������� #++$(



FY O� PHQR�MQ� S� ?HT8H(UQVO�V

����&� B�	 � ∈ Q%�) %� 	�
	 �� ≥ ��) 
�� ��	 � ≥ ��- ��� %5') 
��
∫



�%�)!�%�) �� ?

∫




��%�) ��%�)� %5C)

�� ,��	 ��	+
∫



�%�� !�%�))�� ≥
∫



�!� −
∫



�∗%�� �%�))��

?

∫




��%�)��%�) −
∫



�∗%�� �%�))���

S���� 	�� �
�	 	�
	

��%�) ≥ �%�%#)� �%5)) %5=)


�� � ∈ Q%�) �� 	��� �
��
∫




��%�)��%�) ≥
∫




�%�%#)� �%5))��%�) ?

∫

×

�%�� �)��%�� �)�

1���� � ∈ Q%�) 
�� � ≥ �� 
�� 
���	�
�� 
�� ����� �� 
���
�� ��� 	�
	
	�� ��,��� � %55) �� 
		
���� �� 	��� ������

���%55) ≥ ���%56)� %'#)

D� ��	 � ∈ Q%�) ���� %55) 
�� ��	 � +? �� %���
�� 	�
	 �� ��� �	
������ � 	�� ����� � 	�� ��������� �)� H�� 	�� �����
����� ��	����
*
���� ���������
 
�� ���	��� � %55)� �� ��� 	�
	

��%�) ? �%�%#)� �%5)) �� ��
��� � ∈ ��

*�	� %5C)� ��	���
	��� 	�� ������� ����	�	� 
�� ����� � ∈ Q%�) �� 	���
��	+ ∫



�!� ?

∫




��%�)��%�) ?

∫

×

�%�� �)��%�� �)�

S���� %58)� %'#) 
�� 	�� �
�	 	�
	 � ∈ Q%�) ����� %55) ������+

���%56) ≤ ���%55) ?

∫



�%�� !�%�))�� ?

∫



�!� −
∫



�∗%�� �%�))��

?

∫

×

�%�� �)��%�� �) −
∫



�∗%�� �%�))��



H PVT8�T:V:? 8WMVQX VS 8QHSS�P PVTOM?8�VT FZ

� 	�
	 � ����� %56) 
�� %5R) �� �
	��,��� H��
��� �� � ����� %56) 
��
� ∈ Q%�) ����� %55)� 	��� ��	� %5C) 
�� %5=)� �� �
�

∫



�!� −
∫



�∗%�� �%�))�� ≥
∫

×

�%�� �)��%�� �) −
∫



�∗%�� �%�))��

? �
.%56) ? ���%55) ?

∫



�%�� !�%�))��


�� 	��� �� ������ ��� %5') 
�� %5F) 	�
	 � ? ��� �

�����' +� S���� ��
��
��� ��	����	� 
�� �	���	 ��	����	� 
������
	��� � 	�� �����	�� ����	�� �� 	�� ��
� ������ %56) �
� 
 ������
���	�� � 	�
	 	�� ����������� ��	��� �� 
�� 	�� ����������� ��	����	� �
	�
Æ� !� 
�� ������ 
�	���� *
���� ���������
 � ����	 �	 �� �������

�,����-.�  � &"� 6(� �� �������� 
 �����	��	 �������
� ������ 	 
��
��.��
	� 	�� ����������� ��	��� �� �� 
 ������	 ��	�� � 	�� ��
�
����� �
� �� ��� �� 
� �Æ����	 �
� �� 	�� �	�� �	
����� "���
�����
4�� �
� ������ 	�� ����������� ����������� ��	����	� !� �� �����	���
	�� ���
	�� �%�) ? �%�� !�%�))�

��� �
� �� 	 ,�� 
 ��	�� 	 
���.��
	� 	�� ���������� � ����	��
�
$ �� %5")� ���� �� ��� �� ��
�� � 
 ������	��
	�� ����� 
�� 	�� �
����
� � 
�� ��������� 
� ��,��� 
	 	�� ���� � 	�� ����� ��� ,��	 ��	���
�
������ 
 ��� � 
�� 	�� ���	� � 	�� ����� ������ �� 	�� ������ ��
����� 	 ����
�� 	�� 	�
����	 ��
� � ��	� 
 ������	���� �� ��,��� �
�
��� � ���	� %�� �) � 	�� �
�� ����� 
�� 	 ��,�� �%�� �) ��������	���

� ��,�� ���� 
 ���	
��� �%��� ·)� �� 
 ,.�� ����� ��� 
� 
 ����	��
� 	�� ����� �
��
���� �� ���� 	�� �
�	 	�
	 �	 �� 	�� ������ ������	�
���	�� � 	�� A���
� �������
� �@A

{
‖∇U�%�)‖ ? ��

U�%�)%��) ? #�
%'5)

��� ����	
	�� � U�%�) 	��� �������� 	�� ������	��
	�� � %'5) �
	�
	 
 �������
� ������ �
�	���� 	�� ������	� ���	�� � 	�� ���
	���
2� ������� 	�� ���������� � � 
�� �� � 	�� ���	
��� �
� U� ? U 	
�
�� 	�� �	
	���� 	�� ������� ���	
��� �
� U� �� ������	���� � 
 ���� �
%×% ���	�� � 	�
	 U��� �� # ≤ !� & ' % �� 
� 
���.��
	�� � U�%!(� &()
����� 	�� ���� �	�� �� ( ? 5)%� ��� ��	��� � �� 
�� ������	���� � 	�
	
���� ? �%!(� &()�



F[ O� PHQR�MQ� S� ?HT8H(UQVO�V

H����� 5� ��
Æ� ��	����	� 
	 ���������� �� 
 ��	� ��	� 

����� 
�� 
 �������

L�
����
� ,��	� ��������� ������� � �	 �
�	��� 	�� ������	� ���	��
� %'5)- ������ �����
	��� ����� �� ���� ���	�
�

*�U��� +? �
.{%U��� − U�−���)� %U��� − U�����)� #})(�
*�U��� +? �
.{%U��� − U���−�)� %U��� − U�����)� #})(�

3� ������ �� G�� 
�� ����� &5R(� 	�� ������	� ������� ���	
��� �
�
U ? %U���)��� �� ���� 
� 	�� ���	�� � 	�� ������� ������	� �������
�
���
	�� 	�
	 ������	���� %'5)

*U ? � ����� *U��� ?
√

*�U�
��� O *�U�

��� � %'')

G�� 
�� ����� &5R( ����� 	�
	 	��� ������	� ������� ���	
��� U ���
������ 	 U� ���� ( 	���� 	 #� ��� H
�	 9
������ 3����	�� �.
�	�� ����

 ������ �
� � ������� 	�� ���	� � 	�� ���� � 
� 	 ���� ����������� 
��
	�� ���
	��� �� %'')�

4��� �� 
�� 
��� 	 ����	� 	�� �
��� � $%�) �� ����� ������	� ��	���
� � 	�� ����� �� �
�	 	 �������	�
	� �	 ����	� �� � 
� 	 	 	
�� 
��
�	
��
� 
 ��
����	 ������	 
����	��� 3�	�
���� �� �
� ��� 	�
	 $ �� �	 
��
��
�������	�
��� �� �� ��	� ����� 
�� 	�� 	���� �%�� �) �
� �� ����� 	 ��
���
�� �� �� �� �
�� 
 ����. ����	��� 
�� �� �
� �� �� �	� ����
�������	�
�� @������	�
	��� 	�� ���
	��� �� %'') %��� &6() �� ��	� 
 ���
��	 � ���
	��� � 	�� ��
����	 ∇��%�� �)� ��� �
�� �� � 	�� H
�	
9
������ 3����	�� 
���� 	 ���� 	��� �� 
 ���	� �Æ����	 �
�� 	���
������ 
� ������	 � 	�� �����������	�
�� 3�	���
���� ���
� �����
����	

����	��� 
��� 	 
���.��
	� 	�� �	��
� ���	�� U��

3� �.
���� �� ����� �� 	�� ������� ,����+



H PVT8�T:V:? 8WMVQX VS 8QHSS�P PVTOM?8�VT FN

 � 
 �����	��� ��,���
	�� � 	� ������ +� 
�� +�� 
�� 	� 	
���	�
�� 
�� ��- �� ������� 
 ����� ����� 	���� �� � 	�
Æ� 
�� 
 ������ �������
	�� 	� ����� � 	�� ����� %��� 	�� �
� � 	�� ���	 �� H����� 5� ����� 	��
���� ��
�� 
�� 	�� ����� ����� 
�� ��
�	 	 ��� 	�� ����������� 	�
Æ�
��	����	�)� *� ���� 	�� 	�
Æ� �����	� ���� 	�
	 ����O���� ? '%����O����)

��

����
����

?
����
����

? '� ��� 	�
Æ� ��	����	� ���� �	 ��� +� �� 	���� +�$��

4�� �
� �	�� �� 	�� ���	��� 
	 	�� ����	 �� H����� 5� 	�� 	� ����� �
�
�� ���� � 	�� ����� 
���
���� ���
��� � 	�� ��	�������� 
�� ��	�
������
������ 	�
Æ��� 	��	��� ��	� 	�� 	�
Æ� ��
�� ���� 	 	�� ������ 
�	 �
	�� ���	� +� 
�� �� �

§�� ���������	� ���������	�� �� �� ��������

������

 � 	�� ����	��� ������ %=)� �� �
�� �� ��� ������ � ������ �����
	�� 	�
����	 ��
� �� �	 ,.��� ���� ���� ��
��� �� 	 �������
	� 	��
������ 
� 
 �
��
	��
� ���������� ���	�
���� ������ T
 �
 2����
��

�� ��	��
	��� 	 ������ 	�� ����������� ������ 	 ������ ��� ������
�
�@A� H� � ∈ Q%��� ��)� ��	 �� ��,�� 	�� ���	��,��� �� 	�����

∀, ∈ �%M�R�)

∫



,%�)��%�)�� +?

∫


��������

⎛

⎝
�∫

�

,%�%�)) · N�%�)��

⎞

⎠ ��%�)

����� �� 
 ���� � ���	��
� 	�
Æ� ��	����	�� �
���� 
 ��
����	 ,��� , ? ∇	
�� 	�� ������� ��,��	�� ������

∫



∇	�� ?

∫


��������

&	%�%5)) − 	%�%#))(��%�)

?

∫



	%�� − ��)

����� ��
�� 	�
	

∇ · �� ? �� − ���

������ �	 �� �
�� 	 ����� 	�
	

|��| ≤ !��



FF O� PHQR�MQ� S� ?HT8H(UQVO�V

1���� � �� �����
����� �	 ����� 	�
	 	�� �
��� � 	�� ��
�
� ������ %=)
�� �
���� 	�
� 	�
	 � 	�� �����
� <� ������ T
 �
 2����
��+

���
	 	 ∇·	���−��

∫



H%�%�))�� %'8)

����� H%�) ? �%|�|) 
�� � �� 	
��� ����������	 � � ��� �� ��������	��
L��������� �� � �� 
 ��������� � %'8) 
�� � ∈ Q%��� ��) �� ���� 	�
	
!� ? |�| 	��� � ����� 	�� ��
�
� ������ %=) %���� �� 
� �����������)�

� ����� ���� 
 �� �� �
� ���
��� ��� 	�� ������� ���	���	�� -	 �	
9��� %��� 9��� &5"( 
�� @
����
 
�� 9��� &55()� 3������� � ��	�

�� �� 
�� �� 
����	��� ��	������ ��	� ���� �����	��� ������ 
�
�
��� #� ��	 �� ������� 	�� ��
�	���� 4@A

N,%�� �) ?
�%,%�� �))

%5 − �)��%,%�� �)) O ���%,%�� �))
� ,%#� �) ? ��


�� ��,�� � ��
� ? Æ������ ⊗ ���

1�	 �� ? %5 − �)�� O ��� 
��

�%�� �) ?
�%�)

��%�)

	��� �� ���	���	�� �� ����� 	�� ��	����	� ���
	��+

-��� O ∇ · %���) ? #

2� ���	���	�� �� 
�� �
�� ��
� ? �� 
��� ���
��� � 	�� ����������
�� 	�� ��	����	� ���
	��� ,%�� �)
�� ? �� ? %5− �)��O ����  � �
�	����
�
	�� ��
�� � �� �� 	�� <� 
	 	��� 5� ,%5� �) �� ��� ����� ����� 	�
	
��
� ? �� ����� � ∈ Q%��� ��)� 9����� �� ����� 	��	�����	�� �+

∫



��!� ?

∫



�∫

�

�%,%�� �))|�%��,%�� �))|�����%�)

?

�∫

�

∫



�%�)|�%�� �)|��%�)����

?

∫



�%�)|�%�)|��

� 	�
	 !� ? |�| 
�� 	��� � �� �	��
��



H PVT8�T:V:? 8WMVQX VS 8QHSS�P PVTOM?8�VT F�

��� ������� 
������	 ���� 
� �� 
� � �� �����
� ����� %�
�� B���
����	� ��	�����)� � ��	 �����
��	�� �� ����� 	 �� 
	 	�� �	��
��	�
����	��� �
	��,�� �� � 
� 
 ��������� � %'8)� 2� ��
��	�� 	�� ���	��
� %'8) �� � ? ∇H∗%∇	) ����� H∗ �� 	�� B������� 	�
����� � H 
�� 	
����� 	�� �@A+

{ ∇ · %∇H∗%∇	)) ? �� − ��� �� M�
∇H∗%∇	) · . ? #� � -M�

%'F)

���� ���
	�� 	���� �	 	 �� 
 �	
��
�� B
��
�� ���
	�� �� H �� ��
�
��
	��� � �	 ������ 
 
−B
��
�� ���
	�� �� 	��� ���� ����	����  �
	���� �
���� �����
��	� �����	� 
�� ���������� ����� �����
��	� 
������
	��� � �� 
�� ��� 7�	� ��	 �� ���
�� 	�
	 � ′ ? � ����� � �� 	�� �����	��
����	��� � �	 �� �
	��
� 	 �
�� �%#) � # + 	�� ��	��� �� ���	��� ���� ��
	���� �� � 	�
Æ�> ���� ��
�� 	�
	 	�� �
��
� ����	�� H �� �	 ��������
	�
��� 
	 # 
�� 	��� �	� ����������	�
� 
	 # ��	
��� 
 �
��� 2� ��
��	�� 	���
������� ∇H∗ ? # � 	��� �
�� ����� �
��� %'F) ���� �������
	�� ���� ����
	�
� 	�� 
−B
��
��
�� H� ���	
���� 
 ��
��
��� ���� � �����	�� ��
�%�) ? 5 O ��−� �� � ≥ #� ��	� 
 � 5� � 	�
	

H%�) ?
5



|�|� O |�|� H∗%/) ?

5

�
%|/| − 5)��� ��	� � ?





− 5
%'")

� 	�
	 	�� �	��
� � ��

� ?
(
|∇	| − 5

)�−�

�

∇	

|∇	| �

����� 	 ����� 	�� ���� �������
	� �@A+

∇ ·
((

|∇	| − 5
)�−�

�

∇	

|∇	|
)

? �� − ��� %'6)

��	� D���
�� ����
�� ����	��
(
|∇	| − 5

)�−�

�

∇	

|∇	| · . ? #�

D	� 	�
	 	���� �� � ���������� �� 	 ��	 	���� �� �� ��
H� 	��� �������
	� ���
	�� %��� �������
	� 	�
� 	�� 
��
��
��
�

����� 	�� ������� ��Æ����	 ����	��
��� �
������ �� 	�� ��� ����� |∇	| ≤
5)� ��		��� B������	� ��	����	� � � �� �	 ��
��
���� 7�	� 1���� �����
�
��	� � � 
�� B������	� �����
��	� �����	� �� ���	��� � 	��� �@A �
� ��
���� �� &C(� ���� ��
���� �� 	 ����� 
 <� -	 �	 @�����
�B��� &58( 
��
	��� 	 0��	��� �������� 	�� ���	���	�� 
���� ���� ��	��	 
 L
�����
B������	� <��  �	����	������ �� 	� ��������� �	 �� 
�� 
�
��
��� %��� &5=()



�� O� PHQR�MQ� S� ?HT8H(UQVO�V


 ��	����	� �����	 � 	�� �	��
� �� �	
���� 
� 
 ���������� � 
 ,��

�
����� � 	��� �������
	� �����	�� �@A� 2������ 	�� ��	����	 �� 	��� �����
�
��	� �����	 �� �	����� �� 
�� �	���� 	�
	 ��	����	� �� � ������� ��	����	�
�� 	�� �	��
� !�� 
�� 	��� �.
�	�� ����� 	�� �����
��	� ����� �� ��������
�� 	�� ��� � ������ ' %	�� �
�� ��Æ���	� ����� ��,���� �� �� 
 ���

��	����� U�� 
�� 	��� �� 	�� ��
�� ��� �� ��� �� 1��	�� 8 �� ���
���
�)�

������

�� (� U"#@1%���  ��
��
���� ����� �� ��	
�����	���
� \ M#)�)1" -'#% �� ;��Z�<�
[Y�2[[��

�� (� U"#@1%��� P� (#O5'-"� P� C'�& "�� ������� �
 ���
����� �� ��	
�����	���
�
X%$" :�'."-&' 3 K-"&&� T"7 W%."�� ��Z[�

�� ]�2U� U%'$$)�� O� P%-$'"-� S-)1 4'&#-" "  ) #)� '�5)5& C%-4-)/ "B5'$'0-'%� '� /-"/%2
-% ')��

Y� ]�2U� U%'$$)�� Q� P)1'�"  '� �	�����	
 ��	Æ� ������������ \ (% !� K-)*�� ����
���F�

Z� S� U"�1%�&)5-� O� P%-$'"-� O� K"3-"̂� S� ?%� %10-)*')� �������	� �������	���

��  �
��
���� ��	Æ�  �
!�����
 ���������	� \ T" 7� W" "-)*� ("4'% Y� �)� ��
[�Z+[�� ;����<�

[� S� U"�1%�&)5-� O� P%-$'"-� O� K"3-"̂� S� ?%� %10-)*')� L"-'.% '."& 7' ! Q"&/"# 
 ) (" -'#& %�4 H//$'#% ')�&I ?50*-%4'"� (%-#!'�* H$*)-' !1�  ) %//"%- '� T52
1"-'&#!"� (% !"1% '@�

N� (� U"-�) � _� P%&"$$"& %�4 ]�2(� ()-"$� "����	� ��	
�����	���
 
�������# ������
	
� ������� \ R"# � T) "& (% !�� ?/-'�*"-� _)$� ��ZZ ;���F<�

F� R� U-%&#)� O� P%-$'"-� S� ?%� %10-)*')�  �
!����� ��	Æ� ��
	����# ��	� $���
	
� ���� ��!�
��	�� �������� ���	���
�� \ ]� (% !� K5-"& " H//$'B5"̂"&� �����

�� X� U-"�'"-� ��� ��	�� 	����
 ���
����� 	
� ��� ���	��� ��
���� �� !�
��	��%�� $���
��� �
������������ ������� $����� \ ]� H1"-� (% � ?)#�� � ;��F�<� ��Z+�ZZ�

��� O� P%-$'"-� P� ]'1"�"`� S� ?%� %10-)*')� "����	� ��	
�����	���
 ���� ��	Æ� ��
&
!�����
 	
� '	����� ���������	� \ ?�H( ]� P)� -)$ V/ '1� �� ;���F<� ����+��Z��

��� U� L%#)-)*�%� ]� ()&"-� "
 	 �	���	� ��(���
��	� ���	���
 �
�����
! ��� )	����	

�������
	
�� \ H��%$"& 4" $a��W�K� H�%$3&" �)� $'�"̂%'-"� � ;����<� �+�[�

��� R� L" K%&#%$" %�4 H� K-% "$$'� *�!��	���� ���������� ��� ��
!� ��	
����� ��
&
���� 	
� ��� �������
� �� ���� ��	�� ������%	���
 �������� \ P%$#� _%-� K%- '%$
L'9"-"� '%$ MB5% ')�& ��� �)� �� �Y�+�NY� �����

��� Q� ]� L'K"-�%� K�2R� R')�&� "���
	�� ��(���
��	� ���	���
�# ��	
����� ������ 	
�
������� ��	���� \ ��."� � (% !� �� ;��F�<� Z��+ZYN�

�Y� ]�2(� R%&-3� K�2R� R')�&� ��	
&+���� ,	���� \ ]%/%�� ]� (% !� �� ���+�[�;���N<
�Z� ]� ()&"-� "
 ��� ������ �����
�� �
 	 �	
������ \ 8-%�&� H1� (% !� ?)#� ���

;��[Z<� �F[+��Y�
�[� 8� Q)5*!*%-4"�� ���-�� *����
! 	
� ��� .���� �� 
	����� (�8 K-"&& ;���Z<�
�N� M� Q)53 %�4 H� 8)5-'��  ��������� �������
 	����	�� �� ��	�� ���� ��	��
!� \

?�H( ])5-�%$ )� T51"-'#%$ H�%$3&'&� ��I F[N+FFY ;����<�



H PVT8�T:V:? 8WMVQX VS 8QHSS�P PVTOM?8�VT ��

�F� S� ?%� %10-)*')� ������� ��
��
���� 	
� ����	������ �� ��	
����� ��
������/ ���&
���� ������ 	
� 
�� �����	���� \ P%$#� _%-� KLM&� �	� �����

��� S� ?%� %10-)*')� _� _"&/-'�  �
��
���� �
 ��� ����
���
� ��� 	 ���� ��!�
��	��
�������� ���	���
� \ T)�$'�"%- H�%$3&'&I 8!")-3� (" !)4& b H//$'#% ')�&� _)$51"
N�� �&&5" ��� �Z L"#"10"- ����� �F��+�FY��

��� P� _'$$%�'� ������ �
 �����	� ��	
�����	���
� H(?� ���Y�
��� P� _'$$%�'� "����	� ��	
�����# "�� 	
� ���� ?/-'�*"-2_"-$%*� �����
��� ]� O� C%-4-)/� ���� ���������	� 	������ �� ��	� ��	Æ� ����	���� \ K-)#� ��& �

P'.� M�*� � ;��Z�<� ��Z+�NF�

���c���d� �Y��������PMQM(HLM� :(Q PTQ? NZ�Y�
:�'."-&' "̂ K%-'&2L%5/!'�"�
K$� 4" R%  -" 4" 8%&&'*�3�
NZNNZ K%-'& P"4"D �[�
S-%�#"

�&�	�� I ��������������	�
	������
��

R%0)-% )'-" 4" (% !"̂1% 'B5"&�
:(Q PTQ? F[�F� S%#5$ "̂ 4"& ?#'"�#"&�
:�'."-&' "̂ K%-'&2?54 e��
��Y�Z V-&%3 P"4"D�
S-%�#"

�&�	�� I �������
����������������
�����	
��


