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���� � � � � �� �
 H�
� ��� � �! − ���−� ��� � � � 5 !� 	 	 	 � � 2

���� � � � ≤ �� �
 H�
� ��� �

!

PQR �
�−�

	

��,(-('$�1&'	�� !" ����� � � % � � � %� 	 	 	 � � − !" A
� �
� � �
� − ! ≥ %) �	

|� ������| ≤ �‖�‖���D� ��$ ���� � ∈ (��D�� � ∈ D	

#�$ � ∈ D �	�	.�� ��	
��� � ��−��� ) � ∈ D" , �
���	���) ���� � � � )
�	 H�

� ≡ ! ��$ ���� � � %� 	 	 	 � � "



�< 1� 2� 3456�7

?" ����� � � � ≤ � " �	 	���������4 ��	���
����
 (��D� ���
����
���	 ���
������	

|� ������|�! − |�|��−� ≤ ‖�‖���D� ��$ ���� � ∈ (��D�� � ∈ D	

M���	�
�����	) ���� � � � ) �	 ��$ � � � 5 !� 	 	 	 � � �����
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�	����) ��	 � � �) ����	�
�����	)
‖��	
‖���D� ≤ �"

N��	������������ ���������$ �	�
���
4�) ��	

�|� ����	
���|�! − |�|��−� ≥ ! ��$ ���� � ∈ D	

N
�	���) ���� � ≥ !) �	 �
���
�	
��� � % ��$ � � %� !� 	 	 	 � � − !"

@" ����� � � � � � " #�$ � � � 5 ! 	����
 �@"!� ���	����
 �	
	���������4 ��	���
����
 (��D�" M���	�
�����	) �@"!� ����� ����	
��$ � � � 5 !� 	 	 	 � � " =��
���$ �	��	���� ��$ � � � 5 !� 	 	 	 � � �
����
.����$) ���	���	�
���� � ����
� � � � ≤ � "

C" ����� � � � ≤ � " �	 	���������4 ��	���
����
 (��D� ���
����
���	 ���
������	

|� ��������|�! − |�|� ≤ ‖�‖�� �D� ��$ ���� � ∈ (��D�� � ∈ D	

M���	�
�����	)

|� ������| ≤ ‖�‖�� �D� PQR
�

! − |�| ��$ ���� � ∈ (��D�� � ∈ D	

�	�	.��

��	
��� � �� − ��� PQR
�

! − �� � �� � ∈ D	

A	��
 ‖��	
‖�� �D� ≤ � � �|� ���
�	
���| ≥ PQR �

�−|
| " N
�	���) ���� � � %)

�	 �
���
�	
��� � % ��$ � � %� 	 	 	 � � − !" �



712�781 ��1'9��'8 :������6�� �/


 $3��4$")$ .�+�  ���! � ∈ Z� � 
 � (��D�� � ≤ %� "
��
 
��
��
�� ! � C ���
�	�	� ��� ��	���$ H�

� � � � %� 	 	 	 � � � �����		�� �
�����
��	�� @	!�

��,(-('$�1&'	�� ����� � � % � � � %� 	 	 	 � � ��� ����� � � % �
� � !� 	 	 	 � � " #�$ � ∈ D �	�	.��

��	
��� �
�! − |�|��� − ���

�! − ����−���
� � ∈ D	

3��� � � %) �	 ��$ � ∈ D �	�	.��

��	
��� �

(
PQR �

�−�

)


PQR �
�−|
|

� � ∈ D	

��$��� ���������$ �	�
���
4�) ��	 
���	�� ! � C ���	����� ��$
H�
� ��� � !��PQR �

�−� � ��� � � %) 
 �
�.� ��$ H�
� ��� � �! − ���−� ���

� � % � � � %� 	 	 	 � � ��� ��� � � % � � � !� 	 	 	 � � " �

3��� 
 � (��D� ��� � � %) �	 �����	.���� ?"@ ����������	" N

�
�	� ����) �������
�� � �
���.����$ ����	���	 	����
4��$ � 0�	�
����
�"

�$� $�( .�.�  ����
�
���� ��
 �� � ∈ R� � ∈ Z�� � � � � � ∈ Z�

& ��	��
�!	
� ����
 �
�
�� ��
 � ≥ ��  
�
��� 
 � (��D� � �
��
��
���� ��	���� H�

� � � � %� 	 	 	 � � � 
�������		�� � �����
��	�� @	!�

"
��
 
���
�
� ���  
 → (��D� �
��
���	 � �
� � �
�!�
 � �
�
����
�� �
��
 ���
�	�	� ��������� ���
��� 

678
�∈D

|�� :
� �� � <���|�! − |�|��−�
H�
� �|����|� �∞

��� � � %� 	 	 	 �UVW{� − !� �}2 �@"?�

678
�∈D

|�� :
� �� � <���|�! − |�|��−� �∞ ��� � � �� 	 	 	 � � 2 �@"@�

��� ��#
�
 � � % ���������� ����
 � ∈ �%� !� �
�
�� ��


|�� :
� �� � <���|�! − |�|��−�
H�
� �|����|� � � ��� � � �� 	 	 	 � � �@"C�

��� |����| � �� ���� � � � � �
 ���
��� �@	@� � �@	C� 
�����������



�0 1� 2� 3456�7

��,(-('$�1&'	�� 3��� � � %) �	 �	��
�	��	 ��������� �����	.��
��$ ?"@ � @"?" #�$ � � % ��.� ���	�������� �
���.����$) ���	���	�
�
���� ��� �	�
�
�������� �����	.���$ ?"@"

�����	�	.��) ��	 � � % � ���	����� ���	��$ �@	?�*�@	C�" 1���
���	��	) �
���
����
���� 	���
�	� 	��
�����" ����� ‖��‖� ≤ � �
�� → % �
��	����	 �
 �	��
����� �	���	.����
� ����
" B
�����)

��	 �
���
� → % �
��	����	 �
 ����� D ��$ � � %� 	 	 	 � �−!" N
 �
�	� ����)

0�	 �

�4����� 	
X$��$��) �	���� �������
� 	����
���$ ��� � � %"
/�
�)

678
�∈D

|�� :
� �� � <���||� ���� ������|�! − |�|��−� → %

��� �→ ∞� � � %� 	 	 	 � � − !�

� ���� �@"?�" �	��	�$$ �
���.����$) ���	���	�
���� ��� �	�
�
�����
���� �����	.���$ ?"@) �	���
��

678
�∈D

|�� :
� �� � <���||� ���� ������|�! − |�|��−� → %

��� �→ ∞� � � �� 	 	 	 � ��

� ���� �@"@� � �@"C�" A
� �
� ��→% �
��	����	 �
 �����) �	∣∣�����������%�
∣∣ → % ��� �→ ∞� � � %� 	 	 	 � � − !	

A
��� 	
�
�	�)

‖�����‖���D� → % ��� �→ ∞	
&���
 ?"? �
�
�������) ��	 ��� * �	��
����� 	���
�	�"

#�$ �	�
�
�������
 	
�
��	� ������
��� �����	�	.��) ��	 � � %
� 	���
�	� ��� �	��
����" A	��
 �@"?� � �@"@� ���4� ����	 � ����
�����	.���� @"! � ?"!" ����� � ≤ � " N�.� �	�
�
�	 ��	����	 �@"C�"

3��� � � � ) �	 ��$ � ∈ D �	�	.��

��	
��� �
�! − |�|��� − ���

�! − ����−��� � � ∈ D	

3��� � � � ) �	 ��$ � ∈ D �	�	.��

��	
��� �

(
PQR �

�−�

)


�� − ���

PQR �
�−|
|

� � ∈ D	



712�781 ��1'9��'8 :������6�� �;

3��� � � � ) �	 ��$ � ∈ D �	�	.��

��	
��� �
�! − |�|��� − ���

�! − ����−���
� � ∈ D� � � � 5 !� 	 	 	 � �	

F������ ��	
 ∈ 
 ) � � �� 	 	 	 � � ) � ∈ D) ��	�����	�$4� ���
	�
���
$� 
���	�� C" /�
�) ��$ ��	����� ��	����
 �@"C� �	��
�	��	 �	��	�
���� �������	���� �
���.����$) ���	���	�
���� ��� �	�
�
��������
�����	.���$ ?"@" �

.�+� �%$ ('� # ,��%�-)�))� +	�	'	 �������	) ��	 ��	���
 @"@
��-�������	 ���	-
���$ ��� 
 ≡ !" , �
���	���) ����� ����	 ������
4-�� �������
�"

�$� $�( .�5�  ���! 
�
#�
��	�� �  D → D �
�
�
��	
 � % � � �
!� "
��
 ��������� ��
$���
 '����
��	�	� 


���
�
� ��  (��D� → (��D� �
��
���	2 �@">�

� ∈ (��D� � PVU
|����|→�

|�′���|
(

! − |�|
! − |����|

)�−�
� %2 �@"K�

� ∈ (��D� � ‖�‖∞ � !	 �@"L�

=������) ��	 �@">�⇔�@"K� � ���� ��	���� !"C �� ��
��� :!%< ���
� ���� ��	���� @"@2 0����
�����	��� ��	���� �@">� � �@"L� �	�
�
�
�
 � :Y<" A
� �
� 	���
�	� �� 	���������� � ���	��$� �@"K� � �@"L�)
�	 ����������	 �
�
�� �	��	� 	 ��$�	� �	�
�
�������� ������
���
�@"K�⇒�@"L�" , �

	�� :C< 0�
 ������
��$ �	�����
 � �	�	-�4 ��	�
���� Z���
*I
�
��	�	��" M����4-
$ ����
 �	�
���
��) ��	 �@"K�
������ �@"L� � ���� ����� [�
��
"

�$��( .�8�  ���! 
�
#�
��	�� �  D → D �
�
�
��	
 � % � � ≤ !�
"
��
 ��������� ��
$���
 	��
�������� 

�V� ���������� �
��
 � ∈ �D �
�
�� ��
 PVU
�→�−

|�����| � !2

�VV� ��� ��#
�
 � � % ���������� ����
 � ∈ �%� !� �
�
�� ��


|�′���|
(

! − |�|
! − |����|

)�−�
� � ��� |����| � �	



�� 1� 2� 3456�7

��,(-('$�1&'	�� ����� ���4� ����	 	

 ��	����
 �V� � �VV�" B
���
���) ��	 ∣∣∣∣ ��� �! − |����|
��

∣∣∣∣ �

∣∣∣∣ ��� �! − |����|
��
∣∣∣∣

≤ �|�′���|
�! − |����|
��−� � � ∈ D	

�@"Y�

�	�	.��

� �

(
! − |��%�|
! 5 |��%�|

)�

� %	

������$$ �VV�) �
��������� � � �� �
 �" /��	����$ �V�) ��
���� ����	
 �  ��� ∈ �%� !� �
�	�) ��	 |�����| � � ��$ ���� � ∈ : � !�" A	��
 � ����
�@"Y� �����

�! − |�� ��|
�� �

∣∣∣∣�! − PVU
�→�−

|�����|
�� − �! − |�� ��|
��
∣∣∣∣

� �

�∫
�

�

�! − ���−� �� � ��! − �� � ��! − 
��	

=��
�	 ����
 [�
��
) ���������
$ � �	��	����� �	��	�$-��	 ����
	
�
�	�
��$ E\
���
 � �) �
�
�������) ��	(

! − |�� ��|

! − 


)�

≥ �	

�	������	� ��	���	����� �
���'
�� �	�
�
�������	 �����" �

.�.� �)!!$ $"�) �	(")$ ,��%�-)�))� �����! * 	���
�	� ����
��������	�
��$" ,����
 �
����	�
��� 	���
��$ ��$ 	��
�������� �
�	��
����� 	���
�	�	� !��  �∞�D� → (��D� 
��� ���
��	 �	�����
�� � �

	�� :@<" , ���� ��	���� @"@ ��� ����� @"> �
��� 	���
�	��
�
�
�������4��$ ��	����� $����� ���	��$��"

��$3&'	)$ .�;�  ���! 
�
#�
��	�� �  D → D �
�
�
��	
� "
��


��������� ��
$���
 '����
��	�	�(

�V� 
���
�
� !��  �∞�D� → (��D� 
��
	���	)
�VV� 
���
�
� !��  �∞�D� → (��D� �
��
���	)

�VVV� � ∈ (
�D� � ‖�‖∞ � !�



712�781 ��1'9��'8 :������6�� ��

��,(-('$�1&'	�� ����� ����� ����	 ���	��� �V�" �	�
�
$ ���� � �)
�	���
�� !��� � �′ ∈ (��D�) �"�" � ∈ (
�D�" , ���� ��	����
 �V�
	��
����� 	���
�	� !��  �∞�D� → �∞�D�" /��	����$ ����	���
�������

�
��� �
�� − ���! − |�|�

�! − ���

� �� � ∈ D�

�	���
��) ��	

678
�∈D

|�′���|
! − |����| �∞	

, ���� ����� @"> ����� ‖�‖∞ � !" /�
�) �V� ������ �VVV�" ��	����

������
��� �VVV�⇒�VV� ��
��
���
" N
�	���) �� �VV� ������� �V�" �

��� �������
������ ���������

5��� ��$4"#$ )"'$/ (�1"#$ �%$ ('� #� #�$ 
 ∈ ��D� � �	�	�
�	���	�	 	�	
�
.���$ �  D → D 	���
�	� ���
 ,	������
 " �

�  
��D� → ��D� �
�
���$ �	����	�

�" �
� ����� �

�∫
�

�������
′��� ��� � ∈ ��D�� � ∈ D	

3��� ���� ≡ �) �	 	���
�	� " �
� 	
	��
�
���$ ����	�	� �� � ��	 �
���
�

4� 	
	
-����� 	���
�	�	� O��
�	 ���" :K<�" A
� �
� �" �
� ��′ � ��

′
� � )

�	 �
���.����$) ���	���	�
���� � �
��	� �

	��) ��������� � 	���
�
�	�
� ���
 ,	������
 " �

�  
 → (��D� ��� � ∈ R"

5�+� ����:$""#$ % �&' ("&'	( �)%*)�(� ����� � ∈ Z� � ����
���$ ]  :%� !� → �%�5∞� $��$���$ ���	��
��
4-��" �	 	���������4)
��	���
����	 (�	��D� �	��	�� �� ��� ������� � ∈ ��D�) ��$ �	�	���

‖�‖���	�D� �

�−�∑
���

|� ����%�| 5 678
�∈D

|� ������|]�|�|� �∞	

N
������) B��
��D� � (�	���D�) ���

]���� � �! − �
�
�∏

���

PQR���

����

! − �
 	

=������) ��	 �����	.���$ ?"! � ?"@) 
 �
�.� �� �	�
�
�������
 ���
�������
4��$ � �����
������ ��������$�� ��$ ���	��� 	���
�	�	�
�	��	����� ���  
 → (�	��D�"



��� 1� 2� 3456�7

��
���
���

�� =� =� =->?@� A� B� CDE=FG?H� ��
�������� ��������� �� ������ �� �������� �����
������ I JKGLM?N M@ OLPD@E?L CDKQ?RDKMEN� =S= TH?NN� A-ED SDK-@� UV� ���/�

�� J� W� XHD@KY� J� JK?PMZE� �� ��� �������� ��������
��  ���� ����� �� ��� ���� !����
I ,-@FM@?DH O@DF� �� [����\� @-� /]0� �;;�]�;�/�

�� ^� VMG� ^� Ĝ� ��
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