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� ������ �������� �� ��

���� �������������� � �  ! "�	 ���������� ��#� ������ 
���������
��� $ �
���������� ���������� ���������� ������� ����� �������
������ ��� ������ ����� ��������� ���%� ����� &����� ���� �
���
��� �����#��� ������������!

"���� � ' ������������� ��������� 
��� �������������� � �  �
� ( ��)�*� � ≥ +� ��� , ≤ � ≤ �� ' -������������� ���� ���

�
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������ ��� ��
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�	��	)& 4� ����� � � 1� � ∈ � � �	
������ �����	��� ��	�

�	� �� �������	��� ���
����� ���� �� × ��� � � ���
����	�	

��	������	�	 
����� � �� ������� �	���
�∑

���
	��� � ��	���������

��� 	� 2 	��� ≤ )� − ,*� ��� 	������
� � 
 � � ������	��� ���
�� ��	��� �! �������"

),* � ≥ � � 	� 
 � − , ��� 	������
� � 
 � − ,#

) * � ≤ � − � � 	� 
 � − , ��� 	������
� � � � 2  #

)1* � ( 0� 	� ��� 	� ( � − , � �)�* 
  � −  #

)0* � ( � − 0� 	�−� ��� 	� ( � − , � ��−�)�* 
  � −  �

������� � ( 345{�� ,2  	�21)	�2 · · ·2 	�−�* 2  	�}� $�
�� ��	�	�
�)�* ��		� %���� &����� ��	! ����	����	� �� , �� �� ��� ����
��������� ��	���������� ��� 	� 2 	��� 
 � −  � 	��� � ≥ 6� ��%�
� ≥ 0 � � ≥ � −  � ��%� � ≤ � − 0 � �� ≥ � −  �

��������� ��� ��� 
���������� 
����

� ��
� ��×�� ��
�	#��
�� � ���

� �! .�#� )����� 0* ������������ ��� � ������	� ������� ,
������� �)�* �� ��#�� ����� ������ ������������ ������� �!

�	��	)& 5� ����� � ( 1� ��	�	� � ������ ��� � �	��	�	 ,� � �

	���������	 1��
����	�	 ��	������	�	 
����� � �� �������

�	���
�∑

���
	��� � ��	��������� ��� ��� 	������
� � 
 � ���''�(��

	� 	� ( 	��� ( 7 ��� , � ������	��� ��� �� ��	��� �! �������"

),* � ≥ � � 	� 
  ��� 	������
� � 
 � − ,#

) * � ≤ � − � � 	� 
  ��� 	������
� � � � 2  #

)1* � ( 0� 	� ��� 	� (  � �)�* 
 0#

)0* � ( � − 0� 	�−� ��� 	� (  � ��−�)�* 
 0�

$�
�� �)�* ��		� %���� &����� ����	����	� ,�  � 1�

/�� � ≥ 8 ����������	� ��� �����#���	 ������ , �  �
�������
�� �	 �������� ������ 
����������� � �������� ������ ��������
������ )����� ��� 
�������������� ���--�������� �������� ����
�� ������� ������*!

�*	#%3$(	 6� ����� � ≥ 1� � ≥ 8� � � � ����	� ��� � �	��	�	 ,� � �

���
����	�	 ��	������	�	 
����� � �� ������� �	���
�∑

���
	��� �

��	��������� ��� %��		 + ���''�(�	��� 	� 	 ���� � − , � ���
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��� 	������
� � 
 � ����� 	�2 	��� 
 �−  ��� � � 1 � 	� ( 	��� ( 7
��� , ��� � ( 1� $�
�� ��	�	� �)�* ��		� %���� &����� ��	!

����	����	� �� , �� ��

9 ������������ ����� ������� �� ������ , �  ����� ��� ����
&����� ����������� ��� � ��� ���� ����������� ��� ��� �����
����� ��������!

:��������� ���� ������ �������	%� ����� ����� ��;�� 
��������
�������	 
������	 ���
�������� ��������� �� 
���������� 
��
���

 ����� ������ � 
����������	� ������������ ��������������
���

! ��������� ��� ����� ���
��������� �������� � ��
��������

����������� 
���
������ �������������� ���

�� ��� ���--����
���� �������� ���� �������� ����� � − , )������� 
�����������
<���������*� ����� ���� �����&����� ������������ ������ 
��	�
�� ����� ��������! 9 �����	;�� ����	 ����������� ������ &�����
������� �������� ��������� � ��
�������� ������������ 
������
�����	� � �������� �������������� ������ �	 
������ �����������
���� ���

 ������ �������� ���� � ����	�� ���� ����= �	 ����
��� �������� ��������� ���

 ��
�� ��� �� 
�� � �  � �� � �	
�������� �������� ��������� ���

 ��
� �� 
�� � � 1= �	 ���


��
�� �� � �� ����� ������ 
�� ��������� �
����������� �������
����	� )>! 9! 9������ ?17� 1� 0@� �	 
����������� � �������� ������
�������� ������ ��� ���������� 
������� � ? 1@ � ?  @*! 9� ���� ����
������ �����	�� ����� ���

 ��
� ��� � ���� ������� ���� ����� ����
�
����� �����#��� ������������� ���� ��������������� 
���������
��� �� 	��	���	 ���
������� 
������� ���-���� ���

� )�����#���
������������* � �������� 
����������	 <��������� ��� ���������

����������� ����� ���
������ � ������ ��
��������� 
������
�����	= �	 ��
� �� 
�� �%��� �������� � ���%��	 ����%���������
����� �������������� 
������������ �� ������ ������ ��������
��������� �� �����%� ����� ���������! 9 ������� A! A! B������
���� ?C� 6@ ������������ 
������� �����	���� ���
�������� �������
��� �� 
���������� 
����

 ��
�� ��� �� � �� � ��������������

����������	� ������������ ���

 � �������� ������ �������� ���
����! 9 ?C@ ������������ ��� ���� � ����������	� ������� , � � 0 �
	�2	��� ≤ )�−1*� � �� ����� �����	����� ���
��������� �������� ��

���������� 
����

� ��
� �� ����� ����� &����� ���� �
���
��� �����#��� �������� ������������! �� ������� � ? 1@ �������
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��� ����� ������ �������� ����� ���� ����� �������� �������������

����  
�∑

���
	� ≤ � − ,!

D��� ��������	 
��
�������� ��� ����� ����� 
���������	 ���
������������ ���
��������� �������� �� 
���������� 
����

�
������������ ������ ����� � ���������%;��� � ��� ������� ����
������ �������� ����� ����� ���� �
����� �����#��� ������������!
9 ?�� +�  C�  6@ ����#���	 ����������� 
�������%;��� ��� ��� ������
#���� ������ ��
���	���	 �	 ������� ����������� ���
������
��� ��������� � �������������� 
����������	�E �	 ���

 ��
�� ���
�� � �� ��������� 
����������� ����� ���� ���--�������� �����
���� ���� 
����������	 ���� �� ������� ���� ������ ������� �− ,=
�	 ���

 ��
� �� �����������%;�� ���������� 
������� 
�� �
���
��������� 
��
���#����� ��� �������� �������� ���� �� ����������
��� ����� �� ������ � − ,! 9 ���� ������ ��������������	 ������	
��������� ������ 
���������	 ��������� �������� � F
���������G
������������� ���������! B��������� ��� �	 ������ 
���������
��� 
��;� �
����� ��� ��������� �	 
���������	 �� ������� ,� ���
������ ����������% ����� �	 ����� �� �����#������ ' �����	��
���� ���
��������� �������� �� 
���������� 
����

� ��
� ��!

"�������	 ��-������	 � ������� ��������� ������� ���
������
��� ��������� � 
����������	� �������������� ���

 ��#�� ����
��
��������� �	 ������	 ���� ���
��������	 
����������� � ���
������ ���

 
� ������% ������ �
���������� ���! "�	 ���� ���
�� ��#�� ����� ��������� ��
����� � ����� ��������! /���������
A! D! H�������� � I! J! K��
�� )? 8� �������  ! 7@* �
������ ��
���
������ 
����������� 
������ �������������� ���

 � ����������
����� � � 1� � ������� ����������� ������ &����� ������� ������
��� ��������� 
������#�� ���#����� {,� �� �−,}� ���� ������ ��;��
������� ��
��������� ��� 
�� ����������� 
���������� �������

� ����% � ���
������� 
����������� �������� ���

 L������ �
�������������� � )? 8� ������� ,! @*!

:��������� ������ ����� 
������	��	 �� ��
����������	 �
����
������ �������� ���

� �� �������� 
���� �������������� �!
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��� ��	
������ � ��������������� ��
�������

9 ������ ��
�����%��	 ����%;�� ����������	E C ' 
��� ���
�����
��� ������ Z � N ' ���#����� ����� � ����� ��������������� ���
���� N�

� ( {� ∈ N | 	 ≤ � ≤ }= �� ' ���� &����� ����������� �
$ �������� �� ��������= 7)�* � MNN� � �������������� ' ���#��
���� ����� � �������������� 
����������� 
���
������ �����������
���� ���

� � � 〈�� �〉 ' �������� ���� � �� ����� �� �)�* )�)�** '
������� ��� 
����������	 � )����	 �*� �∗ ' 
������������ ��
������ �� �	)�* ' ���
��� ������������ 
������� 
������������	
�)�* 
�� � ∈ � � � ∈ MNN� � = �
� �
�� � X
 ' �������� ������� ���
����� O� ���

� � � ������� �� ��
��������� � �������	 
����

�
� � � ��������������� � ������ � � ������ � ∈ N= ��� , ≤ � ≤ �� '

������ ����� ���

� �! .�������	 -������������� ����� � 
���
���� ������ ��������� � ������������� ?,@! <������ �� ��
������
%��	 �	 ����������	 -������������� ����� �� ������ ���

� ��
�� � ����� 
������ �������������� ���

� �� ��������� ����� 	��
��� � ����� ���

� ��� ����! /���#�� 7 ( 7)�*� MNN� ( MNN� ��
�±� ( �±
�

� �±��� ( �±
���� X±� ( X±
�
! "���� 〈���    � ��〉 ⊂ �

' 
����

�� 
���#����	 
����

��� ���    � ��� 〈!��    � !�〉 ' ���
�����	 �������� 
�
���������� !��    � !� ���������� ��������� 
���
���������= �)���    � ��* ( 〈X�� �X−�� �    �X�� �X−�� 〉! :����������%��
�	 ������ ������������� 
����������	 � �����! <������ 7)�*�
P43� � �� ��������%� ���#����� ����� ����	 � � ��� �����������
� ������� 
�
����������� ���� "� �)#* ' ��� �������� ������� # ∈ � !

D��� � ' 
����

� � �� �� � | � � � | � ' ����������� ������	
� ��� 
����������	 � �� � ��������������! Q�� ������� ���� � ����
�� ���

� � �����������%��	 ������������ ���������� -����������
���� ������������� ���� $ ! /�� � ( �)���    � ��* 
���������� $ ∩ �
' ������������ ��� � � ! "���� � ���� �������� �|� ' ��� ���

� � �
�
����	���� ������������ ���� � ∈ 7)�* � $ �� $ ∩ � ! ����� �	
�������� ������� # ������ �)#* | � ���� 
����� �)#*! H������� ���
����������	 �� $ ∩ � ������ ��� �    � ��� �������	%� ����� �������
������ ���

� � = -������������� ���� ����� ���

� �
����	%��
�	 
� ��������% � ����� ������! 9��� ���

� ��
� �� ������������
������� ���#�����	%��	 � ������ �������! B�������� ���������
! � %� � , ≤ � ≤ �2,� ���������� ������� � ��� ����� �
���������
� ? � �,1� ����� ,@!
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"���� �)&* ' ���#����� ������������ ������ &����� )��� ����
�� ����������* � ������������ -���� ���
��������� �������� & ∈
RS�)�*= �	)'* ( �)�)'** �	 
����������	 � �������������� ���
�

� T � ���
��������� �������� ' ∈ T= ��)'* ' ����������� ���#�����
�	 
�
����������� ( � ��������� T������� ������������� �������
������ '! B������� ��� �)&* ⊂ N

�
� �	 �%���� �������� & 
��	�� ��

��� ��� �	 ���
��������� �������� ����������� ��� ����� &�����
�� ������ 
��	�� ����� ��������!

<���%;�� -���� ��;�������� ��
�����%��	 � ��������������
�������� ����������� ������!

�	))& 8� ����� � �  � � ∈ � � �	
������ �����	��� ��	�	�

�� �������	��� ���
����� ���� �� × ��� � ∈ MNN�� �)�* (
�∑

���
	���

� � ���	�	��	���� ��� � �	��	�	 ,� $�
�� �	)�* ( ��

��
&.&3	*9%3$�� /���� & ∈ � ' ������� 
��	�� �� �� ≥ �� ≥    ≥
�� ' ����������� ������ &����� �������� & � ���������� ��������
��� ���

� �� �� 2 · · ·2 �� ( � 2 ,! /���#��

))&* ( )�� − ,�    � ,− ��� �� − ,�    � ,− ���    � �� − ,�    � ,− ��* 

/�� , ≤ � ≤ � ��������� �������� *� ����� � ���������� ������

���������������� ))&*! 9 ���� ����������� ?, � ������� ,!,� �����

���� ,!0� 
����#���	 ,!1 �  !+@ �	)&* ( 345{�� ,2
�∑

���
	�*�}! B������	

��
������� ��� 
�� & ( � ����� �� ( 1� �� (  � �� ( , 
�� � �  �
����� ����������� , ��	�������� 
���������%�! �
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hijNi5k5l\ M! g! m5 Wnk ao\$l pWNi$WiNk \q NkrioXN i54j\Wk5W kok3k5Wp
qN\3 piapspWk3 piarN\ijp \q Wsjk ��×�� 45 NkjNkpk5WXW4\5p \q Wnk pjk$4Xo
o45kXN rN\ij!

tk pWiPs aknXc4\N \q NkrioXN i54j\Wk5W kok3k5Wp qN\3 X piapspWk3 pia�
rN\ij \q Wsjk ��×�� 45 ��NkpWN4$WkP 4NNkPi$4aok NkjNkpk5WXW4\5p \q X pjk$4Xo
o45kXN rN\ij \q NX5l rNkXWkN WnX5 � \ckN X ukoP \q $nXNX$WkN4pW4$ � �  ! v\N
X $kNWX45 $oXpp \q pi$n NkjNkpk5WXW4\5p w4Wn o\$Xoos p3Xoo n4rnkpW wk4rnWp
4W 4p pn\w5 WnXW Wnk 43Xrkp \q Wnkpk kok3k5Wp nXck x\NPX5 ao\$lp \q Xoo X
jN4\N4 j\pp4aok p4ykp! M5 jXNW4$ioXN� Wnk q\oo\w45r 4p jN\ckP!

SkW � ak X5 XorkaNX4$Xoos $o\pkP ukoP \q $nXNX$WkN4pW4$ �� � ( ��)�*�
� ≥ 8� � ∈ � ak X NkrioXN i54j\Wk5W kok3k5W qN\3 X piapspWk3 piarN\ij \q
Wsjk ��×��� X5P okW � ak X ��NkpWN4$WkP NkjNkpk5WXW4\5 \q � w4Wn n4rnkpW

wk4rnW
�∑
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WnXW 3\Nk WnX5 + $\kÆ$4k5Wp 	� XNk 5\W kziXo W\ � − , X5P WnXW q\N p\3k
� 
 �� Wnk pi3 	�2	��� 
 �− q\N � � 1 X5P 	� ( 	��� ( 7 \N , q\N � ( 1!
{nk5 Wnk kok3k5W �)�* nXp x\NPX5 ao\$lp \q Xoo p4ykp qN\3 , W\ �!
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