
������� ���	�
�
��
������ ����
��
 ���� ���� ��

�� �� �����	
�

�
���
 �
�
�
�
��� �
������� �������
�������

��� ��������

����� � � ��	
��� 
������� ��
� ��	
��� ���� � � � �Q� �� � 	�
 �
� ���
� � Q � ��
������ �������

	�
 �� � ∈ N� � ≥  � � � � ��
�� � ��	
��
 ���
� � �Q� ������� Q� ����!
"����#�

�$ ��
%� ���&%� ����# �' ()
�$ ���&%� ����

����������−� � ����������−�)

�$ �#��"
��&%� ����

�������−��������−� 	 	 	 �����−��� ' ���−����−� 	 	 	 ���−���� ( ≤ 
 ≤ �	

* +��% �����
 ������,�
% ���"
 ���,���
��
 � � �����

�������� ��	�
� ���� �� �!� ����� ����
������ "��#��$%��
&� �'� ��%%��(��� ����'�
 &))� ��*��*��+�,�

���



-�./0� -�1���.�1�2 ���

-���%��%� ��� ��������#� ��!������ ����,������� ��%���.
�!
������ ��,����� ��	
��# ��� ��	
�����
��� ,�%����#% ���
%� �%
�!
�
� ���
��#� ��� ��
������
��&� ����#��
��& � ��%���� �
������	�
����/���������	� �
�
��� ������
 �������
� � ����� �, �0
% 1#�����
��� ��� 
�� 
� ��� 
	 2�%� �(�$� 3��%
 ��	�� � �(� ����,���� ��� ����&
��	
��� ���� �� ��������� +������
���� ���� �
������� ����/
����
��%���.
������� ��	
��
� ���� ��	
��
 
�������

* ����
���
 	��# ��
������& ���
�
� � ����
������� ��������#
����/� ��	�%���	�� 4�05����� ��& ��,����#0 ��	
��� �����
 �����!
��
 ��������# ����/� ��	�%���	�� 4�05����� �#�� �����
�� ��& �
!
�����#0 �
��� ��	
�� ��+�������	� ���� � �6�� ����
�������	� ����
�7�8�� ������+�������	� ���� �9� :�� /
������
���	� 	�������	� ����/�
��+�������� 	����# �(;�� ��%���.
�����#0 ��	
�� ��
�
���	� ����
�� �((�(<�� ��	
�� =�!>���/� �(6�� * �(7� ������� ��������� ����/�
��	�%���	�� 4�05����� ��& ��5��
�#0 �!��	
��� ?��������& �����!
���� ��& ��	
�� @
��
 H�2�
$� � � −(� ������� � �(A�� * �(8�(:�� ����
!
�����& ��	
��# ���
� �
������	� ������� � ������5
��&%�� ��5��
!
�# ��	
��# � ����#
 ��	
��# @
��
 �����
����
����

1����& �����& &��&
��& ,��
�5
��
% ��5�0 ��
�#����0 ������
��&,���#0 � �#����
��
% ��	�%���	�� 4�05����� ��	
��# 
����!
��� * � ;� �#�� ������
�� ��%�������& �
,����
��� ��	
��# 
���!
���� � ,��
% � � (� �#�� �#����
�# 	����# ��	�%���	�� 4�05�����
��& +��0 ��	
��� * ������ �����
 �����& �������
 %�������������!
��� ��������# ����/� ��	�%���	�� 4�05����� ��	
��# 
������ ��
&,#�
 ����,����0 � ���
�
�&���0 ������5
����

��� ��	
���	��
� ��������� 	���������

����� � � ���� � ��	
��� 
B
������ C � � ⊗� ��� � 
� �����#��!
���& ��	
���� 1�& �������& %���������������� ��������# ����/�
��	�%���	�� 4�05����� ��	
��# �

DD∗2�$ �
⊕

�≥�DD
�2�$ �

⊕
�≥� EFG

�

2���$

��% ����
��
��& ��
����

 �������
 
� ���������� ��������#� ��!
���
���
 � � (��

��� �!" #� ����� � � (� � � ���� � �	
��
� �������� DD�2�$ �

���� 

���� ��
���	�
�� �����	��� �	
��
� � � ��������� ���� !

�" ����� � � ��	�� #����� � 
 � ������� �� ��	� �� �  �  � − (� �



��� �� 3� �45��67"

� ��	�� #���� �� ��	� �� 
  �  � � � ��	�� #���� �� ��	� �� �' ��
 � �" $
���� DD�2�$ ����� 
�%��
 ���� (� ��	� � ���!	��!�
���

�
���!� ��� �� �
� �% �	���&'�� �� ���!�

2($ 
 � ;� �� ≡ (2�$� �' �
"""  � � � """  �	� HIJK� �  )

2 $ 
 �  �� �' �� ≡ (2�$� �' � � """  � � � """  �	� HIJK� �  )

2<$ 
 �  �� �' �� ≡ ;2�$� �' �
"""  � �

"""  �	� HIJK� �  )

26$ 
 �  �−  � �− ( ' �� ≡ ;2�$� �' � � """  � � """  �	� HIJK� �  )

27$ 
 �  �' (� �' �� ≡ ;2�$� �' � � """  � � � """  �	� HIJK� �  )

2A$ 
 �  �' (� �' �� ≡ ;2�$� �' �
"""  � �

"""  �	� HIJK� �  "
( ����	� �� �	�#��� LMN� DD�2�$ � ;"

��� �!" $� ����� � � (� � � ���� � ����!����!�&'�� �	
��
�

�������" ( ���% �#� ��� �
�����'�� ���
��� 

���� DD�2�$ �����

�%��
 ����  � ��	� � ���!	��!�
��� �
���!� ��� �� �
� �% �	����

&'�� �� ���!�
2($ � � ;)

2 $ 
 �  �� �' �
"""  � HIJK� �  )

$
���� DD�2�$ ����� 
�%��
 ���� (� ��	� � ���!	��!�
��� �
��

��!� ��� �� �
� �% �	���&'�� �� ���!�

2<$ 
 �  � 2� � �− ($� �' �
"""  � � � """  � HIJK� ��  "

26$ 
 � ;� �' � � """  )
27$ 
 �  �� �' �

"""  � �
"""  � � � ;� HIJK� ��  )

2A$ 
 �  �' (� �
"""  �	� HIJK� �  )

28$ 
 �  �−  � �' �
"""  � � � """  � HIJK� ��  )

29$ 
 �  �−  � �' � � """  � � """  �	� HIJK� �  "
( ����	� �� �	�#��� LMN� DD�2�$ � ;"

* �  � �#� ��
��� ����%��O�,% ��	
��# 
������ � � � → �� ���
!
�
�&
%#� ��
�����% ����,�%�

�2��$ �

⎧⎨⎩����� � 
��� �
��� ��

��������� � ��������% �����
)



-�./0� -�1���.�1�2 ���

�2��$ �

{
−���������� 
��� ����− ( ��� ���� ��& ��;� (� 	 	 	 � �− (�

��������� � �������#0 �����&0	

-�% ����������& ,���
��
 ���&��� ����%��O�,%� �� ��������
 � (��

� �%&�'�()� *� *!����
��%� � ����� �� �# �� ��
����� �
�#��

2($ ��	� HIJK� �  � �� ��
���� � 
�!�  �
�������� � ��	�

���
��������

 �#�� �� � �
�������� ! �
���! �� �	�#��)

2 $ ��	� HIJK� ��  � �� ��
���� � 
�!� 6 �
�������� � ��	�

�
�������� �

���
��������  �#�� �� �  �

�������� ! �
���! �� �	�#��"

P��5
% ��������� ����/� ��	�%���	�� 4�05����� ��& �����& � �
(� 1�& +��	� ��
��% ��������
���#
 ���,���
��&�

����� {���	� 	 	 	 � �
��	} � %��"
���� ��
0 ��
�
�
� �� �����
����&�!
��0 ������&% �!	� ������ �
��
%# (� � ����0� ��� ; ≤ ���	 � 2 � −
($ LQR � ��& � � (� 	 	 	 � �	� S���%����% %��"
����

X �

�⋃
	��

{
��	�
����

}
�

���
∪ {�}�

� �� ����/
 %��	���
��� ��X� ��
��% 	���������� ������ ���

LQR��	�
����

� ���	 ��& ��
0 � � (� 	 	 	 � A � � � (� 	 	 	 � �	)

LQR� � 2 �− ($ LQR�	

+"!�,"()� (" 1��

 %# ���
% ����� ������,����� ���������
 ���!

,���
��
 ��	� ��& �
�	�
� � ��������� ,���
��& ��"��0 ���
���� &��# �,

����
���� 2�%� ���"
 ,�%
����
  $�

P��
�
��% 	������������� �!��	
��� A � ��X��� � 	�
 ��
�� � ��!
��"��� ��������#%� +�
%
���%�� �����
��������%� ��
�����% ��!

����5
��&% 2��"
 %# ������,�
% ����%�	��
����
 ���,���
��
 �̃�	�

� ��	�� ��	�� LQR �̃�	� � LQR �� � �̃�	� � ���	� � ��������% �����
) ���!
%
 ��	�� ��& �
�#0 ����
� +��0 ������5
���� �%
���0 ��� ��	������
�
�
, �	 2�����
����
��� �′

	$ ���,����
% ����%
�� � �, �
��
%# (�
�����&����& � �!� 	����
 2�����
����
��� �!� 	����
$ ������� �, �
!
��
%# ( 2�� � ∈ {(� 	 	 	 � A}$$�



��8 �� 3� �45��67"

�������� � �������� � �������� � �������� � �������� � ;) 2($

��
���
� � −��̃���) ������
� � �̃���) 2 $

�������� �

{
�̃���� �′

� � ;)

;� �′
� � ;)

�������� �

{
�̃���� �� '�′

� ≤ �− ()

−�̃���� �� '�′
� � �− ()

2<$

������
� �

⎧⎪⎨⎪⎩
�̃�
�� �� � ;)

�̃���� �� � ;� HIJK� �  )

;� �� � ;� HIJK� ��  )

26$

�������� �

⎧⎪⎨⎪⎩
�̃���� �� '�′

� � �− ()

�̃���� �� '�′
� � �− (� HIJK� �  )

; � �������#0 �����&0)

27$

�������� �

{
�̃���� �� '�′

� � �− ()

−�̃���� �� '�′
� ≥ �− ()

2A$

��
����� �

{
�̃���� HIJK� �  )

;� HIJK� ��  )
��
����� �

{
−��̃���� �′

� � ;)

;� �′
� � ;)

28$

�������� �

{
�̃���� �� '�′

� ' ( ≤ �− ()

;� �� '�′
� ' ( � �− (	

29$

+"!�,"()�  " T��

 ��������� ������5
��
 ���� ��
���
� � −��̃���

�,����
�� ���

��
�
� �

�
�
�′ �

{
−��

���
���′ � �' �′ � LQR � )

−���
���
���′−��� � � �' �′ ≥ LQR �

��& ���#0 ��
�
�
� �� �′ ∈ {���
� 	 	 	 � �
��
}�
?����	���� ������5
��
 �������� � ; �,����
�� ��� �

���
� �

���
�′ � ;

��& ���#0 � ∈ {����� 	 	 	 � �
���} � �′ ∈ {����� 	 	 	 � �
���}�
��� �!" -� ����� � � (� � � ���� � �	
��
� �������" +�
�� �	�


��
� ��
���	�
�� �����	��� DD∗2�$ ��� 

����
�!�  �� ���	
��
�

�%���
� � �	
��
� A"



-�./0� -�1���.�1�2 ��,

1��

 ���5
% ��������� ����/� ��	�%���	�� 4�05����� ��& ���!
��& � � (� -�% ���
� ������ ��
�������� �� ��
�����%� ������&%�
�� ����,������� ��
�
�� � 2����%
��# �� 
�� � � ��&,��# � � ��� "
�
��� � �
��
%
 ($�

2($ 
 � ;� �' � � ���  )
2 $ 
 �  �� �' �

���  � � � ���  ��� � � ; ��� HIJK� �  )

2<$ 
 �  �� �' �
���  � �

���  ��� HIJK� �  )

26$ 
 �  �−  � �' � � ���  � � ���  ��� HIJK� �  )

27$ 
 �  �' (� �' � � ���  � � � ���  ��� HIJK� �  )

2A$ 
 �  �' (� �' �
���  � �

���  ��� HIJK� �  �
����� {���	� 	 	 	 � �
��	} � %��"
���� ��
0 ��
�
�
� �� �����
����&�!

��0 ������&% �!	� ������ �, ������ �#5
� � ����0� ��� ; ≤ ���	 �
2 �− ($ LQR� 2� � (� 	 	 	 � �	$� S���%����% %��"
����

X′ �
�⋃

	��

{
��	�
����

}
�

���
∪ {�}�

� �� ����/
 %��	���
��� ��X′� ��
��% 	���������� ������ ���

LQR��	�
����

� ���	 ��& ��
0 � � (� 	 	 	 � A � � � (� 	 	 	 � �	)

LQR� � 2 �− ($ LQR�	

P��
�
��% 	������������� �!��	
��� A′ � ��X′��� ′� 	�
 ��
�� � ′ ��!
��"��� ��������#%� +�
%
���%�� �����
��������%� ������5
��&%�
�����#
 �"
 �#�� ������# ��& �����& � � ( 2�%� 2($�29$$� � ���"

��
�����%� ������5
��&%��

�������� � �������� � ������
� � �������� � �������� � ;)

�������� �

{
�̃���� �� '�′

� ≤ �− (� �� � ; ��� �� � �′� � ;)

; � ��������% �����
	

��� �!" .� ����� � � (� � � ���� � ����!����!�&'�� �	
��
�

�������" +�
�� �	
��
� ��
���	�
�� �����	��� DD∗2�$ ��� 

�����


�!�  �� ���	
��
� �%���
� � �	
��
� A′"


# ���
% �
��� ����,��
������ �� ��
����
� �0
%
�



��+ �� 3� �45��67"

2($ *#�
�
% ��
�������
�
� ��& ��,���#0 +�
%
���� ��
0 �
���
!
�#0 	���� ��	�%���	���

2 $ P��5
% U!����	� ��& ��
0 +�
%
����� ���%
 +�
%
���� ����
2 $ � �����
 � � (�

2<$ *#�����% ����,�
�
��& %
"�� ��
%� +�
%
���%�� ���%
 ����
2 $ ��� � � (� 1�& � � ( ������%� ��� ����� +�
%
�� ���� 2 $
���
� ������ ��� ����,�
�
��
 +�
%
���� ���	�0 ������

+"!�,"()� <" V, �������& ���
/ DD∗2�$ � �
��
%�0 6 � 7 ��
��
�� �
���������� ��� ��� ��%%�������#�

�&�%��	)� /�

DD���−��∗2�$ ∼� ����� 	 	 	 � ��� � ��2{������}�≤�����≤�$�


�� ����� � �	��� �� � �	���&'��,

LQR� �

⎧⎨⎩�2 �− ($� �' �
"""  � HIJK� �  )

 �2 �− ($ ! �
���! �� �	�#��	

-�	�#���!� ��
�%�&'�� �	 �����!����� �	���&'�� ��
��	�� 2���
; ���
�%���!������ #�� �	��� ��! �	  ��$�

� �

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

;� -P12�� �$ � ()

 � � � (� -P12�� �$ � (� �' � � """  � HIJK� �  )

 � � � (� -P12�� �$ � (� �
"""  � HIJK� ��  )

 � � � (� �' � � """  �	� HIJK� ��  )

( ! ����	� �� �	�#���"

-
��� ��
�� ����� � �	��� ��! �	 2� � (� 	 	 	 � �$ �����!�&��� �	��

��&'�� ��
�%��"

.	� � � ( ����� � �� 
�! � ; �� ��	� � �  � �� ����� � �� 
�! � ("
.	� � � ( � -P12�� �$ � ( ��
���	�� �� ���  ���� ����  ���
�	� ��

#��	� �
��� !��� �� ���!	��!�
�&'�� ��	�!�& �� ≡ (2NWL �$" /�	�
� �  � �� ����� � �� � �� 
�! � ��2 �−($ � 2��'�$2 �−($ ����!���

��!�  �" /�	� � � (� �� ����� � �� ���� ��2 �− ($� %� ���	&#� ���

�	�#�� ��
"""  � HIJK� ��  " ( ���� �	�#�� ����� � �	��� �� �� 
�! �

2�� ' �$2 �− ($"



-�./0� -�1���.�1�2 ��9

+"!�,"()� 6" P������
 �������/� DD���−��∗2�$ ������
��& �� ����!
�
���	� ���

 � �  �� -� %# ��5�� �&� �
�������
� � +��� �����
�

��� ��	������� �����	� ��∗���


0�1(",�()2"
2($ *�
��% ������"
��
 �� �
�������

 �, ���%��"
���� {��| � ∈

�� � � ���� ����# (} ��	
��# ���
� � �Q� � ���
 � ��
�����% ����!
,�%� �2��$ � ��

2 $ ����� �
�
�
	 ���,����
� ���� �, �!�� �
�5��# ����# � 2
��� �
�!

5��� �,����& � � � �� �� ���
����
� ��� ���� � ����%� ��������%��
��& ���
�
�������� ���
% �%
�� � ���� ���� � %
��5�%� ,���
��&%�
���
���� � ���
���$�

2<$ ����� 2��� ��� 	 	 	 � �
−�$���� ���,����
� ���	�������� %����/�
��,%
�� �×�� � ������� +�
%
�� �� ��,�/�� 2�� �$ ���
� �	 2; ≤ � � �$�

26$ ����� � ≥ �� 2 ��  �� 	 	 	 �  
��−�$�������� ���,����
� %����/� ��,!
%
�� � × 2� ' �$� +�
%
��# ������� !	� �%
�� ����

!	� �

⎧⎪⎨⎪⎩
 � � � � �� � � �)

 � � � � � − �� � ≥ �)

; � �������#0 �����&0	

P��5
% ����,����
 ��	
��# DD∗2�$� X�
�
�� ��
0 ��
����#0 ��!
"
 ����,����0 �����
����&�� ������� ; ≤ � � 2 �− ($ LQR��

2($ "
���
� �

⎧⎪⎨⎪⎩
(
�2��−�2���$$�

���
� ⊗ ��� ;� 	 	 	 � ;

)
����

� 
��� � �����)(
;� 	 	 	 � ;︸ ︷︷ ︸

�

� �
���
� ⊗ ��� ;� 	 	 	 � ;

)
����

� 
��� � �
������

	�
 LQR "
���
� � �� �����% � �����
����&
� ������&%�

2�$ 
��� � � (� �� 
 � ;� �� ≡ (2�$� �' �
���  � � � ���  ��� HIJK� �  )

2�$ 
��� � � (� �� 
 � ;� �' � � ���  �
Y�
��� ��� � � �
��
%
 6� � � /
��& ������ � 
 � ������� �� �
�
��& �
��  �−(� � � /
��& ����� �� �
�
��& 
 ��  � � � /
��& ����� �� �
�
��&
�' �� �� ��

2 $ "
���
� �

(
�2��2���$$�

���
� ⊗ ��� ;� 	 	 	 � ;

)
����

� 	�
 LQR "
���
� � �� � ��
!

�
�� � �����
����&
� ������&%�

2�$ 
��� � � (� �� 
 �  �� � ' �� ≡ (2�$� � ' � � ���  � � � ���  ���
HIJK� �  )



��� �� 3� �45��67"

2�$ 
��� � � (� �� 
 �  �� �' �
���  � � � ���  ��� � � ; ��� HIJK� �  �

2<$ "
���
� �

(
��� 	 	 	 � ��−�� ��� 	 	 	 � �������−�−��−�� ;� 	 	 	 � ;︸ ︷︷ ︸

���

)
����

�

�	 �

{
�2��2��	����$$�	� ⊗ �	�� � � �)

�
���
	�����

⊗ �	����� � � ≤ � � �'  �2�−�− ($�

	�
 �� � /
��& ������ � �� � ������� �� �
�
��& 2�'�$ ��  �� � ��
�
��

� +�
%
��� "
���
� �����
����&
� ������&%


 �  ���' �� ≡ ;2�$� �' �
���  � �

���  ��� HIJK� �  �

26$ "
�
�
� �

(
��� 	 	 	 � ��−�� ��� 	 	 	 � �������−��−�

)
����

�

�	 �

⎧⎪⎨⎪⎩
;� � � �� � �
�����)

2−($	�2��2��	��−���$$�	� ⊗ �	�� � � �� � �����)

2−($	�������	����� ⊗ �	����� � � ≥ ��

	�
 �� � /
��& ������ � �� � ������� �� �
�
��& 2�'�$ ��  �� LQR"
�
�
� � ��

� ���"
 
 �  �−  � �− ( ' �� ≡ ;2�$� �' � � ���  � � ���  ��� HIJK� �  �

27$ "
���
� � 2;� 			� ;︸ ︷︷ ︸

�

�  �� 			�  ��−�� ;� 			� ;︸ ︷︷ ︸
����−�−��

�  ����−�−��� 			�  ���−�$���������

 ��

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

�
�����
������ ⊗ ���� � ≤ � �  �)

−�2��2��	�������$$�
�����
	�����

⊗ �	����� �

 �2�−�− ($ ≤ �� �2�−�$� ����−( ��� ��� �− ()

�
�����
	�����

⊗ �	����� �  �2�−�$≤� �  ��� ����− ( ��� ��� �− ()

; � �������#0 �����&0�

	�
 �� � /
��& ������ � �� � ������� �� �
�
��& � ��  �� LQR "
���
� � � �


 �  �' (� �' �� ≡ ;2�$� �' � � ���  � � � ���  ��� HIJK� �  �

2A$ "
���
� � 2 �� ;� 	 	 	 � ;︸ ︷︷ ︸

�−������−�−��

�  ������−�−��� ;� 	 	 	 � ;$���������

	�
  ���
�����
� ⊗ ���

 ������−�−���−�2��2�������$$�
�����
������−�−� ⊗ �������−�−�



-�./0� -�1���.�1�2 ��:

� ��
�
�� � +�
%
��� "
���
� �����
����&
� ������&%


 �  �' (� �' �� ≡ ;2�$� �' �
���  � �

���  ��� HIJK� �  �

+"!�,"()� 7" 
# ����� ���
% ������,����� ����������
 ���,���
!

��
 " �	� ��& "
�	�
� 2��� ,�%
����
 ($�

��� 	������� ��	������� �����	� ��∗���

����� #• → � � %���%�����& ���
������& ��%�������& �
,����
�!
�� ��	
��# 
������ �� ������
���& � � ;�� 1�& ��/����� $� ∈ ZQKÆ��

� $� ∈ ZQKÆ�� �%

%

H[$� · H[$� � H[2U�2$�$U
��2$�$$� 2:$

	�
 U	2$$ ���,����
� �!� ����	 ��/���� $ � P��5
% U!����	� ��& ����!
,����0 ��	
��# DD∗2�$� ����# ����� ����,�
�
��& 
� +�
%
�����
����,�&�� O��%���� 2:$�

1�& ������"
��& % � #	 → #� ���
�
��% ����
�#�  �� ����
�0��

 �� %′ �� ����%��O�,% �� ��
�����% ����,�%� %′ � #′
	 → #′

� � 	�
 #′
	 �

#′
� ���������& �, #	 � #� �����
����
��� ,�%
��� ��"��	� ��&%�	�

���	�
%�	� &	�� �� &���	��� 2,�
�� �2�$ � �� 
��� �2�	$ � ��$� � %����!

/� ������"
��& %′ ������
��& �, % ���%
�
��
% �� �� ��
% �
�#%
��%���
���% �
�,���� �����
�������
� %����/#�


0�1(",�()�" 1�& � ∈ Z� � ∈ N �
�
, 2�$� ���,����% ���%
��5��
�
����/��
���#� �#�
� � �� %����� � 2� ���������� ; ≤ 2�$� ≤ �−($�

� �%&�'�()� 3� 2\$ ����� 
� ∈ N� 
� �  �− (" 
����!�
� �	��� ��!

"
���
� �����!�&��� �	���&'�� ��
�%��"

2($ /�	� 
�  �#�� �� �� U��2"
���
� $ �����!����� � ����'�& 2 �� ×

 ��$����
���� �	��� ��  	� ����
�� ���&� �	���&'�� !���
2(�$ ��	� ; ≤ � �  �� ��

 	� �

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
2−($��������������

	 	 	 ������������� ⊗ ����

� � �� �� � ;� �  �#�� ��

� '�� ' ��2�' �$ ≡ ;2NWL  �$)

; ! ����	� �� �	�#���)

2(�$ ��	�  � ≤ � �  �2�−�� − ($� ��  	� � ;)



��� �� 3� �45��67"

2(�$ ��	�  �2�−�� − ($ ≤ � �  �2�−��$� ��

 	� �

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
2−($	�2−($���2��2����������$$����������−� 	 	 	 ����������⊗

�	����� �

� � �� � #1�� �� �� '�� ' ( ' ��� ≡ ;2NWL �$)

; ! ����	� �� �	�#���)

2(	$ ��	�  �2�−��$ ≤ � �  �2�−�� ' ($� ��

 	� �

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
2−($	�2−($�������������� 	 	 	 �������������� ⊗ ����

� � �� �� � ;� �  �#�� ��

�� '�� ' ( ' �' ��2�' �$ ≡ ;2NWL  �$)

; ! ����	� �� �	�#���)

2(�$ ��	� � ≥  �2�−�� ' ($� ��  	� � ;
2
�� �� � �������� � �� � ��	�� #���� �� ��	� �� �  �  �� � �  ��� '
��$"

2 $ /�	� 
� #�� �� �� U��2"
���
� $ �����!����� � ����'�& 2�' �2�−

($ × �' �2�−($$����
���� �	��� ��  	� ����
�� ���&� �	���&'��

!���
2 �$ ��	� ; ≤ � � �� ��

 	� �

⎧⎪⎨⎪⎩
−2−($�2−($���2��2��������$$����������−� 	 	 	 �������� ⊗ ����

� � �� � #1�� �� � '�� ' ��� ≡ ;2NWL �$)

; ! ����	� �� �	�#���)

2 �$ ��	� � ≤ � � <�� ��

 	� �

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
−2−($	�2−($����	���������� 	 	 	 ��	���������� ⊗ �	����� �

� � �� �� � ;� �  �#�� ��

�� '�� ' ��2�' �$ ≡ ;2NWL  �$)

; ! ����	� �� �	�#���)

2 �$ ��	� <� ≤ � � �'  �2�− (−��$� ��  	� � ;)
2 	$ ��	� �'  �2�− (−��$ ≤ � � �'  �2�−��$� ��

 	� �

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
−2−($	�2−($����	���������� 	 	 	 ��	���������� ⊗ �	����� �

� � �� �� � ;� �  �#�� ��

�� '�� ' �' ��2�' �$ ≡ ;2NWL  �$)

; ! ����	� �� �	�#���)



-�./0� -�1���.�1�2 ���

2 �$ ��	� � ≥ �'  �2�−��$� ��  	� � ;
2
�� �� � �������� � �� � ��	�� #���� �� ��	� �� � ' �  �  �� � �
 ��� ' �� − �$"

2\\$ �
�����!�� �
��%!�	� �� �� ∈ N ! !��� �� � ��2 �−($'
�� 
��

; ≤ 
� ≤  �− 	 +�
�� U��2"
���
� $ � ��� U��2"

���
� $� !�� 	�!�� ����� � ��

����
�
� ����
�#� �  � ��� � � ��������� �� ��� �0� �  � 2−($��

2�
� ���� ��� U�2"
���
� $ ���
�%���!����� ��� �	��� � "

���
� $"

� �%&�'�()� 4� ����� � � ("

2\$ .	� 
� ∈ N� 
� �  �− (� 
����!�
� �	��� ��! "
���
� �����!�&���

�	���&'�� ��
�%��"

2($ /�	� 
�  �#�� � � ; ≤ 
� �  �− 
− (� �� U��2"
���
� $ �����!����

�� � ����'�& 2 �� ×  ��$����
���� �	��� ��  	� ����
�� ���&�

�	���&'�� !���
2(�$ ��	� ; ≤ � �  �� ��

 	� �

{
��������������� 	 	 	 ������������� ⊗ ��−� 	 	 	 ��� ���� ���;)

; ! ����	� �� �	�#����


�� �� �

{
−(� � � ;)

2−($� � � � ;)

2(�$ ��	�  � ≤ � �  �2�−�− ($� ��  	� � ;)
2(�$ ��	�  �2�−�− ($ ≤ � �  �2�−�$� ��

 	� �

⎧⎪⎨⎪⎩
������������−� 	 	 	 ���������� ⊗ �	������� 	 	 	 �	����� �

� � ��� �� � ;)

; ! ����	� �� �	�#����


�� �� �

{
2−($	� � � � ;)

�2��2��	�����$$� � � ;)

2(	$ ��	�  �2�−�$ ≤ � �  ��� ��  	� � ;
2
�� �� � �������� � �� � ��	�� #���� �� ��	� �� �  �  �� � �  ��� '
��$"

2 $ /�	� 
� #�� � � ; ≤ 
� �  �− 
 − (� �� U��2"
���
� $ �����!�����

� ����'�& 2�'  �2�− ($ × �'  �2�− ($$����
��� � ��� ��!�  ��



��� �� 3� �45��67"

 � �	�!�� �	��� ���� ����
�� ����� �	���&'�� !���

 �� �

{
����−� 	 	 	 �� ⊗ ��� �� � ;)

���� ⊗ ��−� 	 	 	 ��� �� � ;�


�� �� �

{
−(� �� � ;� � � ;)

�2��2��������$$ ! ����	� �� �	�#���	

2<$ /�	� 
�  �#�� � �  � − 
 − ( ≤ 
� ≤  � −  � �� U��2"
���
� $ ����

��!����� � ����'�& 2 �� × �' �2�− ($$����
��� � ��� ��!�  ��

 � �	�!�� �	��� ���� ����
�� ����� �	���&'�� !���
 �� � −�2��2���$$��−� 	 	 	 ��������� ⊗ ��−� 	 	 	 ��"

26$ /�	� 
� #�� � �  �−
−( ≤ 
� ≤  �− � �� U��2"
���
� $ �����!�����

� ����'�& 2�' �2�−($ ×  ��$����
��� � ��� ��!�  ��  � �	�!��

�	��� ���� ����
�� ����� �	���&'�� !���
 �� � −�������������

	 	 	 �� ⊗ ��−� 	 	 	 ��"

2\\$ .	� �
��%!�	� �
� �� ∈ N ����� �� U��2"
���
� $ � �	�
�# � ����

�� �& U��2"
���
� $� 
�� ; ≤ 
� ≤  � −  � �� � ��2 � − ($ ' 
�� !�� 	�!��

����� � �� ����
�
� ����
�#� �  � ��� � � ��������� �� ��� �0��

 �  � 2−($�� 2�
� ���� ��� U�2"
���
� $ ���
�%���!����� ��� �	��� �

"
���
� $"

� �%&�'�()� 5� 2\$ ����� 
� ∈ N� 
� �  �− (" 
����!�
� �	��� ��!

"
���
� �����!�&��� �	���&'�� ��
�%��"

2($ /�	� 
�  �#�� � � ; ≤ 
� �  �− 
− (� �� U��2"
���
� $ �����!����

�� � ����'�& 2 �� ×  ��$����
���� �	��� ��  	� ����
�� ���&�

�	���&'�� !��,

2(�$ ��	� ; ≤ � �  �� ��

 	� �

{
������������� 	 	 	 ������������� ⊗ ���� � � �)

; ! ����	� �� �	�#���)

2(�$ ��	�  � ≤ � �  �2�−�� −�− ($� ��

 	� �

{
��	�������������� 	 	 	 ��	�������������� ⊗ �	����� � � � �)

; ! ����	� �� �	�#���)



-�./0� -�1���.�1�2 ���

2(�$ ��	�  �2�−�� −�− ($ ≤ � �  �2�−�� −�$� ��

 	� �

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

���	��������������
	 	 	 ��	�����������������⊗

�	��������−� 	 	 	 �	����� �
� � � '  ���� ; ≤ �� ≤ ��

� �

{
−�2��2��	����������$$� �� � �)

�2��2��	����������$$� �� � �

; ! ����	� �� �	�#���)

2(	$ ��	�  �2�−�� −�$ ≤ � �  �2�−��$� ��

��� �

⎧⎪⎨⎪⎩
������������������� � � � ������������� ⊗ ��������−��−� � � � ������� �

� � ����− �−��� � ���

� � �������	
 �����

�

2(�$ ��	�  �2�−��$ ≤ � �  ��� ��

��� �

{
������������������� � � � ������������������� ⊗ 	������ � � � 
�

� � �������	
 �����



2
�� �� � �������� � �� � ��	�� #���� �� ��	� �� �  �  �� � �  ��� '
��$"

2 $ /�	� 
� #�� � � ; ≤ 
� �  �− 
 − (� �� U��2"
���
� $ �����!�����

� ����'�& 2� '  �2� − ($ × � '  �2� − ($$����
���� �	��� ��  	�
����
�� ���&� �	���&'�� !��,

2 �$ ��	� ; ≤ � � �� ��

 	� �

{
�2��2����������$$�������� ⊗ ���� � � �)

; ! ����	� �� �	�#���)

2 �$ ��	� � ≤ � � �'  �2�−�−�� − ($� ��

 	� �

{
��	��������������−� 	 	 	 ��	������������

⊗ �	����� � � � �)

; ! ����	� �� �	�#���)

2 �$ ��	� �' �2�−�−��− ($ ≤ � � �' �2�−��− ($� ��  	� � ;)
2 	$ ��	� �'  �2�−�� − ($ ≤ � � �'  �2�− ($� ��

 	� �

⎧⎪⎨⎪⎩
��	������−����������� 	 	 	 ��	������−����������� ⊗ �	����� �

� � �)

; ! ����	� �� �	�#���



��8 �� 3� �45��67"

2
�� �� � �������� � �� � ��	�� #���� �� ��	� �� � ' �  �  �� � �
 ��� ' �� − �$"

2<$ /�	� 
�  �#�� � �  � − 
 − ( ≤ 
� ≤  � −  � �� U��2"
���
� $ ����

��!����� � ����'�& 2 �� × � '  �2� − ($$����
���� �	��� ��  	�
����
�� ���&� �	���&'�� !��,

2<�$ ��	� ; ≤ � � �� ��

 	� �

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

�����������−� 	 	 	 ���������������� ⊗ ������−� 	 	 	 ����
� � � '  ���� ; ≤ �� ≤ �−�� − (�

� �

{
�2����2��������−�����$$� �� � �−�� − ()

−�2����2��������−�����$$� �� � �−�� − ()

; ! ����	� �� �	�#���)

2<�$ ��	� � ≤ � � �'  �2�−�� − ($� ��

��� �

⎧⎪⎨⎪⎩
������������������� � � � ������������� ⊗ ��������−��−� � � � ������� �

� � �� � ���� −�� − ���

� � �������	
 �����

�

2<�$ ��	� �'  �2�−�� − ($ ≤ � � �'  �2 �− �−�� −  $� ��

 	� �

⎧⎪⎨⎪⎩
��	���������������� 	 	 	 ��	���������������� ⊗ �	����� �

� � � ' �)

; ! ����	� �� �	�#���)

2<	$ ��	� �'  �2 �−�−�� −  $ ≤ � � �'  �2�− ($� ��  	� � ;
2
�� �� � �������� � �� � ��	�� #���� �� ��	� �� � ' �  �  �� � �
 ��� ' �� − �$"

26$ /�	� 
� #�� � �  �−
−( ≤ 
� ≤  �− � �� U��2"
���
� $ �����!�����

� ����'�& 2� '  �2� − ($ ×  ��$����
���� �	��� ��  	� ����
��

���&� �	���&'�� !��,

26�$ ��	� ; ≤ � � �� ��  	� � ;)
26�$ ��	� � ≤ � �  �� ��

 	� �

{
−���������������−� 	 	 	 ���������� ⊗ ���� � � � − �)

; ! ����	� �� �	�#���)

26�$ ��	�  � ≤ � �  �2�−��$� ��  	� � ;)



-�./0� -�1���.�1�2 ��,

26	$ ��	�  �2�−��$ ≤ � �  �2 �−�−�� − ($� ��

 	� �

⎧⎪⎨⎪⎩
��	����−������������� 	 	 	 ��	����−������������� ⊗ �	����� �

� � � − �)

; ! ����	� �� �	�#���)

26�$ ��	�  �2 �−�−�� − ($ ≤ � �  �2 �−�−��$� ��

 	� �

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

���	����������−� 	 	 	 ��	����������−����⊗
�	�����−�−�����−� 	 	 	 �	�����−�−��−��
� � � − �'  ���� ; ≤ �� ≤ �'�� − ��

� � −�2��2��	��������−���$$)

; ! ����	� �� �	�#���)

26
$ ��	�  �2 �−�−�� − ($ ≤ � �  ��� ��

��� �

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

��������−����������� � � � ����������� ⊗ ��������−� � � � ������� �

� � ��� � ���� �� � �− � ��� �� � �� − �

� �

{

�����������������−������ 
� � ��−�−�� − ��

−�� 
� � ��−�−�� − ��

� � �������	
 �����

�

2
�� �� � �������� � �� � ��	�� #���� �� ��	� �� �  �  �� � �  ��� '
��$"

2\\$ �
�����!�� �
��%!�	� �� �� ∈ N ! !��� �� � ��2 �−($'
�� 
��

; ≤ 
� ≤  �− 	 +�
�� U��2"
���
� $ � ��� U��2"

���
� $� !�� 	�!�� ����� � ��

����
�
� ����
�#� �  � ��� 2�
� ���� ��� U�2"
���
� $ ���
�%���!�����

��� �	��� � "
���
� $"

� �%&�'�()� #6� 2\$ ����� 
� ∈ N� 
� �  �−(" 
����!�
� �	��� ��!

"
�
�
� �����!�&��� �	���&'�� ��
�%��"

2($ /�	� 
�  �#�� �� �� U��2"
�
�
� $ �����!����� � ����'�& 2� '

 �2�− ($ ×  ��$����
���� �	��� ��  	� ����
�� ���&� �	���&'��

!��,

2(�$ ��	� ; ≤ � � �� ��



��+ �� 3� �45��67"

2�$ ��	� � #�� �� ��

 	� �

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

κ�������������−� 	 	 	 �������������������
⊗

�����������−� 	 	 	 ��������
� � � ' 6��� ' �� ; ≤ �� ≤ �−��−�

� )

κ�����������−� 	 	 	 �����������������
⊗ ������� 	 	 	 ����

� � � ' 6��� '  �� ; ≤ �� ≤ �−��−�
� )

; ! ����	� �� �	�#���)

2�$ ��	� �  �#�� �� ��

 	� �

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

κ�����������−� 	 	 	 �����������������
⊗

������� 	 	 	 ����

� � � ' 6��� '  �� ; ≤ �� ≤ �−��−�
� )

κ�������������−� 	 	 	 �������������������
⊗

����������� 	 	 	 ��������

� � � ' 6��� ' <�� ; ≤ �� ≤ �−��−�
� )

; ! ����	� �� �	�#����


��

κ� �

{
2−($��2����2��������$$� �� �

�−��−�
� )

−2−($��2����2��������$$ ! ����	� �� �	�#����

κ� �

{
2−($��2����2��������$$� �� �

�−��−�
� )

−2−($��2����2��������$$ ! ����	� �� �	�#���)

2(�$ ��	� � ≤ � � �'  �2�− (−��$� ��

 	� �

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

κ���	��������������−� 	 	 	 ��	������������������

⊗�	���������−� 	 	 	 �	����� �
� �  �2�� '  ��$ ' ��� ; ≤ �� ≤ �−��−��−�

� )

κ
��	��������������−� 	 	 	 ��	��������������−���
⊗��	��������−���−� 	 	 	 �	����� �

� �  �2�� −  �� − ($ ' 2�� ' ($��� ; ≤ �� ≤ ��−�
� )

; ! ����	� �� �	�#����



-�./0� -�1���.�1�2 ��9


��

κ� �

{
−2−($��2−($	� � �� �

�−��−��−�
� )

2−($��2−($	� ! ����	� �� �	�#���)
κ
 � 2−($��2−($	� )

2(�$ ��	� �'  �2�− (−��$ ≤ � � �'  �2�− ($� ��

 	� �

{
−2−($��2−($	���	���������������� ⊗ �	����� � � � � ' �)

; ! ����	� �� �	�#���

2
�� �� � �������� � �� � ��	�� #���� �� ��	� �� � ' �  �  �� � �
 ��� ' �� − �$"

2 $ /�	� 
� #�� �� �� U��2"
�
�
� $ �����!����� � ����'�& 2 �� × �'

 �2�− ($$����
���� �	��� ��  	� ����
�� ���&� �	���&'�� !��,

2 �$ ��	� ; ≤ � �  �� ��

 	� �

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−2−($������������−� 	 	 	 �������� ⊗ ����

� � � − �� � ≥ �� � #�� �)

2−($������������−� 	 	 	 �����������−���
⊗���������−���−� 	 	 	 ��������

� � �'  �2�−  −  ��$ ' 2� ' �$��� ; ≤ �� � ��

� )

; ! ����	� �� �	�#���)

2 �$ ��	�  � ≤ � �  �2�−��$� ��

 	� �

{
−2−($��2−($	���	������������

⊗ �	����� � � � � − �)

; ! ����	� �� �	�#���)

2 �$ ��	�  �2�−��$ ≤ � �  ��� ��

����

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−κ�����������������−� � � � ������������� ⊗ ��������−� � � � ������� �

� � ��� � ��� � �	������� �����������

κ�����������������−� � � � ���������−���������������⊗
�����������−� � � � ������� �

� � ���
� � �
�� � �� − �� � ≤ 
� �
�−��
�

�

κ�����������������−� � � � �����������������−���⊗
�����������−���−� � � � ������� �

� � ���
� − �− �
��− �� ��� � ����� � ≤ 
� �
��−����

�
�

� � �������	
 �����

�



��� �� 3� �45��67"


�� κ �

{
−2−($��2−($	��2����2��	������$$� ��	� �� � �−��)

2−($��2−($	� ! ����	� �� �	�#����

� ��	�!�� 2'$ ����� !��,

	��� �  �#�� � � �− ��  �#�� ��

	��� � #�� �� �− �� #�� � � �� � �− ()
	��� � #�� �� �− �� #�� � � �� �  �− ()
	��� � #�� �� �− ��  �#�� �� �− ( ≤ �� �  �− (
2
�� �� � �������� � �� � ��	�� #���� �� ��	� �� �  �  �� � �  ��� '
��$"

2\\$ �
�����!�� �
��%!�	� �� �� ∈ N ! !��� �� � ��2 �−($'
�� 
��

; ≤ 
� ≤  �− " +�
�� U��2"
�
�
� $ � ��� U��2"

�
�
� $� !�� 	�!�� ����� � ��

����
�
� ����
�#� �  � ��� 2�
� ���� ��� U�2"
�
�
� $ ���
�%���!�����

��� �	��� � "
�
�
� $"


0�1(",�()�" ��
������% ����,������
 �� ∈ N � ���
 �� � ��2 �−
($'
�� ; ≤ 
� ≤  �− � ����� �� � /
��& ����� �� �
�
��& 
� ��  � T��
%
	�������� ��� �#����
�� ������
 2∗$�� �� 
��� �#����
�� ��
����

�
2� ≥ ' � �$ ��� 2' � � ' �$ ��� 2' ≤ � � � ≥ ' � � � ' ' �$� 	�

' � 2−(−�� − ���$���

� �%&�'�()� ##� 2\$ ����� 
� ∈ N� 
� �  �−(" 
����!�
� �	��� ��!

"
���
� �����!�&��� �	���&'�� ��
�%��"

2($ /�	� 
�  �#1�� � � ; ≤ 
� �  �−
−(� �� U��2"
���
� $ �����!�����

� ����'�& 2 �� × � '  �2� − ($$����
���� �	��� ��  	� ����
��

���&� �	���&'�� !��,

2(�$ ��	� ; ≤ � � �� ��

 	� �

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

������������−� 	 	 	 ����������������
⊗ ������−� 	 	 	 ����

� � � '  ���� ; ≤ �� � �−�−�� − (

� !���	 � � ��	�!�� 2∗$���)
−��������������−� 	 	 	 ������������������

⊗
����������−� 	 	 	 ��������
� � � ' �'  ���� ; ≤ �� � �−�−�� − (

�  � !���	 � � ��	�!�� 2∗$���)
; ! ����	� �� �	�#����


�� �� � �2��2������������$$)



-�./0� -�1���.�1�2 ��:

2(�$ ��	� � ≤ � � �'  �2�−�−�� −  $� ��

 	� �

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
−��	������������������

	 	 	 ��	����������⊗
��	�����−��−� 	 	 	 �	����� �
� �  �2�− (−��$ ' �� �  � !���	 � � ��	�!�� 2∗$	���)

; ! ����	� �� �	�#���)

2(�$ ��	� �'  �2�−�−�� −  $ ≤ � � �'  �2�− (−��$� ��

 	� �

⎧⎪⎨⎪⎩
����	���������������� 	 	 	 ��	��������������

⊗ �	����� �

� � � ' � � !���	 � � ��	�!�� 2∗$	���)
; ! ����	� �� �	�#����


�� �� �

{
−(� �� � �− (−��)

( ! ����	� �� �	�#���)

2(	$ ��	� � ≥ �'  �2�− (−��$� ��  	� � ;
2
�� �� � �������� � �� � ��	�� #���� �� ��	� �� � ' �  �  �� � �
 ��� ' �� − �$"

2 $ /�	� 
� #�� � � ; ≤ 
� �  �− 
 − (� �� U��2"
���
� $ �����!�����

� ����'�& 2� '  �2� − ($ ×  ��$����
���� �	��� ��  	� ����
��

���&� �	���&'�� !��,

2 �$ ��	� ; ≤ � �  �� ��

 	� �

⎧⎪⎨⎪⎩
���������������

	 	 	 ���������� ⊗ ����

� � 2�$� �  � !���	 � � ��	�!�� 2∗$���)
; ! ����	� �� �	�#���)

2 �$ ��	�  � ≤ � �  �2�−�− (−��$� ��  	� � ;)



��� �� 3� �45��67"

2 �$ ��	�  �2�−�− (−��$ ≤ � �  �2�−��$� ��

 	� �

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

���	��������������
	 	 	 ��	������������

⊗ �	����� �

� �  ��� − �' �� � !���	 � � ��	�!�� 2∗$	���)
−���	��������−�����������

	 	 	 ��	������−����������������

⊗�	���������� 	 	 	 �	����� �

� �  �2�−�� ' ��$− �' ��� ; ≤ �� � ���

�� � �−�− (−��

�  � !���	 � � ��	�!�� 2∗$	���)
; ! ����	� �� �	�#����


�� � �

{
�2��2��������������$$� �� � �−�−�� − ()

( ! ����	� �� �	�#���)

2 	$ ��	�  �2�−��$ ≤ � �  ��� ��

 	� �

⎧⎪⎨⎪⎩
��	��������������

	 	 	 ��	�������� ⊗ ��	�����−� 	 	 	 �	����� �
� � 2�� ' ($� � !���	 � � ��	�!�� 2∗$	���)

; ! ����	� �� �	�#���

2
�� �� � �������� � �� � ��	�� #���� �� ��	� �� �  �  �� � �  ��� '
��$"

2<$ /�	� 
�  �#�� � �  �−
−( ≤ 
� ≤  �− � �� U��2"
���
� $ �����!��

���� � ����'�& 2 �� ×  ��$����
���� �	��� ��  	� ����
�� ���&�

�	���&'�� !��,

2<�$ ��	� � �  �� ��  	� � ;)

2<�$ ��	�  � ≤ � �  �2�−��$� ��

 	� �

⎧⎪⎨⎪⎩
����	���������������� 	 	 	 ��	�������������� ⊗ �	����� �

� � � � !���	 � � ��	�!�� 2∗$	���)
; ! ����	� �� �	�#����


�� �� �

{
−(� �� � �−�� − ()

( ! ����	� �� �	�#���)

2<�$ ��	�  �2�−��$ ≤ � �  �2 �−�−�� −  $� ��  	� � ;)



-�./0� -�1���.�1�2 ���

2<	$ ��	�  �2 �−�−�� −  $ ≤ � �  �2 �−�−�� − ($� ��

 	� �

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
����	���������������� 	 	 	 ��	�������������⊗

��	�−������������� 	 	 	 �	����� �

� � 2� ' ($�� � !���	 � � ��	�!�� 2∗$	���)
; ! ����	� �� �	�#����


�� �� � −�2����2����������−���$$)

2<�$ ��	� � ≥  �2 �−�−�� − ($� ��  	� � ;
2
�� �� � �������� � �� � ��	�� #���� �� ��	� �� �  �  �� � �  ��� '
��$"

26$ /�	� 
� #�� � �  �−
−( ≤ 
� ≤  �− � �� U��2"
���
� $ �����!�����

� ����'�& 2� '  �2� − ($ × � '  �2� − ($$����
���� �	��� ��  	�
����
�� ���&� �	���&'�� !���

26�$ ��	� � � �� ��

��� �

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

���������������−� � � � ����������� ⊗ 	���

� � 
� 
 ��� � � � ��� ≡ �����

��	��������� ⊗ �������−� � � � ���� � � �
 � ���� �� � �− ��

��������������−� � � � �������������−�� ⊗ ������ � � � ����

� � 
 � �� ��
�� � ≤ 
� � �� � �	������� ������� �∗�����
���������������−� � � � ���������������−�� ⊗ ���������� � � � ��������

� � 
 � ���
� � ��� � ≤ 
� � �� � �� �	������� ������� �∗�����
� � �������	
 �����

�


�� � � �����



��� �� 3� �45��67"

�� �

{
�2��2�������$$� �� � �− �− ()

�2����2��������−�����$$ ! ����	� �� �	�#����

�� �

{
−(� �� � �− ()

( ! ����	� �� �	�#����

�� �

{
−� ��	� !���	 � � ��	�!�� 2∗$����
� ! ����	� �� �	�#����

�� �

{
�� �� � �− ()

; ! ����	� �� �	�#����

�� �

{
�− (− ��� �� � �− ()

�− (−�� ! ����	� �� �	�#����

�� �

{
�− (� �� � �− ()

(� ! ����	� �� �	�#���)

26�$ ��	� � ≤ � � �'  �2�− (−��$� ��

 	� �

⎧⎪⎨⎪⎩
��	�������������� 	 	 	 ��	������������

⊗ �	����� �

� � � � !���	 � � ��	�!�� 2∗$	���)
; ! ����	� �� �	�#���)

26�$ ��	� �'  �2�− (−��$ ≤ � � �'  �2 �−  −�−��$� ��

 	� �

⎧⎪⎨⎪⎩
��	�������������� 	 	 	 ��	�������� ⊗ ��	�����−� 	 	 	 �	����� �

� � 2� ' ($� � !���	 � � ��	�!�� 2∗$	���)
; ! ����	� �� �	�#���)

26	$ ��	� � ≥ �'  �2 �−  −�−��$� ��  	� � ;
2
�� �� � �������� � �� � ��	�� #���� �� ��	� �� � ' �  �  �� � �
 ��� ' �� − �$"

2\\$ �
�����!�� �
��%!�	� �� �� ∈ N ! !��� �� � ��2 �−($'
�� 
��

; ≤ 
� ≤  �− 	 +�
�� U��2"
���
� $ � ��� U��2"

���
� $� !�� 	�!�� ����� � ��

����
�
� ����
�#� �  � ��� 2�
� ���� ��� U�2"
���
� $ ���
�%���!�����

��� �	��� � "
���
� $"



-�./0� -�1���.�1�2 ���

� �%&�'�()� #$� 2\$ ����� 
� ∈ N� 
� �  �−(" 
����!�
� �	��� ��!

"
���
� �����!�&��� �	���&'�� ��
�%��"

2($ /�	� 
�  �#1�� � � ; ≤ 
� �  �−
−(� �� U��2"
���
� $ �����!�����

� ����'�& 2 �� × � '  �2� − ($$����
���� �	��� ��  	� ����
��

���&� �	���&'�� !��,

2(�$ ��	� ; ≤ � � �� ��

��� �

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

κ�����������−� � � � �������������
⊗ 	���

� � 
� 
 ��� � ����� �� ≡ ��	
� ����

κ�������������−� � � � ���������������
⊗ 	���

� � 
 � �� 
 ��� � ����� �� ≡ ��	
� ����

κ�����������−� � � � ����������������

⊗������ � � � ����

� � 
 � ���
� � ��� � ≤ 
� � ���


 ��� � ����� �� ≡ ��	
� ����

κ�������������−� � � � ������������������

⊗���������� � � � ��������

� � 
 � �� ���
� � ��� � ≤ 
� � ���


 ��� � ����� �� ≡ ��	
� ����

−κ�����������−� � � � ����������������−� ⊗ �����������−�−��−� � � � ����

� � 
 � ����
� � �−�−���� � ≤ 
� � �
�
� �� � ��


 ��� � ����� �� ≡ ��	
� ���� � ������

−κ�������������−� � � � ������������������−�⊗
�������������−�−��−� � � � ��������

� � 
 � �� ����
� � �−�−���� � ≤ 
� � �
�
� �� � ��


 ��� � ����� �� ≡ ��	
� ���� � ������

� � �������	
 �����

�


�� κ� � �2��2������������$$�

�� �

{
�−�−�� −  � �� � ( �	� � � ;)

�−�−  ! ����	� �� �	�#���)



��8 �� 3� �45��67"

2(�$ ��	� � ≤ � � �'  �2�−  −�� −�$� ��

 	� �

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

��	���������������� 	 	 	 ��	�����������������⊗
�	��������−� 	 	 	 �	����� �
� �  �2�� ' ��$ ' ��� � ≤ �� � ���

�� '�� ' �' ��2�' �$ ≡ ;2NWL  �$)

−��	���������������� 	 	 	 ��	��������������−�⊗
��	���������−��−�−� 	 	 	 �	����� �
� �  �2 �� ' �−�� −�$ ' ��� ; ≤ �� � �

� � �� � (�

�� '�� ' �' ��2�' �$ ≡ ;2NWL  �$� � #�� �)

κ���	���������������� 	 	 	 ��	�����������������⊗
�	��������−� 	 	 	 �	����� �
� �  �2�� ' ��$ ' ��� � ≤ �� � �− �� −���

�� '�� ' ( ' ��2�' �$ ≡ ;2NWL  �$)

; ! ����	� �� �	�#����


�� �� �

{
�−�−�� − (− ��� �� � ( �	� � � ;)

�−�− (− �� ! ����	� �� �	�#����

κ� �

{
−(� �� � �− �� −�� − ()

( ! ����	� �� �	�#���)

2(�$ ��	� �'  �2�−  −�� −�$ ≤ � � �'  �2�− ($� ��

��� �

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

������������������� � � � ��������������������

⊗����������−� � � � ������� �

� � ���
� � 
�� � ��� � ≤ 
� � ���

�� ��� � � � �� ����� �� ≡ ��	
� ����

−������������������� � � � ������������������
⊗

������������−��−�−� � � � ������� �

� � ����
� � �−�� −�� � ��� � ≤ 
� �
�
�
� �� � ��

�� ��� � � � �� ����� �� ≡ ��	
� ����

−��������������� � � � ������������� ⊗ 	������ �

� � ��
� � ��� 
� � �−�� − ��

�� ��� � � � �� ����� �� ≡ ��	
� ����

� � �������	
 �����





-�./0� -�1���.�1�2 ��,

2
�� �� � �������� � �� � ��	�� #���� �� ��	� �� � ' �  �  �� � �
 ��� ' �� − �$"

2 $ /�	� 
� #�� � � ; ≤ 
� �  �− 
 − (� �� U��2"
���
� $ �����!�����

� ����'�& 2� '  �2� − ($ ×  ��$����
���� �	��� ��  	� ����
��

���&� �	���&'�� !��,

2 �$ ��	� ; ≤ � �  �� ��

 	� �

⎧⎪⎨⎪⎩
������������� 	 	 	 �������� ⊗ ����

� � 2�$�� � '�� ' ��2�' �$ ≡ ;2NWL  �$)

; ! ����	� �� �	�#���)

2 �$ ��	�  � ≤ � �  �2�−�−�� − ($� ��  	� � ;)
2 �$ ��	�  �2�−�−�� − ($ ≤ � �  �2�−�−��$� ��

 	� �

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−�2��2��	����������$$��	����������−� 	 	 	 ��	�������������

⊗��	�����−�����−� 	 	 	 ��	�����−�−��−��
� � �'  �2�−�� − ( ' ��$ ' ��� ; ≤ �� � ���

�� '�� ' ��2�' �$ ≡ ;2NWL  �$)

κ��	��������−� 	 	 	 ��	��������−�−����
⊗�	��������−� 	 	 	 �	����� �

� � �'  �2�� ' �� − ($ ' ��� �� ≤ �� � ���

�� '�� ' �' ��2�' �$ ≡ ;2NWL  �$)

; ! ����	� �� �	�#����


�� κ �

{
�2��2������������$$� �� #1�� � � �� � ;)

−�2��2������������$$ ! ����	� �� �	�#����

�� �

{
(� �� � ( � � � ;)

; ! ����	� �� �	�#����

�� �

⎧⎪⎨⎪⎩
(� �� � ; �	� �  �#�� �)

 � �� � ( � � � ;� � #�� �)

�' ( ! ����	� �� �	�#���)



��+ �� 3� �45��67"

2 	$ ��	�  �2�−�−��$ ≤ � �  ��� ��

 	� �

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−��	���������������� 	 	 	 ��	������−����������������⊗
�	����������−� 	 	 	 �	����� �
� � �'  �2�� − ( ' �� '�$ ' ��� �� � �−��

; ≤ �� � �−�− ���

�� '�� ' ��2�' �$ ≡ ;2NWL  �$)

��	���������������� 	 	 	 ��	���������� ⊗ ��	�����−� 	 	 	 �	����� �
� � 2�� ' ($�� �� ≥ �−���

�� '�� ' ( ' �' ��2�' �$ ≡ ;2NWL  �$)

−��	���������������� 	 	 	 ��	������−����������������⊗
�	����������−� 	 	 	 �	����� �
� � �'  �2�� − ( ' �� '�$ ' ��� �� ≥ �−���

; ≤ �� � �−�− ��)

�� '�� ' ( ' �' ��2�' �$ ≡ ;2NWL  �$)

; ! ����	� �� �	�#���

2
�� �� � �������� � �� � ��	�� #���� �� ��	� �� �  �  �� � �  ��� '
��$"

2<$ /�	� 
�  �#�� � �  �−
−( ≤ 
� ≤  �− � �� U��2"
���
� $ �����!��

���� � ����'�& 2 �� ×  ��$����
���� �	��� ��  	� ����
�� ���&�

�	���&'�� !��,

2<�$ ��	� ; ≤ � �  �� ��

 	� �

⎧⎪⎨⎪⎩
−����������������� 	 	 	 ��������������� ⊗ ����

� � 2� ' �$��� � '�� ' ��2�' �$ ≡ ;2NWL  �$)

; ! ����	� �� �	�#���)

2<�$ ��	�  � ≤ � �  ��� ��



-�./0� -�1���.�1�2 ��9

 	� �

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

κ��	���������������� 	 	 	 ��	�������������

⊗��	�����−� 	 	 	 �	����� �
� � 2� ' ($��� �� ≥  �−�� −�−  �

�� '�� ' (' �' ��2�' �$ ≡ ;2NWL  �$)

−��	������������ 	 	 	 ��	���������� ⊗ �	����� �

� � �� �� � �−�� − (�

�� '�� ' (' �' ��2�' �$ ≡ ;2NWL  �$)

; ! ����	� �� �	�#����


�� κ �

{
�2����2��	��������−���$$� �� �  �−�� −�−  )

−( ! ����	� �� �	�#���

2
�� �� � �������� � �� � ��	�� #���� �� ��	� �� �  �  �� � �  ��� '
��$"

26$ /�	� 
� #�� � �  �−
−( ≤ 
� ≤  �− � �� U��2"
���
� $ �����!�����

� ����'�& 2� '  �2� − ($ × � '  �2� − ($$����
���� �	��� ��  	�
����
�� ���&� �	���&'�� !��,

26�$ ��	� ; ≤ � � �� ��

 	� �

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−�2����2����������−���$$����������−� 	 	 	 �������� ⊗ ����

� � �� �� � �− (� � '�� ' ��� ≡ ;2NWL �$)

κ����������−� 	 	 	 ������������� ⊗ �����−������� 	 	 	 �����−�����

� � � − �� '  �2�� ' ($� ; ≤ �� � ���

� '�� ' ��2�' �$ ≡ �2NWL  �$)

−κ������������−� 	 	 	 ��������������� ⊗ ����������� 	 	 	 ���������

� � � ' �� − �'  �2�� ' ($� ; ≤ �� � ���

� '�� ' ��2�' �$ ≡ ;2NWL  �$)

; ! ����	� �� �	�#����



��� �� 3� �45��67"


��

κ �

{
�2����2����������−���$$� �� � �− ()

−�2����2����������−���$$� �� � �− (�

�� �

{
��� �� � �− ()

��� �� � �− (�

�� �

{
;� �� � �− ()

�� �� � �− (�

�� �

{
�− (� �� � �− ()

(� �� � �− ()

26�$ ��	� � ≤ � � �'  �2�− ($� ��

 	� �

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−��	���������������� 	 	 	 ��	����−������������������⊗
�	����������−� 	 	 	 �	����� �
� � �'  �2�� ' �� '�− ($ ' ��� �� � �−��

; ≤ �� � �−�− ���

�� '�� ' ��2�' �$ ≡ ;2NWL  �$)

��	���������������� 	 	 	 ��	���������� ⊗ ��	�����−� 	 	 	 �	����� �
� � 2�� ' ($�� �−�� ≤ �� �  �−�−�� − (�

�� '�� ' ( ' �' ��2�' �$ ≡ ;2NWL  �$)

−��	���������������� 	 	 	 ��	����−������������������⊗
�	����������−� 	 	 	 �	����� �
� � �'  �2�� ' �� '�− ($ ' ���

�−�� ≤ �� �  �−�−�� − (�

; ≤ �� � �−�− ���

�� '�� ' ( ' �' ��2�' �$ ≡ ;2NWL  �$)

; ! ����	� �� �	�#���

2
�� �� � �������� � �� � ��	�� #���� �� ��	� �� � ' �  �  �� � �
 ��� ' �� − �$"

2\\$ �
�����!�� �
��%!�	� �� �� ∈ N ! !��� �� � ��2 �−($'
�� 
��

; ≤ 
� ≤  �− 	 +�
�� U��2"
���
� $ � ��� U��2"

���
� $� !�� 	�!�� ����� � ��

����
�
� ����
�#� �  � ��� � � ��������� �� ��� �0� �  � 2−($��

2�
� ���� ��� U�2"
���
� $ ���
�%���!����� ��� �	��� � "

���
� $"



-�./0� -�1���.�1�2 ��:

1���,��
������ ��
���"
��� 8 � ( �����&� � ��&%��� 0��& � 	��!
%�,����� ����
��
 ��%%����������� ��������� ����

#����−�������
�����−�������−�−−−−−−−−−−→ #����−�������−�

���

⏐⏐� ⏐⏐����−�

#��

���−�−−−−→ #��−�	

�
� �	���������� � ��∗���

2\$ S���%����% ����,�
�
��& +�
%
����� �����#
 ����# �����
2($ " ���" �	� � ; ��& ����	� �� 
��� � " �	� ��
 ��%���
��# �����&� �,

�
�,���� ���� )⊗ *� 	�
 ) � ���� ����# ����5
 ;� P����� ������
%�
��� ��
 ����,�
�
��& " ���" ���� " ���" ��� � " ���" ��� ���
�#
�

2 $ ]��� � � (� �� �����	���� ��
�#���
%� �����"�
��� ������!

%� ��� " ���" ��� � " ���" ��� � " ���" ��� � " ���" ��� � ;�

2<$ S���%����% ��� ����,�����#0 +�
%
��� "
���
�� � "

���
�′�

� 1�& �0 ��
!

�
�
� �� � �′� �%

%�

�� � ��2 �−($' ��'(� ��'��� � ���� ��'�� �
���  � �� �

���  ��� HIJK� �
 )

�′� � �′�2 �−($' �′
�'(� �′

�'�′�� � ��′�� �′�'�′� �
���  � �′� �

���  ��� HIJK� �
 	

����� � � �� ' �′�) +�� ��
�
�� +�
%
��� "
���
�� "

���
�′�

� ^�	��

� � �� ' �′� � 2�� ' �′�$2 �− ($ '  2�� '�′
� ' ($	

1��

� ����� � � /
��& ������ � 
 � ������� �� �
�
��& � ��  �− (� � �
/
��& ����� �� �
�
��& 
 ��  � � � /
��& ����� �� �
�
��& �' �� �� ��
S���%����% ���
���� ��� �����&�

2�$ ]��� ��'�′
�'( ≤ �−(� �� � � ��'�′�� �'�� � ('�2��'�′�$� ]���

� � (� �� 	����� ��
�
�� � ����������� �� 
� ����,�
�
��
 "
���
�� "

���
�′�


��� ;� ]��� � � (� �� � � (' ��' �′�� @����� ��
�
�� � �%

� ��� 26$�

��� �� '�′

� ' ( � �− (� � ���������� � �������#0 �����&0�
1��

 � +��% �����
 ����%����% ������ � � ( � ��'�′

�'( � �−(�

P��,����% �
�
, + � 2 	�$ %����/� ����	� +�
%
��� "
���
�� �� ��
�
��

�′�� _�� %����/� �%

� ����



�8� �� 3� �45��67"

]��� ; ≤ � � �� ��

 	� �

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

�����������−� 	 	 	 ������������
⊗ ����

� � � � �#����
�� ������
 2∗$���)
���������−� 	 	 	 �������� ⊗ ����

� � � ' � � �
 �#����
�� ������
 2∗$���)
; � �������#0 �����&0�

	�
 �� � �� � �
�����#
 +�
%
��# ���& ��
]��� � ≤ � � �'  �2�− ($� ��  	� � ;�

������
%� ��� "
���
�� "

���
�′�


��� ���
���& ��%����/�& ���
� ����# �� �

����� +�
%
�� 
��� ; � ��
�
�� ���� 26$�
2�$ ]��� ��'�′

�'( � �−(� �� � � 2��' �′�'($2 �−($' 2��'�′
�−

� ' ($ ' (� � � �� ' �′� ' (� � ' �� � ( ' �2�� ' �′�$� ` %����/# ����	�

+�
%
��� "
���
�� ����
 ��%��"
��& �� "

���
�′�

��
 ��%���
��# �
�
0��&� �

;� ��
�����
����� "
���
�� "

���
�′�

� ;�

26$ 1�& +�
%
���� "
���
�	 � "

���
�′	

�%

%�

�� � ��2 �−($' ��'(� ��'��� � ���� ��'��
���  � ��

���  ��� HIJK� �
 )

�′� � �′�2 �−($' �′
�'(� �′

�'�′�� � ��′�� �′�'�′�
���  � �′�

���  ��� HIJK� �
 	

2�$ ]�����'�′
�'( ≤ �−(� �� 	����� ��
�
�� � �
���������� ������

��& �����& � � (� �� '�′
� ' ( � �− (� * +��% �����
 � � ��
�
�� ����

26$� V, ����%���
��& ����	� "
���
�	 ������ ��� "

���
�	 "

���
�′	


��� ���
���&

��%����/�& ���
� ����# �� ^���� +�
%
�� �
"�� � ����,
 ��& ��
�
��
���� 26$�

2�$ ]�����'�′
�'( � �−(� �� 	����� ��
�
�� � �
���������� ������

� �����
 � � (� HIJK� �  � * +��% �����
 ��& ��
0 +�
%
���� %����/#

����	� "
���
�	 ��%%� ���� �
��� � ������ ��%���
�� 
��� �� ' (� ����


��%��"
��& ����� %����/# �� "
���
�′	

� ������% %����/�� ��& ��%���
��

������� ��%%� ���� �� '�′
� '  � ��� ����5
 �� ^� ��� "

���
�	 "

���
�′	

� ;�

27$ 1���"
%� ��� " ���" �
� � ; ��� � � (� ����� "
���
�� � "

�
�
�� � ���

����,�����#0 +�
%
���� 1�& �0 ��
�
�
� �%

%�



-�./0� -�1���.�1�2 �8�

�� � ��2 � − ($ '  ��� �� ' ��� � ��� �� ' ��
���  � �� � ���  ��� �� �

; ��� HIJK� �  )

�
 � �
2 �−($' �− � �−('�
� � �
� �
'�
 �
���  � �


���  ��� HIJK� �  )
� � �� ' �
 � 2�� ' �
$2 �− ($ '  2�− ( '��$�

2J$ ]��� �� � ;� �� ����	 "
���
�� �%

� 
������
��#� �
���
��� +�
!

%
��  ��� � � %����/# +�
%
��� "
�
�
�� �
� �
���
�#0 +�
%
���� � �
����

�����
� ����,�
�
��
 ����0 %����/ 
��� ;�
2�$ ]��� �� � ;� �� � � 2�� ' �
 ' ($2 �− ($ '  2�� − ($ ' (� X���	

"
���
�� 
��� %����/� � 
������
��#% �
���
�#% +�
%
���%� � ������	�

��%%� ���� �
��� � ������ ��%���
�� �� ' �
 ' (� � +�� ����5
 ��

X�
�����
����� "
���
�� "

�
�
�� � ;� ��� � ��
�������� ����,����

2\\$ S���%����% ����,�
�
��& +�
%
����� �����#
 �
 ����# �����
* �����
�5
% %# ���
% ����� ����,������& ��
�����% ������5
!

��
%�

�2�
2�������$$ � 2−($
�2�
2���$$

� �)1	�%�()� 7&�!�(��	 �)8" - ) -
S���%����% ��� ����,�����#0 +�
%
��� "

�
�
�� � "

�
�
�′�

� 1�& �0 ��
�
!

�
� �
 � �′
 �%

%

�
 � �
2 �−($' �− � �−('�
� � ��
� �
'�
 �
���  � �


���  ��� HIJK� �  )

�′
 � �′
2 �−($' �− � �−('�′
� � ��′
� �′
'�′
 �
���  � �′


���  ��� HIJK� �  )
� � �
 ' �′
 � 2�
 ' �′
 ' ($2 �− ($ '  2�−  $ ' (� =
"�� � ��
�
�� ����
27$�

X���	 "
�
�
�� �� ��
�
�� �′
 �%

� ��
������ ����

]��� ; ≤ � �  �� ��

 	� �

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

2−($����2��
′
�2�����−���$$���������−� 	 	 	 ������� ⊗ ����

� � 2�$�� � ������ � ≥ �)

2−($����������−� 	 	 	 ���������−���−� ⊗ ���������−���−� 	 	 	 ��������
� � �'  �2�−  −  ��$ ' 2� ' �$��� ; ≤ �� � �−�

� )

; � �������#0 �����&0	



�8� �� 3� �45��67"

]���  � ≤ � �  ��� ��

 	� �

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−κ�2��
′
�2��	�����$$��	��������−� 	 	 	 ��	����� ⊗ ��	�����−� 	 	 	 �	����� �
� � 2�� ' ($�� � �#����
�� 2''$)

κ��	��������−� 	 	 	 �	��������� ⊗ �	���������−� 	 	 	 �	����� �
� �  �2�� '  ��$− �' ��� ; ≤ �� � �−��

� )

κ��	��������−� 	 	 	 ��	������������−� ⊗ ��	������������−� 	 	 	 �	����� �
� �  �2�� −  �� − ($− �' 2�� ' ($��� ; ≤ �� � ��−�

� )

; � �������#0 �����&0	

	�


κ �

{
2−($	�������2�����2��	���−���$$�2�

�′� 2��	�����$$� �� � ()

2−($	���� � �� � (�

� ������
 2''$ �%

� ����
• ���� � �
����� � �− �� �
�����)
• ���� � ������ �− �� ������ �� � �− ()
• ���� � ������ �− �� ������ �� �  �− ()
• ���� � ������ �− �� �
������ �− ( ≤ �� �  �− (�

1�%��"�% +�� %����/� �� +�
%
�� "
�
�
�′�

� �����#� �%

� ���(
��� 	 	 	 � ��−�� ��� 	 	 	 � �������−��−�

)
����

� 	�


�	 �

⎧⎪⎨⎪⎩
;� � � �� � �
�����)

2−($	�2��
′
�2��	��−���$$�	� ⊗ �	�� � � �� � �����)

2−($	�������	����� ⊗ �	����� � � ≥ �	

����,�
�
��
 
��� ��
������ +�
%
�� ����/� ��	�%���	��

, �

��−�∑
���

-��
��−��
������ '


�−�∑
����

�	�.	��
��−��
	�����

−
���−�∑
��
�

.	��
��−��
	�����

�



-�./0� -�1���.�1�2 �8�

	�
 �	� � �2�����
′
���2��	���−���$$�

-� �

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
− �−�

� � �
���  � � � �)

− ���
� � �

���  � � ≥ �)

− �
� � � � ���  �

�

.	� �

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
�−�
� � �

���  � �− ( ≤ �� �  �− ()

���
� � �

���  � �� � �− ( ��� �� �  �− ()

�
� � � � ���  	

"̃
���
����′�


��� %����/� ���� 2;� 	 	 	 ;�  �� 	 	 	  ��−��  ��� 	 	 	  ���−�$��������� 	�


 � �

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
�
��−��
������ ⊗ ���� � ≤ � �  �)

−�	��
��−��
	�����

⊗ �	����� �  � ≤ � � 6�� �� � �− ( ��� �� �  �− ()

�
��−��
	�����

⊗ �	����� � 6� ≤ � �  ��� �� � �− ( ��� �� �  �− ()

; � �������#0 �����&0	

S���%����% ��
�#����� ��OO
�
�/��� ��
�
�� 2�
' �′
'($2 �−($'
 2�−  $�

]��� ; ≤ � �  �� ��

/	� �

{
−��−����������−� 	 	 	 ������� ⊗ ���� � � 2�$�)

; � �������#0 �����&0	

]���  � ≤ � � 6�� ��

/	� �

{
−��	����� ⊗ ��	����� 	 	 	 �	����� � � 2�� ' ($�)

; � �������#0 �����&0	

]��� 6� ≤ � �  ��� ��

/	� �

{
�	��	�������−� 	 	 	 ��	����� ⊗ ��	�����−� 	 	 	 �	����� � � � 2�� ' ($�)

; � �������#0 �����&0	

` %����/# ��OO
�
�/���� ��%��"�% �!� ������ �� ��−� � ���"�%

��
 ������� ������%� ��� � ����,
 �
"�� +�
%
�� "̃ ��� −� � 	�




�88 �� 3� �45��67"

� � 2 ′�� 	 	 	 �  ′�−�� ;� 	 	 	 � ;�  ′��� 	 	 	 �  ′���−�$��������� �

 ′� �

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
�
��−��
������ ⊗ ���� ; ≤ � � �)

−�	��
��−��
	�����

⊗ �	����� �  � ≤ � � 6�� �− ( ≤ �� �  �− ()

�
��−��
	�����

⊗ �	����� � 6� ≤ � �  ��� �− ( ≤ �� �  �− ()

; � �������#0 �����&0	

2�$ ]��� � �
������ �� "
�
�
�� "

�
�
�′�

� − �
� 2 "̃

���$ � −�"̃ ���)

2�$ 
��� � ������ ��

" �
�
��

"
�
�
�′�

' �"̃ ��� �

��−�∑
���

-′
��

��−��
������ '


�−�∑
����

�	�.
′
	�
�
��−��
	�����

−
���−�∑
��
�

.′
	�
�
��−��
	�����

�

	�


-′
� �

{
− �−�

� � � � �)
�−�
� � � ≥ ��

� .′
	�
�

{
�−�
� � �− ( ≤ �� �  �− ()

− �−�
� � �� � �− ( ��� �� �  �− (	

������
% "
�
�
�� "

�
�
�′�

� −�"̃ ����

����,�
�
��& �������#0 +�
%
����� ���%
 "
���
�� � �����
 � � (� ���!

�%���������& �����	����� 1�& ������ ������# ��% �������� ����!
,��� ��
����

 ���
�"�
��
�

��!!" #*� ����� � � ("

2J$ ����� "
���
�� � �
��%!�	� �� �	��� � �% � �0���!� ��
�%�&'��

������ #�� �� � ;" +�
�� ��'���!�&� �	��� �� "
���
�
 � "

���
�	 ������

#�� "
���
�� � −"

���
�
 "

���
�	 "

2�$ ����� "
���
�� � �
��%!�	� �� �	��� � �% � �0���!� ��
�%�&�

'��� � ����
�
� �� � ;" +�
�� ��'���!�&� �	��� �� "
���
�� � "

���
�	

������ #�� "
���
�� � "

���
�� "

���
�	 "

��9"1"��&:��	�� X�
�
�� ( 
��� ��
�
�� ���� A� ��& ���#0 � � ��
����"�% ��& ����0 ������� �� � (� S���%����% ��
�
��

�� − ( �  �� − ( ' ��2 � − ($� �� ' ��� � ( ' ���� �� ' �� � ���  �
�� �

���  ��� HIJK� �  �
2J$ ]��� �� � ;� �� �� − ( �  � −  ' 2�� − ($2 � − ($� _�� ��
�
��

���� 2<$� V�����,�& ������5
��&� ������
% " ���" ��� � −" ����



-�./0� -�1���.�1�2 �8,

2�$ ]��� �� � ;� �� �� − ( �  2�� − ($ ' ( ' ��2 �− ($� _�� ��
�
��
���� 27$� V�����,�& ������5
��&� ������
% " ���" ��� � −" ���� �

����	���	�

�� ;� <=>?@ABCC� ��
����������������� �������������� �������� �� ����� ��� D E>F@�
GH@>I JB@K� ��� L�:��M� 88:N,���

�� 3� �� 1��������� �	�	�	�	�  !	"# �$%
 
���&' % (%'
�$)	�	 * +
� O� ,�' -
�L�KM � "
'
.*�' �* .� �� D 3��� �� � �����P ��� �
�� + L���8M� ,�N����

�� 3� �� 1��������� �	�	�	�	�  !	"# �$%
 
���&' % (%'
�$)	�	 * +
� OO� /	�
.
�$)�� 
���&'�� D ���� ���	�� ��
��� ���� ��� L����M� :�N��:�

8� 3� �� 1��������� �	�	�	�	�  !	"# �$%
 
���&' % (%'
�$)	�	 * +
� OOO� /	�
.
�$)�� 
���&'� � "
'
.*�' �* .� �� D 6��'��� 5�*��'�� �������� ��*'��
5��� �� ��'�� 
���� ��'���� 6
�� � L����M� ��N���

,� 3� �� 1��������� �	�	�	�	�  !	"# �$%
 
���&' .�
*�') 	))	�	 * +
� O�
	&	&0�))�� �'1++� .�
*�') 	)	�� D 3��� �� � �����P ��� �
�� � L���+M�
,,N��9�

+� 3� �� 1��������� 3� 3� ������� 5� �� ������� �	�	�	�	�  !	"# �$%
 
���&'

.�
*�') 	))	�	 * +
� OO� ,�' - �L�BM� � "
'
.*�' �* .� �� D ���� ���	��
��
��� ���� ��	 L���9M� ,�N��8�

9� 3� �� 1��������� �	�	�	�	�  !	"# �$%
 
���&' .�
*�') 	))	�	 * +
� OOO�
2���&'� � �
��� +
'
��*'	�� D ���� ���	�� ��
��� ���� ��� L����M� 8+N�8�

�� 3� �� 1��������� �	�	�	�	�  !	"# �$%
 
���&' +	�1% (%'
�$)	�	 * +
� O�
3'1++	��� 
���&'� +	�1% (%'
�$)�" �'1++� D 3��� �� � �����P ��� �
�� �
L���:M� �N,��

:� 3� �� 1��������� �	�	�	�	�  !	"# �$%
 
���&' +	�1% (%'
�$)	�	 * +
� OO�
/	.
�$)�� 
���&'�� D ���� ���	�� ��
��� ���� ��� L����M� �88N����

��� 3� �� 1��������� �	�	�	�	�  !	"# �$%
 4��	� ���))	�	 �'1++	�	�	 .	�$4


% (%'
�$)	5 �'1++�6 O� 78*)�5 ��1�
5� D 3��� �� � �����P �	� �
�� , L���9M�
9�N����

��� Q� 6� 6������ 3� �� 1��������� �	�	�	�	�  !	"# �$%
 �
�	 )9�.* �)�"


���&' %'����)	�	 * +
 ��� O� D ���� ���	�� ��
��� ���� ��� L���9M� ���N
����

��� Q� 6� 6������ �	�	�	�	�  !	"# �$%
 �
�	 )9�.* �)�" 
���&' %'����)	�	

* +
 ��� OO� D ���� ���	�� ��
��� ���� ��� L���:M� +�N����
��� Q� 6� 6������ 3� �� 1��������� �	�	�	�	�  !	"# �$%
 �
�	 )9�.* �)�"


���&' %'����)	�	 * +
 ��� OOO� D ���� ���	�� ��
��� ���� ��� L����M� ���N
����

�8� 3� �� 1��������� R� Q� -�������S� �	�	�	�	�  !	"# �$%
 
���&' /��

:1�$4
� D 3��� �� � �����P �� L���+M� �
�� 8� �:N���
�,� T� UV� W� U=BCX� ;��<��<��= ��<�>����? ����� �� ��@��AB� ��������� D Y� ZV[>

\]]^=>? \^X>_[B ��� L����M� �N���
�+� `� a[?ABCC� b� bFK[H^^� C� �<� ;��<��<��= ��<�>����? �� ��>� ;��D� ��������� D

\[FK� JB@K� 	� L����M� ��9N��9�
�9� G� bCBIKB^^� <� cB=^^>d>[� E<� ;��<��<��= ��<�>����? ���� �� � ����� �� �
�����

�������� ��������� D Y� \^X>_[B \]]^� 	 L����M� 9�N����



�8+ �� 3� �45��67"

��� G� bCBIKB^^� <� cB=^^>d>[� ;��<��<��= ��<�>����? �� ����� =����>������ �� � ����� ��

@��AB� �������������� ��������� D ;H^^He� JB@K� ��	 L����M� 9:N:��
�:� b� bFK[H^^� G� bCBIKB^^� ;��<��<��= ��<�>����? ��= �B

��� ��������� ��� ��>� ;��D�

��������� D fVB[@� Y JB@K� @H B]]>B[�
��� 3� �� 1��������� �� 3� -�	������ F �	%1�$)
- '�G	�$��)*
 
���&'� H8& 1�
�

D ���� ���	�� ��
��� ���� ��� L���,M� �+N++�
��� �� 3� -�	������ �	�	�	�	�  !	"# �$%
 
���&'� H8& 1�
� D ���� ���	��

��
��� ����� ��
 L���+M� �9�N����
��� `� a[?ABCC� c� WH^A� G� bCBIKB^^� EI����= ��>�=B��� ��= ;��<��<��= ��<�>����?

��� �������������� �������� �� ����� ���OO� D \^X>_[BI BC? <>][� cK>H[g � L����M�
8,9N8���

abcGWdefI g� h� DWHIcHIM[L HWIWNW[WRe KMiR Wj gBWkMbc J[RQkKJc�
lQ LQcHKMkQ GIQ DWHIcHIM[L HWIWNW[WRe KMiR Wj gBWkMbc J[RQkKJc Mi

GQKNc Wj RQiQKJGWKc JiL KQ[JGMWic�

���'����� �: 
�S ���� ��5�*��'�� ������h
����%���'����
h ��������'�'�
4�������'�'���h ��� ��� ��'��%����i�
�:�,�8 5���'*��'�� ���� &����S

J�>��� � ������������	�
�����
�


