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�����$����� �#���$-���$�� ������� ����+$��$���% �#������%
���, ./� �01� .�� 2�, 341� .51�� 
������ ��-����� �������� 	���
������

��������, 6����� ��∗��� �����$������� 
�������$���� .517 
��#
� ����� $-����� ���, .8� ���, /�91�� ��� �#���$-���$ �� ��∗���
�������� � ���$-���$� :���� ��  !"#�����
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�#������ �,
;�����$�� ��� ������ �$)���������� �����$)��������� $ 
����#

�$������ �$��� ��-�$
�$ � ������' <, =����� ��$ 
����$*$
�+$$
��������' ���
��� $���$' �����% �$� ���������$� ���, .01�,
>����� ������ ������?�� +$
� ����%� � 
�����' ���$���� ����#

�$��$
��$���� ����
���� ������ 
��������$% &�'($���� ��� ��#
��� 
�����$������ �$�� ��$$ ���B����� �� 	� 
� ��� ���$-�������
���� '���
��$��$
$ � ���, .@� A1� $ ���$�$���� ����
���� ������

��������$% &�'($���� ��� ���$-������� ���� '���
��$��$
$�

�������� ��	�
� ����� ���� !��"� #$�� � ��%�
 ���&���������� &���� � '
��%�
 ��	���� &��� ���$�&�� ���(�

)�%�&� �
�� ���� ��� ��$$��*�� )++� ,����& ��'��'��-�./� � &��*� ���
	��&�	��( 0��������( ��$$��*�� ����%������ )+� +1� 23��	�
� � ���	��'
��$�����	����� ��$�
 ������4�����( )�����5 ,����'���'���'���'���� ������&���&
�6�76�������66/� ���� &���� ��%�&� ��$$��*��� 3�) -����76����� 8���& ��&��'
%�������� ����$���&������� ��������&�&�� 28&���&����9 &����9 � ����&��9 � '
��%���	����� ����� � �� ��� �*���9 � &����� ���$�&�� ���( � � ��%���	�����(
�'&�����5�
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���$���% �� � ���, .B1�, C �������% ����� ��� $�����-�� �'�$#

� ������ .D1� ���$���� ������ 
��������$% &�'($���� ��� -���$#
�����% ����$ ����� 
�����$������ �$�� $- ��$$ ���B����� �� 	� 
�
�� ���-����$�' $- .01� � ������ 
���� ������� ��� � 	 )�� ���#
���$��
$ -��
���� ��� '���
��$��$
$ ��$, C )��� ���$���$$
�� $�����-�� ���������� ��� 8#��$��$��
�� �$�$������� �#
���
�$���� �-������� ������ � ���, .@� B1� -���$�� ��� -��� '�#
��
��$��$
� ��������� ���� � ��?� ���� ���$-������%�, C �����
./91 ��
�� �-������� ��$���� ��� �������$��% 
������ ���$-���#
��% )
�$���������$ ����� 
�����$������ �$��� -� $�
����$�
�
�����' ����� � �����$ ���������$, E���
� ��� ����� � �����
��($���$ ��$���$ �-������� $- ./91 ����?$� �
����� ����#
����$ � ������ 
���� ������� $- ��������� ���� 
 �� 9, E���
� �

���
�� �����% �����$ ���
�� ��������$����� ������ $-����*��
�
�����% ����� $- ��$$ ���B����� �� 	� 9� ���, ./91�� ��
 ��� $�����#
-���� -��� �-������� �������� � ���F������% � ./91,
E������% �-������ ������ 	 ����� /,/ 	 ��$������ 
 � ��#

��% ��$$ ����� 
�����$������ �$��� � $���� 
 ������� ��$$
���A� �� ���-����$�' .01�G $- �-�������� .//1 ������ ��� ����� ��#
���� $- ��$$ ���A� ���$-����� )
�$������� ���'����% �����
$- ��$$ ���B��,

��� ��	
���	��� ��������� 	���������

6����� ��$$ ���B�� ���� ������$��
$ -��
����� ���� �
���$-������% '���
��$��$
$� ��$�������� � ������� ��������

������ � ������(�$��$G

�	B
 G

�� � ������−�� �� � ������−�� �� � ��−��
� � 	�������−� H 
������ �� � 9� �� � 9�

}
�/,/�

�� �� � ∈ N� � ≥ 5� 	� 
 ∈ �� 	 �� 9 �
����-$+$� ���% �� -��$�����
������ ������, 6����� )��% ��$$ ���-����� ��-���B����� �� 	� 
��
� ��
? ��� 
���
� ��- ���B��, C �������% ����� �� $������
��
$ ������ ����
� ��� � ≥ �,
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E���$�� ��� � ������ 
���� � H � � 8� ��?�� �����$�$���� ���#
������$� ����� ���B����� �� 	� 
�� ��� 
�����' 	 � /7 
��� �����
��$ IJKL� �� �� �� ��?�� ��$����� ��� 
 � 9 ���, ./91�, ���
���
� ��
$-���� �����% � ≥ �� ��� � �/,/� ������� 	 � /,
M�- ��� � � 9� /� ���-���$� $�������� ������

� � ���B����� �� /� 9��
������������$ ��($��� 
������ �	B
, N���� ��� � ����⊗���� �� � ∈
{9� /}� ���������� ����� ���?���� �������$��% ������' ���-#
��?$��' ���' �#�����%� �� � � � �,
O���?�$ ������ �� )���� � ∈ � $���+$��� )������*$-� �∗

����� �#������ �� 
��� ����� ��$ � ∈ ��� ⊗ ������� ⊗ ���� �� �∗ $�#
��+$��� �������*$-� �∗ G ��� → ���7 � �����%(� ���$ ��������
�� ���� ����� �������*$-� ����?�$� �������� �� � ∈ � ��
?
���-������ ��- �, >�� � )��� ��-�� ����������� ��� � 	 ��#
����$��
$ -��
���� ��� '���
��$��$
$ 5, >�� ��$���$� ������

��������$% &�'($���� ��∗����B��� ��� ��������B�� �� ������$�
��
���
� �����$�������' �����,
�����

X� � {��}���� ∪ {��}���� ∪ {��}������� ∪ {�	}�	�� ∪ {�}� �/,��

;� ����� �.X�1 ���� �����$���
� ��
� ���

PQR �� � 9� PQR �� � /� PQR �� � �� PQR�	 � 5� PQR � � 8� �/,5�

E����$� �����$�������� �#������ A� � �.X�1���� �� $���
�� ������ �.X�1 ����?�� ������$�$ ����������$ )������$

���� ��� / ≤ � � � ≤ 57 ���� � ���� � � �� 7 �/,8�

����� �
�
���� �/,0�

����� �
�
���� ���� − ����7

����� ����� ����� ����� ����� ����7 �/,@�

���� H ��−�
� �� − ��−�

� ��7 ���� �
�
�� ����7

����� ����� ������ − ��−�
� ����� ���� H ����7 �/,A�

����� ���� H ����� ���� − ����� ���� H ����� ����� ����7

� �� H ���� �
�
� H � �� �� �

�
� H � �� �� ����� ����� ����7 �/,B�

����� ����� ����� ����7

����� ����� ���� − ������ �/,D�
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����� ���� H ������ ���� H �����7

��
� � �

�
� � �����

<��� ����� �� ����� A� ����$��� �����$���
�� $���+$��������
�����$���
�% �.X�1,
N��� ��������$� ���?����

X� �
(X� \ {��� ��}

) ∪ {�′�� ��}� �/,/9�

$ �� ����� K.X�1 ���� �����$���
�� ����������� � �/,5� ��� )�#
����� $- X� \ {��� ��}� $ ��
��� ��� PQR�′� � /� PQR�� � 5,
E����$� ������ A� � �.X�1���� �� $��� �� ������ �.X�1 ��#

��?�� )������$ $- �/,8�� �/,0�� �/,@�� �/,A�� �/,B�� �/,D�� � ��
? )�#
�����$

���
′
�� ���

′
�� �

�−�
� �′�7 �/,//�

��−�
� ��� �

�−�
� �� − ����� ���

′
�� ��

′
��
�� ���7

����� ����� ���� − �′���� �
′
���� �

′
���� �/,/��

� �−�
� �′��� H ��−�

� ����� ����7

� �� �7 �/,/5�

�′���� ����� ��� � ∈ {9� �}7 �/,/8�

����� ����� ���� H ���
′
��7 �/,/0�

� �
� � �

�
� � ����� �/,/@�

C �$�� �����������$ $���� �� ������ A� ������� �����$���
� �
������ �.X�1,
>��� ��������$� ���?����

X� �
(X� \ {��� ��� ��� ��}

) ∪ {���� ���� ��}� �/,/A�

$ �� ����� K.X�1 ���� �����$���
�� ����������� � �/,5� ��� )�#
����� $- X� \ {��� ��� ��� ��}� $ ��
��� ��� PQR ��� � /� PQR��� �
PQR�� � 5,
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E����$� ������ A� � �.X�1���� �� $��� �� ������ �.X�1 ��#
��?�� )������$ $- �/,8�� �/,@�� �/,B�� � ��
? )������$

������7 �/,/B�

����7 ���
�−�
� � ���� − ���

�−�
� 7

������ ������ ������ ����� H ������ �
�−�
� �� H ������

�−�
� 7

����� ����7 �/,/D�

����7 �/,�9�

������� �����7

����� ����� �/,�/�

���� H �������� ������ ������ ����� − ������7 ��
��� �

�
�� ������

C �$�� �����������$ $���� �� ������ A� ������� �����$���
� �
������ �.X�1,
S�������$� ���?����

X� � {��� ��� ��� �′�� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� �} �/,���

$ �� ����� K.X�1 ���� �����$���
�� ��
��� ���

PQR �� � 9 �� � /� �� 5�� PQR�′� � PQR �� � PQR�� � /�

PQR �� � PQR �� � PQR �� � �� PQR�� � PQR�� � PQR�� � 5� PQR � � 8�

E����$� ������ A� � �.X�1���� �� $��� �� ������ �.X�1 ����#
?�� )������$ $- �/,8�� �/,//�� �/,@�� �/,/��� �/,/D�� �/,B�� �/,/5���/,�9��
�/,/0�� �/,�/�� � ��
? )������$

����� ����� �
�−�
� ��� ���� ��� � ≤ � ≤ �� ��′

��
�� ���� �

�
�� �

′
���� �

′
���� �����

����� ���
�−�
� � ���

�−�
� � ��	
��

����� ����� ���� − ����� ����� ����� ���� − ����� ����� ����� ���� � ��−�
� ���

���
�−�
� � ���

�−�
� � �′

���� ����� ����� �� 
 ≤ � ≤ ��

����� ����� ����� ���� − ������ �
�
� � �

�
� � �

�
� � ����� ����� �����

C �$�� �����������$ $���� �� ������ A� ������� �����$���
� �
������ �.X�1,

������� ���� ����� � � �����������	� ��
	����� ���� ���	�����

���	� 5� � ����� � � ���B����� �� /� 9�� ��� � ≥ ��
/����� � � � 	����� 5� �� ������� 	���
������ �������� ��∗���

	�	 ������������� ��������� ���
��!�� ������� A��
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������ � 	����� 5� � � �� 	����� 5� �� ��∗��� 	 A� 	�	 �������

�������� "���������

5����� � �� 	����� 5� � � 	����� 5� �� ��∗��� 	 A� 	�	 �������

�������� "���������

8����� � � � �� 	����� 5� �� ��∗��� 	 A� 	�	 ��������������

"���������

��� ��	������� � �����������

����� � G �• → � 	 �$�$������� �#���
�$���� �-�������� ��$#
������ � .@1� .B1� ./91, �����

�TU���•� �� �
(
�TU����� ��� Æ�

)
	 
����
� �5,�� $- .B1, V���% �#
�+$
� � ∈ ����� � WQL Æ� ����$#
����� �����-����� � ��������� �� �������$$� �� +����� ������#
?�$� 
����
��� { � G ��� → ��}�≥�, 2������*$-�  � ��-��� �#��
������ #��� 
�+$
�� � $ ���� ���-������ ��- X����, >�� 
�+$
���
� ∈ WQL Æ� $ ! ∈ WQL Æ
 $��

IY ! · IY � � IY ��X��!�X
�����

C �����%(� ��� $�����-�� ����� ��-��?�$� �����% ��� ����
��$������ �������+$$ 
�+$
���� � ��
? $' ���$-���$� � �������
����$+� ������������$' )�$� ��-��?�$��, E���$� ��
?� ���
��$�� �����$�������% 
�������$�����$ ������ ��∗��� ��� ���$#
���$� �������' ���$-���$% ��-�$���' ���������' )������ $-
��∗��� ��� ���������� ��� )����� ����$ � -���� �� �������+$$
�� �#�� �����
� �
���$�����,

 ���!��"� #�$��� ;�����$�� ��� � .0� 43,/,�1 ���F���� ��-$� ���� �
������� � � .@� 5,9,/1 ���������� ��-������� "����� C ��-�� �,/ ��#
���� .@1 ���$ ����� ������$ ���-����$�G 	 � ��� # � ��� ! �
��� >��� � ���-����$�' .@� 5,9,�1 ��� ���� '���
��$��$
$ � �
$���� �������� 	� � �

� ��
�
� − ����,

#��� � " � %��&�' �� C )��� ��-�� �� ����������� ��$ � ���#
����� ����$���� ��� � $ � 
����� 5,
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S�������$� ������$ ��������� )����� � ��∗���G

	 ����$ / G �� G� .� 9� 9� 91� �� G� .9�−�� 9� �17
	 ����$ � G �� G� .��� 9� 9� 91� �� G� .9� 9� 9� ��1�

�� G� .���−��−�� 917

}
��,/�

	 ����$ 5 G �� G� .��� 91� �� G� .9� ��17 ��,��

	 ����$ 8 G � G� .��� ��1�

;�����$�� ��� ��� �� ����$�$ )����� $- ������G ��� ��� ��
���, .@� 5,9,�1�,

���()�*��"� #����� ����� � � � 	����� 5� $� %��
����� 
��&��

����

Y� � {��}���� ∪ {��� ��} ∪ {��� ��� ��} ∪ {��� ��� �} ��,5�

� ������� ��∗��� ������ '�� �����'(�� ���������� G

���� � � ��� � ≤ � 	 
 ≤ �� ����� � ����� � � �
� � �� �
	��

���� � ����� � �� �
	��

���� � ����� � �� ���� � ����� �
	��

���� � ���� � ���� � ���� � ���� � ���� � �� �
	��

���� � ��−�
� �� − ��−�

� ��� �
�
� � ��� � ���� � ��

���� � ���� � �� ��−�
� ���� � ������� ���� � −����� �
	��

���� � �� ���� � −����� ���� � ����� ���� � −����� ���� � ���� � ��

���� � ���� � ���� � ���� � ��

��� � −���� �
�
� � −����� �

�
� � −�����

���� � ���� � ���� � ��

}
�
	��

���� � ���� � �� ���� � ������ �
	���

���� � �� ���� � −������ ���� � −������

��
� � ��

� � ���� � ��

��%�+�&�),-&��� >�� ��
�-�������� ����($����� ������(�$% �#
��'��$�� ���$��$�� �������+$$ ���'����$' �����
�� ��� )���#
��� $- Y�� $���$' ����?$������ �����, C�$�� 8#��$��$����#
�$ �-������� $- .@1�.B1�./91 ��� )����� � � 
����� �������+$%
X���� ��?�� �-��� ��?������� ������?�$� ������������$' ��#
���%, �
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% ∈ Y� \ {�} � PQR % � 9� $ )�� ������������� �������� �$�����, �
 ���!��"� #����� >�� �����%(�� ��?�� -���$��� ��� *������
��� �������+$% )������ ��� ��� �� �������� �������$���$ ��� ��#
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�$� ��
�-������� ������$ ���$���$��$ � $�����-����$� ����
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���()�*��"� #���0� ����� � � � 	����� 5� +��&����� Y�� �	��
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C�$�� -�����$� �,9,/ $ .@� 5,9,�1 $�� ������ ⊂ H, >�� ��-$���'
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4`KaT` b, b, �TIJcIJ\YP ITJTUTYTRd Te KYRQfLKc Te ghK"QLa\Ta "diQ,
XJQ eKU\Yd ���B�� \a IJKLKI"QL\c"\I 5,
4a "JQ iLQcQa" iKiQL� "JQ �TIJcIJ\YP ITJTUTYTRd \c \a`Qc"\RK"QP eTL

KYRQfLKc Te ghK"QLa\Ta "diQ eLTU "JQ eKU\Yd ���B�� T`QL Ka KYRQfLK\IKYYd
IYTcQP jQYP Te IJKLKI"QL\c"\I 5, kc\aR iLQ`\ThcYd ITac"LhI"QP 8#iQL\TP\I
f\UTPhYQ LQcTYh"\Ta� lQ PQcIL\fQ �TIJcIJ\YP ITJTUTYTRd KYRQfLK Te "JQ
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