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��−�−	∑
���

#��
(
����

�−�−	����−�−	� − �����−�−	� P ����
�−�−	� − ��

)
�

X�����
������ #�� ! #������−�−�� ��� ���) �- M
� �
� 5
�−� − 1 �/
�	�

������ � �������	 �� �� ��� ���) � �	��	 #	 ! #�� �� �
��	 ���
/�	�
" ��
�� �- �

�
+�,�-�	./-�
 -�
��!6 1�1� O
��	����	 ������
���� ��������
�
�������� ����	�����
 B•• �/ #1-;$L

"�
�"

�
� #B••$ ⇒ "���#QR'#B••$$� #1-1;$

� ���
��	� ��� �� ������ ���� ������
����-
H�����/�� ��		� 1-2 � 1-A� �����
�	� ��� ������ ���� ������
����

��������
�������� #1-1;$ �������� ������� ���� ������ � ������
�
) � ����	� �	��
	�� 
 �	��� � ������� � �	���	 5(� (  B� ��



0�8���:�8�� !�!C�:D<7 ��2

����
����� ��������
��������

[R\TU ��
�−	−→ [R\TU#�− 1$ �−→ STU �) 8V#�− 1$� #1-12$

M�� ��� �− 1 � 	��	��,�/	� ����� �����
���� � ��	���� ���������
�� 1-;- X��]��������� � ������������ �����
�� �/ ��		� 1-1B-
N��
��	 ������� ��������
�������� #1-12$ � �� �����	 ����

[R\TU#� − 1$- ����� " ! ∑�∈� #�� ∈ � #��� #� ∈ Z$ �
���� ��� " · � ∈
8V#�−1$ ! STU#�P1$- M
� �
� " 	��� �����
�� �� 	����� 8V#�−1$�
�� ����
�	� ��� #��� ! B ��� ���) �- M���
 �/ �����*��� "·�#�P1$ ! B
�������� ���

��−�−	∑
���

��−�−	∑
���

#�� �
��� ! B�

������
������
∑��−�−	

��� #�� ! B- G����
 �����
��� ���

" !

��−�−	∑
���

#��#�
� − 1$ ∈ 8V#�− 1$�

� ������� ��������
�������� #1-12$ ���
/

-
.
����� � ������� � �	���	 ��� ������� ���� ����
�����

��������
�������� [R\TU ��
�−	−→ [R\TU#�−1$� � ���� ��� [R\TU �− 1 

Z-
M
��	 ���
/�	� ���
/
�� ��� �• ! QR'#B••$ �������� ����������

��/�������� 	����� Z- �
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M����� �
��	����	 ��������� ����	����� � �
�������  �	������L

B̃•• L

· · ·
�

⏐⏐�
 

��←−−−−  
−�←−−−−  

−�−←−−−− · · ·
�−
⏐⏐� ��

⏐⏐� �

⏐⏐�
 

�−←−−−−  
��←−−−−  

�−←−−−− · · ·
�

⏐⏐� �

⏐⏐� �

⏐⏐�
 

��←−−−−  
−�←−−−−  

−�−←−−−−  
−��←−−−−  

−�−←−−−− · · ·
�−
⏐⏐� ��

⏐⏐� �

⏐⏐� �

⏐⏐� �

⏐⏐�
 

�−←−−−−  
��←−−−−  

�−←−−−−  
��←−−−−  

�−←−−−− · · · 4
#1-1<$

/���� 	� ���	���	 ��������� ���/
���� ���  ���	�	��,�/	���

������/��	�) � ����
�� B̃••L

�± ! �⊗ �± 1⊗ 1� *− ! �⊗ �−	 − 1⊗ 1�
^	 ! �

��−��	 ⊗ �−��−��	� − 1⊗ 1�

^� !

��−�∑
���

�� ⊗ �−� − �⊗ � ·
��−�−�∑
���

�� ⊗ �−��

_ !
(
��

�−��	 ⊗ �−��−��	� − 1⊗ 1
)(
��

�−�−	 ⊗ �−��−�−	� − 1⊗ 1
)
�

Q ! #�⊗ �P 1⊗ 1$
(
��

�−�−	 ⊗ �−��−�−	� − 1⊗ 1
)
�

` !

��−�−	∑
���

�� ⊗ �−��

H/ �����	� 1-1 � 05B� �����	
 53 �����
�� ��������� ����������-

�	�(/-�%� "�""� ����������� �• ! QR'#B̃••$ ��	�����	�� #1-1<$
������������ ����� ��������� �����������  
������ � 
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O
��	����	 ����	����� A••� ��������� �/ ���) �����) ������)
�������� � ����	������ B̃•• � �	��
	� B � 1 #
 ���
���� ������� �
A•• ������$- ����� +• ! QR'#A••$-

���(	
)��%� "�"&� !���� ����� 	����	�� ������ �������������


����� 	�����	���

B→ +•
�−→ �•

�−→ �•0−;3→ B�

���"�����"���� � 	����� ������� 

�
+�,�-�	./-�
� a��������� ���������� �����
�� ������������
� �/ ������� ����	�����
 B̃••- �

#�!�$��%� "�"'� H/ ������� ����	�����
 #1-1<$ ������������
�����
�	� ��� � ��/������� �• → � �/ ��������� 1-11 ��� ��� �����
���� �������	  �	�����	 �
�


,� !

{
5
[
�
�

]
P 1� ���� � ≡ B# VRZ ;$�

5
[
�
�

]
P 5 � �������	 ����
�-

��� ����� �	�	�	
	���

��������	� � ���/
�
�� ��������� 
������ Z0�3� ��� � ! �
�� -
: +��	 �
/���� 	� � ������/��
��	  ��������� ��/������� �• !
QR'#B̃••$ ! #��� �

�
� $  �	����� �� �������� � ���������	 �
/����

#�	- ��������� 1-11$� �������	 ������ ����	������ ""�#�$� � ≥ B- N��
+���� 	� �/���	 ��	�����

"RV�#�•� �$ !
(
"RV�#��� �$� Æ

� L! #��� $
∗
)

#5-1$

� �������	 ��� ����	������L

"�#"RV�#�•� �$$ ! %&'��#���$ ! ""�#�$�


 �	�� 	� ���
��	 ������ ��/����
� +���� �
/���
-

 �
��!� &�"� #���� � ! Z0�
�� 3 �����

""�#�$ !

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Z
��−��� � ����� ! B�

#Z�$
��	 ⊕ Z� ⊕ #Z��−� $�

�−��	 � ����� ≡ B # VRZ ;$� �  B�

#Z�$
�−	 � ����� ≡ 1 # VRZ ;$�

#Z�$
��� ⊕ Z� ⊕ #Z��−� $�

�−�−	 � ����� ≡ 5 # VRZ ;$�

#Z�$
�−� � ����� ≡ 9 # VRZ ;$�
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#�!�$��%� &�&� I� ���
/��
�	 �����	� 5-1� ������
��� 
 ����
	�	 ��������� ����	������ ��	�����
 #5-1$� )��� 	��� ���� ��
������/��
�� �������� � �����	 ����	������	 ����� #�	-� 
����
	��� 0;� ��		
 ;-53$- >�� ���/
� � ��	� ��� � ��������� �
��� �
����
	� �������
�
�	 ������/��
�� ���� ����
�� �
/���) +��	����
����� ""�#�$ ��� ��������� �	����� � 
������ ""∗#�$-

N�� ����
�� ��	�	��,�/	�� �/ "RV�#��� �$ #�	- ���/
���� �/
#5-1$$ 	� /
,�������	 �
/������

�� !
∑

�����

*̃�� #5-5$

� ������� ��/�
��
�� ������� �����
 %-
��������� �� � ��������  �	����� �
�
 ,� #�	- /
	��
�� 1-19$�

�� "RV�#��� �$  � �� � 
 ������  ���	�	��,�/	 - L �� → � ����

������������ � 
����	 ����) /
����
(
-#.	$� -#.�$� � � � � -#.��$

)
� ���

{.�}	≤�≤�� � �
�������� �
/�� ���������  �	�����  �� - : �
�����
*�	� ����
 � +��	 
���� /
���� - ������
���� �����������
�����
����� �������
� �/ ����� ��
��	� �/ , *���� �� 	� �
��� ������
������
�������� ���/
�
�	 ����/ b�- J
������� ������ , × ��
	
����� ���/
�
�	 ����/ b���4 ��� +��	 	� �����
�	 ��
/
�� 

�
/	��� �
��� 	
������ ���� �� ��� �/ �������
-
G�	���	� ��� ���� - ! !∗ L  →  � ��	�	��,�/	 �	����� ���
�

�
 
 ! ∈  � �� � ������������ � ��
/
�	 ��*� �������������	
��������
�� ��	�	��,�/	 #
������) �����$

"RV�#-��$ L "RV�# � �$  �→ "RV�# � �$  �
��������� ��������	 ���
/�	L , ∈ � �����
�
���� � ! ∗ , #��� ∗
�������������  �	������� ��������� 
 �$-
M���
 ��,,�����
� Æ� L �→ �� 	��� ����
�� �
�L ��� , ∈ �

Æ�#,$ !
(
�−∗ ,� *−∗ ,

)
! #�, − ,�� �, − ,�$� #5-9$

����� /#�$ � ���� 
������ �- M���
 �/ �/�����) ������� �����
����) 
����� �����
�� ��������� ���������� #�� �
��� 	����
���� ������������ ������� �/ 

��/
 �����*��� Æ�#,$ ! B �
������/��
��	 #5-9$$-
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���(	
)��%� &�'� $����� ""�#�$  /#�$ �������� ��������� Z


������� � �������

{����	 P ���−�−���	� | B ≤ � ≤ 5�−� − 1} #5-;$

∪{����	 P ���−�−���	� | 5�−� ≤ � ≤ 9 · 5�−� − 1} #5-2$

∪{��� P �−�� | 1 ≤ � ≤ 5�−� − 1} #5-<$

∪{1� ���−�

�

��−�−	∑
���

�����

��−�−	∑
���

�����	}� #5-?$

% ���������&

""�#�$  Z
��−����

�	�(/-�%� &�*� $����� 8V Æ� �������� ��������� Z
������� �����

9#5�−� − 1$ 
�
+�,�-�	./-�
� M
� �
� 8V Æ� ⊂ ��� �� 8V Æ� � �������� Z�	������
� ����


U\ 8V Æ� ! U\�− U\STU Æ� ! 9#5�−� − 1$�
�

#�!�$��%� &�0� : ���/� � ����
��	 �
/��
 ""�#�$ � #5-;$�#5-<$ ����
��	 ��������� ����
���� ���/
���� ��� 	������ �������L

L	 L! {B ≤ � ≤ 5�−� − 1} ∪ {5�−� ≤ � ≤ 9 · 5�−� − 1}�
L� L! {1 ≤ � ≤ 5�−� − 1}�

=��	� ����� � ���/� � #5-?$ ����� ����� ������/��
�� ����
����
���/
���� ��� ���������� +��	��
 ��������� 
������

��� L!

��−�−	∑
���

���� #5-@$

#�!�$��%� &�1� X �����	 ��������� 5-; ����� ������������ ��� ����
������ 	������� ������ �
/���	 Z�	����� 8V Æ�L{(

����	 − ���−�−���	�� B
)
| � ∈ L	

}
∪
{(
��� − �−��� B

)
| � ∈ L�

}
∪
{(
����

�−�−	� − ���� ������−�−� − ���
)
| B ≤ � ≤ 5�−	 − 9

}
�
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��������� ��,,�����
� ��	 ������
������� #���������� ����
	�) �
/������� ��
/
�) � #5-5$$ 	
������

��	 !

(
�� ^	
B ^�

)
�

�����
�	� ��� �������� #,	� ,�$ ∈ STU Æ	 �
������� ������	����
�����	� ��������) ��
���� #
� �$L

��∗ ,	 ! B�
^	∗ ,	 P ^�∗ ,� ! B�

}
��� ����� �������L

� · ,	 · �P ,	 ! B�

��
�−��	 · ,	 · �−��−��	� − ,	

P

��−�∑
���

�� · ,� · �−� −
��−�−�∑
���

��� · ,� · �−�� ! B�

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
#5-A$

���(	
)��%� &�2� ""	#�$ ! B 

�
+�,�-�	./-�
� ����� #,	� ,�$ ∈ STU Æ	� � �����
,	 !

∑
�∈�

#��� ,� !
∑
�∈�

$��� #5-1B$

� �
�������� �
/������ #��� #� � $� ∈ Z$- H/ ������� ��
���� �
#5-A$ �������� ���

#�� P #�����−�−�� ! B � #��� P #������−�−�� ! B ��� B ≤ � ≤ 5�−	 − 1�
#5-11$

: �
������� #	 ! #���−� ! #� ! #����−� ! B�

��������� +��	���
(
���

�−�−	�−��� B
)
! Æ�#��$� ��� � �∈ {B� 5�−�}� ���

�
� � 8V Æ� ⊂ STU Æ	� �� �����
� ���)������ ������ ��	��
���
+��) +��	���� �/ #,	� ,�$� 	���	 ����
��� ��� ��� ��� �����
�
���
�) ,	� ,� �	��	

#�� ! B ��� B ≤ % ≤ 5�−	 − 1�
H/ ������� ��
���� � #5-A$ �������� ��� ��� ���) � �	��	

#5�−� P 1$$�� − #5�−� − 1$$
����

�−�−�� ! B� #5-15$
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M���
 ��
/� �����
�	� ��� $	 ! $
��

�−� ! B- =��	� ����� ���� � �∈
{B� 5�−�}� �� �/ #5-15$ ���������� �����	
 �/ ���) ��
����� �������
������������� $�� � $�����−�−�� L

#5�−� P 1$$�� − #5�−� − 1$$
����

�−�−�� ! B�

−#5�−� − 1$$�� P #5�−� P 1$$
����

�−�−�� ! B�

}
� ��������� ������������ 	
����� ��+,,������� +��� �����	� ���
���� �� ���� �� �����
�	� ��� $�� ! B ��� ���) �-
N
���� ������	

0� L! Æ
�#���$ !

(
����

�−�−	� − ���� ������−�−� − ���
)
∈ 8V Æ�4

����
�	 ����� � 0� ���������	 �� 	����� 5
�−	- N�� ,�������
��

�� 
���
����� ( #1 ≤ ( ≤ 5�−�−1$ 
���	 
�	��*�� ������������
% ∈ Z �
���� ���

%#5�−� − 1$ ≡ (# VRZ 5�−�$� #5-19$

� ��������	

1′� L!
�∑

���

0���−�−�� !
(
∗ � ���� − �

)
�

:����
� �/ #,	� ,�$ ���)������ ������ ��	��
��� +��	���� 1′� �
	���	 ����
��� ��� ��� ��� �����
�
����� ,� �	��	

$���� ! B ��� (  B�

J
������ ������/�� +��	���

1′′� L!
�∑

���

0���−�−���	 !
(
∗ � �����	 − ��

)
#/���� % � ( ��������	� ���/
� �����*���	 #5-19$$� 	���	 ����
�
��� ���

$������ ! B ��� (  B�

M����� �/ ������� ��
���� � #5-A$ �����
�	 ��������� �����*��
��L

#
�����

�−�−���� − #������−�−�� P $� ! B ��� 1 ≤ � ≤ 5�−�� #5-1;$

#
��−����−�−���� − #��−����−�−�� − $� ! B ��� 1 ≤ � ≤ 5�−� − 5� #5-12$

#��� − #� ! B� #5-1<$

#� − #��−� ! B� #5-1?$
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X��
���
� �����*��� #5-1;$�#5-1?$� �����
�	� ���

(
5�−� − #5�−� − 5$)$� ! B�

� �
��	 ���
/�	� $� ! B- M���
 ��� ������ � �	��	 #���� ! #�� �
����� �����*��� #5-11$ �����
 �������� ��� #���� ! B ��� ���) �-
J
������ ���
/��
����� ��� $�� ! B� 
 /
��	 ��� #������ ! B ���
������ �-
G����
 ������� �������� STU Æ	 ⊂ 8V Æ�- �

���(	
)��%� &�3� '�������� Z
������ 8V Æ	 �����	��� � 	�������

������ ���������& ������"�� �� ������"�� (��������L

(
5� B
)
�
(
5��

�−�

� B
)
�
(
B� 5
)
�
(
B� 5��

�−�
)
4 #5-1@$(

����	 − ���−�−���	�� B
)

��� � ∈ L	4 #5-1A$(
��� − �−��� B

)
��� � ∈ L�4 #5-5B$(

����
�−�−	� P ���� ���−� − ���

)
��� 5 ≤ � ≤ 5�−	 − 14 #5-51$(

B� #5�−� P 1$�� − #5�−� − 1$����−�−	�
)

��� 1 ≤ � ≤ 5�−	 − 1� � �! 5�−�4 #5-55$(
5��−5�

)
�
(
B� ;���

�−�−	
)
� #5-59$(

5����� B
)
�
(
������ 5���

�−�−	
)
� #5-5;$

�
+�,�-�	./-�
� .������������ ������������ ��� ��
/
�� ���
*� 	������� ������
�� �������� Z�	����� 8V Æ	- M
� �
� ��� 	���
���� ����
�
�� �

U\ 8V Æ	 ! U\�� − U\STU Æ	 ! U\�� − U\ 8V Æ� ! 2 · 5�−� P 9�

�� �����
�	 ������	�� ����������- �
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 ������
����L {(

B� #5�−� P 1$����	 P ��
�−�−���	�

)
| � ∈ L	

}
#5-52$

∪
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B� 5�−	����	

)
| � ∈ L	

}
#5-5<$

∪
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B� #5�−� P 1$��� P �−��

)
| � ∈ L�

}
#5-5?$

∪
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B� 5�−	���

)
| � ∈ L�

}
� #5-5@$

M
� �
�

��� !

(
�− _
B −Q

)
�

�� �������� ��� #,	� ,�$ ∈ STU Æ�� �
������� ��������� �����	� ��
��
���L

�−∗ ,	 ! B�

_∗ ,	 − Q∗ ,� ! B�

}
#5-5A$

���(	
)��%� &�"5� )�������� Z
������ STU Æ� �����	��� � 	���


���� ������ ���������& ������"�� �� (�������� #5-1A$*#5-51$& �

��	�� �� ������"�� (��������L(
1� B
)
�
(
��

�−�

� B
)
�
(
B� 1
)
�
(
B� ��

�−�
)
� #5-9B$(

��−�
)
�
(
����� B

)
� #5-91$(

B� ���
�−�−	

)
�
(
������ B

)
4 #5-95$(

B� #5�−� P 1$����	 P ��
�−�−���	�

)
��� � ∈ L	4 #5-99$(

B� ����	
)

��� � ∈ L	4 #5-9;$(
B� #5�−� P 1$��� P �−��

)
��� � ∈ L�4 #5-92$(

B� ���
)

��� � ∈ L�� #5-9<$

�
+�,�-�	./-�
� ����� � ! #,	� ,�$ ∈ STU Æ�� ��� ,	 � ,� ������
����
� � ���� #5-1B$- M���
 �/ ������� ��
���� �����	� #5-5A$ ��������
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#�� ! #�����−�−�� ��� 1 ≤ � ≤ 5�−	 − 1� � �! 5�−�� #5-9?$

#��� ! #������−�−�� ��� 1 ≤ � ≤ 5�−	 − 1� � �! 5�−�� #5-9@$


 �/ ������� ��
���� � #5-5A$ �����
�	 �����*���

5#���−#����� − #���−� − $
�����

�−�−��−�

− $���−� P $
�����

�−�−�� P $��� ! B ��� B ≤ � ≤ 5�−	 − 1� #5-9A$

M
� �
� +��	��� ���


Æ	#����� B$ !
(
2 � ����−� − ����

)
���
� � 8V Æ	� ��� ������/�� �) ���)������ ��
���� 	� 	���	 �/	��
��� ��)���� +��	�� � �
�� ��� � �������	 +��	��� ��+,,�����
�� �� ������ ��	����� ��� ���� �
�� ��� ��� � ! 1� 5� � � � � 5�−�−1-
M
��	 ���
/�	� 	���	 ����
��� ��� ��� � ��)���	 � �	��	 $���� ! B
#� ! 1� � � � � 5�−�− 1$- ��������� #��−�$ ∈ STU Æ�� �� 

������ ������
����	� 	���	 ����������� ����
��� ��� $� ! B- M���
 �/ ������
*��� #5-9A$ �������� ��� ��� ����) �

#���� − #������ ! #����−� − #���� � #5-;B$

=��	� ����� �/ #5-9@$ �������� ��� #��� ! #��−� � 
 ����
 �/ #5-9A$ #���
� ! B$ �����
�	 �
������ 5#� ! 5#��� - X�����
������ #���� ! #� ���
���) �- H�����/�� +��	��( ��−�−	∑

���

����� B
)
!
(
����� B

)
∈ STU Æ��

	���	 ������ 
*� �
��	������ � ����
�� ����
 #���� ! B ��� ���)
�-
:��� ������/�� ��� ��� +��	��� ���


Æ	#�����	� B$ !
(
2 � ����−	 − �����	

)
���
� � 8V Æ	� 	���	 ����
��� ��� ��� $������ �
�� ��� /
 ��������

��	 ������ 
���	��� /
 ���������	 $
���

�−�−� - G�
��
(
B� ���

�−�−	
)

∈ STU Æ�� � 	� 	���	 ����
��� ��� ��� $������ ������- M���
 �/ #5-9A$
�������� ���

#������ − #����−� ! #������ − #������ �
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:���� �����*��� #5-9@$ �����
 �����
�	� ��� #������ ! #�� ���

���) �- .� ���������
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������ B
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∈ STU Æ�� �� ������/�� ���)������

��
��� +���� +��	��
� �����	 ����
��� � +��	��� �� ��� ��������
��� #������ ������-
N
���� �
� �
� ���������� �����*��� #5-9?$� 
 +��	���

Æ	#��� B$ !
(
���

�−�−	� P ��� B
)
�

���
� � 8V Æ	� �� ������/�� ���)������ ��
��� �
��) +��	�����
�����	 ����
��� � ����
�� ����
 #�� ! B ��� � �∈ {B� 5�−�}� M
� �
�
#1� B$� #��

�−�

� B$ ∈ STU Æ�� �� 	���	 ����
�� �
���� ��� #	 ! #���−� ! B-

.
����� ���� ���
(
B� ��

) ∈ STU Æ�� � ����	� 	��� ����
��� ���

$�� ! B ��� ���) �- ��� +��	 �
�� /
	������ ��� ��������
 � STU Æ
��

�������
� �
��� +��	����
(
B� ��

)
�
(
B� ���

�−�−	�
)
��� ,�������

�
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���� �
��� �
���
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B� ��
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�
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B� #5�−� P
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�−�−	�

)
#��- #5-99$�#5-9;$ � #5-92$�#5-9<$$- I� ���
/
��� ���

	�������� ��
/
�� � ,��	�������� ���������� 5-1B� ������
��
STU Æ�� 
 �
� �
� ��� 	������ ����
�
�� � U\STU Æ� ! U\ 8V Æ	� �� ��
���
/��� �
/�� STU Æ�- �

���(	
)��%� &�""� $����� ""�#�$ ����������� ���������� ����


���"��& ������"�� �� 	������������	�� 	������ ������"�� (�����
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(
1� B
)
� �′	 L!

(
B� 1
)
� �� L!

(
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�−�

� B
)
� �′� L!

(
B� ��

�−�
)
�

�� L!
(
��−�

)
� �′� L!

(
����� B

)
� �� L!

(
B� ���

�−�−	
)
�

�
��
� L!

(
B� ����	

)
��� � ∈ L	�

�
��
� L!

(
B� ���

)
��� � ∈ L��

������+���� ������������,

5�� ! 5�′� ! B ��� % ∈ {1� 5� 9}4
;�� ! B4

5�−	�
��
� ! B ��� � ∈ L	4

5�−	�
��
� ! B ��� � ∈ L��
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�
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�� �
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�	�� ����
���
�� �
/���L ���
8V Æ	 ����	 �
/��� ��������� �/ +��	����� ��
/
�) � #5-1A$�#5-51$�
#5-59$� #5-5;$ � � #5-52$�#5-5@$� 
 ��� STU Æ� � �
/��� �������� �/

�
/��
� ���������� � ���������� 5-1B� /
	��� +��	��

(
������ B

)
�/ #5-95$ 
 +��	��

(
������ 5���

�−�−	
)
- �

���(	
)��%� &�"&� '�������� Z
������ 8V Æ� �����	��� � 	���


���� ������ ���������& ������"�� �� ������"�� (��������,(
����	 − ���−�−���	�� B

)
��� � ∈ L	� #5-;1$(

��� − �−��� B
)

��� � ∈ L�� #5-;5$(
���

�−�−���	� − �����	 � 5�����	 − ����−	 − ������
)

��� B ≤ � ≤ 5�−� − 5� #5-;9$(
��−�� − ���� � 5���� − ����−� − ������

)
��� B ≤ � ≤ 5�−� − 1� � �∈ {5�−� − 1� 5�−�}� #5-;;$(

B� 5�− 5����−�
)
� #5-;2$

% ���������& U\ 8V Æ� ! 9 · 5�−� − 9�
�
+�,�-�	./-�
� G�	���	� ��� +��	��� �/ #5-;9$ � #5-;;$ ����
�
�
�� � +��	��
	� ���
 Æ�#��� � B$ ��� ���)�����) /
���� % #�����)
��� #5-;9$� ����) ��� #5-;;$$- N
��� 
	 ��
������� ��
 ����	��
�
�����) ����������-

��!!� &�"'�(
B� 5�− 5����−�

)
! Æ�#�− ����−�

� B$

P #5�−� − 5$Æ�#�� B$ P
��−�−�∑
��	

#5�−� − 1− '$Æ�#���� P ��−��� B$�

>�
 ,��	��
 ���
/��
���� ���	�	� ���������	�-
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��!!� &�"*� #����M * ��������� � 8V Æ�& ������"�� �� (��������

���� Æ�#,� B$ ��� ���� , ∈ � ����� ��� ������ % ����� Æ�#B� ���$ ∈M 

�
+�,�-�	./-�
� ��������� Æ�#���� ����−�− ����$ ! B ��� �������)
��� ∈ � #�	- #5-51$$� ��

Æ�#B� ����−�$ ≡ Æ�#B� ����$ ( VRZ M)�
=��	� ����� Æ�#��−�$ ! B� � ����	� Æ�#B� �$ ! Æ�#�� B$ ∈ M� 
 ����
 �
��� ������ � Æ�#B� ����$ ∈ M-
J
������ ��� ����) �

Æ�#B� ����−	$ ≡ Æ�#B� �����	$ # VRZ M$�

.� Æ�#B� ���
�−�−	$ ! B� � ����	� Æ�#B� �����	$ ∈M ��� ������ �- �

��������	 ���
/
�������� ���������� 5-15- W���/ N ���/
��	
��������� � 8V Æ�� ��������� +��	��
	� �/ #5-;1$�#5-;2$- M
� �
�

��−�−	∑
���

Æ�#����� B$ ! B�

�� � ��	���� ��		� 5-19 �����
�	� ��� Æ�#���
�−�−�� B$ � Æ�#���

�−�

� B$
���
� � N - G����
 � ��	���� ��		� 5-1; �������� ��� 8V Æ�⊂N - �

M
� �
�

��� !

(
�� _ B
B −�− `

)
�

�� �������� ��� #,	� ,�$ ∈ STU Æ�� �
������� ��������� �����	� ��
��
���L

��∗ ,	 ! B�

_∗ ,	 −�−∗ ,� ! B�

`∗ ,� ! B�

⎫⎪⎬⎪⎭ #5-;<$

����� � ! #,	� ,�$ ∈ STU Æ�� ��� ,	 � ,� ������
���� � ���� #5-1B$-
M���
 �/ ������� ��
���� �����	� #5-;<$ �������� ���

#�� P #�����−�−�� ! B� #5-;?$

#��� P #������−�−�� ! B #5-;@$

��� B ≤ � ≤ 5�−	 − 14 � �
������� �	��	
#	 ! #���−� ! #� ! #����−� ! B� #5-;A$
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���� �/ ������� ��
���� � #5-;<$ �����
�	 �����*���

5#��� − #����� − #���−� − $
�����

�−�−�� P $��� ! B #5-2B$

��� B ≤ � ≤ 5�−	 − 1- =��	� ����� �/ �������� ��
���� � #5-;<$
�������� ���

$�� ! B ��� B ≤ � ≤ 5�−	 − 1� #5-21$

��−�−	∑
���

$���� ! B�

��−�−	∑
���

$������ ! B� #5-25$

���(	
)��%� &�"0� $����� ""�#�$ ������-�� Z� � �����������

	������������	�� 	������ (�������
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B � �− ����−�

)
�

�
+�,�-�	./-�
� :���� ���������� 5-15 ����
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��� ���
STU Æ� ������
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B � �− ����−�
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����� � ! #,	� ,�$ ∈ STU Æ�� ��� ,	� ,� /
���
� � ���� #5-1B$- M
� �
�

+��	��� ���

(
����

�−�−	� − ��� � 2
)
! Æ�#���� B$ ���
� � 8V Æ�� ��

����
���� � � ���)������ ��
��� �
��) +��	����� 	���	 #� �����	
�����*��� #5-;@$$ ����
��� ��� #��� ! B ��� ���) � #�	- �
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J
������ � ������/��
��	 +��	���� ���

(
���

�−�−	� − �� � B
)
!

Æ�#��� B$ �����	 ����
��� � ����
�� ����
 � ��)���	 � �	��	 #�� ! B
��� ���) �- M
��	 ���
/�	� 	� 	���	 ����
��� ��� ,	 ! B- M���
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#5-2B$ �������� ���

$��� ! $������−�−��

��� ���) �� ������) �� B � 5�−�- N
����(
B � ��−����� P ������ − ��−�� − ����

)
! Æ�#B� ����$ ∈ 8V Æ��
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���� ��������
����� � � ���)������ ��
��� �
��)
+��	����� 	� �����	 ����
��� � ����
�� ����
 ��� ��+,,������
$���� ! B ��� ���) �� ������) �� B � 5�−�- M���
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$� P $����−� ! B- .�
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B � � − ����−�

)
∈ STU Æ�� � �/	��� � � ��	��

��� ��������� ��
���� ��������� +��	��
� 	� 	���	 ����
���
��� $���� ! B ��� ���) �- .
����� �����/	��� �� 	� 	���	 ������
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(
B � �− ����−�

)
�

G��
��� �������� �������- �



�3� 7� �� 8919(7:�;

O
��	����	 ��������� +��	��� �/ Z
�L(

1�b�

)
�
(
��

�−�

�b�

)
4 #5-29$(

�� �− ���� B
)
�
(
���

�−�

� ���
�−� − ����−���� B

)
4 #5-2;$(

b�� 1
)
�
(
b�� �

��−�
)
4 #5-22$(

b�� ��
��
)
�
(
b�� ���

��
)
4 #5-2<$(

b�� �
���	 P ��

�−�−���	�
)
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H/ ������� ��
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H/ ������� ��
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$	 ! B ! $
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5#��� − #����� − #���−� − $
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�−�−�� − $��� ! B ��� ���) �� #5-<5$

M����� ��
���� � #5-2A$ �������� � ��������	 �������	L

5�−	 · $�� P 4�����−�−�� − 4�� ! B ��� 1 ≤ � ≤ 5�−	 − 1� � �! 5�−�4 #5-<9$
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���

$������ P 4
���

�−�−������ − 4������ ! B ��� � ∈ L	4 #5-<;$
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���
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����/��
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�−�−	�� 2
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$
�����

�−�−�� P $��� ! B4 #5-<<$
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)
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J
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����� ��� 	� 	���	 ���
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�
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)��%� &�"3� .�� ������ � ≥ 2

""�#�$  ""�−�#�$⊕ Z
�
� � #5-@1$

�
+�,�-�	./-�
� H/ ���������� 1-15 �������� ��� �	����� ������
��
� ������
� ���
� ��������
�������� ��	�������

B→ "RV�#�•0−;3� �$ �∗−→ "RV�#�•� �$
�∗−→ X • → B�

��� X • ! "RV�#+•� �$� �����
� � ���� ������� �������� � �����
����� ����	����������� ��������
��������

� � �
��−�−→ ""�−�#�$

�∗−→ ""�#�$
�∗−→ "�#X •$ ��−→ ""�−�#�$

�∗−→ � � � �
#5-@5$

.
	 ���)���	� ��������� ����	������ ����	��
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X���
� 1L ����� � ! 55 P 1� 5 ∈ N� 5 ≥ 5- O
��	����	 #55 P 1$�

������ - ! #,	� ,�$ ∈ X ���	� �-�- �	��	 Æ���	X #-$ ! B- G�������	 -̃ !
- ◦ 4� ��� 4 L ����	 → +���	 e �������� 
 ��������������� ���	��

��
�
�	��4 ��	� ����
	�� �����
���� -̃ ������� �/ - � ��	����
������������ ���	 
 �����������	 ���	�	 ��
�
�	�	 � +���	 �

����	� �� �
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∗−−−−−→ ����������� ��

�
∗−−−−−→ X ���� −−−−−→ �

Æ
��−�

⏐⏐� ⏐⏐�Æ����

⏐⏐�Æ����
X
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∗−−−−−→ ����������� ��
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�� ��������� ���/��
����� ��	�	��,�/	
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fg �� ��� � L ���−� → � � �������� ������� ��� �������� 7∗#�$ !
Æ���	#̃-$�
:���� ����
�� ���
/����) ��� "���	#X •$ #�	- #5-@9$$ 	��� ����
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& !
(
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∈ "RV�#���−�� �$�

M���
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������ ������
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�� ����
 ,� ! � ��� ,� ! ��
��−�
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� ����	 � �
������ & +��	��
(
�����b

)
∈ "RV�#���−�� �$�

X���
� 5L ����������	� ��� � ! 55� 5 ∈ N� 5 ≥ 5- O
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������ - ∈ X �� ! #,	� ,�$ ∈ "RV�#+��� �$� I���	 ����
��� ��� #,	� ,�$

� +�� ��� �/ +��	����� ��
/
�) � #5-A5$- ����� -̃ ! - ◦ 4� ���
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 ��������������� ���	�� ��
�
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��	 ���
/�	� 	� �����
�	 ��� ������ � ≥ 2 �������� �����
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��������

B→ ""�−�#�$
�∗−→ ""�#�$

�∗−→ "�#X •$→ B� #5-A9$

��������� ""	#�$ ! B #�	- ���������� 5-?$� �� �/ #5-A9$ � ��	����
��		� 5-1A �����
�	L ""�#�$  Z

�
� � =��	� ����� �/ #5-A9$ �������

�
������ ∣∣""�#�$
∣∣ ! ∣∣""�−�#�$

∣∣P 5�� #5-A;$
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M����� ����������	� ��� � �����L � ! 55P1� 5 ≥ 9- C���� �������
��� ��������� ������ �/ "RV�#����	� �$L
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�����
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� �����*��� #5-@1$ � +��	 ����
� ���
/
�-
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/��
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