
������� ���	�
�
��
������ ����
��
 ���� ���� ��

�� �� ������� 	� 
� ��
������

���������

 ����
���	

�	��
�����
���� 	�����

���������� �
 	 ��� !!!

�� ��������

����� � � ���	
��
��
���� ���
���� ���
��� ��� ���
���
�
��

��������� �	�
�� 
�
���� �	�
���� �
� ��
������
�
�� ����
�� 
��� �� �	���� ���	� ���
��� �	!�	 	�
���� � �	�	��� �
�	�	�	�	
���	"

�	����	�	 �
�
��� �	�	�	
 �	�!�	 �	������� � 	��	� 
� �#
�
$���
�� ��� ��� ��� �� 
�
 �� %��� &'()� *��
 ��� ���
��� � +�	 ���	 
"

�	����	
 �
�
�	 
�

� �
� ��� �	 ��
�� �
�������	� &,( ���
���
� ����
���	 +��
���
���� �
�	 �
�	�	�	� �	��"
��	� ���	
��
��
� 
�	� ���
��
� �
�	 ��� ������
�	� -���
��
 ./�
���0� 1 ���	�
 &2(
���� ���
��
�� ���
��� �	�	�	�	�
� 3	#4
���� 55∗%�) ��� �	�� 
"
���# ���	
��
��
���# ���
��� � ��� ���
��� ./�
��� � &6( ����
���
��
�� �	����
��� 55∗�%�) ���
��� 55∗%�)� �	�	!�/���� 	��	 
�	����
 +�
�
����
� ��
�
�� �	�	��# �
�
��� �� �� ��
 � � �
�	�	 
��� �����
��� ��������� � 	��
�
����
�
 �		��	4
�
��
 ���
���
�� 1 +�
# ���# ���	��# ���
���
��	 
��	���	����� �	� 7���� ��	
�
�
�
� �	�#	���
�	 �	����� � �
�	���� � 	�
����
��� ��� ���� 
�
���� �
�	����� 8	�

 ����	� �	�#	� � ���
��
�
� �	�	�	�	�
�
3	#4
���� ���
��� ./�
��� � ��� ��
��	!
� � &9(� ��
 ���� �	 
���	
�� �
�
������� ��	
��
���� �
�	���
��� ��� ���
��� �� ��� 
�����
��
�	� ��� �	���� ��� ��	
� 	�/�������
� ���
��	�� :��
�
� &;( +�� �
�	���
��� ���� 
��	���	���� ��� ���
��
�
� ���
�
��	�
��������� ���
��� 55∗%�)� ��
� ��� ���
��� ./�
��� � ���
 ���
 
��
�� ����
��	��
 ����� 55�%�)�

�������� ��	�
� ��
��� ��!���
� �"��#�
 ����	���� !��� ���$�!��"���%�
�"��#�� ����
�"���% &��'�"($��

)�#�!� �
��"���� ��� ��$$��*�� )++� ,����! ��-��-����./� � !��*� ���
	��!�	��% 0��������% ��$$��*�� ����#������ )+� +1� 23��	�
� � ���	����-
$�����	����� ��$�
 ������4�����% )�����5 ,����-���-���-���-���� ������!���!
�6�76�������66/ �

���



8�9���:�9�� &�&;�:<=> ���

*��
 ��� ���
��� � +�	 ���	"

�	����	
 �
�
�	 
�

� �
� ��� �	
��
�� �
�������	� &<( ���
��� � ����
���	 +��
���
���� ���
��
 	� 
�	�	 
� 9 �
�	�� =# �	����� � �		��	4
�
��
 ��
������
�� � +�	� !

���	�
� 1 ���	��# &>( 
 &?( � �	�	��� �
#�
�
� 
��	���	����	� � &9(�
���� �	���	
�� �
�
������� ��	
��
���� �
�	������� �
�	���
���
��� ���
�� ���# 
� +�
# �
�	�� �	�	��� ���
� ���� 
��	���	���� ���
	�
���
� ���
�
��	� ��������� ���
��� 55∗%�)� 1 ����	� ���	�

��������
��
��� 
�/ 	�
� 
� 9 �
�	� ���
�� ��
�
��	�	 �
����� $��
��
# ���
�� +�	�	 �
�� � @ 6� 1 ���	�
 &'A( ��� ���
�� +�	�	 �
�� ����
�	���	
�� �
�
������� �
�	������� �
�	���
���� 1 ����	� ���	�
 �
�	�	��� +�	� �
�	���
��� ���
������� ����
��	��
 ����� 55�%�)
%��� �
	�
�� ,)� � �	�	� ��/��� 	�
���

 ���
��� 55∗%�) � �
��
��#
	�������
# � �		��	4
�
��
 %��� �
	�
�� 2)�

	� 
����
����� �����������

����� � � ���
���
�
��
 �������	
 �	�
� :�7
��
��
� � ∈ N� 1
���
���
 ��	!
���� �
�4
� �	����� Q �	���/�

Q� @ Z� � Z��	

$��

 ��� �
��� 
 ∈ Z �� ���
� 	�	������� �
�
� 
 �		��
�������
�


�� +�
�
�� � Z��� � �
�
� 
̂ � �		��
�������
� 
�� +�
�
�� � Z��
.�	!
���	 ���
�	� Q� �	����� Q �	��	
� 
� ��
����
# +�
�
��	�B

�� B 
̂→ 
� �� B 
→ 
̂C '�

��
 
 ∈ {'� 	 	 	 � 2�}� D����	��
� 
�
�� 
 ���
��� ���
� �Q �	����� Q�
�	�	!�/���� ��
����
�
 +�
�
����
B

���� − �������� 
 ���� − ���������� %' � 
 � �)�
�������� 
 ��������� %' � 
 � 2�)	

=� &<( ��
��
�� ��	 ���
���

� B@ �Q�



�

� ��
�
���� �
� �	�



��� ?� @� @�:8�@� >� �� 9A3A)>:�@

2�
��� �� '̂

����� ��

����

���������
����

��

���
��

��
��

��
��

��
��

� ,�C '

�����

���
��

��
��

��
��

��
��

,�

���

������������
�C '

����

����
��

��
��

�

�̂
�� ��

���

�����������

���

		���������������
�

��



																
'

�� �� ,̂


C ,�
�����

�����
���

��
�


̂C ' 
C �
������ 
̂

�����














������

��

��������������




��
������������

1 +�	� �������7
 �� ���	��
� 	�
���

 �
�	�����	� �
�	���
���
���
��� �� ����	
 � ���	�
 &'A(�

����� E @ � ⊗� �

� � 	�/��������� ���
��� ���
��� �� F
 

�
� �� 	�	�����
� ��
�
�
���� 
�
��	�
�� ���
��� �� ���	"

 
�	������ � �
�4
�	� � �	����� Q� G	��� {�� ⊗ �	}�
	∈Q� � �	��	

��	!
���	 	��	�	������# ��
�
�
���# 
�
��	�
��	� ���
��� E� �
���
�	
 @ E�� ⊗ �	 � ��	
��
���� E �	����� �		��
�������
� 
�
� 
�	�
��� �� ⊗ �	� *��
 �� � ���� 
� �
�4
�� �� � �
�4
�� ��� � �� �
���� 
� �
�4
�� �� � �
�4
�� ��� �	 ���	!
�

 ������ �� �� ⊗ ��

���"
��
� E �	�	�	�7
�� �
!�� ��	�
���
 
 ����
�	�
� �	�	��� ���!

	�	�����
� �
�
� �� ⊗ ���

1�
�H
� � �
�
��	
 	�	���!
�

 � B �→ �� ��	��
��	����

 ���	 
�
� �%��) @ �%�)�%�) 
 ���	
� ��	

�%��) @ ����� �%�̂
�
) @ �̂

���
� �%��) @ −����� �%��) @ ����	

1 ���	�
 &'A( 	��
�
�	� ��	 � � ���	�	�7
�� ���
��� � �	�
��	�	
�	������ 1 �	� !
 ���	�
 +�	� �	���	� ���
��
��

8��
� 	�	������� �
�
� �E ���
�	�
� �	�
��	 �	�	!�/���# ��	 

��
���# %�
��#) E �	���
�� 1�
�H
� ��
����
� � �
�
���� 7��� 
�	� � B �E → �E� ����� � @

⊕
�∈�
������
�����
� G	��� �%� ) @



8�9���:�9�� &�&;�:<=> ���⊕
�∈�
��
������
�����
 %��
�� �%�) @ � ⇔ �%��) @ �	)� ����� ��� �� � �	���



� �E� �� @
⊕
�∈�
������
�����
� � B �� → �� � �	�	�	�7
�� E �	���
�� �� 

�	�� ��	 �|������������� @
∑
�∈�

��
���
�
�⊗��
�
�� ��
 ��
� ∈ �� ��
�
�� ��
�
� ∈ ��

G	��� �%�)|��������	������� @
∑
�∈�

��
��%��
�
�)⊗ ��
�
��
I��
�
�
� �	���� �� %A � � � 6) ��
����
� 	����	�B

�� @
�⊕
���

��̂� 
�̂� 
 ⊕
��⊕
���

���
��
�

�� @

��⊕
���

���
�̂� 
 ⊕
��⊕
���

�
�̂��� 
��


�

�� @

�⊕
���

� �
�̂��� 
�̂� 


⊕
��⊕
���

�������
��
 ⊕
��⊕
���

��������
��
�

�� @
��⊕
���

�����
�̂� 
 ⊕
��⊕
���

�
�̂��� 
��


�

�	 @

�⊕
���

�
�̂��� 
�̂� 


⊕
��⊕
���

�����
��
	

J�	�
 �	�	� 	��
�
�
� �� ��� � @ 9� C�� ��
 A � � � 6� � � A� �	
7	����
 �� @ ��%��)�

$�� �
����	!
�	�	 ��	
��
��	�	 E �	���� � �� ���
� ���
�� 

���� +�
�
��� � � � �
�
 ��	��"	�

(
��
��

)
� ��
 ��� �� ∈ � � *��


��� �� ∈ 5KL�%�� � )� �′
�� �

′
� ∈ 5KL�%�� � ′)� �	 ��� 
���"
�	�����#


�
 	�	���!
�
� 
��	����
� 	�	����
�
�B

(
��
��

)
∈ 5KL�%�� � �)� �

%�′
�� �

′
�) ∈ 5KL�%� �� � ′)� ����� � B �� → � � �	�	�	�7
��� 	��
 

�
�H
���� �� �� ⊗ �� ∈ ���
��
 �	 7	����
 �%�� ⊗ ��) @ �����

I��
�
�
� E �	�	�	�7
��� �� B ���� → �� %A � � � 6) �� �����#
�����
��# ���� ��
����
� 	����	�B

��|�
����̂� �

@ �� ⊗ �̂� − �� ⊗ �� %' � 
 � 2�)�

��|�
�̂��� ����

@ �� ⊗ �� − �̂��� ⊗ �� %' � 
 � 2�)M



��6 ?� @� @�:8�@� >� �� 9A3A)>:�@

��|� �

�̂��� ��̂� �

@
(
%�� − ����)⊗ �̂

�
C �̂

���
⊗ %�� − ����)�

%���� − �����)⊗ �̂
�
C �̂

���
⊗ %���� − �����)

)
%' � 
 � �)�

��|������������
@ ������� ⊗ �� C ������� ⊗ �� %' � 
 � 2�� � ∈ {'� ,})M

��|�
������̂� �

@

(
A

���� ⊗ �̂�

)
C ���� ⊗ %����� − ����) %' � 
 � �)�

��|�
������̂� �

@ −
(
���� ⊗ �̂�
���� ⊗ �̂�

)
C ���� ⊗ %����� − ����) %�C ' � 
 � ,�)�

��|�
������̂� �

@

(
���� ⊗ �̂�

A

)
C ���� ⊗ %����� − ����) %,�C ' � 
 � 2�)�

��|�
�̂��� ����

@ %������� − ������)⊗ �� C

(
A

�̂
���
⊗ ��

)
%A � 
 � �− ')�

��|�
�̂��� ����

@ %������� − ������)⊗ �� −
(
�̂
���
⊗ ��

�̂
���
⊗ ��

)
%� � 
 � ,�− ')�

��|�
�̂��� ����

@ %������� − ������)⊗ �� C

(
�̂
���
⊗ ��

A

)
%,� � 
 � 2�− ')M

��|�
�̂��� ��̂� �

@ %���� C ������ C �������)⊗ �̂�
C �̂

���
⊗ %�� C ���� C �����) %' � 
 � �)�

��|���������
@ ���� ⊗ �� − ���� ⊗ �� %' � 
 � 2�)M

�	|�
�̂��� ��̂� �

@ �������� ⊗ �̂� −
�∑

���

������� ⊗ �����

− �̂
���
⊗ ���� %' � 
 � �)�

�	|���������
@ �������� ⊗ �� C ���� ⊗ �� − ���� ⊗ ������ %' � 
 � 2�)	

J�	�
 �	�	� 	��
�
�
� �� ��� � @ 9� C �� ��
 A � � � 6� � � A� �	
7	����
 �� @ ��%��)�

1 ���	�
 &'A( ���� �	������ ��
������ �
	�
��B

�����"� #� ����������� E	
��
������� �
�����
��� ������ �

�
�������
��� 
���
�����
���������

A← �
�←− ��

��←− ��
��←− 	 	 	 	 %,�')

$�"�%�
&� #� 1 ���	�
 &'A( � 	�
���

 �
77
�
�"
��� �� ���� 	�
 
������ �	�	��� 
������
�� � ����	��
� �����
�



8�9���:�9�� &�&;�:<=> ��.

�� ���������� ���
��
�� ������� ����������� ���������

1 +�	� �������7
 �	#�������� ��
 	�	����
�
�� ��
�H
���
 � ��
 
�����
�� J�	�
 �	�	� �	�	!
� Æ� @ 5KL�%��� �) B 5KL�%��� �) →
5KL�%����� �)� ��
 �� � �	���
� � �� � �
77
�
�"
��� 
� �
�	�� 
�
��� %,�')�

�����"� '� ����� 55�%�) � �	�� ���

� ����������� ���������

���
��� � � �� !!�"�
����� � �# $�����

') NOL� 55�%�) @ '% 
��� ��
���
�� ���� �� ��������

�) � @ 9�C '� �
###� � ��
���
�� ���� �� �������� �

###, ��� PQRS � @ ,&

�) � ∈ {9�C '� 9�C ,}% 2�
###�% � 	 ###�%�###,% PQRS � @ 2M

�) � ∈ {9�C ,� 9�C 2}% 2� C '
###�% � 	 ###,% PQRS � @ 2M

�) � @ 9� C 6% 2� C ,
###� � ��
���
�� ���� �� �������� PQRS � @ ,

��� �
###,M

�) � @ 9�% �
###�� �  ' � ��
���
�� ���� �� �������� PQRS � @ ,

��� �
###,M


) � @ 9�% 2�−' B �% �  ' � ��
���
�� ���� �� �������� PQRS � @ ,
��� � 	@ ,�
!) � @ 9�% � @ '% PQRS � 	@ ,% �  A	

,) NOL� 55�%�) @ ,% 
��� ��
���
�� ������
�

� @ 9�� � @ ' � ��
���
�� ���� �� �������� PQRS � @ , ��� � @ A	

2) NOL� 55�%�) @ A �� ��
� ���������� ���'���#

�
�
� �����	� �	�����
������ �
	�
�� ��
�H
� ��
����

 	��
 
�
�
�
�� ����� � � ���� 
� �
�4
�� �� � �
�4
�� ��� F
�
�
�∗ B ����
���
 → � ���
� 	�	������� E �	�	�	�7
��� �
�
�	���
�
��� ⊗ ��� ∈ ����
���
 � � ∈ � %� �����
�4
� ��/��	��� � �	�	���#
	�	����
�
�# ���
� ����	 	���������)�

�����

! @
⊕

�����

������
�����
 ⊕
⊕

�����

� �
�	��� 
�	��� 


�


 ����� �� � ���� 
� �
�4
�� ��
� � �
�4
�� ��
�� � "�
�� "�
� � ��� ���


� �
�4
�� ��
� � �
�4
�� ��
� � D����	��
�

# @

�∑
���

κ��
∗
� C

�∑
���

$�%"
∗
�
�� "

∗
�
�) ∈ 5KL�%!��)�



��� ?� @� @�:8�@� >� �� 9A3A)>:�@

��
 κ� ∈ �� $� ∈ � %' � 
 � %� ' � & � �)� G	��� �
�
� � %#) ⊂
5KL�%!��) ���
� 	�	������� �	���	��������	� �	�	!�H
��	
 ��� �
�	�	�	�7
��	� #�

��""� #�

') 5KL�%���� �)@

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

� %��̂)⊕ � %����)⊕
�⊕

���

� %��)� 
��� � @ '�

�⊕
���

� %�̂
�
)⊕

��⊕
���

� %��)� 
��� �
###� � �  '�

�⊕
���
� %�̂

�
)� 
��� 2�

###� � � 	 ###��
�⊕
���
� %����)� 
��� � ' � 2�−'

###��

A � ��������� ���'���	

,) 5KL�%������ �) @

⎧⎨⎩
��⊕
���
� %��)⊕

��⊕
���
� %��)� 
��� 2�

###��

A � ��������� ���'���	

2�) (��� � @ '% ��

5KL�%������ �) @ � %%����� A)�)⊕ � %%A� ����)
�)

⊕ � %%��̂� A)�)⊕ � %%A� ��̂)
�)⊕

�⊕
���

� %��)M

2�) 
��� 2�
###� � � 	 ###�% ��

5KL�%������ �) @

�⊕
���

�
(
%����� A)

�
)

⊕
�⊕
���

�
(
%A� ����)

�)
)⊕ ��⊕

���

� %������)M

2�) 
��� �  ' � 2�C '
###�% ��

5KL�%������ �) @

�⊕
���

�
(
%�̂

�
� A)�

)⊕ �⊕
���

�
(
%A� �̂

�
)�

)⊕ ��⊕
���

� %��)M



8�9���:�9�� &�&;�:<=> ��7

2�) 
��� �  ' � �
###�% ��

5KL�%������ �) @
�⊕
���

�
(
%����� A)

�
)⊕ �⊕

���

�
(
%A� ����)

�
)
M

2�) �� ��
� ��������� ���'��� 5KL�%������ �) @ A#

6) 5KL�%������ �)@

⎧⎨⎩
��⊕
���

� %��)⊕
��⊕
���

� %��)� 
��� 2� C '
###��

A � ��������� ���'���	

9) 5KL�%����	� �) @

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

� %��̂)⊕ � %����)� 
��� � @ '�

�⊕
���
� %����)� 
��� �  ' � 2�C '

###��

�⊕
���
� %�̂

�
)� 
��� �  ' � 2�C ,

###��

A � ��������� ���'���	

����(�)��*+)��� :��
�
� ��
����
� 7���� D����	��
� �
�
��	

�	���	��������	 ��	��������� �� �	�	!�H
��	
 ��� � ��
�
 �����
�
�
���
�
 
� �
�4
�� � � �
�4
�� �� ����� %��� ��� 	 	 	 � ��) � 
�	
���
�� T��	� ��	 %�∗

� � �
∗
� � 	 	 	 � �

∗
�) � ���
� 5KL�%���
�	
� �)� �	 
���

5KL�%���
�	
� �) @

�⊕
���

� %��)	 %2�')

G
�
�� �
��	 ��	�
��
���� ��	

5KL�%���
�	
� �)@

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

� %��̂)⊕ � %����)� 
��
 � @ '� � @ � @ '̂�

� %�̂
�
)� 
��
 �  '� � @ � @ 
̂� 
 ∈ Z�

� %����)� 
��
 � '� �@ 
̂C '� �@ 
̂� 
∈Z�

� %��)� 
��
 � @ 
� � @ 
̂� 
 ∈ Z�

� %��)� 
��
 � @ 
̂C '� � @ 
� 
 ∈ Z�

� %��)� 
��
 � @ � @ 
� 
 ∈ Z�

� %������)� 
��
 � @ 
C '� � @ 
� 
 ∈ Z�

A �	 ��
# 	����4
#�� ������#�



��� ?� @� @�:8�@� >� �� 9A3A)>:�@

I����� � �	�	��� 7	����

��� @ ��%��) @

�⊕
���

�
�̂���� 
�̂� 


⊕
��⊕
���

������
��
�

����� @ ��%��) @

��⊕
���

������
�̂� 
 ⊕
��⊕
���

�
� ̂������ 
��


�

����� @ ��%��) @

�⊕
���

� �

� ̂������ 
�̂� 

⊕

��⊕
���

����������
��


⊕
��⊕
���

�����������
��
�

����� @ ��%��) @

��⊕
���

��������
�̂� 
 ⊕
��⊕
���

�
� ̂������ 
��


�

����	 @ ��%�	) @

�⊕
���

�
� ̂������ 
�̂� 


⊕
��⊕
���

��������
��


�
��	!�	 ���	����� ��
 ���
�!�
�
� �
����

��""� '�

') UVS Æ��@

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

� %����)⊕ � %��̂ C
�∑

���
��)�


��� � @ ' � ���� �
###,�

���� PQRS � @ ,�

�⊕
���
� %����)�


��� ���� � @ '� � 	 ###,
� PQRS � 	@ ,�

���� �  ' � 2�− '
###��

� %
�∑
���
�̂
�
C

��∑
���
��)�


��� �  '� �
###� � ���� �

###,�

���� PQRS � @ ,�

A � ��������� ���'���#

,�) (��� �
###�% ��

UVS Æ���� @

��⊕
���

� %�� − ��)⊕
�⊕
���

� %�� C ���� C �����)M



8�9���:�9�� &�&;�:<=> ��B

,�) 
��� 2�
###�% � 	 ###�% �###, � PQRS � @ 2% ��

UVS Æ���� @

�⊕
���

� %�� C ���� C ����� − ��−� − ����−� − �����−�)

⊕ � ( �∑
���

%�� − ���� − ��−� C ����−�)
)
M

,�) 
��� 2�
###�% � 	 ###� � ���� � 	 ###,% ���� PQRS � 	@ 2% ��

UVS Æ���� @

�⊕
���

�
(
��C����C�����C%−')���%��−�C����−�C�����−�)

)
M

,�) �� ��
� ��������� ���'��� UVS Æ���� @ A#

2�) (��� 2�
###� � � 	 ###�% ��

UVS Æ���� @

�⊕
���

�
(
%����� A)

�
)⊕ �⊕

���

�
(
%A� ����)

�
)⊕ ��⊕

���

� %������)M

2�) 
��� � @ '% � 	 ###, � PQRS � @ 2% ��

UVS Æ���� @ �
(
%����� A)

�
)⊕ � (

%A� ����)
�
)⊕ � (− %��̂� ��̂)

� C

�∑
���

��
)
M

2�) 
��� ��
���
�� ���� �� ��������

%�) � @ ' � ��
���
�� ���� �� �������� �
###, ��� PQRS � 	@ 2& ���

%�) �  ' � �
###�%

�� UVS Æ���� @
�⊕
���

�
(
%����� A)�

)⊕ �⊕
���

�
(
%A� ����)

�
)
M

2�) 
��� �  '% 2�C '− ��###2�% � ∈ {'� ,}% � 	 ###, � PQRS � @ 2% ��

UVS Æ���� @ �
(
%−')�

�∑
���

%�̂
�
� �̂

�
)� C

��∑
���

��
)
M



��� ?� @� @�:8�@� >� �� 9A3A)>:�@

2�) �� ��
� ��������� ���'��� UVS Æ���� @ A#

6) UVS Æ����@

⎧⎪⎨⎪⎩
��⊕
���

� %�� − ��)⊕
��⊕
���

� %�� − ����)� 
��� 2� C '
###��

A �� ��
� ���������
���'���#

9) UVS Æ���	@

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

� %����)⊕ � %��̂)�

��� � @ ' � ��
���
��

���� �� ��������

PQRS � @ , ��� �
###,�

�⊕
���
� %����)� 
��� ���� � @ '� � 	 ###, � PQRS � 	@ ,�

���� �  ' � 2� C '
###��

� %
�∑
���
�̂
�
)�


��� �  '� 2�C ,
###� � ��
���
��

���� �� ��������

PQRS � @ , ��� �
###,�

A �� ��
� ��������� ���'���#

����(�)��*+)��� ') ��
��	�	!
� �������� ��	 �  '� *��
 2� 	 ���� 


2� − '	 ����� �	 ��
�� �
��� ' 
�

� UVS Æ�� ⊂ 5KL�%���� �) @ A� �����

' ∈ UVS Æ��� D���
�H
� ������ 2�
����� *��
 ��
 +�	� � 	 ����� �	 ' �	!�	

���
���� � �
�
 ' @
�∑
���

κ
�̂
�∗
�̂
� ��
 κ

�̂
∈ �� G	��� A @ Æ��%')%�� ⊗ �̂�) @

%−')�κ
�̂
��� �	 
��� κ

�̂
@ A %' � 
 � �)� ��
�	���
���	� � +�	� �����


UVS Æ�� @ A� *��
 !
 �
����� �	 ' �	!�	 ���
���� � �
�
 ' @

�∑
���

κ
�̂
�∗
�̂

C

��∑
���
$��

∗
� � ��
 κ

�̂
� $� ∈ �� G	��� �	����
�� ��	 A @ Æ��%')%�� ⊗ �̂�) @

%%−')�κ
�̂
− $�)��� A @ Æ��%')%�̂

���
⊗ ��) @ %$� − κ̂

���
)�� %' � 
 � 2�)�

��
�	���
���	� κ̂
���

@ %−')�κ
�̂

%' � 
 � �)� �	 
��� κ
�̂

@ κ
̂���

@

%−')��κ
�̂
� *��
 PQRS � 	@ , 
 � 	 ���, %� �	��� 
 �	 ���,)� �	 κ

�̂
@ A %' � 
 � �)�

�	 
��� $� @ A %' � 
 � 2�)� ��
�	���
���	� ' @ A 
 UVS Æ�� @ A� *��


PQRS � @ , 
�
 �
���,� �	 ���
����
� ���	
 κ ∈ �� ��	 κ

�̂
@ $� @ κ ���

' � 
 � 2�� �	 
��� ' @ κ%
�∑
���
�∗
�̂

C
��∑
���
�∗� )� *��
 !
 2� − '

����� �	 ' @

�∑
���
(
�̂
%����)

∗ ��� (
�̂
∈ �M ��
 +�	� �
��	 �
�
��� ��	 %����)

∗ ∈ UVS Æ��



8�9���:�9�� &�&;�:<=> ���

��� ' � 
 � ��
G
�
�� ��
��	�	!
�� ��	 � @ '� G	��� ' ∈ UVS Æ�� �	!�	 ���
����

� �
�
 ' @ κ�̂�
∗
�̂
C(�̂%����)

∗C
�∑

���
$��

∗
� � ��
 κ�̂� (�̂� $� ∈ �� J�� 
 ����4
�

�
��	 �	����� ��	 %����)
∗ ∈ UVS Æ��� W���	�
��	 ������ �  ' �	�� 

����
���� ��	 κ�̂ @ $� @ A ��� ' � 
 � 2� 
��
 PQRS � 	@ , 
 � 	 ���,� 
 ��	

' − (�̂%����)∗ @ κ%�∗
�̂

C
�∑

���
�∗� ) ��� �
�	�	�	�	 κ ∈ �� 
��
 PQRS � @ ,


�
 �
���,� =� ��
�
�H
���# �����!�
�
� ��
���� ��
 ���
����� ������

')�

,) *��
 2� 	 ����� �	 ��
�� �
��� ' 
�

� UVS Æ����⊂5KL�%������ �)@

A� ��
��	�	!
�� ��	 2�
����� ����� ' ∈ UVS Æ����� G	��� ' �	!�	 ���
 

���� � �
�
 ' @
��∑
���
$��

∗
� C

��∑
���
)��

∗
� � ��
 $�� )� ∈ �� G	��� ' ∈ UVS Æ����

����	�
���	 �	��� ��	 ���	��
�� ���
�����B

A @ Æ����%')
(
%�̂

���
⊗ �̂

�
� A)�

)
@ %$���� − $������ C )� − )���)���� %' � 
 � �)�

A @ Æ����%')
(
%A� �̂

���
⊗ �̂

�
)�

)
@ %$���� − $������ C )� − )���)���� %�C ' � 
 � ,�)�

A @ Æ����%')%��������� ⊗ ��)
@ %%−')�)� C $��������)����������� %' � 
 � 2�)�

A @ Æ����%')%�����−��� ⊗ ��)
@ %%−')�)� C $����−���)�����−����� %' � 
 � 2�)	

*��
 �
����� �	 �	��
��

 ��� ���
����� ���	������� ���	���
�
��
�

� �
���
 ��� ���
����� ����	�
���� �	��� ��	 $��� C )��� @ $� C )�
��� ' � 
 � 2�� :���
�� ���	�

 ' ∈ UVS Æ���� ����	�
���	 �	���
��	 ���
������ ���

 X

�̂
∈ � %' � 
 � �)� ��	 )� @ X

�̂
− $� ���

' � 
 � 2�� G	��� ' @
��∑
���
$�%�

∗
� − �∗� ) C

�∑
���

X
�̂
%�∗� C �∗��� C �∗����)�

��
��	�	!
� �
�
��� ��	 � 	 ����� �	 
��� �
�	 2� − ����2�� �
�	 2� C �
���2��

G	��� 	��	 
� �	��
��
# ���# ���
���� ���	���
��� ���	���
�
��
�



��� ?� @� @�:8�@� >� �� 9A3A)>:�@

� ����	
 ����	�
���	 �	��� ��	 )� @ %−')���$���� 
 �
���
 ��� ���
� 
���� ��	����� � �		��	4
�
�� $�����−$��� @ %−')�%$������ −$����)
%' � 
 � ,�)� ����� *� @ $��� − $� %' � 
 � 2�)� G	��� ���	�


' ∈ UVS Æ���� ����	�
���	 �	��� ��	 *��� @ %−')�*���� %' � 
 � ,�)�
G�� ��� *� C *��� C *���� @ A� �	 ��
�����

 ���
����	 ���	���
���
��� ��
# ' � 
 � 2�� G	��� *���−�� @ %−')�*� ��� ��
# 
 ∈ Z��� �	 
� 
���"

 �	����
�� ��	 *�����−��� @ %−')��*� ��� 
 ∈ Z��� � � A� I�����

��
 � @ 2� �	����
� ���
����	 *� @ %−')��*�� :���
�� 
��
 %−')�� 	@ '�
�	 *� @ A ��� 
 ∈ Z��� ����� %−')�� @ '� �	�������� � @ �� �	����
�
*��� @ *� ��� 
 ∈ Z��� G	��� A @ *� C *��� C *���� @ 2*�� �	 
����

��
 PQRS � 	@ 2� �	 *� @ A ��� 
 ∈ Z��� :���
�� 
��
 PQRS � 	@ 2


�
 � 	 ���, %� �	��� 
 � 	 ���,)� �	 $��� @ $� ��� ' � 
 � 2�� �	 
���

' @
�∑
���
$�%�

∗
� C�∗

���C�∗
����C%−')���%�∗�−� C�∗���−�C�∗����−�))� �����

�
�
�� �
���, 
 PQRS � @ 2� G	��� 
� ��
�����
# �����!�
�
� �	����
�

*� @ *� ��� ' � 
 � 2�� G	��� ' @
��∑

������
$�%�

∗
� C�∗

��� C�∗
����− %�∗�−� C

�∗���−� C�∗����−�))C *�
�∑
���

%�∗
� −�∗

���− �∗�−� C�∗���−�)� $	�����
�����	

������ ,) ���
�4
�	�

2) ��
��	�	!
� �������� ��	 �  '� *��
 2� 	 ���� 
 2�C '	 ����� �	 ��
��
�
��� ' 
�

� UVS Æ���� ⊂ 5KL�%������ �) @ A� ����� ' ∈ UVS Æ�����

D���
�H
� ������ 2�
����� G	��� � �����
 � 	 ����� �	 
��� �	��� �
�	 2�−����2��

�
�	 2� C �
���2�� 
�

� ' @

�∑
���

κ
�̂
�%%����)

∗� A) C
�∑
���

κ
�̂
�%A� %����)

∗) C

��∑
���

$�%������)
∗� � � �����
 �

���� 
�

� ' @
�∑
���

κ
�̂
�%%����)

∗� A) C

�∑
���

κ
�̂
�%A� %����)

∗)M ��
�� κ
�̂
��κ�̂
�� $� ∈ �� ��
 +�	� ���	� ��	

%%����)
∗� A)� %A� %����)∗) ∈ UVS Æ���� ��� ' � 
 � � 
 %������)

∗ ∈ UVS Æ����

��� ' � 
 � 2�� *��
 !
 2� C '
����� �	� ��� ��� � +�	� �����


�
�	 2� C ' − ����2�� �
�	 2� C ' C �
���2�� ' �	!�	 ���
���� � �
�


' @
�∑
���

κ
�̂
�%�

∗
�̂
� A) C

�∑
���

κ
�̂
�%A� �

∗
�̂
) C

��∑
���

$��
∗
� � ��
 κ

�̂
��κ�̂
�� $� ∈ �� �����

	����	� 	� �
�
�
� 2�C ' �� 2� ���
� ��� G	��� ���	�

 ' ∈ UVS Æ����



8�9���:�9�� &�&;�:<=> ���

����	�
���	 �	��� ��	 ��� ��
# 


Æ����%')%������� ⊗ �̂�) @ A @ Æ����%')%�
̂������

⊗ ��)�

� +�
 ���	�
� 	�������� ��	

%−')�κ
�̂
� C %−')�$������ @ A ��
 ' � 
 � ��

%−')���%κ
�̂
� C κ

�̂
�) C %−')�$������ @ A ��
 �C ' � 
 � ,��

%−')�κ
�̂
� C %−')�$������ @ A ��
 ,�C ' � 
 � 2��

%−')���$� C κ̂
���
�

@ A ��
 A � 
 � �− '�

%−')���$� − %κ̂
���
�

C κ̂
���
�

) @ A ��
 � � 
 � ,�− '�

%−')���$� C κ̂
���
�

@ A ��
 ,� � 
 � 2�− '	

1����
� κ̂
���
�

� κ̂
���
�

C κ̂
���
�


 κ̂
���
�


� �
��	�	� ��	�	�	 
 ��
 
��
�	 ���
���� �		��
����
��	 
 �	�����
� �	���
���
 ����!
�
�
� �
��H
��	
� ���	
 
 4
��	
 ���
����� �		��
����
��	� �	���
�� ��	
$������ @ %−')���$� ��� ' � 
 � 2�� J�	�
 �	�	� 
� �	��
��
# ��H
#
���
���� ��
��
�� ��	 $� C$��� C$���� @ A ��� 
 ∈ Z��� �	 
����"


�	����
�� ��	 $��������� @ %−')������$� ��� 
 ∈ Z��� � � A� �	���� 

�
� � @ 2�� �	����
�� ��	 $� @ %−')������$�� :���
�� 
��
 � �	�
 �

�

� %−')������ 	@ '� �	 $� @ A ��� 
 ∈ Z��� ����� %−')������ @ '�
�	�������� ��
�� � @ �� �	����
� $���� @ $� ��� 
 ∈ Z��� G	���
A @ $� C $��� C $���� @ 2$�� �	 
���� 
��
 PQRS � 	@ 2� �	 $� @ A ���


 ∈ Z��� G��
� 	����	�� 
��
 PQRS � 	@ 2 
�
 � C '	 ���, %� �	��� 
 �	 ���,)�
�	 $� @ A ��� ' � 
 � 2�� W �	��� 
� ��������# ���

 ���
���� ��
 
��
�� ��	 κ

�̂
� @ κ
�̂
� @ A ��� ' � 
 � �� �	 
��� UVS Æ���� @ A� �����

�
�
�� � 	 ���, 
 PQRS � @ 2� G	��� 
� ��
�����
# �����!�
�
� �	����
�
$� @ $� ��� ' � 
 � 2�� κ

�̂
� @ κ
�̂
� @ %−')�$� ��� ' � 
 � �� G	���

' @ $�
(
%−')�

�∑
���

%�∗
�̂
� �∗

�̂
) C

��∑
���
�∗�

)
�

*��
 !
 � @ '� �	 �����!��� ����	�
��	 ��
�����
�� �	����
� 

��� +�	�	 ������ ��
��
��
 ���
������

6) *��
 2� C '	 ����� �	 ��
�� �
��� ' 
�

� UVS Æ����

⊂ 5KL�%������ �) @ A� ��
��	�	!
�� ��	 2�C'
����� ����� ' ∈ UVS Æ�����

G	��� ' @
��∑
���
$��

∗
� C

��∑
���
)��

∗
� ��� $�� )� ∈ �� Y
��	 �
�
��� ��	



��6 ?� @� @�:8�@� >� �� 9A3A)>:�@

Æ����%')|������������
@ A %' � 
 � 2�)� 
 �	�	�� ���	�

 ' ∈ UVS Æ����

����	�
���	 �	��� ��	

A @ Æ����%')%�̂
���
⊗ �̂

�
)

@ %$� C $��� C $���� C )� C )��� C )����)���� ��� ' � 
 � �	
�	�	!
� X� @ $� C )� ��
 ' � 
 � � 
 X� @ X�−� C $� C )� ��

� C ' � 
 � ,�� G	��� 
� ��4
��
�
�/��	�	 ���
����� ��
��
�� ��	

' @
��∑
���
$�%�

∗
� − �∗� ) C

��∑
���

X�%�
∗
� − �∗���)� 
 ����� 6) �	������

9) ��
��	�	!
� �������� ��	 �  '� *��
 2� C '	 ���� 
 2� C ,	 �����
�	 ��
�� �
��� ' 
�

� UVS Æ���	 ⊂ 5KL�%����	� �) @ A� *��
 2� C

'
����� �	 �	"
�� ' 
� UVS Æ���	 ��
�������
��� � �
�
 ' @

�∑
���
(
�̂
%����)

∗

��� (
�̂
∈ �� Y
��	 �
�
��� ��	 %����)

∗ ∈ UVS Æ���	 ��� ' � 
 � ��

$��

� 
��
 2� C ,
����� �	 ' @

�∑
���

κ
�̂
�∗
�̂
� ��
 κ

�̂
∈ �� Y
��	 �	����� ��	

Æ���	%')|������������
@ A %' � 
 � 2�)� 
 �	�	�� ���	�

 ' ∈ UVS Æ���	

����	�
���	 ���
�����

A @ Æ���	%')%�̂
���
⊗ �̂

�
) @ %%−')�κ

�̂
− κ̂

���
)���� %' � 
 � �)	

�	 
����"

 �	����
�� ��	 κ
�̂�� @ %−')��κ

�̂
� G	��� κ

�̂
@ %−')��κ

�̂
�

��
�	���
���	� 
��
 PQRS � 	@ , 
 � 	 ���, %� �	��� 
 �	 ���,� ��� ��� 2�C,
����)�

�	 κ
�̂

@ A ��� ' � 
 � �� 
� ��
�	���
���	� UVS Æ���	 @ A� *��
 !


PQRS � @ , 
�
 �
���,� �	 ' @ κ

�∑
���
�∗
�̂

��� �
�	�	�	�	 κ ∈ ��
Z��	�
"� 
��
 � @ '� �	 �	"
�� ' 
� UVS Æ���	 ��
�������
��� �

�
�
 ' @ κ�̂�
∗
�̂
C(�̂%����)

∗� ��
 κ�̂� (�̂ ∈ �� J�� 
 ����4
� �
��	 �	�����

��	 %����)
∗ ∈ UVS Æ���	� W���	�
��	 ������ �  ' �	������
���� ��	

κ�̂ @ A� 
��
 PQRS � 	@ , 
 � 	 ���,� 
 ��	 �∗
�̂
∈ UVS Æ���	� 
��
 PQRS � @ , 
�


�
���,� =� ��
�
�H
���# �����!�
�
� ��
���� ��
 ���
����� ������ 9)�

����(�)��*+)�� )����", '� 1�
 ���
�!�
�
� �
	�
�� ��	�
�� 
���� ������
 ���
��
�
��
 � 
��	���	���

� �
�� ' 
 ,� 7	�����
NOL� 55�%�) @ NOL� UVS%Æ�)CNOL� UVS%Æ�−�)−5KL�%��−�� �) ��� �  A

 7	����� NOL� 55�%�) @ UVS%Æ�)�

=� �
	�
�� , �
�	��
����
��	 ���
��
� ��
����

 ���
�!�
�

�
��
���������

 ���	��	��
����� 
��
�
��



8�9���:�9�� &�&;�:<=> ��.

���-+)�&� #� �) NOL� 55�%�) @

{
'� 
��� �  '�

,� 
��� � @ '	

�) NOL� 55�%�) @ '% NOL� 55�%�) @ A#

 � ��!������� �������"��

Y��	� � �	"
�� ' ∈ UVS Æ� �	��
��
��� %	��	�����	 � �	��	����
�	 �	�	�	�

) �	 "
��	�	 	�	���!
�
� �	���
��	� {+� B ���� →
��}���� [	�	�	�7
�� +� ���	�
� , 	� �������"

� �	"
��� ' 
 ���
�
	�	������� �
�
� � �%')� $�� �	"
��	� ' ∈ UVS Æ� 
 - ∈ UVS Æ� 
�

�

P\ - · P\ ' @ P\ %�� �%-)� �%'))	

�	+�	�� ��� ���
��
�
� �		��	4
�
� � ���
��
 �	�	�	�	�
� 3	# 
4
���� ��
������ �������"

 �
�	�	��# 
H
 +�
�
��	�� $�����
����� ���	�� �	����
�� ���
��
�
� �������"
�� �	�	��
 ��� �	 
���	����� ��� ���
��
�
� �		��	4
�
� � ���
��
 55∗%�)�

$�"�%�
&� '� $��

 ��� � �	"
��� ' ∈ UVS Æ� �� ���
� ����	 	�	 
������� 
�	 �	�	�	�	�
�
��
� ����� P\ ' ∈ 55�%�) ���!
 �
�
� ' �

1��
�
� �
�	�	��
 +�
�
��� ���
��� 55∗%�)�

�) ����� � @ '� $�� A �	"
��� %����)
∗ ∈ UVS Æ� ��
�H
� 	�	����
�



.� B@ %����)
∗	 %6�')

�) $�� ��	
��	���	�	 � �	�	!
�

.� B@ �∗� C �∗�� C �∗�� ∈ UVS Æ�	

�) ����� 2�
����� � 	 ����� ����, 
 PQRS � @ 2� 1 ���
���
 %9� C ,) �	"
���

.���� ∈ UVS Æ����

�
�H
� ��
�����
�
�� ���	�	 ��	��	 �
���
�	�	 +�
�
��� 
� 55����%�)
%���	� ���
����
� �	 �
	�
�
 ,)M ��	�
 �	�	� �����	��
� %9� C ') 
�	"
��

.���� B@

�∑
���

%�∗
��� − �∗

� C �∗�−� − �∗���−�)	



��� ?� @� @�:8�@� >� �� 9A3A)>:�@

�) ����� 2� C '− �����2�� � ∈ {'� ,}� � 	 ���, 
 PQRS � @ 2� G	��� ��
�H
� �
�����	��
�

 %9�C,) �	"
�� .���� 
 %9�C2) �	"
�� .����� 	�
����
��

��
����
� 	����	�B

.���� B@ −
�∑
���

%�∗
�̂
� �∗

�̂
) C %−')���

��∑
���

�∗� �

.���� B@ �∗�� − �∗�	

�) ����� 2� C ,
���� 
 ���	��
�	 	��	 
� ���	�
�B �

���, 
�
 PQRS � @ ,�
1 +�	� �����
 ��
�H
� � �����	��
�

 ��
����
� %9� C 6) �	"
��

.���	 B@

�∑
���

�∗
�̂
	


) I��
�
�
� �
��	 / ��
����
� 	����	�B

/ @

{
9�� 
��
 �

���, 
�
 PQRS � @ ,�

'A� � ��	�
��	� �����
�
%6�,)


 �����	��
� / �	"
��

0� B@
�∑
���

�∗
�̂

C
��∑
���

�∗� 	

$�"�%�
&� .� =� �
��� , ��
��
�� ��	 ��
 �	���	 ��	 	��
�
�H
���

+�
�
��� �
����
�
���	 �������� �	"
����
 �		��
�������
# ��
 
�
�
��

$�"�%�
&� /� T��	� ��	 � ���
���
 � �%0�) ��� ��
# , � A �	!�	
����� �	!�
���
��	
 	�	���!
�

 ON B ���� → ��� ��
�	���
���	�
���	!
�

 �� 0� ����H
� 
�	�	�7
�� �
!�� 55�%�) 
 55���%�) ���

� � '� � ���!
 ����
��
���� �	�	�	�7
�� 
� 55�%�) � 55�%�)�

 ��-��0�
&� #� ') ����� 2�
###�% � 	 ###�% �###, � PQRS � @ 2# ����� 2� −

��
###2�% ��
 � ∈ {'� ,}# $���� ��)�� �
�
�
���� � �%.����) � � �%.����) ��


����� �����
��� ��%��) � ��%��) ��
���*�� ��������



8�9���:�9�� &�&;�:<=> ��7

� �%.����)|�
����̂��

@

⎧⎪⎨⎪⎩
−�� ⊗ �̂�� 
��� ' � 
 � ��
�� ⊗ �̂�� 
��� �C ' � 
 � ,��

A� 
��� ,�C ' � 
 � 2��

� �%.����)|�
�̂�������

@

⎧⎪⎨⎪⎩
�̂
���
⊗ ��� 
��� A � 
 � �− '�

−�̂
���
⊗ ��� 
��� � � 
 � ,�− '�

A� 
��� ,� � 
 � 2�− 'M

� �%.����)|���������
@ A ��� ' � 
 � 2��

� �%.����)|���−	�������
@ %−')���−���� ⊗ �� ��� ' � 
 � 2��

� �%.����)|� �

�̂�����̂��

@
(
�� ⊗ �̂� C �̂

���
⊗ ��� �� ⊗ �̂� C �̂

���
⊗ ��

)
��� ' � 
 � �	

,) ����� 2� C ' − ��###2�% � ∈ {'� ,}% � 	 ###,% PQRS � @ 2# $���� ��)��

�
�
�
���� � �%.����) %, � A) �� 
����� �����
��� �� ��
���*��

��������

� �%.����)|� �

�̂���̂��

@ −%�̂
�
⊗ �̂

�
� �̂

�
⊗ �̂

�
) ��� ' � 
 � ��

� �%.����)|������� @ %−')����� ⊗ �� ��� ' � 
 � 2��

� �%.����)|���−	�����
@ A ��� ' � 
 � 2�M

� �%.����)|�
����̂��

@ �� ⊗ �̂� ��� ' � 
 � 2��

� �%.����)|�
�̂�������

@ �̂
���
⊗ �� ��� ' � 
 � 2�M

� �%.����)|�
�̂�����̂��

@

(
�̂
���
⊗ �̂

�

−�̂
���
⊗ �̂

�

)
��� ' � 
 � ��

� �%.����)|����	�������
@ −������� ⊗ �� ��� ' � 
 � 2�M

� �%.����)|�
�̂�����̂��

@ %������ − ����)⊗ �̂� C �̂
���
⊗ %��������� − �����)



��� ?� @� @�:8�@� >� �� 9A3A)>:�@

��� ' � 
 � �%
� �,�����/|����	�������

C ,−�/�,������� ⊗ �� − ������� ⊗ ��/ $"D � � � � ��E

� �,�����/|�
������̂��

C

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
−���� ⊗ �̂

�
F ,−�/������� ⊗ ��� ��"� � � � � ��

���� ⊗ �̂
�
F ,−�/������� ⊗ ��� ��"� �F � � � � ���

,−�/������� ⊗ ��� ��"� ��F � � � � ��E

� �,�����/|�
�̂�������

C

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
,−�/�����⊗�� F �̂

���
⊗ ��� ��"� 	����,	 F �/�− ��

,−�/�����⊗�� − �̂
���

⊗ ��� ��"� ,	 F �/� � ��,	 F �/�−��
,−�/�����⊗��� ��"� ,	 F �/����,	 F �/�−�


+�� ,  6 �������!��� � �%.����) �
�
�
��
��� 
� !�����


� ����%.����) @ %−')���%��%.����))� ��
 A � � � 6� 
 ∈ N	

2) ����� 2� C , − ��###2�% � ∈ {'� ,} � ��
���
�� ���� �� ��������

�
###, ��� PQRS � @ ,# $���� ��)�� �
�
�
���� � �%.���	) � � �%.���	) ��


����� �����
��� ��%�	) � ����%��) ��
���*�� ��������

� �%.���	)|�
�̂���̂��

@ �̂
�
⊗ �̂

�
��� ' � 
 � ��

� �%.���	)|����	�����
@ A ��� ' � 
 � 2�M

� �%.���	)|��̂���
�̂�
 @ �� ⊗ �̂� C �̂
���
⊗ �� ��� ' � 
 � ��

� �%.���	)|��������
��
 @ ������� ⊗ �� ��� ' � 
 � 2�	

����(�)��*+)��� $	�����
�����	 �����	� ') 
 2) �	��	
� � ��	 
�
��
 ��� �		��
�������
�	 .� ∈ 55�%�) ���
���� �� �%.�) @ .�

 ���

�%.�) @ ��%.�)��� $�� �	�����
������ ������ ,) ���	 ��	�
 
�
�� ���
����	 �� �%.����) @ .���� 
 ���
����� ���

���%.����) @
� �%.����)������� ��� , � A� G�� ��� ���	
 ���	
 ���
����	 �� ���	�
�
�
 
�

� �
� %−')���%���

���%.����)) @ %−')���%� �%.����)�������)�
��
 A � � � 6 
 1 ∈ N∪{A}� �	 �	����	��	 
�	 ��	�
�
�� ��
 1 @ A� 1�

��������
 ��	�
��
 �	��	�� � �����# ���
��
�
�# � �	�	��� 7	� 
��� ��� �
77
�
�"
��	� ��� ��������# �
�
� �
	�
�	� '� 
 �	�	��
	�
 ��
�	���������� �
���
���

#� $����
%&�� � �����������

1 +�	� �������7
 �� ����/� ��	!
���	 	�������
# ��� ���
���
55∗%�) 
 ���
�
� �		��	4
�
�� ���������

 
#�



8�9���:�9�� &�&;�:<=> ��B

 ��-��0�
&� '� ����� � � ���
����'
��� ��������
 
��
% � � ' �

/ � ����������
 '����% �
�
�
�,���
 
� !�����
 %6�,)#

') ����� /
###2# $����

�) 
��� PQRS � 	@ 2% �� .� � 0� 
���)���� 55∗%�) ��� �	���
���&

�) 
��� PQRS � @ 2% �� .�% .
��
�

% .
�

�

% . �
��
�

% . �
�

�

� 0� 
���)����

55∗%�) ��� �	���
���#

,) ����� �  ' � /− �###2% ��
 � ∈ {'� ,}# $����
�) 
��� PQRS � 	@ 2% �� .�% . 	
��

�
� 0� 
���)���� 55∗%�) ��� �	

���
���&

�) 
��� PQRS � @ 2 � � @ '% �� .�% .
��
�

% . �
��
�

� 0� 
���)���� 55∗%�)

��� �	���
���%

�) 
��� PQRS � @ 2 � � @ ,% �� .�% . �
��
�

% .
��
�

% .
��
�

� 0� 
���)����

55∗%�) ��� �	���
���#

2) (��� � @ '% �� ���)
���� �������*�� ��� �	���
��� 55∗%�) 
�	

��'�
��� � 
���*�� 
����
���
���  �
�
��� .� %��# %6	')) � ����	

�
������*
�� �� ���)
���% ��������� � 
����
 ,)#

��""� .� ����� A � � 2 /# $����
') ������
 '�) �
��
�� , ����������� ����% '�� � @ '% ������
 '�)

�
��
�� , ����������� ����% '�� �  ' � � @ A% � ������
 ,) �
��
�� ,
����������� ����% '�� � @ ' � � @ AM

,) 
��� /
###2% �� �
 ��
����
��� �� ���� �� ������� '�)% '�)% '
) ���

'!) �
��
�� ,M

2) 
��� /
###2 � PQRS � 	@ 2% �� ������
 '�) �
��
�� , �
 ��
����
���M

6) 
��� /
###2 � PQRS � @ 2% �� ������
 '�) �
��
�� , �����������

����'
��� � ∈ {���� � ���� � ����� � ����� }M
9) 
��� /	 ###2% �� ������
 '�) �
��
�� , �
 ��
����
���M

;) 
��� /−�###2% ��
 � ∈ {'� ,}% �� ������
 '�) �
��
�� , �����������

����% '�� � @ ����
� % ������
 '
) �
��
�� , ����������� ����% '��

�  ' � � @ ����
� % � ������
 '!) �
��
�� , ����������� ����% '��

� @ ' � � @ ����
� M

<) 
��� /−�###2% ��
 � ∈ {'� ,}% � PQRS � 	@ 2% �� ������
 '�) �
��
�� ,
�
 ��
����
���M



��� ?� @� @�:8�@� >� �� 9A3A)>:�@

>) 
��� /−�###2% ��
 � ∈ {'� ,}% � PQRS � @ 2% �� ������
 '�) �
��
�� ,

����������� ����'
��� � ∈ { ��−�����
� � ��−����	

� }#
����(�)��*+)��� 1�
 ���
�!�
�
� �
��	 ��	�
������ � �	�	���
	��
�
�
�
� /� 
 +�	 ��
�	������
��� ��
���� �
���
��� �
��""� /� ') .� 	@ A � 55∗%�)#

,) (��� 2�
###�% � 	 ###�% �###, � PQRS � @ 2% �� .���� 	@ A � 55∗%�)#

2) (��� 2�C,
###� � ��
���
�� ���� �� �������� �

###, ��� PQRS � @ ,% ��
.�.���	 	@ A %� ����� � .���	 	@ A) � 55∗%�)#

6) (��� 2�C'
###�% � 	 ###, � PQRS � @ 2% �� .���� · .���� @ .�.����	 %� �����

�� 
����� 2 �
��� ��
��
�% '�� .���� 	@ A � .���� 	@ A) � 55∗%�)# (���

�������� 2�′ C ,
###� � �′

###,% �� .��′�	 · .���� @ −.� · 0
�����′��	




� % .���′�	 @
−.����′�����#
����(�)��*+)��� ') �	 �
��
 , ���	� +�
�
�� ' ∈ UVS Æ� ��
���� 
���
��� 
�
����
���� 	����	� � �
�


' @

��∑
���

κ�%�
∗
� − �∗� ) C

�∑
���

$
�̂
%�∗� C �∗��� C �∗����)� %9�')

��
 κ�� $�̂ ∈ �� D����	��
� �	���	��������	 3 � UVS Æ�� �	��	��




� +�
�
��	� ' �
�� %9�')� ��� �	�	��#
�∑
���

$
�̂
@ A� I���� Æ� �	�	!�/�

+�
�
����
 Æ�%�∗
�̂
) @ %�∗

� C�∗
���C�∗

����)−%�∗�−�C�∗���−�C�
∗
����−�) %' �


 � �) 
 Æ�%�∗� ) @ �∗� −�∗
� %' � 
 � 2�)� Y
��	 �
�
��� ��	 ��
 	�
 �
!��

� 3 � 
� ��
�	���
���	� ]L Æ� ⊂ 3 � Z	 ���	� ��	 .� @ �∗�C�∗��C�∗�� 	∈ 3 �

 �	�	�� .� 	@ A � 55∗%�)�

,) �	 �
��
 , ���	� +�
�
�� ' ∈ UVS Æ���� ��
�������
��� 
�
� 
���
���� 	����	� � �
�


' @
�∑
���

$
�̂
%�∗

� C �∗
��� C �∗

���� − �∗�−� − �∗���−� − �∗����−�)

C κ

�∑
���

%�∗
� − �∗

��� − �∗�−� C �∗���−�)

��� $
�̂
�κ ∈ �� I���� Æ�� �	�	!�/� +�
�
����
 Æ��%�∗

�̂
) @ �∗

� C �∗
��� C

�∗
����− %�∗�−� C�∗���−� C�∗����−�) %' � 
 � �)� ��
 ��
������
�

 ��
#



8�9���:�9�� &�&;�:<=> ���

+�
# +�
�
��	� � ��4
�������	� �
�
 ���	���
��� ���
����	 κ @ A�

G�� ��� ��� +�
�
��� .���� @
�∑
���

%�∗
��� − �∗

� C �∗�−� − �∗���−�) ���	


���
����	 �
 ���	���
���� �	 .���� 	∈ ]L Æ���
2) =� ��
��	!
�
� ' ��
��
�� ��	 .�.���	 ∈ 55����%�) ��
������� 


��� �	�	�	�7
��	� .��
�%.���	) @ %����)∗ ∈ UVS Æ����� �	 �
��
 ,

���	� +�
�
�� ' ∈ UVS Æ���� ��
�������
��� 
�
����
���� 	��� 

�	� � �
�
 ' @
�∑
���

$
�̂
%����)

∗ ��� $
�̂
∈ �� ��	�
 ������ � @ '�

PQRS � @ ,� � �	�	�	� 
�

��� 
�
����
��	
 ��
������
�

 � �
�


' @ $�̂%����)
∗ C κ%�∗

�̂
C

�∑
���

�∗� )� ��
 $�̂�κ ∈ �� I���� Æ���	 �	�	!�H
�

+�
�
����
 Æ���	%�̂
�
∗) @ %����)

∗ − %��−���−�)
∗ %' � 
 � �)� ��
 ��
� 

�����
�

 ��
# +�
# +�
�
��	� � ��4
�������	� �
�
 ���	���
���

���
����	
�∑
���
$
�̂
@ A� G�� ��� ��� +�
�
��� %����)∗ +�	 ���
����	 �


���	���
���� �	 .��
�%.���	) 	∈ ]L Æ���	� ��	 
 ��
�	���	�� �	�������

6) :��
�
�� ��	 +�
�
�� .����	 	��
�
�/�� =� ��
��	!
�
� ' 
 �	�� 

���
������ ������ 2) ��
��
�� ��	 .���� · .���� ∈ 55����%�) ��
���� 
���
��� �	�	�	�7
��	� .�����

����%.����) @ %����)∗ @ .��
�%.����	)�

�	 
��� .���� · .���� @ .�.����	�

:��
�
�� ��	 �����′���
�

∈ Z� ����� 2� C ' − �����2�� G�� ��� � 
 2

���
��	 ��	���� �	 �
��	 �	����
�� ��	 2�′ C , − ,��
���2�� $��

� 
�

��
��	!
�
� ' ��
��
�� ��	 .��′�	 · .���� ∈ 55���′�������%�) ��
���� 
���
��� �	�	�	�7
��	�

.��′�	�
��′�	%.����) @

�������∑
�������

%�∗
��� − �∗

� ) C

������−�∑
����

%�∗� − �∗���)	

I���� �	�	�	�7
��� Æ���
′����� �	�	!�/� ��
����
�
 +�
�
����


Æ���
′�����%�∗

�̂
) @ %�∗

� C �∗
��� C �∗

����)− %�∗�−� C �∗���−� C �∗����−�)

��� ' � 
 � ��
Æ���

′�����%�∗� ) @ �∗� − �∗
� ��� ' � 
 � 2�	

G	��� � 55���′�������%�) ���	��
�	 �∗
��� C �∗

����� C �∗
������ @ �∗� C

�∗��� C �∗���� @ �∗
� C �∗

��� C �∗
���� ��� ��
# ' � 
 � �� 
 �	��� �∗

� C



��� ?� @� @�:8�@� >� �� 9A3A)>:�@

�∗
��� C �∗

���� @ .� · 0
�����′��	




� ��� ' � 
 � �� ��
�	���
���	� �∗
���� −

�∗
��� @ �∗

���−�∗
� C.� ·0

�����′��	



� � 55���′�������%�)� I����� ��� ���	�	

& ∈ Z �	����
�
���∑
�����

%�∗
��� − �∗

� ) @
���−�∑
���

%�∗
��� − �∗

� ) C .� · 0
�����′��	




�

� 55���′�������%�)� G�� ��� � 55���′�������%�) 
�

� �∗
� @ �∗� ���

' � 
 � 2�� �	

.��′�	 · .���� @ %��C ').� · 0
�����′��	




� @ −.� · 0
�����′��	




� 	

Z��	�
"� .���′�	 @ κ.����′����� ��� �
�	�	�	�	 κ ∈ �� $	��	!
� +�	
���
����	 �� .����′����� 
 �	��	���	���4
�� �!
 �	��������
 ���
� 
�����
� �	���
� κ @ −'�

����(�)��*+)�� 1��-��0�
&2 '� =� ���
���
� 6 ��
��
�� ��	 �� 

�
��� 55∗%�) �	�	!�
�� ��	!
���	�
�−�⊕
���

55�%�) ∪ {0�}� �	+�	�� �

��!�	� 
� ��������
��
��# �����
� �	����	��	 �	������� ��	 �	� 
���
��� 55∗%�)� �	�	!�H
���� �		��
�������
� ��	!
���	�� �	�
� 

!
�
�−�⊕
���

55�%�)� Y
��	 �	������� 
��	����� �
	�
�� , 
 �
��� 2 
 6�

��	 ��
����

 ���	�� +�
�
��	� 55∗%�) �	�������� ���
� �	���	 

���������
�−�⊕
���

55�%�)B

.� � �����
 '� M

.�� .
��
�
� .
�


�
� . �
��

�

 . �
�


�
� �����
 '�M

.�� . 	
��
�


 .�. 	
��
�

� �����
 ,�M

.�� .
��
�
� .�.
��

�
� . �
��

�

 .�
��

�

� �����
 ,�M

.�� . �
��
�
� .�. �
��

�
� .
��

�

 .
��

�
� �����
 ,�	

I���/��� ���
�
��� ��	 55�%�) @ �〈 ' 〉 � �����
 �  ' 
 55�%�) @

�〈 '� .� 〉 � �����
 � @ '�

 ��-��0�
&� .� ') .�� @ A#

,) ����� /
###2% PQRS � @ 2# $���� 
�����
�
��
 ����� ����  �
�
����

�� ���)
���� {.�� .
��
�
� .
�


�
� . �
��

�
� . �
�


�
} ����� A#



8�9���:�9�� &�&;�:<=> ���

2) ����� /− �###2% ��
 � ∈ {'� ,}% PQRS � 	@ 2# $���� .�	
��
�

@ A#

6) ����� /− �###2% ��
 � ∈ {'� ,}% PQRS � @ 2# $����

.���−		
��
�

@ .���−		
��
�

@ .� · . ��−		
��
�

@ .� · . ��−		
��
�

@ . 	
��
�
· . ��−		
��

�

@ A�

. ��−		
��
�

· . ��−		
��
�

@ .� · . 	
��
�
· 0�−�

� � . 	
��
�
· . ��−		
��

�

@ −.�0��
.�	
��

�

@ −. ��−		
��
�

· 0�−�
� 	

9) ����� � @ '# $���� .� ��-
� A � 
�����
�
��� � �����  �
�
����

�� ���)
���� {.�� .�� .	} ∪M% ��


M @

{ {.�� .�}� 
��� PQRS � @ 2�

∅� � 
�������� ���'�
	

.���
 ����% .�0� @

{
.�.	� 
��� PQRS � @ ,�

A � 
�������� ���'�
	

����(�)��*+)��� ') ��
��
� 
� �	�	� ��	 55�%�) @ A %��� ��
� 
���

 ')�

,) ��	
��
�
�

 �
�� .� .�� ��
 %��� %� �∈{'� ���� � ���� � ����� � ����� }�
����	 A� ��� ��� 55���%�) @ A� ��	�
 ��
����
# �����
�B

% @ '� � @
/C 2

2
M

% @ '� � @
,/C 2

2
M

% @ � @
/C 2

2
M

% @ � @
,/C 2

2
	

G�� ��� �
���� / �H
��	� �	 
� �����
�	����	� �	������
��	��
 �� 
�
��� 55∗%�) ��
��
�� ��	 .�� @ −.�� ��� % ∈ {���� � ����� }� G�� ���
PQRS � @ 2� �	 	���H
��� �	������� ��	 .�.
��

�
@ .�. �
��

�
@ A� $	��!
��

��	� 
��
 2�
����� � 	 ����� ����, 
 PQRS � @ 2� �	 .�.���� @ A� =� +�	�	 �����

��
�	���� 	����4

�� ���
����� ������ ,)�



��6 ?� @� @�:8�@� >� �� 9A3A)>:�@

����� 2� − �����2�� ��
 � ∈ {'� ,}� =� ��
��	!
�
� ' ��
��
�� ��	

.�.���� ∈ 55����%�) ��
�������
��� �	�	�	�7
��	� .��
�%.����) @

%%����)∗� %����)∗) ∈ UVS Æ����� �	 �
��
 , ���	� +�
�
�� ' ∈ UVS Æ����

��
�������
��� 
�
����
���� 	����	� � �
�
 ' @
�∑
���

κ
�̂
�%%����)

∗� A)C

�∑
���

κ
�̂
�%A� %����)

∗) C
��∑
���
$�%������)

∗� ��
 κ
�̂
��κ�̂
�� $� ∈ �� I���� �	�	 

�	�7
��� Æ���� �	�	!�H
� +�
�
����


Æ����,�∗
� / C

⎧⎪⎨⎪⎩
,,����/

∗� �/ F ,����−�/
∗ $"D 	�F � � � � ,	 F �/��

,−,����/∗� ,����/∗/ F ,����−�/
∗ $"D ,	 F �/�F � � � � ,	 F �/��

,��−,����/∗/ F ,����−�/
∗ $"D ,	 F �/�F � � � � ,	 F �/��




Æ����%�∗� ) @

⎧⎪⎨⎪⎩
%%����)

∗� A) C %������)
∗ ��� ' � 
 � ��

%−%����)
∗� %����)∗) C %������)

∗ ��� �C ' � 
 � ,��

%A�−%����)
∗) C %������)

∗ ��� ,�C ' � 
 � 2�	

��
 ��
������
�

 ��
# +�
# +�
�
��	� � ��4
�������	� �
�
 �� 

�	���
��� ���
����	
�∑
���

%κ
�̂
� − κ

�̂
�) C
��∑
���
$� @ A� :���
�

]L Æ���� ⊂ � @ {
�∑
���

κ
�̂
�%%����)

∗� A) C

�∑
���

κ
�̂
�%A� %����)

∗)

C

��∑
���

$�%������)
∗ |

�∑
���

%κ
�̂
� − κ

�̂
�) C

��∑
���

$� @ A}	

G�� ��� NOL� ]L Æ���� @ 9�−' @ NOL� � � �	 ]L Æ���� @ � � G	��� �
��	
��	�
�
��� ��	 .��

�%.����) @ %%����)∗� %����)∗) ∈ � @ ]L Æ����� �	

��� .�.���� @ A � 55∗%�)�

2) ��
��
� 
� �	�	� ��	 � +�	� �����
 55
�	
��

� %�) @ A %��� �
	 
�
�� ,)�

6) D��
����	 .���−		
��
�

@ A ��
��
� 
� �	�	� ��	 �
���� ��−�����
�

�
�H
��	 %��� �	�����
�����	 ������ ,)� $��

� .���−		
��
�

@ .� ·
. ��−		
��

�

@ . 	
��
�
· . ��−		
��

�

@ A� �	��	���� �	 �
	�
�
 , 
�

�

55
�
−�		
�


� %�) @ 55
��−		
��

� %�) @ 55���%�) @ A� D��
����� . ��−		
��
�

·



8�9���:�9�� &�&;�:<=> ��.

. ��−		
��
�

@ .� ·. 	
��
�
·0�−�
� � . 	
��

�
·. ��−		
��

�

@ −.�0�� .�	
��
�

@ −. ��−		
��
�

·
0�−�
� ��
���� 
� ������ 6) �
��� 6�

=� ��
��	!
�
� ' ��
��
�� ��	 .� · . ��−		
��
�

∈ 55
��−		
��

� %�)

��
�������
��� �	�	�	�7
��	� .��
�%. ��−		
��

�

) @ �∗� C �∗�� C �∗�� ∈
UVS Æ

��−		
��
� � �	������� �
� !
 ��
��	!
�

�� �	����
�� ��	 .� ·

.���−		
��
�

∈ 55
�
−�		
��

� %�) ��
�������
��� �	�	�	�7
��	� %�∗� C

�∗�� C �∗��)�
��−		
��

� %. ��−		
��
�

) @ A� � ����	� ��	�	��� .� · . ��−		
��
�

@

κ. ��−		
��
�

��� �
�	�	�	�	 κ ∈ �� G�� ��� . ��−		
��
�

· . ��−		
��
�

	@ A� �	

κ @ A�
9) T��	� ��	 .�� @ A� $��

� 
�

� .��

�%0�) @ %����)
∗ ∈ UVS Æ�� *��


PQRS � @ ,� �	 / @ 9� 	��
�
�H
� +�
�
�� .	 
 .�.	 @ %����)
∗ � 55�%�)

%��	��
 �	�����
�����	 ������ 2 �
��� 6)� *��
 !
 PQRS � 	@ ,� �	
/ @ 'A 
 55��%�) �	�	!�
�	 +�
�
��	� 0��� G	��� .�0�� @ κ0�� ���
�
�	�	�	�	 κ ∈ �� Z	 ��� ��� 0��%���) 	⊂ ^RN� 


(
.���%0��)

)
%���) ⊂

^RN�� �	 κ @ A� $�� �
# .� 
� 7	����
�	��
 ������ 9)� ��� �	�	��#
% � '� 
� �!
 �	�������# ���
���� ��
��
�� ��	 .�.�0� @ A� G	����

��	����� ���
���

 6� �	����
� .�.� @ A� �

���-+)�&� '� 55∗%�) � ������������� ���
���#

����(�)��*+)��� =��	����� ��
��	!
�
� , 
 2� �
��	 �	����
�� ��	
� �����
 PQRS � 	@ , ��	
��
�
�

 ����# ���# 	�������
# ���
���
55∗%�) �
�H
��	� ��
�
�
 ����	 A� 
 �	��� 
� �����
�	����	� �	� 
�����
��	��
 ���
��� 55∗%�) ��
��
� 
H
 �	������
��	���� �

'� $(������ ������� ����������� ���������

1 +�	� �������7
 �� �	��!
� �
	�
��� 	�
�������� ���
���
55∗%�) � �
��
��# 	�������
# � �		��	4
�
��
� $��

� �	��� ��
��������
��
� ���
��� ��	�	��
�	� 	� �
��	���
# �
�
�
���#� �	
��	�
� �� �
� �����
�	��� ������ ��	 ��
�
�� ��!�	� �
�
�
��	�
����� �
!�
�� 
��
��� � 
H
 	�	����
�

�

�����"� .� ����� � � ���
����'
��� ��������
 
��
% � � ' � / �

����������
 '����% �
�
�
�-
���
 
� !�����
 %6�,)#

') ����� /
###2# $����

R) 
��� PQRS � 	@ 2% �� 55∗%�) ∼@ �&X ∪ {��}(�
 % ��
 X @ {!�}% 

� ��
��% 
���)�-
����  �
�
���� !�

� &



��� ?� @� @�:8�@� >� �� 9A3A)>:�@

�) 
��� PQRS � @ 2% �� 55∗%�) ∼@ �&X ∪ {��}(�
 % ��
 X @
{!�� !
��

�
� !
�


�
� ! �
��

�
� ! �
�


�
}% 
 � ��
��% 
���)�-
����  �
�
�	

���� �4 ��� ��
� ��4 ∈ X #

,) ����� �  ' � /− �###2% ��
 � ∈ {'� ,}# $����
�) 
��� PQRS � 	@ 2% �� 55∗%�) ∼@ �&X ∪ {��}(�
 % ��
 X @
{!�� ! 	
��

�
}% 
 � ��
��% 
���)�-
����  �
�
����� !�

� � !�
	
��

�

&

�) 
��� PQRS � @ 2 � � @ '% �� 55∗%�) ∼@ �&X ∪ {��}(�
 % ��


X @ {!�� !
��
�
� ! �
��

�
}% 
 � ��
��% 
���)�-
���� ���)
�����{

!�
� � !

�
�
��
�

� !�! �
��
�
� !�!

�

��
�

� !�

��
�

� !
��
�
! �
��

�
C!���

}
M

�) 
��� PQRS � @ 2 � � @ ,% �� 55∗%�) ∼@ �&X ∪ {��}(�
 % ��
 X @
{!�� ! �
��

�
� !
��

�
� !
��

�
}% 
 � ��
��% 
���)�-
���� ���)
�����{

!�
�
��
�

C!
��
�
��� ! �
��

�
!
��

�
C!���� !
��

�
!
��

�
−!�! �
��

�

}
∪

{
!�

� � !
�

��
�

� !�

��
�

� !�!
��
�
� !�!
��

�
� ! �
��

�
!
��

�

}
	

2) ����� � @ '# $����
�) 
��� PQRS � 	∈ {,� 2}% �� 55∗%�) ∼@ �&X ∪ {���}(�
 % ��
 X @
{!�� !�� !	}% 
 � ��
��% 
���)�-
����  �
�
����� !�

� % !�!�%

!�!	% !����% !
�
� � !�

	 &

�) 
��� PQRS � @ ,% �� 55∗%�) ∼@ �&X ∪ {��}(�
 % ��
 X @
{!�� !�� !	}% 
 � ��
��% 
���)�-
����  �
�
����� !�

� % !�!�%

!�!	% !��� −!�!	% !
�
� � !�

	 &

�) 
��� PQRS � @ 2% �� 55∗%�) ∼@ �&X ∪ {���}(�
 % ��
 X @
{!�� !�� !	� !�}% 
 � ��
��% 
���)�-
����  �
�
����� !�� ���

��
� � ∈ X ∪ {���}% � ���)
  �
�
����� !�
� % !

�
� % !�!�% !�!

�
	 %

!�
	 � !	!� C!����#

����(�)��*+)��� 1 ��!�	� 
� �����
�� 	�
�����# ��4
� �����	 
��
� �	�	�	�7
�� �����
�	�����# � ���
�� 5 B �&X ∪ {��}( →
55∗%�)� �
�
�	���
� ��!��� 	��������� !� ∈ X � .�� � �� � 0�� =�
��
��	!
�
� , ��
��
�� ��	 5 � +�
�	�7
��� =� ��
��	!
�
� 2 ��
 
��
�� ��	 
 ⊂ UVS5� ��
�	���
���	� ���
����
� ����
��
���� �	�	 
�	�7
�� �����
�	�����# � ���
�� _5 B �&X ∪{��}(�
 → 55∗%�)� �
�
 
�	���
� ����� +�
�
��� !� ∈ X � .�� � ����� +�
�
��� �� � 0�� I��� 
�	�� �	������� ��	 _5 � 
�	�	�7
��� I�	����
� ���
��� �&X ∪{��}(�




8�9���:�9�� &�&;�:<=> ��7

�
�
� �� ����� � @
⊕

����
� � ����	
 ����	!
�

 ���
��� � �� 	��	 

�	���
 �����
 �����
��
� Z�� �	����	��	 ��	�
�
��� ��	 ��
 � � A
���	���
��� �
���
����	

NOL� �
� � NOL� 55�%�)	 %;�')

D����	��
� ��	!
���	 X̀ ⊂ �&X ∪ {��}(� 	��
�
�H
��	
 ��
����
�
	����	�B

X̀ @ {'� !�} � �����
 '�)M

X̀ @ {'� !�� !
��
�
� !
�


�
� ! �
��

�
� ! �
�


�
} � �����
 '�)M

X̀ @ {'� !�� ! 	
��
�
� !�! 	
��

�
} � �����
 ,�)M

X̀ @ {'� !�� !
��
�
� !�!
��

�
� ! �
��

�
� !�


��
�

} � �����
 ,�)M

X̀ @ {'� !�� ! �
��
�
� !�! �
��

�
� !
��

�
� !
��

�
} � �����
 ,�)M

X̀ @ {'� !�� !�� !	� !�!	} � ������# 2�) 
 2�)M

X̀ @ {'� !�� !�� !	� !�!	� !�� !
�
	} � �����
 2�)	

Z
��	!�	 �	������� ��	� 
��
 6 ∈ X ∪{��}� 6̀ ∈ X̀ � �	 66̀ @ κ6̀′� �
� C$�

��
 % � A� κ ∈ �� $ ∈ 
 � � 6̀′ ∈ X̀ 
�
 6̀′ @ A� Y
��	 �
�
��� ��	 ���	�
+�
�
�� �
�� 6� 	 	 	 6� � ��
 6�� 	 	 	 � 6� ∈ X � �	 �	���� 
�
��� 
 ���
�

κ6̀� �
� � ��
 % � A� κ ∈ � 
 �
�	 6̀ ∈ X̀ � �
�	 6̀ @ A� ��
�	���
���	�

������ +�
�
��	� �
�� 6̀� �
� � ��
 6̀ ∈ X̀ � % � A� �	�	!���� � ���

�� Y
��	 ��
�
����� ��	 ��
 �  ' +�
�
��	� ���	�	 �
�� ��
�
�
 �
%� � A) 
�

��� �	��	 NOL� 55�%�)� 
 �
���
����	 %;�') �	�����	�

*��
 !
 � @ '� �	 %;�') �	����
� ����	�
��	 ��� ��
# �� �� 
�����
 
�

� � ∈ {�/ | � ∈ N}� Z��	�
"� ��� � @ �/� ��
 � ∈ N� �	�
�
���	

+�
�
��	� �
�� 6̀� �
� � ��
 6̀ ∈ X̀ � % � A� ����	 NOL� 55�%�)C'� Z	 � ��� 

���# 2�) 
 2�) ���	��
�	 �		��	4
�

 !���� @ A� � � �����
 2�) � �	 
	��	4
�

 !���−!�!	 @ A� 
 �	�	�� 
�

��� �
 �	�

 NOL� 55�%�)
�
�
��	 �
���
�
��# �	 �	���� 
 +�
�
��	� ��4
��	�����	�	 �
���

�
��
# ��
�
�� �/� ��
 � ∈ N� ��
�	���
���	� ��	�� ��� ��
# � � A
���	���
��� �
���
����	 %;�')� 
 �
	�
�� �	������� �



��� ?� @� @�:8�@� >� �� 9A3A)>:�@

)������
��

�� G� HIJKLMNOO� ��
������ ����������
��������� �������
����
�� ��� �������� P GQM-
MJOL� RNLS� TJUV�� �� ,�B��/� �BBW��6�

�� G� HIJKLMNOO�  �!��������"��#$�"�� ���%#"�&���"'� ��
����� �% ����� ��� P XJYL�
ZQLJ[ RNLS�� ��� ,�B��/� 66BW.���

�� \� ]^KMNOO� _� TQUM� ()"���� �"*������ ��� +������"�� ����*���
, %�� ���%#
"�&���"'� ��
����� �% ����� ��� P Q̀^aM RNLS�� �� ,�BBB/� �77W����

6� \� ]^KMNOO� _� TQUM� NOK Z� bON[SNUU� ()"���� �"*������ ��� +������"�� ����#
*���
, %�� ���%#"�&���"'� ��
����� �% ����� ��� cc� P dUeJf^N[ NOK HJg^� _SJQ^h� �
,����/� 6.7W6���

.� >� �� 9�����"��� �� >� 8�	�"���� -./	01�23
4 5�6	�2��37
 
�8�95� :;9.1�
�
P ���� ���	�� ��
��� ����� ��� ,���./� ��W���

�� �� >� 8�	�"���� �	8	/	�	8.. <	=>.�20
 
�8�95� :;9.1�
� P ���� ���	��
��
��� ����� ��� ,����/� �7�W����

7� ?� @� @�"���� ��
��� �7
9.�23	? @A�.�
��373	�7. �
/	.3B�A7.�3�= 
�#

8�95 05����3	8	 7.C
 ��� P @��!�� i�-�#� ��-!�� i��� �� ��!�� 
���� ��!���
����� ZQ� �� �.W���

�� ?� @� @�"���� >� �� 9�����"��� �	8	/	�	8.. <	=>.�20
 �
/	.3B�A7.�3�=

�8�95 05����3	8	 7.C
 ��D c� P ���� ���	�� ��
��� ����� ��� ,���7/� ���W
����

B� ?� @� @�"���� �	8	/	�	8.. <	=>.�20
 �
/	.3B�A7.�3�= 
�8�95 05����3	8	

7.C
 ��D cc� P ���� ���	�� ��
��� ����� ��� ,���B/� ��W����
��� ?� @� @�"���� >� �� 9�����"��� i� �� ������� E C	�75	�3.. 9./	01�23�=

5�6	�2��37 � C	/	F2� ��//� <
CC��4� P ���� ���	�� ��
��� ����� �	�
,����/� ��W7��

aK\bKc de� a�� fVgVSR\Kc h� ]� 5KPQiPQO\N PKQKLK\Kjk lKS iV\l OgmVPnOcV
R\jVoSRi Kl nSVV P\Rii ��� ]]]�

pV NViPSOoV Og nVSLi Kl jVgVSRnKSi RgN SV\RnOKgi nQV 5KPQiPQO\N PKQK 
LK\Kjk R\jVoSR lKS R lRLO\k Kl SVqSViVgnRnOKg rgOnV iV\l OgmVPnOcV R\jVoSRi
Kl nSVV P\Rii �	� ]g nQV PKSSViqKgNOgj PR\Pe\RnOKgi� sV eiV nQV LOgOLR\
qSKmVPnOcV oOLKNe\V SViK\enOKg sQOPQ sRi PKginSePnVN Og nQV RgKnQVS Re 
nQKSit qRqVS�

���!���"� �� $���#�D ���� ��i�-��!��#������%
����$���!����
% ��������!�!
j�������!�!���% ��� ��� ��!��$����4�
�B�.�6 i���!-��!��#���� )����D

G#*�"� � kQUl�� ���mUI[L�^a
eJOJ^NUmgKMI�^N[�^a


