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�� , �� · ∇�� −∇ · � ��� ��−∇ · �� ��� � -�

∇ · ���� �� � -� � ∈ ���� � � -�

	��� , 
−� �����− 	� ���� ×�� � -�

∇ ·���� �� � -� � ∈ ����

��� � -� ∇ ·���� �� � -� � ∈ ����(
� ��� �� , &�� ���*

)
 � ��� � � � · � � ∈ "��

&	� · * � -� &�� * � -� � ∈ "��

� ·  � -� � ∈ ��

���� -� � ������ � ∈ ���� ���� -� � ������ � ∈ ��� ∪ ����

�'�'�
����� � ��� �� �� ��� ������ ������ �����+

� ��� �� � −�� , ������ ���� � ∇� , �∇���

�� ��� ������ �	��������	�� �����
 �� ��� � 	��⊗�− �
� |�|���� � ∈ ��

�� ��� �	������ ������ �����
 	 �� 	 ���������� ����	�� ������� � �	� �
	� �� ���
  �� ��� �$����� ���	� � "� 	�� � �
 � �� ��� ������� �
������� � "� �� ��� �������� 
 �� � � − � ·�� �� ��� �	������	�
������� � �
 � �� ��� ������ ��	� ����	���� � "� ���	���� ��
����$ ��	���� !�� �	�	������ �
 	�
 

 � ���� .����	��� ��������

�	������ �����	��������
 �����������
 ��Æ����� � ��� ����	�� �������
	�� ������� ����	���� %� &�* �� ����� ��� #��� � "� � ��� �������
����� �� ���+ &�* � ���� − ����
 	�� ���� � ���� ��|�∈��� �

�� ��� �	�� ����� ��� ��	��� ��� 	�� ����������� � �
 � �	������ ���
������ ������� � " � ��� 	�� �� 	�� � 	�� ������ ��������
 ���
������ � �	�����������	���� �	� ���� ������� �� ��� �	��� &/*� !��
�	�� � �������������� ��	��� �� ��������� �� &0(1*
 �� �	������	�
 �� ��
���� ��	� �� ���� �	�� ��� 	������	� �����	���� �������� �� �

�	� 	���	��
2���� ��� 	�� � 	�� ������ ��������
 ��� � �	���� ������ � - 	��

∇ · ���� � - ����� ������� �� � ∇���� ��
 ����� � �� 	 ������ � ���
3���	�� ������

∇����� �� � -� � ∈ ���� 	�
��

��

∣∣∣
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� 	��
��� · � ��
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∣∣∣
�
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5�����
 �� �	�� �
���
� |�� � ∇��� ����� �	� �� ���	���� 	� 	 ���

��	� ����	�� �������

����
� � B����� · �

�� �����
�� �	������	�
 �

���
� � ∇����� ���� �� �	�������� ��� ���	����

∇������ � -� � ∈ ���� 	�
���

��

∣∣∣
��

� 	��
���
� · � ���

��

∣∣∣
�
� -�

6� 	����� ��	� "� �� ��	��� �� ��� ��������� � 	 �$�� ����
����� ����	�� G � 	�����	�� ��	�� 	�� �	� �� ���	���� 	� ��� ���	�
�������	��� � G+

"� � {� � � ,���������� � ∈ G}�
��������� �� ��� �$����� ���	� � G 	�� ����� �� 	 ��	�� ������� �����
� G� �� 	������
 �� 	����� ��	� ��� ���� ����	�� "�
 � � -
 �� �����
�� 	 �����	� � �	���

� � � ,�������� ��� � ∈ G� �'�)�

���� ��.��� ���� ���
7� ���	�
 ��� ���� ����	�� ������ �'�'� �� ������� 	� 	 ������	�

������ �� 	 �$�� ��	��� !��� �� 	������� �� ��� ��	�����	���

� � �	��� + � � � ,�∗����∗��� �� + F� → ���� �'�/�

����� �∗��� 	�� �∗��� �� 	�� �$������� � � 	�� � ��� G ��� � ����
��	� �∗��� �� 	 ��Æ������� �����	� ����	������� ����� ���� �� � 	�� �∗

�	� 	 ��	�� ��������� 	�� �	������ � �� 5�����
 �∗ �	� �� �����

�� ���� 	 �	� ��	� 
	∗�����

�

∣∣∣
G
� - 	��

‖�∗�·� ��‖
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� ���

≤ �‖�‖ �
� �G�� � ∈ �-� � , 0�4*�

‖�∗� �·� ��‖ �����
� ���

≤ �‖��‖ �
� �G�� � ∈ �-� �, )�4*� � ∈ �'�4� '��

�'�0�

!�� �$������� � �∗��� �� ���� ����� ��������� ����� ��� ���� .���
��������� 	�� �$������ ������� �� ��� �������� � 2����(2������
�.�� ��	����
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%� F� �� ��	� ��� ��	�� ������ �� G 	�� F� � �\F�� 6� �����
�� L � L��� �∗� ��� 8	��� �	���$ � ��� ��	�����	��� � � �	��� 	��

�� ��� � � ���L
 L̂ � �L−�9 ��	���
 ������ �
∗�
 ������ �∗� �̂����� �∗� 	�� ���

�������� � L
 L−�
 L̂
 �������������
3� �� ����� ��� ��	������� ������ �'�'�� !�� �	����� �'�/� �������

∇� �
(




��

� 


��

� 


��

)
�� ∇̃ � L−� ��� ��∇�
 ����� L−� � �L−��� 	�� ���

���� � ��	�� ��	��������� 5�����
 �� ���� �� � ���	� ��
 ����

����� �� � ����� ��|�	�� , ��� · ∇������ ��|�	�� �

����� �������

����� �� ◦ �	 � ����� ��− �∗� ��� ���L−��∗��� · ∇������ ���

����� ����� ��◦�	 � ����	���� ��� �� 	������
 �� �	��∇� ·���� ��|�	����� �
L−�∇� · ���� ��� ����� ��� 3	����(2�.�� � �	���� �	� �� ������� �� ���
���{
��−�∗� �L−��∗��� · ∇��,�L−�� · ∇��−∇̃ · �̃ ��� ��−∇̃ · �� �� ◦ �	��-�
L̂�∇ · � � ∇ · L̂� � -� � ∈ F�� � � -�

����� ���� �� � ���	� ���
3� �� ���� � ��� � �	���� �� �� 6� ��� ��� �����	

���� �
'

�
L ��� L� �̃�

����� �̃ � � ◦ �	� :���� ��� ����� � �	��� �� �'�'� ������

	���̃� − �∗� �L−��∗ · ∇��̃� , 
−� '

�
L ���

'

�
L�L ��� L� �̃

− 	�
'

�
L ��� L� ��× �̃� � -� �'�;�

6� �������� 	 ��� ����� ���� ' � L̂�̃
 �������� �'�;� �� L̂ ��� ���
����
 	�� ��� ��� 	�����	�� �����	

�L$ × L&� � L̂� �$ × &��
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	�

(
'� − '

�
L̂�L'− �∗� L̂�L−��∗��� · ∇�

'

�
L'
)

, 
−� ��
'

�
L�L ��

'

�
L�L'− 	� ���L−��× '� � -�

∇ · ' � -� � ∈ F��

��
'

�
L�L' � -� ∇ · ' � -� � ∈ F��

2���� �̃���� �� � ������ �� , ��� · ∇���� ◦ �	� ��� �$�������
'

�
L̂�L', �∗� L̂�L−��∗��� · ∇�

'

�
L' � '� − L̂������ ��|�	�� � �'�1�

�� ���������� �����
3� �� ���� � ��� ����	�� ��������� 6� ��� ��	� ��� ������

��	� 	�� ���� 	�� �������� ��

��	���� �
L̂� ��� ������

|L̂� ��� ������| �

� ��	� ��� .����	��� ����	�� ������� � � � ·  �	� �� ������� ��
����� � � 	�

�� �
� · 
 ·� �

� · L̂��
<��� ��

�

�����
< � � · L̂� � '− �H, ��K

	�� H
 K 	�� ��� ������ ��	� ����	���� 	�� ��� =	����	� ����	���� �

G� ������������� 2���� �̃ · ��	� � |L̂��|−��' ·�� 	��

�̃− ��̃ · � � �̃− L̂��
|L̂��|� �L̂�̃ ·�� � L̂−�

(
'− L̂L̂��

|L̂��|� �' ·��
)
�

�� �	�� ��� ������� ����	�� �������� �� '+⎧⎪⎨⎪⎩ &	' ·�* � -� &'� * �
( L̂L̂��
|L̂��|� −�

)
&' ·�*� � ∈ G�

' ·  � -� � ∈ �
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��−�∗� �L−��∗��� · ∇��,�L−�� · ∇��−∇̃ · �̃ ��� ��−∇̃ · �� �
L
�
'��-�

∇ · L̂� � -� � ∈ F�� � � -�

	�

(
'� − '

�
L̂�L'− �∗� L̂�L−��∗��� · ∇�

'

�
L'
)

, 
−� ��
'

�
L�L ��

'

�
L�L'− 	� ���L−��× '� � -�

∇ · ' � -� � ∈ F��

��
'

�
L�L' � -� ∇ · ' � -� � ∈ F��

�̃ ��� ����	� , &�� �
'

�
L'�*��	� � ����	���	��

�� �
� · L̂��
<��� ��

� � ∈ G�

&	' ·�* � -� &'� * �
( L̂L̂��
|L̂��|� −�

)
&' ·�*� � ∈ G�

' ·  � -� � ∈ ��

���� -� � ������ � ∈ F�� '��� -� � '����� � ∈ F� ∪ F��

���� -� � ������ � ∈ G�
�'�?�

����� �̃ ��� �� �� ��� ��	������� ������ �����+ �̃ � −�� , ��̃���� �̃��� �

�∇̃�� , �∇̃��� 
 ����� � ����	������ '���� � L̂��� �������	������ � �� 	�
	������	� ��.��� �������� 6� ��� ��	�(

L̂L̂��
|L̂��|� −�

)
·� � -�

6� �	.� ������� ��	�����	���� � �'�?�� 6� ����� ��� ����	�� ���
�����

�̃ ��� ����	� , &�� �
'

�
L �*��	� � ����	���	�

�� ��� �	������	� 	�� ���	� �	��� ���	�	����
 ����� �����

�̃���− � · �̃���� � -�

− � , � · �̃���, & · �� �
'

�
L'�* � ����	�� � ∈ G�
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���� � −∇� · ���� � ∈ "��

����� ∇� �� ��� �	������	� �	�� � ��� ��	������
A�� � �'�1�
 ��� ����� ����  �� ������ ��� �$������ � 	�� �� �� 	

����	�� ��������� � G
 	�� � � −∇� · � ���	���  


� � -� !���

�������

���	� � −L−� ��� ��∇� · L̂� ��� ���
|L̂� ��� ���| � H��� ,

�∫
�

�

�!
����� �!

� −L�−
�∫

�

�'− !�
��

�!�
L−� ��� !��∇ · L̂� ��� !���

|L̂� ��� !���|�!,H����

����� �� �� ��� ����	���� � ��� ����	��

"��� � {� � � , !�������� ��� � ∈ G}�
����� H � ��
 � � ��� !�� �$�������

−L� � BG�, �H� − 4K���
����� BG �� ��� C	��	���%����	�� ���	�� � G
 �� ��� ���� �	��	��� �
���	�−H��� ���� ������� � �+

−L� �
�

�!
��|�	��

@��	���
 �� ���	�	�� ����	� 	�� ������	� �	��� �� ��� � �	���� �'�?�
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��O�� �P − �∇�
�Q∇	 R ��O�� 	��� 
P�

∇ · � R ��O�� 
P� � ∈ F�� � � ��

SG�O�P� R ��O�� 
P�

− 	 Q �� · �O�P�O�P Q LO
P R ��O���� 
P Q ��O
P Q HO�P�


� Q�O�P · ∇�
− � ·�O�P R ��O�� 
P� � ∈ G�
���� Q �−� $%($%(� R ��O���� 
P�

∇ · � R �� � ∈ F��

$%(� R $%( �	O�� 
P� ∇ · � R �� � ∈ F��

T�� ·�U R �� T�� U R �
O�� 
P� � ∈ G�
� · � R �� � ∈ ��

�O�� �P R ��O�P� � ∈ F�� �O�� �P R ��O�P� � ∈ F� ∪ F��


O�� �P R 
�O�P� � ∈ G�

O'�DP
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����� �� �� � ��∇̃� −∇���, �∇− ∇̃�� , �∗� �L−��∗��� · ∇��

− �L−�� · ∇��, ∇̃ · �� �
L
�
'��

����� �� � �� − L̂� �∇ · � � ∇ · ���� ���
���� �� � �� − L̂��� � ∈ F��

����� �� � EG�EG���������−E�̃�����	�����

�
���'� �� � ��� · �����−  · �̃����− &�� �
L
�
'�*�

����� � −
�∫

�

�'− !�
��

�!�
L−� ��� !��∇ · L� ��� !���

|L� ��� !���| �!�

�����'� �� � �
L̂��
<��� ��| ,∇��−�� · �, �	 − �� · ∇��� � ∈ G�

��'� �� � 
−� �����'− '

�
L�L�"� '

�
L�L'� , '

�
L̂�L'

, �∗� L̂�L−�� · ∇�
'

�
L', 	��"��L−��× '�� � ∈ F��

���'� �� � �� − '

�
L�L�'� � ∈ F��

���'� �� � �
L̂L̂��
|L̂��|� −��&' ·�* � &
�'� ��*� � ∈ G�

�'�'-�
E$ � $ − � · $�� EG& � &−��& ·���


����'� �∗� �
( L̂��� �∗�L̂� ��� �∗��∗

|L̂� ��� �∗��∗|� − �∗

|�∗|�
)
'��� ·�∗�

�'�''�

!�� ����� ���� 	��� ������� � ��9 ��� ��� �� � ������ ��� �����	��
� �� �� ��	�� � ���� &?
 D*��

F�� 	�� �� � ���� ��	� �� ���� ���	������ � ��� ������ �'�D�
 �'�'-�
������ �	.��� ��� ��	������ 	��������� � �� 	�� '�� �� 2���4 �� �����
	 ����	��G�� ������ �'�D�
 ���� 	�� ��� �$�������� �'�'-� ����	��� �� �����
��������� �� �� �	���� ���� ��	� �� �� �������� ��� H�������	���H 	��
H�	������H �	���� 2���� ��� ���� � ���� �� ������� �� &?*
 �� ������� ���
����� ������
 �� ����� �� ��	�� ������� �����	��� � ��� �������
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�� ��� ��� �� ��� ��� ���	� � ��� �	��� &/*
 ������ � ��� ������
� �	�����������	���� �� �$�� ��������������� ��	���� @��	���
 ��
2��� ) 	�� / �� ��	�� ��� �	�� ������ � ��� �	����

�� ����� ��������

!�� ��� � ��� ���	������ � ��� ������ �'�D�
 �'�'-� �� �	��� � ���
	�	����� � ����������� ����	� �������⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

�� − �∇�� ,∇� � $��� ���

∇ · � � #��� ��� � ∈ F�� � � -�

� ��� ������ , �����L� � ���� ���

�� ,	 · ∇��− � ·���� � $��� ��� � ∈ G�
���� -� � ������ � ∈ F�� ���� -� � ������ � ∈ G�

�4�'�

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

	��� , 
−� ����� � ���� ���

∇ ·� � -� � ∈ F��

��� � (��� ��� ∇ ·� � -� � ∈ F��

&	� ·�* � -� &�� * � ���� ��� � ∈ G� � · ��� � -� � ∈ ��

���� -� � ������ � ∈ F� ∪ F��

�4�4�
	�� � 	� 	�$���	�� ������{

��'��� � (���� ∇ · ' � -� � ∈ F� ∪ F��

&	' ·�* � -� &'� * � ����� � ∈ G� ' ·���� � -� � ∈ ��
�4�)�

6� ���� ����� ������� �� ��� 2����(2������.�� ��	���� 6� ���	��
��� �������� � ��� ����������� ����� C�� � �� 	 ��	�� �� R

�� !��
��������� 2���� ��	�� % �

���� ���� � � - �� ��� ��	�� � �������� ����

� ∈ �
 ���� ��� ���

‖�‖� �
����

�
∑

�≤|�|≤�
‖&��‖������

≡
∑

�≤|�|≤�

∫
�

|&�����|����

�� � � &�*
 ���� � �� 	� ������	� ������
 	��

‖�‖� �
����

� ‖�‖�


���
� ���

,
∑

|�|	���

∫
�

∫
�

|&�����−&�����|� �� ��

|�− �|����
�
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�� � � &�* , '� ' ∈ �-� '�� 7� ���	�
 &�� ������ 	 ������	��G��� �	���	�

�����	���� 
|�|�

�

��
� ��� �
����

����� ( � �(�� (�� � � � � (�� 	�� |(| � (� , � � � , (��

!�� 	�������� ��	�� %
�����
� �)� �
 )� � �× �-� � �
 �	� �� ������ 	�

����-� � ��%
�
����� ∩%

���
� ��-� � �� ������

	�� �������� ���� ��� ���

‖�‖�


�	���
� ��
 �

�

�∫
�

‖��·� ��‖� �
����

��,

∫
�

‖���� ·�‖�


���
� ���� �

��� �4�/�

!���� �$��� �	�� ���� � ���	���� ���� �� %
�����
� �)� �9 ��� � ����

���� �� ���� ����� 2���� ��	��� � �������� ����� � ���� ����	���

�� �	������	�
 � G 	�� � *� � G × �-� � �
 	�� ��������� �� 	 ��	��	��
�	�
 ���� ��� ���� � ��	� �	�� 	�� �	������ � ������ 6� 	�� ��� ��

��������� � �������� ��� ��	��� % ���
� �)� � � ����-� � ��%

�
����� 	��

%
�����
� �)� � � %

���
� ��-� � �� ������9 ��� � �	��� � ���� �� ����� ��	���

�������
 ������������
 ���� ��� ���� 	�� ��� ����� ���� �� �4�/��
�� ���� � ��	�� ������ �����	��� � ��� ������� � �4�'� 	�� �4�4�

�� ��	�� � 
 �� �������� �� %
�����
� �)� � � ���	���� ���� ������ ��

‖�‖
̂

�	���
� ��
 �

� ‖�‖


�	���
� ��
 �

�

�� ��4 �� 	� ������� � ��4 � &��4* , '
 ' ∈ �'�4� '�


‖�‖�
̂

�	���
� ��
 �

� ‖�‖�


�	���
� ��
 �

,
'

� ��
‖ �

�����

�������
�‖�����
 �

�

�� ' ∈ �-� '�4�
 	��

‖�‖���	�����
 �
� ‖�‖�

̂
�	���
� ��
 �

,
∑

�≤����−����

���
���

‖&�
���·� ��‖� �−�−��

� ��
 �
�

2����	� ���� �	� �� ��������� � ��� �	����� *� � G × �-� � ��
!�� 	��	��	��� ��������� �� ��.��� ���� ������ 	�� ��������� �� &D

>�������� '�' 	�� '�4*�

!�� ������� ������ �� ��	���� �� &?*�
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�' �# * +� ������ ���� � ∈ �'�4� '�	 	 ∈ %
�����
� �G� �
� ����

��� ���� � ��� ������� �4�'� ������� ��� ������
� ���������� �������

����� $ ∈ %
�����
� �)�

� �	 # ∈ % �����
� �)�

� �	 #��� �� � ∇ · ���� ��	 �� ∈
%

�����
� �)�

� �	 � ·� ∈ %
�������
� �*� �∩% ���

� �-� � 9%
���
� �G��	 �−��� ·�� ∈

%
������������

� �*� �	 $ ∈ %

������������

� �*� �	 �� ∈ % ���

� �F��� �� ∈
% ���

� �G� ����� � + ∞	 )�
� � F� × �-� � �	 *� � G × �-� � �� ��������	

��� ��� ������������� ��
�����
�

∇ · ����� � #��� -�� � ∈ F � �EG������ � EG���� -�� � ∈ G
�� ��������� ���
 ��� ������� �4�'� ��� � �
���� �������
 �� �� � ����

���� � ∈ %
���������
� �)�

� �	 ∇� ∈ %
�����
� �)�

� �	 � ∈ %
�������
� �*� � ∩

%
���
� �-� � 9%

���
� �G��	 � ∈ %

�������
� �*� � ∩ %

���
� �-� � 9%

���
� �G��	 �� ∈

%
������������

� �*� �	 �
� ��� �������
 �������� ��� �
��������

‖�‖����	��������

 �

, ‖∇�‖
̂

�	���
� ���


 �
, ‖�‖


�����	�
� ��
 �

, ‖�‖
̂

���
� ���� �

���
� �G��

, ‖�‖


�����	�
� ��
 �

, ‖�‖
̂

���
� ���� �

���
� �G
 �� , ‖��‖������	������	��
 ��

≤ �
(
‖$‖

̂
�	���
� ���


 �
, ‖#‖ ���	�

� ���

 �

, ‖��‖̂ �	�����
� ���


 �

, ‖EG�‖������	������	��
 � , ‖� ·�‖


�����	�
� ��
 �

, ‖� ·�‖
̂

���
� ���� �

���
� �G��

, ‖$‖������	������	��
 � , ‖��‖ ���
� �F��

, ‖��‖ ���
� �G�

)
�4�;�

���� ��� ��
���
� �
����
��
� � � 	 ���
 � �� ���
����

3� �� ���� � ��� ������ �4�)��

�' �# * ,� � (��� ∈ % ���
� �F��� � ∈ %

�����
� �G�	 �
� ��� �������������

��
�����
�
� · � � -� &( ·�* �� · ���� � ∈ G�
∇ · (��� � -� � ∈ F�� , � '� 4�

�4�1�

��� ��������	 ���
 ��� ������� �4�)� ��� � �
���� �������
 ' ∈ % ���
� �F��∩

% ���
� �F��	 �
�

�∑
�	�

‖'���‖ ���
� �F��

≤ �
( �∑
�	�

‖(���‖ ���
� �F��

, ‖�‖


�����
� �G�

)
� �4�?�
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�#��$� 6� �������� ��� ������ �� ��� ���

'��� � �∗��� ,∇-��� , .���� �4�D�

����� �∗ �� ��� �$������ � � ��� F� ���� ��	�

‖�∗‖ ���
� �F��

≤ �‖�‖


�����
� �G� �4�'-�

��� ��� �∗��� � - �� � ∈ F��� !�� ������� -��� �� ����� 	� 	 ������
� ��� ������⎧⎨⎩

∇�- � −∇ · �∗���� � ∈ F� ∪ F��

&-* � -� &	
�-

�/
* � -� � ∈ G� �-

�/

∣∣∣
�
� -�

�4�''�

@��	���


�� . � (��� − ���∗���� ∇ · . � -� � ∈ F� ∪ F��

&	. ·�* � -� &.� * � -� � ∈ G� . · |� � -�
�4�'4�

!�� ������ � �4�'4� �	� ��� ���

.��� � .� ,∇0�

.���� �
'

/1
��

∫
�

(���− ���∗���
|�− �| ���

∇�0��� � -� � ∈ F� ∪ F��

&0* � -� &	
�0

�/
* � −&	*.� ·�� � ∈ G�

�0

��

∣∣∣
�
� −.� · �

6� �	�� � ��� �����	��� � ��� �������� ������ 	���� 2����
�∗ ·�|G�-� ��� ������ �4�''� �	� 	 ��� �� ��� � 	 ����	��� ������
	��

�∑
�	�

‖∇-‖ ���
� �F��

≤ �‖�∗‖ ���
� �F��

≤ �‖�‖


�����
� �G�� �4�')�
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%� ��� .��� �����	��� � ��� ����� ������	�� ���� &'-*� �� ����

�∑
�	�

‖.�‖ ���
� �F��

≤ �
( �∑
�	�

‖(���‖ ���
� �F��

, ‖�∗‖ ���
� �F��

)
� �4�'/�

!�� ������� 0 �	������ ��� ��� �	����

�∑
�	�

‖∇0‖ ���
� �F��

≤ ��‖.� ·�‖


�����
� �G� , ‖.� · ‖ �����

� ���
�

≤ �
( �∑
�	�

‖(���‖ ���
� �F��

, ‖�∗‖ ���
� �F��

)
�

�4�'0�

��� �	������ �4�'-�
 �4�')�(�4�'0� ����� �4�?��
!�� ��� ������ ����� ��� ��� �	�� ��	� ��� ��I������ � �� �������

� �4�)� � �	�� ∇2 	��

∇�2��� � -� � ∈ F� ∪ F�� &2* � -� &	
�2

�/
* � -�

�2

��
|� � -�

����
 ∇2 � -� !�� ������ �� ������
!�� ��$� �������� ������� ��� �����	��� � ��� ��	. ���� � '�

�' �# * -� ������ ���� �4�1� �� �������� �
�	 �
 �������
	

���� � &
���*� � ∈ G� (������ � ∇ · .������� � ∈ F�� , � '� 4�
�4�';�

����� 
��� �� ����
 �
 F� ∪ F�� 
��� ∈ % �
� �F��	 
��� · �|G � -�

.��� ∈ % �
� �F��	 ��������	 
���|� � -� .���|� � -� ���
 ��� �������
 '

��  !�"# �������� ��� �
��������

‖'‖����� ,
�∑
�	�

‖'���‖


−���
� �G�

≤ �

�∑
�	�

(
‖
���‖


−���
� �G� , ‖.���‖


−���
� �G� , ‖
���‖���F�� , ‖.���‖���F��

)
�

�4�'1�

�#��$� 7� 	���
 �� ��������� ��� ������ �� ��� ���

' � 
,∇J,/�
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����� J 	�� / 	�� ������� � ��� �������

∇�J��� � −∇ ·
���� � ∈ F� ∪ F��

&J* � -� &	
�J

�/
* � -� � ∈ G� �J

�/

∣∣∣
�
� -�

�4�'?�

��/ � (���− ��
���� ∇ ·/ � -� � ∈ F� ∪ F��

&	/ ·�* � -� &/� * � -� � ∈ G� / · |� � -�
�4�'D�

2���� 
|� � -� &	
 ·�*|G � -� ��� ������ �4�'?� �� ���	���
 	��

‖∇J‖����� ≤ �‖
‖������ �4�4-�

@�� ��� ��� �	����

‖� · ‖


−���
� �
��

≤ �‖�‖�����

��	� �� �	��� �� 	�����	�� ���������� ���� ����� ���� � ����� �� 	 ������
��	�� & �� ������� ��	�

‖�J
���

�/
,
��� ·�‖


−���
� �G� ≤ �‖∇J��� ,
���‖���F��� , � '� 4�

!������ ���� �4�4-�
 ���� ��� �	���� �������

‖�J
���

�/
‖


−���
� �G� ≤ �

(
‖
‖����� ,

�∑
�	�

‖
��� ·�‖


−���
� �G�

)
�

5�����


‖∇�J
���‖


−���
� �G� ≤ �‖J���‖


���
� �G� ≤ �‖∇J���‖���F���

�����

‖∇J���‖


−���
� �G� ≤ �

(
‖
‖����� ,

�∑
�	�

‖
��� ·�‖


−���
� �G�

)
� �4�4'�
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3� �� �����	�� ��� ���� � /� �� �	� �� ����������� �� ��� ���

/��� � /���� ,∇3����

/���� �
'

/1
��

∫
�

(���− ��
���

|�− �| ���

∇�3��� � -� � ∈ F� ∪ F��

&3���* � -� &	
�3

�/
* � −&	*/� ·�� � ∈ G�

�3

��
|� � −/� · �

6� ������� ��� ������	�
∫
�
/���� · ���� �� ���� 	�����	�� � ∈ ������

6� �	��∫
�

/���� · ������ �
'

/1

∫
�

�(���− ��
���� ·0��� ��� �4�44�

����� 0��� �
∫
�

∇ �
|�−�| × ���� ��� �� �� ���	� ��	�

(���− ��
��� � ∇ · ���� �
�∑

�	�

�

���
4������	������ �4�4)�

����� 4�� 	�� ����	� �����	���� � 5�� 	�� 6�
 	��

�∑
�	�

(
‖����‖���F�� , ‖����‖


���
� �G�

)
≤ �

�∑
�	�

(
‖.���‖���F�� , ‖.���‖


−���
� �G� , ‖
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���‖


−���
� �G�

)
�
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@�� ��� ��	�� ������ 	�� ��� K	�����(L������ ������ �� �����
��	�

|
∫
�

/� · � ��|

≤ �

�∑
�	�

(
‖����‖���F��‖0‖ �

� �F�� , ‖����‖


−���
� �G� , ‖0‖


���
� �G�

)
≤ �

�∑
�	�

(
‖.���‖���F�� , ‖.���‖


−���
� �G� , ‖
���‖���F�� , ‖
���‖


−���
� �G�

)
‖�‖������

�����

‖/�‖�����

≤ �

�∑
�	�

(
‖.���‖���F�� , ‖.���‖


−���
� �G� , ‖
���‖���F�� , ‖
���‖


−���
� �G�

)
�
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� �G�
 �� ������� ��� ������	�∫

G
/���� · ������� �

'
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∫
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���� ·	��� ���

����� 	��� �
∫
G
∇ �

|�−�| × ������
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� �G�� ������	���� �� �	��� ��

��	��∫
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/���� · �������

�
'
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�∑
�	�
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�∑
���	�
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�

���
������ −

∫
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∫
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/���� · �������| ≤ �‖�‖
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� �G�

)
�

����� �������

‖/�‖−���
� �G�

≤ �

�∑
�	�
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� �G� , ‖
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)
�
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@��	���
 ∇3 �	� �� �����	��� 	� �����+
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−���
� �G� , ‖/� · ‖−���

� ���
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� �G� , ‖� �3

�/
‖


−���
� �G�
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‖3‖


���
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−���
� �G�,‖/� · ‖−���

� ���

)
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��� �	���� �4�'1� ����� ��� �4�4'�
 �4�4/�(�4�4;�� !�� ������ �� ������

��#����#1� ������ ���� (	 � �
 �4�)�	 �� ���� �� 
	 .��� �
 �4�';�

����
� �
 �∈�-� � �	 (���∈% �����
� �)�
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� �G�	 ∀� + � 	
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���
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�∑
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 �
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���
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̂
���
� ���� �
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�	�
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� ���

 �
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���
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��F��
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̂

�	���
� ���


 �
, ‖
���
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̂

�	���
� ���


 �
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���
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̂
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� ���� �

−���
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)
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���
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�����
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)
�
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���
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���
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���
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�����
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)
�

3� �� ��I������	�� �4�)� 	�� �	.� ��� ����� ��I������� � ��� ����� �
��� ��������� � �	��� ���� ������� � ����� 7������� �4�'1� � '� 	�� �
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�
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�
Q ‖���� ‖

�̂
���
�

��	 ��
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�
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�
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�

!��� �������� ��� ��� � �41��
3� �� ���� � ��� ������ �4�4�� 7� ���� �� ������� ��� �	�� ( � -


� � -�

�' �# * 2� ������ ���� ��� ���� � ��� ������� �4�4� ������� ���
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� ����������� ( � -	 � � -	 � ∈ %
�����
� �)�

� �	 �� ∈ % ���
� �F�� ∩

% ���
� �F�� �
� ��� ������������� ��
�����
�

∇ ·���� �� � -� � ∈ F�� ∇ ·����� � -� � ∈ F� ∪ F��

������� � -� � ∈ F�� &	�� ·�*�-� &��� *�-� � ∈ G� �� · |��-

��� ��������� ���
 ��� ������� �4�4� ��� � �
���� �������
 � ∈
%

���������
� �)�
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� �)�
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���
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���
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, � '� 4	 �
�

�∑
�	�
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‖����‖����	��������


 �
, ‖����

� ‖
̂

���
� ���� �

−���
� �G��

)
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(
‖�‖

̂
�	���
� ���


 �
, ‖��‖ ���

� �F��

)
�

�4�4D�

�#��$� !�� ������ �4�4� �	� ���� 	���	�� ������� �� &/* �� ��� �	��
� � -� 6� �������� ��� ��� � �4�4D�� C�� H������
 7 � '� 4� �� ���
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��	�� � ���������� ���� ����� ����� - ∈ % �
� �F��
 , � '� 4
 �	�������� ���

� �	��� �"�- � - �� F� 	�� ��� ����	�� ��������

&	- ·�*|G � -� &-� *|G � -� - · |� � -�

!�� ��	�� H������ �� ����� 	� ��� ������ � H������ �� ��� ���
‖-‖������ 2���� F� 	�� � 	�� ������ ��������
 ����� ������� - ∈
H������ � �	�� ∇� �� F�
 ����� � �� 	 ������ �

∇����� �� � -� � ∈ F�� 	�
��

�/

∣∣∣
G
� 	�-

��� ·��
��

��

∣∣∣
�
� -� �4�)-�

�� - ∈ H������
 ���� -������ �� 	� 	�����	�� ������	� ����� ���� ���
���F�� 	�� -

��� � ∇���� �� F� ����� � �� 	 ��	. ������ � ��� ������
�4�)-�
 ����


	�

∫
F�

∇� · ∇8 �� � −	�
∫
F�

-������ · ∇8������ ∀8 ∈ % �
� ����

!�� ����	�� ������� ∇�� � -� � G �	� � ����� �� - ∈ H�������

7 ��	. ������ � �4�4� �	� �� ������ 	� 	� ������� �

% �
� �-� � 9������ ∩ ���-� � 9H�������

�	�������� ��� ������	� ��������

�∫
�

∫
�

	��·- �� ��,
−�

�∫
�

∫
F�

���·��- �� �� �
�∫
�

∫
�

�∗ ·- �� ��� �4�)'�

∀- ∈ ���-� � 9H�������
 	�� ��� �����	� ������� ���� -� � ������ %� �∗

�� ��	� ��� �$������ � � ��� F� � �	� � ∇� ����� ∇� �� 	 ��	.
������ � �4�)-� ���� - ����	��� �� ��

�� ���� � ��	�� �4�)'�
 �� 	����	�� � - ∈ H��� 	 ������� M����
� ∈ F�
 ��	� �� 	 ������ �

∇�M��� � -� � ∈ F�� M��� � ����� � ∈ G� �4�)4�
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5���������� ��� ���� � �	��� �� �4�4� �� - − ∇M 	�� ������	���� ��
��	��

�∫
�

∫
F�

	��� · �- −∇M� �� ��, 
−�

�∫
�

∫
F�

��� · ���- −∇M� �� ��

�

�∫
�

∫
F�

� · �- −∇M� �� ��� �4�))�

����� �- −∇M�� |G � -�
C�� �� ������ ��	� �4�))� ������� �4�)'�� 6� ������� ��� �	�� ������	�

�� �4�))�� %� �4�)-� 	�� �4�)4�
∫
F�

� · �- −∇M� �� �

∫
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� · -��−
∫
G

� ·�M ��

�

∫
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� · - ��−
∫
G

� ·���� �

∫
�

�∗ · - ���

�� ��� �	�� �	� ��� ���	���∫
F�

	��� · �- −∇M� �� �

∫
�

	�� · - ��

�� �������� :���� �4�))� �� � ���	���� � �4�)'��
!�� �$������� � 	 ��	. ������ �	�������� �4�)'� �	� �� ����� ��

=	���.��N� ����� ���� &''*�
 	�� �� �� �	���� ���� ��	�

‖��‖����
 �,‖ ���‖�����

 �

≤ �
(
‖�∗‖����
 �,‖ ����‖���F��

)
� �4�)/�

2����
�∑
�	�

‖�‖ �
� �F�� ≤ �‖ ���‖���F���

��� �	���� �4�)/� ��������� ��� �����	��

‖��‖����
 � ,
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�	�

‖����‖ �	�
� ��
 �

≤ �
(
‖�‖�����


 �
, ‖��‖ �

� �F��

)
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@�� ��� ��������� � ��� �	������	� ������� �� ∈ ���-� � 9H�������
�� ����� ��	� &���* ·�|�∈G � - 	�� ��� ·�|�∈G � -

! �����	�� ��� ����� �����	����� ��
 �� ��� . � ��� 	�� ��������
.′ ∈ ���-� � 9%

�
� �F��� 	� ��� ������ �

�� .′ � 
��−	����� ∇· .′ � -� � ∈ F�� .′ ·� � - � ∈ G� �4�)0�

�� ���� � �4�))�
 �� �	��∫
F�

�� .′ · �- −∇M� �� � 


∫
F�

��− 	���� · �- −∇M� �� �

∫
F�

. · ��- ���

����� �������
�∫
�

∫
F�

�.−.′�·��- �� �� � -� %� !����� 1�) �� &/*
 	�����	��

���������� ���� ����� ���� � ∈ ���F�� ���� �·�|G � - �	� �� �����������
	� ��-
 - ∈ H������
 � �� �	� ������� ��	� . − .′ � -
 ����� ��	��
��	� . � ��� ∈ ���-� � 9%

�
� �F���� :����� �	� �� ���	���� 	� 	 ������

� ��� ������ �4�)� ���� (��� � .
 (��� � -� � � -� %� �4�?� ����� � � -�


�∑
�	�

‖�‖ �	�
� ���


 �
≤ �‖ ���‖ �	�

� ��
 �
≤ �
(
‖��‖ �

� �F�� , ‖�‖�����

 �

)
�

�����
�∑
�	�

‖�‖ �	�
� ���


 �
≤ �
(
‖�‖����
 � , ‖��‖ �

� �F��

)
� �4�);�

3� �� �	�� � ��� ��� � �4�4D�� 6� ������ �� ������ � 	 �����
�	� ������ ���� G�� �����	� �	�	� 6� �������� 	 ������	� ����� ����

�
���
� ��� ��
 � ∈ F�
 � � -
 ���� ��	�

������� -� � �
���
� ���

	��

‖����‖����	�������
 � ≤ �‖����‖


���	�����
� ���∞�

≤ �‖��‖ ���
� �F��

�

!��� �	� �� ��� 	� �����+ 	� ���� �� �$���� �
���
� ��� R

� ���� �������	�
��� � ��	�� 	�� ������	���� �� ��	�� 	 ������	� �$������
 �� ��� ���
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������ � %���.�� &'4*�
 	�� ���� �� ��� 	 ������	� �
���
� ��� ��
 � ∈ R

�

� � -
 ����� ��� ��	� .����� 	�� ��� ����I ������� � �
 	� �� &')*� !��

����� ���� �� � �������� �
���
� ��� �� � ∇9��� ��� � ∈ F�
 	� 	 ������ �

��� ������

∇�9��� �� � -� � ∈ F�� 	�
�9

�/
� 	��

���
� ·����� � ∈ G� �9

��

∣∣∣
�∈�

� -�

!�� ������� 9 �	������ ��� ��� �	������

‖∇9�·� ��‖ ���
� �F��

≤ �‖����
� ·�‖


�����
� �G��

‖∇9�·� ��‖���F�� , ‖∇9‖


−���
� �G� ≤ �‖����

� ·�‖


−���
� �G� ≤ �‖����

� ‖���F���

����� �����

‖����
� �·� ��‖����	��������


 �
, ‖����

�� ‖̂ ���
� ���� �

−���
� �G��

≤ �‖����
� ‖����	��������


 �
≤ �‖��‖ ���

� �F��
�

!�� ������	� �$������ �� � �� ��	���� �� ���� �	� ��� ��
�	����� ��� ������� &��� * � - � G� C�� ) � &��� *� �� �� ���	� ��	�

)��� -� � - 	�� ) ∈ %
������������

� �*� �� O���� ��� ������� ��	�� ������

�� 	�������� 2���� ��	���
 �� �	� �������� �
���
� ��� �� ���� ��	�

�
���
� ��� -� � - �� � + -� �

���
� ��� ��|�∈G � −)��� �� � −&��� *

	��

‖����
� ‖


���	�����
� ���

−∞	
 �
≤ �‖)‖


�����	������	
� ��−∞	
 �

≤ �‖)‖������	������	��
 �

≤ �

�∑
�−�

‖����
� ‖����	��������


 �
≤ �‖����

� ‖����	��������

 �
�

6� ��� �
���
� ��� �� � -�

@��	���
 �� ��� �
���
� ��� �� �	�������� ��� ���	����

∇ ·����
� ��� �� � −∇ ·����

� ��� ��� � ∈ F�� �
���
� ��� ��|�∈G � -�
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�

6� ��� �
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�
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���′ � -� ∇ ·�′ � -� � ∈ F��
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�′��� -� � -� � ∈ F��
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@�� �4�);� �� ����� ��	� �′ �	������ �4�4D� ���� � � -� 6� �$����
�′ 	�� �′ �� G�� ��� ��� ��	�� � + -
 	�� �� �	.� ��� ���� �����
��I������ ���� ������� � ���� B��− � � ��� ���� � �	��� �� �4�)1��
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−∞
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∫
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� �� ��

�
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�|� �� ��,

'
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�
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�
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@�� ���� � �	��� 	�� ��� �4�)'� �� ������� ��	�
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�‖̂ �	���
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 �
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−∞	
 �

≤ �
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�
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 �� ��	��

‖�′‖����	��������

 �
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&	�� ·�* � -� &��� * � ���� -�� � ∈ G� �� · |� � -

�4�/4�
��� ��������� ���
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� ��� ������ �4�)�� 6� ��� (��� �	�������� ��� ������	�� ���	��������
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�

�/
5 ���|�∈G � (��� ·��

!�� ������	�� ���	�������� ������� �� �	������
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�	������ �4�4D�� !	.��� �4�/0� ��� 	�����
 �� ��	�� �4�/)�� !�� ������
�� ������

�� �� ��� ����������� �� ��� ������� �����

7� ������ �� �� 2���'
 �� 	�� �� � ���� ��	� �� ���� ���	������ �
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∇ · '���
� � -� ∇ · '���
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PH � -�
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 �4�)D� 	�� � ��� �����	��� � ��� ������	� ����� �'�'-�� !�� ����
	������ � ��� ������ �'�D�
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����	�� ���� ������	� � ∈ �-� ���� 6� ��� ��	� ���� 	�� �������� ������
�� � ∈ �-� � �
 � ≤ ��� �� ��� ��$� ������ ��� ������� �������� ��
������

�' �# * 5� � 	��� �������� �)�4� �
�

���
���

‖���·� ��‖ �����
� �G� ≤ Æ � '� �)�1�

���


=� ≡ ‖������ ���'�� ��‖��	������

 �

, ‖������ ���‖ ���	�
� ���


 �

, ���
���

‖������ ���‖ �
��F��

, ‖������ ���‖̂ �	���
� ���


 �
, ‖������ ���‖������	������	��
 �

, ‖�
����'�� ���‖ �����	�
� ��
 �

, ‖������‖ �����	�
� ��
 �

, ‖�
����'�� ���‖̂ ���
� ���� �

���
� �G��

, ‖������‖̂ ���
� ���� �

���
� �G��

, ‖������ ���‖������	������	��
 � , ‖�‖̂ �′	�′��
� ���


 �

, ‖ �� ���'�� ���‖ �′��	�
� ���


 �

, ���
���

‖ �� ���'�� ���‖ �′
� �F��

, ‖�����'�� ���‖̂ �	�′��
� ���


 �

, ‖�����'�� ���‖̂ �′��
� ���� �

−���
� G��

, ‖���'�� ���‖ �′����	�
� ��
 �

, ���
���

‖���'�� ���‖ �′����
� �G�

,

�∑
�	�

(‖
���
� �'�� ���‖̂ �	�′��

� ���
��
, ‖
���

� ‖
̂

�′��
� ���� �

−���
� �G��

)



CD �GH :IHH JC@D?>IK =ICJAH< �;�

�������� ��� �
��������

=� ≤ Æ�

�∑
�	�

>�
�� �)�?�

����� >� �� ���
�� �
  "�"#  ���� ���� ���'�� ��� �
����� � ��� ��'� ��#
�
� Æ� �� � ����� ��
���
� ����
��
� �
 Æ �
� � �

!�� ������� �′ + � �� �$��	���� �� �������	� ��	��� �������� ����
��� �����	�� � �� � ��� ����� �� � ���� �/�';�
 �/�'1���

O���� �4�;�
 �4�)D� 	�� �)�?�
 �� ��	��

>��� ≤ ��Æ�

�∑
�	�

>�
� , ��/� �)�D�

�����

/ � ‖��‖ ���
� �F��

, ‖��‖ ���
� �G� , ‖H‖


�����
� �G� , ‖'�‖ �′��

� �F��
�

�� Æ� �� ��Æ������� ��	��
 ���� �)�D� ������ 	 ������ �����	��

>� ≤ 4��/� �)�'-�

	�� ��� ������� �)�1� �	� �� �������� ���

‖���·� ��‖ �����
� �G� ≤ ‖��‖ �����

� �G� ,

�∫
�

‖�����·� ��‖ �����
� �G� �?

≤ ‖��‖ �����
� �G� , 4��/

√
� �

�)�''�

��� �	������ �)�'-
 �)�''� ��	�	���� ��� ���������� � 	�� ��� ����������
	���$��	���� ���� ��� ���'�� �� � ≤ � 
 �� ;
 ;� �� �)�4� 	�� � 	��
��Æ������� ��	�� ���� &D
 !����� 4�'*�� �� ���� � ���� ��� ����������
� ��� �� ����� ���� ��� ���'��
 �� ����� �����	�� ��� ��I�������

6��� � ���� − ��� !��� � ���� − ���

���� � ���� − ��� ���� � '��� − '��
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!��� �	����� ��� ���	����⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

6�������� ��− �∇�6��� ,∇!���

� ������ ���'�� ���− �����−�� ��−��'�−�� ��−���

∇ ·6��� � ������ ���− �����−�� ��−��� � ∈ F�� � � -�

EG��6����� � ������ ���− �����−�� ��−���

− !��� , �� · ��6�������� , �L������

� �
���� ��� , ������− �
���−�� ��−��− �����−���

������ ,	��� · ∇����� −6��� ·����

� ������ ���− �����−�� ��−��� � ∈ G�
	�������,


−� ��������� ��'����� ���−��'�−����−�� ��−���

∇ · ���� � -� � ∈ F��

��������� ���'�� ���−�� ���'�−�� ��−���∇ · ���� � -� � ∈ F��

&	���� ·�* � -� &����� * � ���'�� ���− ���'�−�� ��−��� � ∈ G�
���� ·  � -� � ∈ ��

6������ -� � -� � ∈ F�� ������� -� � -� � ∈ F� ∪ F��

������� -� � -� � ∈ G� < � 4� )� ���

�)�'4�

�' �# * 7� � �)�1� �
� �)�'-� ��� ��������	 ���


‖������ ���'����− �����−�� ��−��'�−�� ��−��‖̂ �	���
� ��
 �

, ‖������ ���− �����−�� ��−��‖ ���	�
� ��
 �

, ���
���

‖������ ���− �����−�� ��−��‖ �
���
 �

, ‖������ ���− �����−�� ��−��‖̂ �	���
� ��
 �

, ‖������ ���− �����−�� ��−��‖������	������	��
 �

, ‖�
���� ���− �
���−�� ��−��‖ �����	�
� ��
 �

, ‖�
���� ���− �
���−�� ��−��‖̂ ���
� ���� �

���
� �G��

, ‖������− �����−��‖ �����	�
� ��
 �

, ‖������− �����−��‖̂ ���
� ���� �

���
� �G��

, ‖������ ���− �����−�� ��−��‖������	������	��
 ��
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, ‖��'����� ���− ��'�−����−�� ��−��‖̂ �′	�′��
� ���


 �

, ‖ ������'�� ���− ���'�−�� ��−���‖ �′��	�
� ���


 �

, ���
���

‖�"�����'�� ���− ���'�−�� ��−���‖ �′
� �F��

, ‖�����'�� ���− �����'�−�� ��−��‖̂ �	���
� ���


 �

, ‖�����'�� ���− �����'�−�� ��−��‖̂ ���
� ���� �

−���
� �G��

, ‖���'�� ���− ���'�−�� ��−��‖ �′����	�
� ��
 �

, ���
���

‖���'�� ���− ���'�−�� ��−���‖ �′����
� �G�

,

�∑
�	�

‖
���
� �'�� ���−


���
� �'�−�� ��−��‖̂ �	�′��

� ���

 �

,
�∑
�	�

‖
���
� �'�� ���−


���
� �'�−�� ��−��‖̂ �′��

� ���� �
−���
� �G��

≤ �@�:� � �
(
‖�� − ��−�‖����	�������
 � , ‖∇��� − ��−��‖̂ �	���

� ��
 �

, ‖�� − ��−�‖ �����	�
� ��
 �

, ‖�� − ��−�‖̂ ���
� ���� �

���
� �G��

, ‖���� − ��−���‖������	������	��
 � ,

�∑
�	�

‖'���
� − '

���
�−�‖��′��	�′������


��

 �

,
�∑
�	�

‖'���
��� − '

���
�−���‖̂ �	�′��

� ���

 �

,

�∑
�	�

‖'���
��� − '

���
�−���‖̂ �′��

� ���� �
−���
� �G��

)
�

�)�')�
���� � ����� @�

!�� ��� �	���� �)�')� �� ��	���� �� ��� �	�� 	�������� 	� �)�?� ����
&D*
 2��� 4
 ) 	�� 2��� / � ��� ������� �	����� �� ��� ��� ��� �������
��� �	���� �� �� − ��−� ����� �� ���� �����	� � �)�''�+

‖���·� ��−��−��·� ��‖ �����
� �G� ≤

�∫
�

‖�����·� ?�−��−��� �·� ?�‖ �����
� ���

�?

≤ /��/
√
� �
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�� @�:� � � �� ��Æ������� ��	��
 ���� �4�;� 	�� �)�')� ��	�	���� ��� ���
�������� � ���� ���'�� ��� � ��� ������ � ��� ������ �'�D�
 �'�'-�
���� &D*� 2��� 4�� !�� ��� ������ � ��� ������ �� 	�� ����� �� �����	�
	���������

�� ����� ��  ������ !

6� ���	�� ��� 	�$���	�� ��������� ��� &D*�

�#�8�%�"�� +� ��������� �
����
� ����� ���� ����
 �
 � �����
 � ⊂ R
�

������ ��� �
����������

‖��‖ �
����

≤ �‖�‖ �
����

(
���
�

|����| , ‖�‖


���
� ���

)
≤ �‖�‖ �

����
‖�‖ �

� ���
� ! � ��4� �/�'�

‖��‖����� ≤ �‖�‖ �
����

‖�‖


���−�
� ���

� �/�4�

� � + ��4	

‖��‖ �
����

≤ �‖�‖ �
����

‖�‖ �
� ���

� ! � ��4� �/�)�

� � � ��4	

‖��‖ �
����

≤ �‖�‖ �
����

(
���
�

|����|, ‖�‖


���
� ���

)
, �‖�‖ �

����

(
���
�

|����| , ‖�‖


���
� ���

)
≤ �
(
‖�‖ �

����
‖�‖ �

� ���
, ‖�‖ �

����
‖�‖ �

� ���

)
� ! � ��4�

�/�/�

� � � ��4�

�#�8�%�"�� ,� %�� ��������� ���� �
� ����	 � ∈ G	 ��� ������
� �
�
�������� �����+

‖��‖


−���
� �G� ≤ �‖�‖


−���
� �G�����G

|����| , ‖�‖ �
� �G��

≤ �‖�‖


−���
� �G�‖�‖ �

� �G�� ! � '� �/�0�
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�#��$� 7������� � ��	��	�� �������� � ��� ��� ‖�‖


−���
� �G�� ��

����� �����	�� ��� ������	�
∫
G
��������A����� ���� A ∈ %

���
� �G�� %�

�/�'�
 ∣∣∣ ∫
G
��������A��� ��

∣∣∣ ≤ ‖�‖


−���
� �G�‖�A‖ ���

� �G�

≤ �‖�‖


−���
� �G�‖A‖ ���

� �G�����G
|����| , ‖�‖ �

� �G�
)
�

����� ������� �/�0��

�#�8�%�"�� -� $�� ���� �� �
(

�∗

� 	
∗


��

)
���	�����

�
� ��� ��� �
����
 �

������ ��� ��
�����
 �)�1�� ��������� ������ �
����
 #��� ���
�� ��
|�| ≤ Æ�	 Æ� � Æ	 �������� ��� �
����������

‖#���‖ ���
� �F��

≤ �� �/�;�

‖�#���‖ �
� �F��≤�‖�‖ �

� �F��≤�‖�‖


�����
� G�≤Æ� � ∈ &-� � , '*� , � '� 4�

�/�1�

6� 	�� � �/�;�
 �/�1� ��� �����	�� � ∇�∇�#���� ��	� �� 	 ����	�
�����	��� � ��� �$�������� &��#��� 	�� ∇�∇�#���� ���� # 	��
#� 	�� �	�������� ��� 	��������� � >������� )� %� �/�'�
 �/�;�
 �'�0�


‖&��#���‖ �
��F��≤�‖&��‖ �

��F��≤�‖�∗‖ ���
� �F��

≤�‖�‖


�����
� �G��

‖∇�∇�#����‖ �
��F�� ≤ �‖∇�‖ �

��F��‖∇�‖


�����
� �F��

≤ �‖�‖


�����
� �F��

‖�‖


�����
� �F��

���� 8 ∈ �-� � − '�4�
 �����

‖�#���‖ ���
� �F��

≤ �‖�‖


�����
� �G�� �/�?�

Q$	����� � �������� �	�������� ��� 	��������� � >������� 0 	��

������� �� ��� �������� � ��� �	������ L��� �∗�� L−���� �∗�� L̂��� �∗�

P � �

����	∗�L� ��� ��L��� ��
 �����	� ��� �������� � L̂L̂� |L̂��∗|−� ���

���� 	�� � �� !��� 	�� �	����� ��� ��� �	������ �/�;�(�/�?��
6� 	�� ���� >������� 4�' �� &D* ���	����� �����	��� � ��� ���

����	� ����� �� �'�'-��
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�#�8�%�"�� 2� � 	��� �������� �)�4� �
�

���
���

‖��·� ��‖


�����
� �G� ≤ Æ � '� �/�D�

���


= ′ ≤ Æ′�
�∑

�	�

>
′� � �/�'-�

����� Æ′� �� � ����� ��
���
� ����
��
� �
 Æ �
� � 	

= ′ � ‖�′���� �� ��‖̂ �	���
� ��
 �

, ‖����� ��‖ ���	�
� ��
 �

, ���
���

‖����� ��‖ �
��F�

, ‖����� ��‖̂ �	���
� ��
 �

, ‖����� ��‖������	������	��
 �

, ‖�
��� ��‖ �����	�
� ��
 �

, ‖�����‖ �����	�
� ��
 �

, ‖�
��� ��‖̂ ���
� ���� �

���
� �G��

, ‖����� ��‖̂ ���
� ���� �

���
� �G��

, ‖����� ��‖������	������	��
 ��

> ′ � ‖�‖����	�������
 � , ‖∇�‖
̂

�	���
� ��
 �

, ‖�‖


�����	�
� ��
 �

, ‖�‖
̂

���
� ���� �

���
� �G�� , ‖�‖


�����	�
� ��
 �

, ‖�‖
̂

���
� ���� �

���
� �G��

, ���
���

‖��·� ��‖ ���
� �G� , ‖��‖������	������	��
 ��

�′���� �� �� � ��∇̃� −∇���, �∇− ∇̃�� , �∗� �L−��∗ · ∇��− �L−�� · ∇���

6� � �� �������� ��� �����	�� � �′� 	�� �	�� � ��� �����	��� � ���
���	����� ����� �� �'�'-�� :��� 	�� �� ��	� ����� �� ����� ��� ���
‖#‖

̂
� ���� �


 	 ∈ �-� '�
 �� ��� ���

‖#‖�
̂

� ���� �
�

'

� ��
‖#‖������� �

,

�∫
�

� 

 ����

�∫
 

|B��− �#���|� ���

����� B��− �#��� � #��−  �− #���� 6� ���

|�|�����
 �
( �∫

�

� 

 ����

�∫
 

‖B��− ��‖� �
� �F� ��

)���
�

|�|�����
 �
( �∫

�

� 

 ����

�∫
 

‖B��− ��‖� �
� �G� ��

)���
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O���� ��� �������	�� �����	 B��− ����� �� � −
 ∫
�

����� � − ?� �? �� ��

�	�� � ���� ��	�

|�|������


≤ �� �−�‖��‖ �	�

� ���

 �
� , � '� 4� �� ' + '�

�∫
�

� 

 ����

�∫
 

 ����‖B��− ���·� ��‖� �
� �F��

�� �/�''�

≤ �� �−��

�∫
�

 ���� ��

�∫
�

‖�� �·� ��‖� �
� �F��

�?� �� ' + '�4�

���� ∀ ∈ ���-� � �� 5�����
 �� >������� '�4 �� &D*


|�|������


≤ �‖�‖�����	��������


 �
� |�|�����
 ≤ �‖�‖�����	�������
 ��

�/�'4�
@�� �� �
 8 ∈ �-� �′ − '�4��

'� �������� �	 ∇̃ · �� � ��L'� � L−�∇ · �� ��̃��
%� �/�'�


‖∇̃ · �� ��̃�‖ �
��F�� ≤ �‖∇�̃‖ �

��F��‖�̃‖


�����
� �F��

≤ �‖�̃‖ ���
� �F��

‖�̃‖
 �′��

� �F��
�

@�� �/�/�
 �/�;� 	�� ��� ��� ���� .��� Q������ ��� �	���� � ��� &'0*

��1D� �� ����� ��	� ��� ����� �	�� ���� ��� �� �$����

�‖'‖ ���
� �F��

‖'‖
 �′��

� �F��
≤ �‖'‖!
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� �F���
�

( �∫
�

� 

 ���′

�∫
 

‖�B��− �P� ���� − P�'‖� �
� �F��

��
)���

≤ �� ��−�′���
( �∫

�

‖ ���� − P�'‖�
 �′��

� �F��
��

�∫
�

‖��‖� ���
� �G��?

)���
3� �� �����	�� ��� ���� � ���'− P�'� 7� �� �	�� ���� 	���


‖ ���� − P�'‖
 �′��

� �F��
≤ �Æ‖'‖

 �′��
� �F��

, �‖'‖


�����
� �F��

‖�‖


�′����
� �G��



�L; <� =>?@A>� B� >� 6CACDDEFCB

������


‖ ���� − P�'‖ �
� �F�� ≤ �Æ‖'‖ �

� �F�� , �‖'‖


�����
� �F��

‖�‖


���
� �G��

‖B��− ������ − P�'�‖ �
� �F�� ≤ �

(
Æ‖B��− �'‖ �

� �F��

, ‖B��− �'‖ �����
� �F��

‖�‖


���
� �G�

, ‖'‖ �
� �F��‖B��− �P‖


�����
� �F��

, ‖'‖


�����
� �F��

‖B��− �P‖ �
� �F����

�� ����� ��	�

‖ ���� − P�'‖
̂

�′��
� ���� � �

� �F���
≤�

'

� �′�� ‖��−P�'‖ �	�
� ���


 �

,

⎛⎝ �∫
�

� 

 ���′

�∫
 

‖��−P�B��− �'�‖� �
� �F��

��

⎞⎠���

≤ �Æ‖'‖
̂ �′������ � �

� �F���
, �� ��−�′��� ���

���
‖'‖

 �′��
� �F��

���
���

‖�‖ ���
� �G�

, � ���
���

‖�‖
 ���′

� �G�|'|����#��′�����



≤ �Æ‖'‖
̂ �′������ � �

� �F���
, �� ��−�′��� ���

���
‖�‖ ���

� �G�‖'‖��′��	�′�������

 �
�

( �∫
�

� 

 ���′

�∫
 

‖�B��− �P�'�‖� �
� �F��

��
)���

≤ �� ��−�′���
�∫
�

‖'‖� �
� �F��

��

�∫
�

‖��‖� �����
� �G��?

)���
, �� ��−�′��� ���

���
‖'‖

 �′��
� �F��

‖�‖


���
� ���� �

���
� �G���

K�������� ��� �����	��� �� ��	��

‖�′‖̂ �	�′��
� ���


 �
≤ �Æ‖'‖����′	���′�����


 �

, �� ��−�′���‖'‖����′	���′�����

 �

(
���
���

‖�‖ ���
� �G� , ‖��‖ �����	�

� ��
 �

)
, �� ��−�′��� ���

���
‖'‖

 �′��
� �G�

(‖�‖


�����
� ��
 �

, ���
���

‖�‖�−�′


�′����
� �G�

‖�‖�−���′


�����	�
� ��
 �

)
�

�/�'1�



CD �GH :IHH JC@D?>IK =ICJAH< �LL

)� �������� �	 �
� L̂�L'�

%� �/�'�


‖ '
�
L̂�L'‖ �′

� �F��
≤ �‖L̂�‖ �′

� �F��
‖'‖

 �′��
� �F��

≤ �‖��‖ �′����
� �G�‖'‖ �′��

� �F��
�

����� �������

‖ '
�
L̂�L'‖ �′	�

� ���

 �

≤ �� ��� ���
���

‖���·� ��‖ �′����
� �G� ���

���
‖'�·� ��‖

 �′��
� �F��

�

@������ �� �	��

'

� �′�� ‖
'

�
L̂�L'‖�����


 �
≤ �� ��−�′��� ���

���
‖L̂�‖���F�� ���

��



|'��� ��|

≤ �� ��−�′��� ���
���

‖��‖ ���
� �G� ���

���
‖'‖

 �′��
� �F��

�

‖�B��− �L̂�� '
�
L'‖���F�� ≤ �‖'‖

 �′��
� �F��

‖B��− ���‖ ���
� �G��

‖L̂��B��− � '
�
L�'‖���F�

�

≤ �‖L̂�‖ �
��F�� ���F�

|'��� ��|‖B��− � '
�
L‖


���−�
� �F��

≤ �‖��‖ �����
� �G�‖'‖ �′��

� �F��
‖B��− ��‖ �−�

� �G��

‖L̂� '
�
LB��− �'‖���F�

� ≤ �‖L̂�‖ �
��F��‖B��− �'‖ ���−�

� �F��

≤ �‖��‖ �����
� �G�‖B��− �'‖ �

� �F���

	��
 	� 	 ���� �����


( �∫
�

� 

 �′��

�∫
 

‖�B��− �L̂�� '
�
L'‖����F�

� ��
)���

≤ � ���
���

‖'‖
 �′��

� �F��
|��|�����′����




�L� <� =>?@A>� B� >� 6CACDDEFCB

≤ �� ��� ���
���

‖'�·� ��‖
 �′��

� �G�‖��‖������	������	��
 ��

( �∫
�

� 

 �′��

�∫
 

‖L̂��B��− � '
�
L�'‖����F�

�
)���

≤ �� �−�′�� ���
���

‖��‖ �����
� �G� ���

���
‖'‖

 �′��
� �F��

‖��‖ ���	�
� ��
 �

�

( �∫
�

� 

 �′��

�∫
 

‖L̂� '
�
LB��− �'‖����F�

�
)���

≤ � ���
���

‖��‖ �����
� �G�|'|���′�����




≤ �� ��� ���
���

‖��‖ �����
� �G�‖'‖��′��	�′�������


 �
�

@�� ��� 	��� �����	��� �� ����� ��	�

‖ '
�
L̂�L'‖̂ �′	�′��

� ���

 �

≤ �� ��−�′���‖'‖����′	���′�����

 �
‖��‖ �����	��	����

� ��
 �(
' , � ���‖��‖ ���	�

� ��
 �

)
� �/�'?�

/� �������� �	 ���L−��× '��

!��� �$������� �� �����	��� �� ��� �	�� �	� 	� �L−�� · ∇�� ���� &D*

2������ )�)�� 6� �	��

‖ ���L−�� · '�‖ �′
� �F��

≤ �
(‖∇L−��‖ �′

� �F��
‖'‖


���−�′
� �F��

, ‖∇'‖ �′
� �F��

‖L−��‖


���−�′
� �F��

)
≤ �‖L−��‖

 �′��
� �F��

‖'‖
 �′��

� �F��
≤ �‖�‖

 �′��
� �F��

‖'‖
 �′��

� �F��
�

����� �������

‖ ���L−�� · '�‖
 �′	�

� ���

 �

≤ �� ��� ���
���

‖�‖ ���
� �F��

���
���

‖'‖
 �′��

� �F��
�



CD �GH :IHH JC@D?>IK =ICJAH< �LM

5�����


'

� �′�� ‖ ���L−��× '�‖�����

 �

≤ �� ��−�′��� ���
���

‖�‖
 �′��

� �F��
���
���

‖'‖
 �′��

� �F��
�

‖ ���B��− �L−��× '�‖���F�� ≤ �
(
���
F�

|'��� ��|‖B��− �L−��‖ �
� �F��

, ‖∇'‖ �′
� �F��

‖B��− �L−��‖


���−�′
� �F��

)
≤ �‖'‖

 �′��
� �F��

‖B��− �L−��‖ �
� �F��

≤ �‖'‖
 �′��

� �F��

(‖B��− ��‖ �
�F��

, ‖�‖


�����
� �F��

‖B��− �L−�‖ �
� �F��

)
�

‖ ���L−��×B��− �'�‖���F�� ≤ �
(
���
F�

|���� ��|‖B��− �'‖ �
� �F��

, ‖∇L−��‖ �′
� �F��

‖B��− �'‖ ���−�′
� �F��

≤ �‖�‖
 �′��

� �F��
‖B��− �'‖ �

� �F���

	��
 	� 	 ���� �����


( �∫
�

� 

 ���′

�∫
 

‖ ���L−��×B��− �'�‖����F��
��
)���

≤ � ���
���

‖�‖ ���
� �F��

|'|���′�����



≤ �� ���‖'‖��′��	�′�������

 �
‖�‖����	��������


 �
�

( �∫
�

� 

 ���′

�∫
 

‖�"��B��− �L−��× '�‖����F��
��
)���

≤ �� ���‖'‖��′��	�′�������

 �
‖�‖����	��������


 �

, � ���
���

‖�‖ ���
� �F��

���
���

‖'‖
 �′��

� �F��
|�|���′�����




≤ �
(
� ��� , � �−���‖��‖ ���	�

� ��
 �

)‖'‖��′��	�′�������

 �
‖�‖����	��������


 �
�



��� <� =>?@A>� B� >� 6CACDDEFCB

>������ 	�� ��� 	��� �����	��� �������
 �� ��	��

‖ ���L−��× '�‖
̂

�′	�′��
� ���


 �

≤ �� ��−�′���‖'‖����′	���′�����

 �
‖�‖����	��������


 �
�' , � ���‖��‖ ���	�

� ��
 �

)
�/�'D�

0� �������� �	 �∗� �L−�� · ∇� ��L'�
6� ���� ��� 	�������� �� &D*
 2������ )�/� 6� ���	�� ��	� �

�L' � �̃�
%� �/�'�
 �/�;�


‖�∗� �L−�� · ∇��̃‖ �′
� �F��

≤ �‖∇�̃‖ �′
� �F��

‖�∗� ‖ ���−�′
� �F��

≤ �‖'‖
 �′��

� �F��
‖��‖ �′����

� �G��

����� �������

‖�∗� �L−� / · ∇��̃‖
 �′	�

� ���

 �

≤ �� ��� ���
���

‖'‖
 �′��

� �F��
���
���

‖��‖ �′����
� �G��

�� 	������
 �� �	��

'

� �′�� ‖�∗� �L−�� · ∇��̃‖�����

 �

≤ �� ��−�′��� ���
���

‖'‖
 �′��

� �F��
���
���

‖��‖ �′����
� �G��

‖�B��− ��∗� ��L−�� · ∇��̃‖���F�� ≤ �‖'‖
 �′��

� �F��
‖B��− ��∗� ‖ ���−�′

� �F��

≤ �‖'‖
 �′��

� �F��
‖B��− ���‖ �−�′

� �G��

‖�∗� �L−�� · ∇�B��− ��̃‖���F�� ≤ � ���
F�

|�∗� ��� ��|‖B��− �∇�̃‖���F��

≤ �‖��‖ �����
� �G�

(‖B��− �'‖ �
� �F��

, ‖B��− � '
�
L‖ �

� �F��‖'‖ �����
� �F��

)
�



CD �GH :IHH JC@D?>IK =ICJAH< ���

�� ����� ��	�

( �∫
�

� 

 ���′

�∫
 

‖�B��− ��∗� ��L−�� · ∇��̃‖����F��
��
)���

≤ ���
���

‖'‖
 �′��

� �F��
|��|�����′����


≤ �� ��� ���
���

‖'‖
 �′��

� �F��
‖��‖������	������	��
 ��

( �∫
�

� 

 ���′

�∫
 

‖�∗� �L−�� · ∇�B��− ��̃‖����F��
��
)���

≤ � ���
���

‖��‖ �′����
� �G�

(
� ���‖'‖��′��	�′�������


 �

, � �−�′�� ���
���

‖'‖
 �′��

� �F��
‖��‖ ���	�

� ��
 �

)
�

K�������� ��� �����	��� �� ��	��

‖�∗� �L−�� · ∇��̃‖
̂

�′	�′��
� ���


 �

≤ �� ��−�′���‖'‖����′	���′�����

 �
‖��‖������	��	������
 �

(
' , ‖��‖ ���	�

� ��
 �

)
�

�/�4-�

;� ��������� �	 �� ���'� �� �
� ����'� ���

7� �� �	�� 	���	�� ���� 	���


‖ �� ��‖ �′
� �F��

≤ �‖�� − P�'‖
 �′��

� �F��
≤ �Æ‖'‖

 �′��	�
� �F��

�

‖ �� ��‖ �′��
� �F��

≤ �‖�� − P�'‖
 �′��

� �F��
≤ �
(
Æ‖'‖

 �′��
� �F��

, ‖'‖


�����
� �F��

‖� − P‖
 �′��

� �F��

)
�

����� �������

‖ �� ��‖ �′��	�
� ���


 �
, ���

���
‖ �� ��‖ �′

� �F��

≤ �
(
Æ , � ��−�′��� ���

���
‖�‖�−�′


�����
� �G�‖�‖

�−���′


�����	�
� ��
 �

)‖'‖��′��	�′�������



)
�

�/�4'�



��� <� =>?@A>� B� >� 6CACDDEFCB

3� �� ������� ��� ���� �����	���� ��� � �� − P�'� − P�' 	�� ���
����� ��I������

B��− �����'� ��
� �� − P�B��− �'� − �B��− �P�'� − �B��− �P��'− P�B��− �'�

6� �	��

'

� �′�� ‖�� − P�'�‖����
 � ,

⎛⎝ �∫
�

� 

 ���′

�∫
 

‖�� − P�B��− �'�‖����F��
��

⎞⎠���

≤ �Æ‖'�‖̂ �	�′��
� ���


 �
�

'

� �′�� ‖P�'‖����
 � ≤ �� ��−�′��� ���
���

‖��‖ �′����
� �G� ���

���
‖'‖

 �′��
� �F��

�

‖B��− �P'�‖���F�� ≤ �‖'�‖ �′
� �F��

‖B��− �P‖


���−�′
� �F��

�

‖�B��− �P��'‖���F�� ≤ � ���
F�

|'��� ��|‖B��− �P�‖���F���

‖P�B��− �'‖���F�� ≤ �‖P�‖ �′
� �F��

‖B��− �'‖ ���−�′
� �F��

�

�� ���� � �/�''� �� ����� ��	�

( �∫
�

� 

 ���′

�∫
 

‖�B��− �P�'�‖����F��
��
)���

≤ �� ��−�′���

⎛⎝ �∫
�

‖'�‖� �′
� �F��

��

�∫
�

‖��‖�


�′����
� �G��?

⎞⎠���

�

⎛⎝ �∫
�

� 

 ���′

�∫
 

‖�B��− �P��'‖����F��
��

⎞⎠���

≤ � ���
���

‖'‖
 �′��

� �F��
|��|�����′����


≤ �� ��� ���
���

‖'‖
 �′��

� �F��
‖��‖������	������	��
 ��



CD �GH :IHH JC@D?>IK =ICJAH< ���⎛⎝ �∫
�

� 

 ���′

�∫
 

‖P�B��− �'‖����F��
��

⎞⎠���

≤ � ���
���

‖��‖ �′����
� �G�|'|���′�����




≤ �� ��� ���
���

‖��‖ �′����
� �G�‖'‖��′��	�′�������


 �
�

>������ ��� �����	��� �������
 �� ��	��

‖���‖̂ �	�′��
� �F��

≤ �Æ‖'�‖̂ �	�′��
� ���


 �
, �� ��−�′���‖'‖����′	���′�����


 �
‖�‖������	��	������
 ��

�/�44�
!�� ��$� ���� �� ��� �����	�� � ��� ��� ‖���‖̂ �′��

� ���� �
−���
� �G��� 6�

����	� ��� 	��� 	�������� �	.��� ��� � ��� ��� �	���� �/�0�� 2�������

�� ����	�� ��� %
−���
� �G�� ��� �� 	 ������� ���G������ 6� �	��

'

� �′��

⎛⎝ �∫
�

‖�� − P�'�‖�−���
� �G� ��

⎞⎠���

,

⎛⎝ �∫
�

� 

 ���′

�∫
 

‖�� − P�B��− �'�‖�−���
� �G� ��

⎞⎠���

≤ �Æ‖'�‖̂ �′��
� ���� �

−���
� �G���

'

� �′��

⎛⎝ �∫
�

‖P�'‖�−���
� �G� ��

⎞⎠���

≤ '

� �′��

⎛⎝ �∫
�

‖P�'‖����G� ��

⎞⎠���

≤ �� ��−�′��� ���
���

‖P�‖ �′−���
� �G� ���

���
‖'‖


���−�′
� �G�

≤ �� ��−�′��� ���
���

‖��‖ �′����
� �G� ���

���
‖'‖


�′����
� �G��

‖P�B��− �'‖���G� ≤ �‖B��− �'‖ �′−���
� �G�‖P�‖ ���−�′

� �G��

‖�B��− �P��'‖���G� ≤ � ���
G

|'��� ��|‖�B��− �P��‖���G��

‖�B��− �P�'�‖���G� ≤ �‖'�‖ �′−���
� �G�‖B��− �P‖


���−�′
� �G��



��N <� =>?@A>� B� >� 6CACDDEFCB

!�� �	�� ����� ��� �	������ �����⎛⎝ �∫
�

� 

 ���′

�∫
 

‖P�B��− �'‖����G� ��

⎞⎠���

≤ �� ��−�′���

⎛⎝ �∫
�

‖'�‖�


�′−���
� �G� ��

�∫
�

‖��‖�


�′����
� �G��?

⎞⎠���

�

⎛⎝ �∫
�

� 

 ���′

�∫
 

‖�B��− �P��'‖����G�

⎞⎠���

≤ � ���
���

‖'‖


�′����
� �G�|��|���′����


≤ �� ��
 ���
���

‖'‖


�′����
� �G�‖��‖��′����	�′�����	��
 �

�

( �∫
�

� 

 ���′

�∫
 

‖�B��− �P�'�‖����G�
)���

≤ �� ��−�′���

⎛⎝ �∫
�

‖'�‖�


�′−���
� �G� ��

�∫
�

‖��‖�


�′����
� �G� �?

⎞⎠���

�

!���


‖���‖̂ �′��
� ���� �

−���
� �G��

≤ �Æ‖'�‖̂ �′��
� ���� �

−���
� �G��

, �� ��−�′���‖'‖����′	���′�����

 �
‖�‖������	��	������
 ��

�/�4)�

!��� �������� ��� �����	��� � ����
1� ��������� �	 ���'� �� �
� 
����'� ���
�� ���� � �'�''�



����'� �� � �Q�∗ ⊗�∗�'����

�����

Q �
L̂��� �∗�L̂� ��� �∗�

|L̂��∗|� − �

|�∗|� �



CD �GH :IHH JC@D?>IK =ICJAH< ���

7������ ���� �	���$ ������� �� ��� ��
 ��� 	�� � �
 �� ��������
	�� ��� ��������� � � − P � !������� �� ��� �	�� �	� 	� 	��� �� �	�
���� ��� ��� �	������

‖
���
� �'� ��‖

̂
�	���
� ���


 �

≤ �Æ‖'���
� ‖

̂
�	�′��
� ���


 �

, �� ��−�′���‖'���‖����′	���′�����

 �
‖�‖������	��	������
 ��

‖
���
� �'� ��‖

̂
���
� ���� �

−���
� �G��

≤ �Æ‖'���
� ‖

̂
�′��
� ���� �

−���
� �G��

, �� ��−�′���‖'���‖����′	���′�����

 �
‖�‖������	��	������
 ��

�/�4/�

, � '� 4� �� 	������
 �����

���'� �� � 
����'� ��−
����'� ���

�� �	� ��� ��� ��	�� ������ �� 2����(2������.�� ��	��� 	�� ��	��

‖��‖ �′����	�
� ��
 �

, ���
���

‖��‖ �′����
� �G�

≤ �
(
Æ , � ��−�′��� ���

���
‖�‖�−�′


�����
� �G�‖�‖

�−���′


�����	�
� ��
 �

)
×

�∑
�	�

‖'���‖��′��	�′�������

 �
�

�/�40�

Q����	��� �/�'-�
 �/�'/�
 �/�';�(�/�40� ����� �)�?�� !����� 1 �� ������

"������
��

�� =� G� I%*!$('� 
 �
���������
 �� �	�
����������
	����� A%/0%/� A%/21#/'�
V$!!/ #/0 W% )(0 O�M;LP�

�� <� =#0.)#� �
 
�
��
�	� ��	������ �� ��� ����������� ������� X >0&� <#( � :).+0
<!3 � O���MP� ���7����

�� <� =#0.)#� �
 
�
��
�	� ��	������ �� 
�
��
�	� ��
��� X (% #""!#$ +/ >"")� >/#)�
N� C� >� A#0,Y !/'8#,# #/0 B� >� 6%)%//+8%&� ��� ��
�	���	���
 ���
����� 	
� �
�	�� 

	
� �	
������ ��� �������� �� �	�
����������
	����� X Z� <#( � 63+� 	 O�MLLP�
��N7N���

�� V�6($[% 1!$� ���� 	
 �
���	� ���
�	�� �	��� ������� ���� �	�
����������
	�����
<#( � \� 
�� O�MM�P� �N�7�;��



��; <� =>?@A>� B� >� 6CACDDEFCB

;� V� 6($[% 1!$� ���� ��� ���	���
� �� 
�
 ��	���
	�� �	�
����������
	����� X
D%/)+/� >/#)� 
 O����P� ��NM7��L��

L� 6� <%'3%/+ #/0 B� >� 6%)%//+8%&� �
 	 ������� �� �	�
����������
	���� �
 	

����� ��

����� ���	�
� X 6.*1+((!0 (% D%/)+/!#$ >/#),'+'�
�� B� >� 6%)%//+8%&� �
 ��� ��
�	� ������� 	����
� �
 ��� ����� �� 	 ���� ���
�	��

������� ��� ��� !	����"#��$�� ���	���
�� X 6.*1+((!0 (% >)2!*$# >/#)+Y�
M� <� =#0.)# #/0 B� >� 6%)%//+8%&� �
 ��� ���	� ����	������ �� ���� ���
�	�� �������

��� ��� !	���� #��$�� ���	���
�� X =$%*)� <#(� >/#)�� �#1#$# I%Y 8%&'8#,# �

O����P� �L7����
��� B� >� 6%)%//+8%&� �
 ��� �����	��� �� ������ 	
� ����	�� ����
��	�� �
 ���	�
�

���� ���
�	���� �� ��	�� � �
�� X =$%*)� <#(� >/#)� �� O����P� M�7����

��� C� >� A#0,Y !/'8#,# #/0 B� >� 6%)%//+8%&� #������
 �� ���� 
�
 ��	���
	�� ���� 

���� �� �	�
����������
	���� ��� 	 ������� �
������������ %���� X �$� <#(� E/'(�
6(!8)%& � O�M;�P� ���7�L��

��� <� H� J%2%&'8++� &��������
 �� ���� �������� �� ��� ������ 	
	����� ��

����� ����

��� ����	���� 0+& 	
� 2$#0� X �$.0, '!1+/� 6� A� 6%*%)!& D%� � O�M��P� �7N��
��� B� >� 6%)%//+8%&� �
 ��� ��
�	� ������� ���	��� �� ��� ��	������ �� �
������� ���	��
�

���� ��	���	��
� ������� X Z� <#( � 63+� ���� D%� ; O���LP� "�N;L��
�N� B� >� 6%)%//+8%&�  ������ �����	��� ��� ����
� ����� ���	���
� �� �	�	����� �����

X �$� <#(� E/'(� 6(!8)%& �� O�M;NP� ���7����
��� I� >� >0#1'� #������ #�	���� >3#0� =$!''� D� K� O�ML�P�

���]���^� M ��_`�_ ���� ��?+"#$(+1!/(% 0+ 1#(!1#(+3#
@/+&!$'+(a# 0+ :!$$#$#�
&+# <#3 +#&!))+ ���
NN��� :!$$#$#� E(#)+#

' �	�� 9 "#0b./+-!�+(

c���]5��]��`������� �]d�^����
��]��]�	������ ���]�]�]�
�� e� f� c]��^��� gfh�
��`� �� i��]���� �L�
�M���� c���]5��]��`���� g����_

' �	�� 9 '%)%//+8b"01+�$#'�$.


