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���� � {� � ���� ���  �� ∈ �−�−� ����

− ��−���� � �� � �������}!
��"��

��� ��	� �± � #
����� $���%�� �� ��#����� &−�−� ��' ⊂ �−���� ����

� �� ( �− ≥ )" * 	+
���� ,��� � � \ ���� ����" �-� �����	����
�������
���. /���0� 1������ �
2 	�����	�� 3��
��� 4

−4����� � 	���������� � ∈ ,���� 
���
���� � )� � ∈ 
,���� ��"��

�	�	�	� �/�/� 	/�	���5 	�	+���	���� ��6���2  �	�%��5 �	0��5
������ �������� �� ����#��
��	#	 �	������ &�'

�∇���∇������� � 	����� �������� �� ∈ ���,����� ��"7�

8���� 	� � �������
���� ��������� 
�� � ��	�/	���2 �	
� ��6���
�	���
� �� #����%� 
,���� ���0�� 
�� � ±
� �� ��	�	��5 ± �
R × {±���} �	
	�� �


�� � �� ( ��� ′
±������−����∓
� ( �� ′

±����
�� ��"9�

�� ��	�	��5 �±��� � {�  �� ∈ �−�−� ���� �� � ±��±����} ������
��"��� ∇ � �
�� 
�� : 	�����	��#�������� 
� � 
�
�� � � � �� �� � ′

± �

��±� � � ����� � ������
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2��	� ��	�/������  ��	��������

3�+�#� ���,����� � ���,���� : ��	�������	 ;	+	
��"

�������� ��	�
� ���� � ��� ��!� ������� 	��"� �� ������
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 �� ��������� � &�$��� ��

'�!� � �
��"���� ��� (��������# ��$$��&�� '����#����� (��$� (��$���)
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��2 0���� ��"7� � �	
	����
���2 /�������2 +�
�����
��2 $	���� ����%�	��	� /���0� ��"7� ������2 &�� §�)"�'  �		����
���� �	
	����
���� ���	�	��2������ ��	#����0����� 	�����	�
��  ���,����" <�� �/����	 ���"� ��������� &7'� � �������	 ��	�
������ ������ �� 	�����	�� �� ����������� � 	� /��	
�2�� �.
/�������. �	
	����
���. �=�������. �	
�	�� R� � &)�(∞�" *
���������� ������ ��� �	#�� +��� ����
��� �	+������� 0��
��
�	�	��� 	+��/�.� �	0�0��� ������ ��� � 2
2.��2 �������	� ���
��
�	���2  ����	� ������"

* ��+	�� &9' �	��/��	 ��=���	���� �	 ������� ���� 	��	� �	0��
	�� ∈ ���  �
�0�� ����2����2 ��"��� �� 	+2/���
��	 �	��	#	� �	 ����

�����0�	#	 	��	����
��	 	�� �+�%��� ����" �-�" >
2 ������������	�
$	��� ��"�� ����2����2 ��/�
���� &9' ������
� ��� �	�	
����
��
��5 	#����0���25 $���%�� &)� ��� � �� 	→ �±���� �	�	�	��	 �+���
.=�� ��� ���
.0�.��2 �
�0�� �� � )� �− ≥ ) �
� �− � )� �� ≥ )�
�

�  � �� � �−� �±���� � �±�−���� |��| ≤ �� ��"?�

@��	� &9' �	��	��  �	����	�� �����������5 �����5 ��
	��

������� )� � )� �� ∈ R \ &−��−�)�� ����)�'� ��"A�

�� 
���� ��������� 	
�		�� � �����	�� �	�	��� 	+����0��.� 	/�
����	���� �	
�������
� &)� ��� ∈ R�� �	+	��	#	 	� ��������	#	
������� /���0� ��"��� ��"A� ��������� B�
��#	
�%� � ����	� ��
	��
1������ ����.��2 �� ��5�.. �	
	��� 	
�		�� ,���� � {� ∈
,���  �� � )} � �#	 #����%�! ��" ���" �-� � �-�" �	2
���� �	
	�
����
��	� ������ #���� �� ��������	#	 ������� �	/	
2�� ������
���� � 	�����	�� ��

� /���0� ��"��� ��"A� �����������
���� ����%��

���"� ��������� &�� ��	���� �)"�"�'� �� �	�	+�� �	�5	�2=�. ��	+��.
$���%�. ��	
� ∈ ��

��,����� �
2 �	�	�	� ��	
���	 ��
	�� >���5
�

��"A�� � ��	+� C�
�2 ��	
��	�2�� �		��	6���.

‖∇��	
�!���,����‖�
‖��	
�!���,����‖� � ���

�+������2  ��=���	���� �	+�����	#	 0��
� 	�� ∈ �)� ��� /���0�

��"��� ��"A� � ����	���%��
��	 /���5�.=�� �	+�����	� $���%���
��� ∈ ���,������ ��/����	� ����������	 ��
��	" 1��	��%� ��	�	
�

����� $���%�� ��� �	 ��0���	��� � ��5��� ����" �-� �� ����.. �	�
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	��� 	
�		�� � #
���	� +
�#	���2 ������������ ������ ��
	�
�2� ��"A� � �	���
2�� �������
��	� ��6���� /���0� ��"7� �	 �����
���
���� ��������	� 	� � 	�� ∈ �)� ���� 	��/��.=���2 �	+�����
��� 0��
	� 	�����	�� ��"

�	�0������� 0�	 ���	� &9' +�/��/
�0�� � ���������. ��
	#	 ���
������� �" D� ��6�
 ��	#	0��
����� ���������2�  0����	���� � �
2
���#�5 /���0 ��������0���	� $�/��� ���" &?�E' �
2 ������� ����
����� ��	��� ����#	���� &F��)' �
2 �������
���5 /���0 ��	��� �	�
��5�	����5 	
� � ��"�" ��� ��
	� � 	/�	��� ������	��0�����
���
�/ ���#�
2��	 	/��=���	� /���0� ��"��� ��"A�" G��� �	�	�� �
��/��0���
����� �/������2�� ��
���� � ����������2 �/ ������
&��'� ���5	��� � �
���.=�� ������	��0���	� $	���
� �
2 �������
�	#	 ���	�	� &9' �	+�����	#	 0��
� 

	� � �� − 9����
( ���∫
−���

����� HIJ������ ���

)�

( ������ ��"E�

K	���
� ��"E� ���� ��� ��
	��

���∫
−���

����� HIJ������ ��� � )� ��"F�

* �
�0�� ������� ��
. ����#��
� �/ ��"F� �	0�0��� ������ ���
��
	� � � ) �	��������� �� ���� � �#	 �	
��2 �����	��� �� ������
�
�)� ��� ���� �����%�� 	����	 $	���
� ��"E� �
2 �	+�����	#	 0��
�
 /��0���
��	� ������� �/���2�� ������	��0����. ��������� ���"
&��'�" L�
� �� ������
�	 ��������	� ��	��	�	
	��	� ��"F�� �	
�	+������5 0���
 �� �)� ��� � /���0� ��"��� ��"A� ��� �	�2������� ���
��
	� � � ) ���" &��'��"

* ��+	�� &��' 	+	��	���� �������
���2 ��"E� ��	����	 ��� �	�
�	=� �������� ��	��� �������
��	� ���� ���"� ��������� &�� #
" A'��
	����	  ����	� ������ �
2 �	�� ���5 � ���#�5 ������	��0����5
$	���
 ���	
�/�.��2 �	��6���	 ���� �		+������2� �����������
�����  ��+	��5 &��� �7'"

M�	�2����� ��/�
����� 	 ��=���	���� � ������	���� �	+�����
��5 0���
 ���+�.� �	
�	� #�	�����0���	� ��������� ��"?� � ���2.�
��
� ��� �� 	��������" N	
�� �	#	�  ������ &�9' ��	����	� 0�	 ���
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���#� ����2����2 ����� ��������0�	#	� �	 �� 	+2/���
��	 �	��	#	�
�	
� 	�� �+�%��� �� ��
	� �����	2��� Æ� �	+�����	� 0��
	 	�� 	���
���	�� �� ��0�/���� �����=�2��  �	0�� �	��
����	#	 ��/	����� �
����	� 0����. ��Æ��" O/�/� ��	#	 ��/�
����� �
	��
	�� ������ ���"
&9� �" �?' � &�?� �" �E'�� 0�	 	+��/	���� �	+������5 0���
 �� ������
���	� ������� � �	+���� ������ ����	� � �����	�0�	� �	 �	��
����	��" P�
� ����	2=�� ������ : �+������2  �	�� 0�	 ��� �	����
�	0�	 ��	�/	
��	� �+	�� ��������	 �± � �± �	��	#	 ������ ��"��
� ��
	� � � ) 	�����	� �� /���0� ��"�� ����� �	+�����	� 0��
	 ��
������
� �)� ��� +�/ �����	
	����2 ��"?�"� O���� �
	���� �	+�����
�	� 0��
	 �� ��������	� ������� �	5���2���2� ���������2 
�6�
��
	� 	/��=����� ��
� �	��		���� ���# ������ �	
� 	�� 	������
�	#
��	���	� ��$	���%��� �#	 ��	$�
2 ���" ������ E"A� ���"

��	���� ��	�2���	#	 $���� 	�������2 �� ������	��0����� ����

�/ ��	�	#���
��	#	 	+Q���� � ���6�����	� �����%� �����2��2
����� �����	�  &�A' �
2 �	��0����5 �  &�E' �
2 %�
�����0����5
	+
�����" ;	+������� 0��
� �����%� ���� ��� ��/ � �
���� �����
��$����	�	� �	0�0�	#	 ������� ���"

>
2 /��0���
��	#	 ���	=���2 �/
	����2 � �	���=���2 $	���

������ �	�	
����
���� �����	
	����2 

�����  � ������ � �−���� ≥ )� ��"R�

� ∈ ��&−�−� ��'� ��±�±� � � ′�±�±� � )� ��"�)�

O���� �
	���� �	#
���	 ���+	���. ��"R� ����� ���� ��������0��
	��	����
��	 	�� 	������ ��� ������ � 	���#����� ��
	��� ��"?�
��������0�	��� 	��	����
��	 	�� �+�%���� � �	#
���	 ���+	���.
��"�)� ����� ���		+��/��� /�	������2 ���" ���" �S � �S� � �����
�" E �	 �		�� 	/�	���5 	+	+=�����" G�� �� ������ 	+
���� ,���
���������� ��� 	+Q�������� 
��6�%��5 	+
����� � 	+=�� �
2 ��5
� ∈ �)� �' ���	����	� �
2 �	��	2��	� 3��6�%�" >�
�� �0������ 0�	
$���%�2 � ��	�	
���� ��
�� � ��#����� &−�−� ��' �� �� ��0����
�−���� ���� �	
	�� �"

>
2 �	5������2 �	+�����	#	 0��
� �� ��������	� ������� ����
+����2 �	+
.��� ����	
��	 ��
	��" *	�����5� �	
��	 +��� ��	
�
���	 �		��	6���� ��"F�" *	��	��5� ����	 �	������� ����%�. �� �

�2� � �� ��%�"* � � ��;�� ������� � � �� � ��� ��!� ����
� 	���" ��� ��)
��<���� ��� ����� � (���=�# �±  ��&� �� �
 ���� �% ��%�"* � �� >?@ +��
����� .�A� �//�
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�� ��������� ��	$�
��	� $���%��

����� � ����� ( �%����� ��"���

�� �������5� �	�0����� 	��	��. 0���� $���%�� ��"��� ��
	�. 	��
�	#	��
��	���� � �	���	0�	� �
�#���	� � ��
	�. �	����	��

���∫
−���

����� JTU����� ��� � )�

���∫
−���

%���� JTU����� ��� � �� ��"���

K���
���2 ��	���� E"9 ���������� 0�	 ��� �2�	� ��
	� � ∈
�)� �' �������2 ���	� ��
	� �� 0�	 �� ������
� �)� ��� ��=������
�	+�����	� 0��
	 /���0� ��"��  	
�		�� � �����	� ����� /�����	�
$	���
��� ��"�� � ��"R�� ��"���"

���� �� ���	�
��� � �	���� ����	���� ��������	��� �	������	�

���� ������� ��� � ����	� ����

���� �� �����	�� 
��	�
���
�  ���
�!"�� �������! �	������	�

���� ������� ��� � ����	� ����

8���0� ��"�� 	������� 	
�	�� ��	%����  ������0���	� 	
�	�
	�� � �������� ��������� � ����� � ��� ��� �	�	=� ��/��
���2
���������5 �	����2 /���0� 	 �����	��������� 	
� �� �	��5�	���
����	���  ���5����	� ����
� � ��2�	�#	
���� ��0����� � ����2��
�����  ��� �	
	��� ���"� ��������� &�F' � &�R' �		��������	�"

D+������ ��������� ������" * �" � � �" 7 ���	�2��2 �
����$��
��%�� 	
�� $�/�0����2 � ����������2� 	�����
2���2 ���6������2
�����%� �����2��2 � �	��/��.��2 �	����	0��� ��
	�2 ��=���	�
���2 �	+�����	#	 0��
� 	�����	�� �� �����
	����2 7"�� 7"7 � �
���
���� 7"9�" V�����	���� ���6�����	� �����%� �����2��2 �	�������
�����2  �" 9 � 	+	��	�����2  �" ? ���	���� ?"7�� �  �" A �������
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������	���� �	�$$�%����� 	�������2 ���	���� A"�� � 	+�����.��2
��	��
�� *���" 1��	��%� �	��/���
���	 ��=���	���2 �	+�����
�	#	 0��
� 	� ∈ �)� ��� ���	  �" E ���	���� E"9�� � �����  /���0����
E"? ����0��
��� �	������� 	+	+=���2�  	��	�	� ����.=���2 ��/�

�0��5 $	�� �	�%	 ������ ���� ���" ���" 7�"

���� #� $�	��� ����	� � %� &��		�� ��� � ��� '��		�� ��� ��	�����

&� �'�"()$* $ +�$'�"()$* 	�, -� ��� 	� ∈ �)� ���  /���0� ��"��
�	2
2.��2 �� ���

����� 	
��

�±
 ��� � �9	��−����±���

√
	� ��"��

�� � �����2 �����%��� � ����� +���	��0��� ��+	� ����������
����

	
�� ����� �	�	��5 +���� 	����+	��� �	
��	 ����2 �� ��������
6��� �	��/���
2�� �	���W/���5���2� ����

�±� ��� � �9��� − 	���−��� JTU������±��
√

�−	� � ��"��

* �		������� �	 /���	� 	
�		#	 0��
� ±√
	� 	
�� �−

 ��/��
����2 ��������	 � +���	��0�	���� � 	
�� ��

 � �������	 �� +���	�
��0�	���  ���	� �	
	���

, ���� � {� ∈ ,���  �� � )} ��"7�

	
�		�� ,��� ���" ���" �-� �� � ���" �S�" G���2 �
����$���%�2 �		��
�	����2 � ����%��	� �/
�0���2 8	����$�
��� ���"� ��������� &7'��
�	�	���� ��	0��� �� ��+	����  �	�	#		� �����%�� 	� � ��� ���
��� �� �	/	
2�� 	������ � ���	���
�+	 �
���� �������

����� � JTU����� ��"9�

� �����������

������ � �� JTU����� ��"?�
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* ������ &�)' ���" ����� ���#� &��� §?"7'� ����
	���� ���2 �
�����

$���%�2� 	5����.=�2 �	�	#	�. �����%�. � 	��	����2 �� ����

�/� $	���

.��� �� �

���∫
−���

(
���� ��� 
����� ��� − ���� ��� 
����� ���

)
���� ��"A�

X�� $	��� 	��/�����2 �	
��	��
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f-g-^Ih i" j" kU el] -JmZneIeTHJ Io -U ]Tp]Uh-_q] Io - r-h]pqT[] rTel
elTU JlT]_[TUp ISJe-H_] -U[ sII[tJ -UIZ-_T]J"

uIU[TeTIUJ -^] oIqU[ Iqe oI^ el] ]vTJe]UH] -U[ -SJ]UH] Io -U ]Tp]Uh-_q]
TU el] TUe]^h-_ �)� ��� Io el] HIUeTUqIqJ Jn]He^qZ Io el] f]qZ-UU n^IS_]Z
oI^ el] w-n_-H] In]^-eI^ TU el] qUTe Je^Tn rTel - elTU �Io rT[el ����� JmZ�
Z]e^TH JH^]]U rlTHl� -J � → ()� Jl^TU\J TUeI - _TU] J]pZ]Ue n]^n]U[THq_-^
eI JT[]J Io el] Je^Tn" jU -JmZneIeTHJ Io elTJ ]Tp]Uh-_q] TJ HIUJe^qHe][ -J
r]__ -J el] -JmZneIeTHJ Io el] ^]x]HeTIU HI]ÆHT]Ue rlTHl []JH^TS]J sII[tJ
-UIZ-_T]J� U-Z]_m yqTH\ Hl-Up]J Io el] [Tz^-HeTIU Hl-^-He]^TJeTHJ U]-^ -
o^]yq]UHm el^]JlI_[ TU el] HIUeTUqIqJ Jn]He^qZ"
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