
������� ���	�
�
�������� ����
�� ���� ���� ��

�� ������	�
�� � �
�����

��������� ����������� �������

������� ����!� ��������� "����!���

� ���� � � !�����# $������

�� ��������

����� � � ��	
�� ����	���� ���	���� ��������	�� �	������
��� ��

� �� × R
�� � �� ���� � � ���

�	� ������� �����
	 �����	 ���	���	  �
����	 � � −!��
� "����
� �# $���"�% � ��
���	�	��% ����
�&��'# (��� � �
��������	�� � ��	�� �� �) �	���	����	� ���	��� � � ��
*��

%+��� ��	�)�� ������%�� �	 ��	��" "����
�	 	� � 	� × R�#
,) 
��	-�� &�� ��� ������)* ������%* �	 ����"�	� � �����
���	���	 � 	����.��� ����)�� /��# ��- ����) 0#1 � 0#02#
3�&�� � ��
� �����	&	�� /
� �2� 
 ∈ � � � ∈ R�# ����� 4 � �5��	

� R��

4 �

⎧⎨
⎩� �

�∑
���

��� � �� ∈ Z

⎫⎬
⎭ � /1#12

�
 {�}���� � ������)' �	��� � R�# ��
����-��� &�� �+�����)'
����"�	� � ����
�&� �� 6���
����)�7 �����)��

� /
� � � �2 � � /
� �2� 
 ∈ �� � ∈ R
�� � ∈ 4� /1#02

8 ���� ����
�&����� 9���"�. � 
���	��&�� �	
	�	�� �	 � × :�
�


: �

⎧⎨
⎩� �

�∑
���

��� � �� ∈ ;<� 12
⎫⎬
⎭ /1#=2

�������� ��	�
� ����� �� !��"������� �����"�	����� ��#$$�%��� 
� �&��'
() �� ������
��
* ���� ��
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� >����	��	% %&'�	 �5��� 4#
����
� ������) ������) ������	�) �� 	����.���' ����

�)������ �����	 ���	���	 � # ?���	��&�) ������% ��)&�� 9���
������.��% � �����	* ����	
�-����� ����"�	�	 � ��	��	�
��/�×:2 ��� ��	�)� ��	��	� @���"	 ��

��∞/�×:2# �	������� &��

�% ���-���	 � ���&��' ��) ��.� ���� ���.&��% ��/�2 ⊂
��
��∞/�2 ⊂ ��−�/�2 � �.�)� � � <#
��
����� ���&� 
�����)' ���&	'� � � 0 /� � ��% ��������� ���

�����	 �	 ���������2# 8 �	���	* ;1� 10� AB ���	�����	 	����.��	%
����)������ �����	 � ��� ������� � ∈ ��� � � 1# 8�.
� � 
	���
�'5� ��
���	�	� � � =#
C��&	' � � <� ����������.+�' ���	���� �� ��� ������	�����

�	�- *���5� ���&�# 8 ;1DB 
��	�	�	 	����.��	% ����)������ �
��� 6��
�����7 ������� � ∈ ��

����∞/:2 ��� ��* � � = /��# �	�-
;=B2# 8 ���&	 � � 1 /� � ������� � � ��������	�	�����)' ���'2 �
;1<B 
��	�	�	 	����.��	% ����)������ ��� ������� � ∈ ��

��∞/� ×
:2� �
 � � �EF/��0� �− 02# 8 >��' �	��� �	������� �	�- ���&	'
������ ��	���� ������%# �	���"� � ���&	 � � 0 � �	��� 	������
;GB ���	�����	 	����.��	% ����)������ � ��� � ∈ ��−�/� × :2#
8 �	���%+' �	��� �) 
��	-� /��# ��- ����� 0#12 	����.��

��. ����)������ ���	���	 � ��� � ∈ ��/�×:2 
�% ��* � � ��0
� ��
�.+�* ���&	%*� 12 	� � ∅H 02 � � ������� � � 1H =2 � � = ���
D# 8 ���&	� ���
	 � � ��������	�� � ��	�� � � 1 � � � D �) �)�
��-
�) ���	��&����% � ∈ ��−�/� × :2# ��� � � 1 �) �	��������
�	�- ���&	' ������ ��	���� ������% /��# ��- ����� 0#02#
8� ��* ��&�����)* �	���	* 
��	�	������	 �����
%��% ��

�*� 3��	�	 ;1=B� ��.&�)� ������� ������' %��%��% ����
��	�
�� ��'���	 ���	�����

�/�2 � −!� � /−�∇	 � �2∗/−�∇	 � �2 � � /
� �2�

�
 � � ��	���������# ?�% ����&��% �"��� ��������) �����
����
/����������.+�� � � <2 ���	���	 ��/�2 �) �����%� ������
�	�) ;IB �� �"��	* �����	���)* ��������� >������&���* ���	�
����� /�
% �������% >��* �"��� �	�������	�	 �� ;1DB2#

	� 
���������� ����������

����� � � ��	
�� ����	���� ���	���� ��������	�� � ��	�
��� �� ��	%� ���� � �# J	�������� �����)' "����
�

� �� × R
�� � � � �� � =�
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����� 4 � �5��	 /1#12� : � %&'�	 /1#=2� � /
� �2 � �+�����	%
9���"�%� �
�������%.+	% /1#02# ��
����-��� &��

� ∈ ����/� × :2� /0#12

8 ������	���� ��/�2 �	�������� ��	
�	��&��. 9����

�;�� �B �

∫
�

(|∇�/
� �2|� � � /
� �2|�/
� �2|�) �
 ��� /0#02

KL�� � ��/�2�

(��� � � ��������	�� � ��	�� 	� �� ∅� 9���� /0#02 ��
� ����
��	&	�� &�� �
 # 8 >��� ���&	 �) �	�������� �	�- 9���� �� �
�
 |��

�
���#

M���5� �������� &�� ��� ������� /0#12 ��	
�	��&�	% 9���	 �
/�����# �
 � ��2 �	�����	 � �������	��&�	 �����# (' ���&	� �	�
������%-��)' � ��/�2 �������	��&��)' ���	��� � /�����# �
 �
��2� �����)' �) ��
� �	�)�	�� ���	�����  �
����	 � "�����

� � /� 
��* ����
��* ���&	%* � ���	���  �
����	 � ������%��
�'�	�	 ��� ?���*�2#

�%�&%'� (�)�

����� � � ��	
�� ����	���� ���	���� ��������	�� � ��	�
��� �� ��	�� ���� � �� � � � × R�� � � � � � � =� ����� 4 �
����	 /1�12� � � �������	� 4�����
����	� ������� � �� ��
�
�������� ��� � ∈ ��/� × :2� �


• � � ��0� ��� 	� � ∅ 

• � � ��0� ��� 	� �� ∅ � � � 1 !� � ������" 

• � � ��0� ��� 	� �� ∅ � � � = ��� � � D 

• � � �− 0� ��� 	� �� ∅ � � � G�
#��
	 �����$ ���	����� � !	� � ∅"� �
 � �� !	� �� ∅" 	����
�%��� ����$��$�

8 ���&	 ���% /� � ������2 ������	� C������' ;1<B /��# ��- ��
���� D#G2 ������%� �*�	���� �	
	&� � ������ ��	�)� �������#
����� � � 1� � � ;<� �B×R�� � � �+�����	% 4�����
�&��	% 9����
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"�% �	 	� � {<H �} × R�# J	�������� ��	
�	��&��. 9����

� ;�� �B �

∫
�

(|∇�/
� �2|� � � /
� �2|�/
� �2|�) �
 ��

�

∫
R�

(
�/�� �2|�/�� �2|� − �/<� �2|�/<� �2|�) ���

KL�� � ��/�2�

/0#=2

��� � ∈ ��/{<� �}×:2 9���	 /0#=2 �	�����	 � �������	��&�	 �����
/��# ;11B2# ��� � � < 9���	 � ����	
	� � �
 #

�%�&%'� (�(� ����� � � ;<� �B × R�� � � � � 1 � =� 4 � ����	
/1�12� ����� � � 4�����
����	� ������� � �� � ∈ ��/;<� �B×:2 ���
� � ��0� ����� � � 4�����
����	� ������� �	 	� � ��
��������
���

� ∈ ��/{<� �} × :2� �
 � � 0 ��� � � =�

� � 0�− 0 ��� � � D� /0#D2

#��
	 ����� ���	���	 &�
����	 � � ����	%��� ��	
�	�����'
���� /0�=2� 	����%��� ����$���

*�'%���
% (�+ C9��������� 	�	��� ����) 0#1 � �	���&���
���&	# ����� � � /� × �2��	���&����	&�	% 9���"�% � �� ���&�
� /
� �2∗ � � /
� �2� �)������ /1#02 � � ∈ ��/� × :2� � � ��0# N�	�

�	��&�	% 9���	

�;�� �B �

∫
�

(|∇�/
� �2|� � 〈� /
� �2�/
� �2 � �/
� �2〉) �
 ��

�	�����	 � �������	��&�	 �	 ���	��%* ���
���% ��/��C�2 �
��

� /��C
�2# O��� 9���	� ����������.� �	������%-��) ���	�

���) � � �
 � �� � ��/��C
�2# 8 ���&	 ��������	��% �� ��	%� � ����

&	 ���% � � ���&	 =� � D����)* "����
��� �����) >��* ���	�����
	����.��� ����)��)# 8 ���&	 �������� "����
�	� � � D� �����)
�
 ��� 	����.��� ����)��) ��� � ∈ ��/�×:2� � � �−0# ������

��� ��- 
��	�	������� ����) 0#1 ��������% �	 �	���&�)'
���&	' �� ������'# ����
�� �	�- �9���������	�� �	���&�)'
	�	��� ����) 0#0#
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�	� ��
� �
���	 �������	"�% %&'�� : �	� ���-���	 ��&�
�������� ���	 T � R��4# 8�
� 
����������)' �	�	��� � ∈ C�

� �	�������� ��
�.+� ��	
�	��&�) 9���)# 8 ���&	 ��������	�
��% �� ��	% ����-��

�/�2;�� �B �

∫
�×�

/|∇��|� � 〈/∇	 � ��2�� /∇	 � ��2�〉� � |�|�2 �
 ��� /0#G2

KL��/�2 � ��/� × T2�

8 ���&	 	� �� ∅ 9���� /0#G2 �����	&�� &�� �
 /�2 � ����-�� +

��/�2 � �
/�2 |��

�
��×T� �

8 ���&	 ���%� � � ;<� �B× R�� �	�������� �	�- 9����

�/�2;�� �B � �
 /�2;�� �B �

∫
�

(
�/�� �2|�/�� �2|� − �/<� �2|�/<� �2|�)���

KL��/�2 � ��/;<� �B× T2�

O�� 9���) ������	���) /���
���% ������	���)* 9��� � �*
������) ���'���	 ��-�� �	'�� � ;D� ��	�) PQ� PQQB2# R� ���&	.�
	�	����&��� ��'���	 ���	����� �/�2� �
 /�2� ��/�2 � �/�2 ���
����������# ��� �+�����)* � >�� ���	���) �	������%-�)#
����� � � ���)' ����� �	���	 �5��� 4# ��������� ������%

�	 ����"�	� ���	��	���) ����������� �	��%-��'� ��-�� �&��
�	�� |�| � 1#
�%�&%'� (�,� ����� �$�����$ ������� ����$ 0#1 ��� ����$
0#0� (�� �%�$) � ∈ C � � ∈ R�� � ⊥ �� �������� �	�� ��� ��� ���
|� | � �� ���	��� /�//� � ��2� � �2− � 2 ���	��� �∥∥∥/�//� � ��2� � �2− � 2

−�
∥∥∥ � !|� |−�� /0#S2

,) 
��	-� >�� ����� � §D# C�	�
	���)� ���	��� /��#� �	����
��� ;0B ��� ;SB2 �� ����) 0#D �)��	.� ����) 0#1 � 0#0#

�� ������ ������������ ����������

?�% �	������%-����� ���	���	 " �����	&�� &�� #�/" 2 �
#� /;/� − 12�H ��22 �� �����	���)' ������� �	 ��
������	������
���&	.+ ������ ;/� − 12�H ��2# 8 ;IB 
��	�	�	 ��
�.+	%
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�%�&%'� +�)� ����� � � !∞���	
�� ����	���� ���	���� ������
���	�� �	�������� � �� ��	�� " � *����������' 
�������	���
�$' ���	��� ������� ����
�	 �	 � � ����������� ���
���$�
��������� #��
	

‖#�/" 2$‖���
� � !������−����−���‖$‖���
��

$ ∈ ��/�2� 1 � � � 0/�� 12
�� =

�

�� 
��'��������� ���.
	 �)��	�

��%-	.�
% +�(� + �������) ����$ =#1 ��� ���� ��	������

‖#�/" 2$‖���
� � !������−����−���‖$‖���
��

$ ∈ ��/�2�
0/�� 12

�− 1 � � � �∞� /=#12

�%�&%'� +�+� ����� �� � ��	
�� ����	���� ���	���� ��������	�
�� �� ��	�� ����� � � − 1� "� � *����������' ���	��� ����
���� ����
�	 �	 �� � ����������� ���
���$� ��������� ,	�����

���� *����������' ���	��� " � 1⊗ "� − ��

��� ⊗ 1 �	 ��������	���
� � ;<� �B × �� !�
�� 
 � ���	���	� ����
��	�	 �	 ;<� �B"� #��
	 
��
���	���	 " � ��	�$�� ��������� (���)� ��� -'�	�	 �$������
��� ����	 !.�/"�

����/�.%�0	.��� T�
� �	���	����	�� �	
	&� ?���*�� ���&	' �	�

	&� �'�	�	 	�	����&�# $����������	 ����) ���	��	���	 ���
��������� �	��%-��% �� ������' 
� ��>���� ��
� �&��	��
� � �# 8 >��� ���&	 �����	���)' ������� #� ���	���	 " %��%�
��% �����	���)� ���	����� � %
���

%/
� 
′� �� �′2 �
∑

��	��∈
��−�������

0

�
U�V/&
2 U�V/&
′2'�/�2'�/�

′2� /=#02

�
 {��}� {'�} � ��������) ��	&��% � ��������) 9���"��
���	���	 "�# 8�
� ���	��� #̃�� 
'����.+�' �	 9���"�� ��
��/;<� 0�B × ��2 �	� �����	���)' ���	��� � �� - %
��� /=#02�
���	��� ���
��-��% ���� ( ���/�2→ ��/;<� 0�B× ��2 � ���	���

��-��% )���/;<� 0�B × ��2 → ��/�2# W���� &�� #� � )#̃�( # ?	��
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#̃� �
�
�� /#̃

���
� − #̃

���
� 2� �
 #̃

���
� � #̃

���
� X �����	���) ���	���) �

%
�	��

%���/
� 
′� �� �′2 �
∑

��	��∈
��−�������

(
*����−�

′� � *−����−�
′�)'�/�2'�/�′2�

%���/
� 
′� �� �′2 �
∑

��	��∈
��−�������

(
*����	�

′� � *−����	�
′�)'�/�2'�/�′2�

Y��	��� #̃
���
� ��
��	��%� ����' �����	���)' ������� ���	���	

− ��

��� ⊗ 1 � 1⊗ "� �	 ;<� 0�B× �� � ����
�&����� �� 
 ��	��&�)��
������%��# O�� >������&���' ���	��� �	 ��������	��� �� ��	%
)� × ��� � 
�% ��� �)����%��% �"��	 /=#12# Z�	����&��� �"��	

/=#12 �)����%��% 
�% #̃
���
� � 	 ��
��	������ � 
�% #̃� � #�#

?��	�	������� 
�% ���&	% ��	���� ������% �'�	�	 ����&	��%

�	���' U�V/&
2 �	 [LU/&
2� � >��� ���&	 #̃� �
�
�� /#̃

���
� � #̃

���
� 2# �

8 ;\B 
��	�	�	 ��
�.+	%

�%�&%'� +�,� ����� � � ��	
�� ����	���� ���	���� ��������	�
�� �	�������� � � = � ��	�� ����� " � *����������' 
������
��	���$' ���	��� ������� ����
�	 � ����������$� �������� �	
� � ��	�$�� ��������� (���)� ��� -'�	�	� #��
	 ���

G � � � ∞� ��� � � =H D � � � ∞� ��� � � D� /=#=2
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