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 ��������
 �� ������!

��������

���������	� 
������ ��������� � ������ ���� �������� ������
��� ��������� �������	������ ���������������� ��������� ���
���� �!��� � ����� 
�����" #������� ����������� ���������
������ ���" ��� $� "


!��% �� & ������� ���'����� �(���'����� ���)�� ���� !�����* �

� +
∞∏
���

�� & ������������ ������������%������ � + ��� 
∞
���� �� ∈ ��"

,��������� ���� -� ���'������ ���)�� ������� ��!'�� ��.������
��� ���/ ��� � �'��� �	 ����� ��������� �������� ���)��� ������
��/ !������ ����� ����� - ��	���0� ��'� ����������� 1����
���� �2� "

3 ����4%0 ����� - ���������� ������'����� �� ������������%�
������ � + ��� 

∞
���� !����������04�/ ����!04��! !�����05 �'���

���� ���� ���� � � + 6� 7� �� � � � � ������� �	 ����� ������� �����"
8�� ���'����� �� ��	������� ������������� �!��� ����� -"

9��� ���'����� �� ������� !����������� �� �� �� ��	�����
��������������� ������ ����������� ��	���0��� �!��� ���
�����04�� ������� � ��������� ����� " ��������� 	
���
�������
������������ �� ������������ � �������	������ ���������� ���
�������%���� :���� ��������� ������" 
�� :��� �������	������ �
��������  ���! ���������� �� ���'����� �!���� �� �����/ ������
�	������� ������������! �����! �� Z" 
����������� ��� ����'���
��� ������ ����������� �������� �������� ������������� �����
����� ������� "

;�'�� ������������% � ��!��� ����)���� ������ �� �����/ ���
����� ��������/ �!���� ��" �76�" < ��!��� ����� 
����� �� ���%
���'����� {6� � � � � �} � ������������ �������� � �!�% � ����� 
��

�������� ��	�
� �� ���!�" �����#$� ��% �&���'(�$ ���#�)��� �#*+
��� *� ,� ����$�

-�
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���� & :�� ����	���%��� ������������%����% � + ��� 
∞
���� !������

�����04�� !�����0� ��� ���� − �� ��������� �!�0 ��� �������
���	������� 	����������������� " ���������	� 
����� �������
������ ��" =���	 ����	���%��� ���� � �	 ���'����� �� ���'���
� + �6� 7� �� �� �� �� $� >� � � �   ���% ���� �̃ �	 :���� ���'������ ����
��� �������� ����!04�� ���������%�� ���������������� ������
(����� �������* ���!������ ������������%����%0? � ��)�� ��!���
�̃ + �6� 6� 6� 7� �� $� $� >� � � � "

@������ �������  ��!��� ���������� �� + 7 − ���� A ���
� + 6� 7� �� � � � " 
�� :��� ���'����! �� �!��� ��������������% ���'��

���� ���/ �������/ ������������%������ � +
∞∏
�
{6� 7}" B���� � ����

�������� ��)� ������� ���% ���� � ���� � + �6� 6� 7� 7� 7� 6� 6� � � �  �
�� ����	� �� + �̃ + �7� 7� 6� 6� 6� 7� 6� � � �  "

< :��� ����� ������������� ���������	� 
����� 	������� ����
�!���

� �6�7�76 � � �  + 7�6�67 � � �

��� ��!���� 	������ ��'�! :��������� ������������%������� ����
:�� �� ��������  ������	!����0 "

C	 ������� �� D������ � ���� ����� ��� ������ ���������	��

����� �������0� � ������� ��!��� 	∞ �������/ �����������
����!��� ��� ��� ���������	�� 
����� ���'����� �����������/
��� ������������� ����!��������� ������� ��" �7��"

���������	� 
����� � ��������  ���! ������� ����������
��� ���/ ������������%������ � ���������� ������ �!��� � ������"

E��% ������4�� 	����� ������� � ����� :����������� ����� ���
�������	�� 
�����"

�" ;" <��)��� � ����%� �>� ������'�� ����� ���/��  :��������
��� ������� ��	����04��� � ���������� ��	�����% ���������	�� �
�!����� :�������� �� F���������!&3���0" � ������� � �G� �������
������� ����� ���)������������ :�������" 
��������� ���������
��� ���)������������ :�������  ������������%����� !���������/

����! ����� 
� ��� � + �
�

�−�∑
���


�� ��� � �� ��	������ /�������	��

���% ���������	�� � ��������� ������� �7>� � ���� ��������
��	��� ��� �����/ ���)�����!04�� ������������%����% �������
����" =���� ����� :������� !���������/ ����! ����� ��� ���!��
���!��� � ������ � ����������� ��� ������������� ������ �����
�����	�� 
����� �������� �������"
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=���� � ������4�� ������ ������ ����� ����� :������� ���
�������	�� 
����� ��� ������������%����� HIJ����!����� 
̃�� +

HIJ
�∈{�������−�}


� � "

;������ ���!����� ��)�� ������ ��	��'��� ��������� �  ��!�
��0 ������������%����� !���������/ �����"

������ ����'�0� ���0 ���	�����%����% �" ;" <��)�! 	� ����
�!���!04�� ���!'�����"

§�� 	
������ ���������� �
������������ �
������� ����������

���������	� 
����� ������������ ����!���

� 5 � \� ′ → �� � �6�7�76 � � �  + 7�6�67 � � � � � ≥ 6� � � 6?

	���% � +
∞∏
�
{6� 7} � ����	 � ′ �� ���	������ ���'����� {� ∈ � 5

∃ ∈ N 5 �� + KLMHN ��� � ≥ }"
O���	 �� �� �!��� ���	�����% ����!������!0 ���! �� P � ����

'������� ��� 7− � "

=�������� ��� ���
′ + 6" #� ���'����� �̃ + � \ � ′ ������% ��

���������	�� � ���������� ��� �0���� �"

Q�� ��������� ����� � ∈
�∏

���

{6� 7} ��������� �������� ��� +

���� � � � � ��� ����������!04�� ��! ������� {� ∈ � 5 �� � � � �� +
�� � � � ��}"
"���#$������ ��������� � + {�6�� �7�} �	
��	����� �̃ �������

�	������� ��� ��
�
	����� ��������

Q��	����%���� :���� !����'����� �� ��	����� 	���!������� ��"�
��������� �R�"

�%#���&���� '()���#�*+�, %�(&������&-��(�� �&. HIJ/
'��#��� �7>��

�����
�	��� 	
���
������ � � ��
�� � � 	������
���� 
 ���
	������� �������� ��
� �� � + SMT

	
{��� 5 �
��� � � �}� ��� � &

��������� ����� � & :������� ��������� ����� � �
���� �� +
SMT
�

∫∫
�̃×�̃


��� � �U��� � & ���������� F����������&,!���)����� ��'�!

������ �� � ��"
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VIJ�	������
��� 	���0��� ����!���


̃�
� ��� � + HIJ

�≤�≤�−�

�� ��� � �� �

��������
����� 	������������������ ��	������� ���� ��4��
�������� ������������%����% �� + �� �
� �  � ���

6 � WSX
�→�

WSX
�

SMT
��
̃�� � �� � 

��
≤ WSX

�→�
WSX
�

HIJ
��
̃�� � �� � 

��
�∞�

8�� ������� ��� ��4��� ������������ ������� � �7>�"

Q�� ���!������ 
 �� ������������ �̃� ������������� � ��	����
���� � + {�6�� �7�}� � ���������	�� 
����� � ��������� �����������
���" ����! 7 

�� ≥ WM �̃��� � �

��� �̃��� � & ��4����% �������%��� ������ ����! ������� �������

������ �� �!����!����	�����0 �� + ∨�−�
��� �−��� "

=������� ��	!�%����� ����%� �������� ����!04�� �������"

���#�' 0� ����� � � 	�������� �	
��	����� �̃ �� �� ������	�
�6� � �7�� �� + ∨�−�

��� �−��� � �
��� ��������� ����� �� ∈ N� �� � 6�
��
����� �� � � ∈ N� � �
������� � � 6�  �


�7 ��
����� �� ����	��! 
��
�������
 �� "

�� �����  � � � 6 ��� ���
�
 � � ��"

�$ ��� ���#����	����$ �
����
������
��� ��	������ 
�����

�� ≥ WM �̃��� � ≥ WM�� � 6 � � � ��� � � ���

%���� �̃��� � � �
��
��� ���������
$ �&���� ��
����� ��  ��!&
��� �
�����	���� 
�	�������
$ �
 	�������� �� �

§�� ����� ����������
��� ������� �
�%#���&����� '���� ���!��� �� &������ �
 �� � ∈ �̃ �
����
�&
�����
��� ����! � (��� � ∈ N)� ���	
����� ��������� 
�	��
�*

�� �� + ����� � � � � � ��−���  � ��� ���� +

{
6� ���� � ��� ∈ �6��

7� ���� � ��� ∈ �7��
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 '�1��� 0� #���!��� �����%� ��� ���'����� �� ����� ��������� �

������������������� �̃��� � ������ ������������ � 	→ �� �� ���%
������'���� ������	����5

�� 5 �̃ → �̃��� �


!��% � & �������� ���'����� �� �����" ;� �!��� �����%	����%

���	������� ���  −���  ��� ���'����� {� ∈ �̃ 5 �� �� ∈ � }"
=��	����� ����	 
 ���!�����!� �����������!0 � ��	������� � �

����!04�� ������5 
��� � + 7− Æ��	����	� ��� ��� & :������ ��	����
��� �� ������ �����'�� �"

=�������� ���!�����! 
� � �� �̃ �� ����!�� 
� ���� � + 
�� ���
� �� " #�� ��'�� ����!04�� ��� ������������%����� ���!������ ���
������������� � ���!������� 
 � ���������	��� � 5


̃�� + HIJ
�∈{�������−�}


� � � 
�� +
7

�

�−�∑
���


� � �

<����� �� ������������������ �̃��� ��� ������5

�̃� � � ! + 
̃�� ��� � � �� � � ! + 
�� ��� � �

��� � ∈ ���  −��  � � ∈ ���  −��! " Y��� �����%� ��� :�� ������
���������� �������" B��� ����	��� �� ����� ������� ���!�����

̃�� � 
�� �� �� ������/"

Z���� ��� �̃� ��� �� � �� ��  + 6� ���� ��� �� + ��� �� � 6 ≤ � � � � �

��������� ��!��� �̃� ��� �� � �� ��  + 7� � ��'� ���

�� ��� �� � �� ��  +
7

�
[{� 5 6 ≤ � � � � ��� �� 
+ ��� �� }�

C���� � � ���	������� ����� �� �̃ �� �!��� ��!���%� ���� �����
���� ����� �� �����"

�%#���&���� �\�� ����� "������ � ⊂ �̃ � �	

�	�� #�	� {� 5

���� �� ��  � �} ⊂ �̃��� � ����	
�  �
 �� �� �� � �
 ����

"������ � + {� ∈ � 5 ���� �� � �� ��  � �}�
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��� � ∈ � � � + � ��� � + �̃� +��
�
� �̃��� � (�

��������


���� � ) 
�
��� �� �������#�� ���
� ��  �
 ��$����� �
���
��&

��
 �̃ ��	! 7−�� �
�	!�
� �� �
���  �� � ��
������� "
�̃
����� � 

(�

��������
 "������ � )�

 '�1��� 2� =��!'����� ���!������ 
�� � ����������!04�� ��

������ �� �� ��������� �� ���������� ���������"

��'' 0� ,�� �
�����	��� 
 �� �	
��	����� �̃� �
����
���
$ �
	��������� � + {�6�� �7�}� � ��
�
	����� ������� � !�
�������

�����

�� ≥ WM �̃��� � �

��� �� - ���#����	����� �
����
������
��� �� 
�	��������  §7�
Q��	����%���� ���������� ���������� ���	����%���! ����� 7

�	 ����%� �7>�"
Q��	����%���� ��������� ��	!�%���� ��'�� ������  ����������

���! ����!'����0 ����!04�� ����	��" 
!��% �� & ���� ���'�����
�� ������ ���

�7 ������  −����   � � � 6�

�� |�� | ≥ �
√

� �√
�
� � ��� |�� | & ��4����% ���'����� �� "


���'�� ������������� ���'����� �� ������ ���  −����  " B��
���

�̃��� � ≥ �

√
WM �√
�

��

< ��������� G �!��� ��������� ���'����� �� � ����!����� �����
������� ��� � 	����)�� ���	����%���� �������� �������"

§�� ��������� ��
����
��� ������

< :��� � ����!04�� ��	���� �� ������!�� ������������ �� �����"
=�������� ����4����� ���� 
�����" =� ������������ �����

���� 
������ ���)���� ������� ���������0��� ����� "�
�� ��	��

������ ��������� ������� � ������������ ���!����� ����!04��
����	��5

• ���)��� �!������ !����� ���% �!���� ����� "�
� ?

• ���)��� ������� !����� �!�% "�
� + 6 � "�

� + 7? ��� ���������
������� � "�

� ?
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���� ��

• "�
� + "�−�

�−�∨"�
�−�� � ≥ 7� 6 �  � �? "�

� + "�
�−�� "

�
� + "�−�

�−� �
��� ∨ ���	������ ���������0"

 '�1��� 3� 9��� ����������% �����������0 ���������	�� 
��
���� ��)���� ,�/����� ���	������ � ��	�������� �� � �� �����'��
�����% ���" ���" � � ��� "�

� �������� ������� ������������ �	 �����/
�������� �!���� ���!4�/ � ���)��! ���  � 	��������/ � ������
���������� ������"

���� ��

=��	����� ����	 # ���'����� ���/ ���/ ������/ ����$ � ��� $
�����'���� � �������� � "�

� ��� �������/ � � 6 �  ∈ {6� � � � ��}"

!��% ] ⊂ {6� 7}Z & ������������ ���/ ���/ ��!��������/ ��������
�����%������� ��� ��� �/ �������� �������� ��'�� � #" #� ] �����
������ ���������� 	��������� ����������5 �%�� � � � � %��� + {& ∈ ] 5
&� + %�� � � � � &� + %�}" Y������������ ����� �� :��� ������������

���	����� ����	 �̃ "

�%#���&����� '���� �

	����  �
 ��

 $ �
��	����� ��� �
�&
��

  ��
� "� ���� " + �$� � ��� � � � � ���
�
	!� ��
��
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���� ��

,��������� ������'���� 	 5 � → ]� 	��������� ����!���

	�� + �� � � � %−�� %�� %�� � � �  �

���

%� +

{
6� ���� �� �� � + 6�

7� ���� �� �� � + 7�

"���#$������
7" .�
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$ �� �����'���� �� � ��� ���� "�

���� * ∈ {6� � � � � �A�}� �� ������
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!��%  ≥ �� � + � A $ − " O���	 �6� �−�� ���	����� ���� ������
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��� �� ����� �"
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 �−� ∨  �−��−� ∨ · · · ∨  �−�� � ������ �����'���� � "�−�
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�A *� �� ���% ���/� ��� ���  −����  ∈ C��� \C���−�" 3���� :��/ �� �
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`L^aSM b" b"� cdMdef g" h"� cSMdiIN^SMLf b" j" bHkXJNLNSK ieldfSLm
LT Nle HKdWSMn eMNmLJk LT Nle odHKdW d^SK NmdMHTLmXdNSLM"

gM NlSH JdJem� pe nSfe dM eHNSXdNSLM TLm Nle nmLpNl LT Nle HKdWSMn He�
qIeMKe LT Nle odHKdW d^SK NmdMHTLmXdNSLM pSNl meHJeKN NL Nle HIJ�XeNmSK"
re KLMHNmIKN d HJeKSdW KWdHH LT ��MdXeH LT JLHSNSfe KIXIWdNSfe XedHIme"
sle WSMedm nmLpNl LT SNH Kdm^SMdWSNk SXJWSeH Nle WLndmSNlXSK nmLpNl LT Nle
HKdWSMn HeqIeMKe"
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