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 ������ �������� ���	������ ����
� ���	 �	���
������	 ���	�	�	��� � ���		 �	���
��	 ������������ ����� ����
����	��
 !��" �����	 �����������#��� ���"���� $%&��	��������� ���

������������������ �	'	��� ���	����� ����(�" �� ���	�����
�����������	 �T × )�� × ��* ������#+�� ���"����� ,���* � ���
�����	��� ����
 �	��� $%&��	��������
# � -.�����"������
#
/ ���	����� �����������* �* �����������* ������� � �	�������
���� ������	� ��� 0����'	"1 ���	�����(�� �	��� �����	�����#�
+��� ��������	����� ������������������ 2����� �������	�
��"
���	� �� ���������# � 345 ����	�� � ���* ��� ��	�����	 ��� �	
���"���� �����" $%&��	��������� ��� ��� �	'	��� ���� � ������
��	� � ������� ���"����� $%&��	���������* ��� ��	��	����	�
������	����(�# $%&��	��������� ���� �	'	��� ���� � � �	����
��� $%&��	��������� �	'	��� �� ′* �������"���	�����
 ���"����
$%&��	��������� ���� �	'	���* � ����"������
 ���"���� $%&�
�	��������� ���� �	'	��� �������	�
�� �	�	��� �� �	'	���� 2��
�����	�
���� �����	��� �� ���������
* ����������
* � �����������

����	���� $%&��������� � ���	�	������ �����	* ��� �������	�
����	���
 �	��	�� 6� ,���/6������� � �	��������" ����	�
7����	���	 � 389* 45 ����	��� $%&��	��������� ���� �	'	�

��� ���� � � �	������ -.�����"������� ��� �	'	��� ���� ������*
� ��������� �8 � � 	 
 � ∞� �� ���	����� �����������	 T × ) × Z

� !�����	�(���
��� �	��� �� ����	��	" �	�	�	���" ���·� ·� �� : �� *
�  8* �������#� ����+	��	 �� �����" 
 : �* � �� �����" ���� �	�
��	�	���� �	�� ����∞�� � ������ 7���	�����	 ������	��� ������#�
�	������# ����
 �	��� �	������ � �	�������� ���	���	����� ���
������ �����

�������� ��	�
�  !"#����$%����&'� ����&����&�� &��� (��)�� *+#��&�,	�#
���&'� +#-����&��&'� ��&����$%.�%� &����� /� 0���1/���&��� � ����)��2��,
&�	���

���
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;������	��� ������	���� -.�����"������
 / 	+� ���� 	��	�
���	���	 ����	��	 ���"���� -.�����"�������* ���� � ���"���	 ����
�����	���" 6�����"������� ��� ���� ����(�" ��� �� ����� ����

�����	��	 ���� �� <��� <�� < ���8−��* �	 � / ������	���� ������
���	���� ����(��� ;�� ����	��� ��	�����	� $%&��	���������* ��*
�� ���"�	" �	�	 � �����	 � : =∞* 	� ������� �������
 � �� -.�
����"�������� >�� ���"���� ���	�	��� �	�* ��� 	��� �� ������	�
���� �	'	��� ���� �* �� �� ����	 ������	� ���� �	'	��� ���� � ��
��� ��	� ? 	 � 	 8@ ��� ������# -.�����"������
 ���	���� ������
��	 ���	���	��	 � �����	* ���� �	'	��� � � � �������� ���� 34*
�	��	�� A5��
B����������	��� �����" ������	���" -.�����"������� ����

���=∞� ��� �	'	��� � * ������#+	" ��	��#+�� ���"�����C 	���

‖��‖ �
∑
�

�−|�−�|‖��‖�

��
∥∥∥∨� |�� |

∥∥∥ � �
∥∥∥∑� |�� |

∥∥∥ ������ �  8 ������������� 7�������	���*
��� ���� ������	��� -.�����"���� ���� ����=∞� ��� �#��" $%&�
�	������" �	'	��� � �
;������	��� �����	���" ��� ����(�� � � �����	 � : =∞� D���

�	'	��� � $%&��	������* �� �������+�# ����(�# � ����� �����
���
 ���	"��� ��	����������	� �� ��������	���� ������	��� 	���
��(�* ������������ � �����	�����#+	" $%&����������"� ;�����
��	���* ��� 	��� ���� ���=∞� -.�����"����* �� �����" ����� �����
(�" � * �����	�����#+�" �������" ����(�� � ∈ � * ������	��� �	�
�	 ����� ��	����������	� �� �	������� ��������	���� ������	�
��� 	����(�* ������	��� ������ ��������

�� ������	��
�	 ���
�� ����������


 �	 �������	 �����
��	��	 ������� � ���"���� �� �������� �� ���
�����	�
���� ����� ��"�� � 3895 � 345* ��	�
 ��� ���������� �	� ������
���� �������� 7���
 �)� �� / ���	����	 ������������ � �����	���"
�	��" �* � E ������������� �	�� F	�	� �� 	�������" ��������
��� T� G���� ��� � ����� ���	� ���������
�� �	�	� |� |� ;��������
��H	����� �	���� ����#��� �����������������	 �	'	��� � ���	�
����� ����(�" �� ���	����� �����������	 �T×)��×��� 7�� !���
��	�� ��	������	���* ��� IJKK� : T×)� L������* ��� �	'	��� �
������	� ���"�����,���* 	��� �� ���* ��� ��� �#��� �� ∈ � * �����*
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��� ‖��‖� � 8 � �� �������� � � ����� ��#��* �	��� ������'	���
� ∈ � � ‖�‖� � 8� M��"���� ,��� !������	���� ���������" �	��	��
�������� �	'	��� � * ��	� ������'	��# � ′′ : � * 	��� �	'	��� �
��������� N���	 ���"���� ,��� �	'	��� � !������	���� ����* ���
��������" 	�������" '�� �� �	'	��� � ������� �� �	�	 � × �*
��� 38O5� 2�� �#��� ���� ������������������ �	'	��� ���	�����
����(�" �� ���	����� �����������	 ����	���� �����	���� ������
�	�	��" �� !�	�	���� �� : {�� | � ∈ �� � ∈ � } ����	 ����	���
�����������������" �	'	���" � ����������"

‖�‖�	 : PQR

���

‖�‖�‖�‖	 �

D��� �	'	��� � � � ������#� ���"����� ,���* �� �	'	��� ��
����	 ������	� ���"����� ,���� 7�����	�	��	 ������������������
�	'	��� ����(�������C 	��� � * � * � E �	'	��� ���	����� ����(�"
�� ���	����� �����������	 �T×)��×��* �� ��� �� : ��� ��� 7� ���
�	����" �	��	�	 F���������� � ���������(�� ���� 3885� ��		� �	���
������	��	 �� ′ : =� ��� �#��" ��������" �	'	��� � * ������#+	"
���"����� ,����
2�� �#��� ����� Æ  ? ��	�	�
 �Æ �����������������" �	�

'	��� � ���	�	��	��� ��� �	'	��� ���	����� ����(�" � * �����
‖�‖�Æ : ‖ |� |�Æ‖Æ� ������� ���	����  ���������* =Æ� : =�Æ� 2��
������	�	��� �� ������������������ �	'	��� � Æ  ? ��		� �	�
��� ������� ��� �Æ : �Æ� Æ ���	�
 � ���		* 	��� �	 �����	�� ���	*
���	����� ������������������ �	'	��� ������	� ������	��	 �����
�	�����#+�� ����	��� ����(�" � �����	�����#+�� �����@ 	��� �	�
'	��� � ������	� ���"����� ,���* �� �	'	��� �Æ ����	 ������	�
���"����� ,���� D��� Æ � 8 � � / �������� �	'	���* �� �	'	���
�Æ ����	 ���	� ��������"� D��� � * � E �������� �	'	���* �� ���
�#��� ? 	 Æ 	 8 �	'	��� ��−Æ� Æ ����	 ���	� ��������"� 2��
�	'	��� ���	����� ����(�" � �	�	� �� ��������	��� ����	����
{� ∈ � | � � ? ����}�
���� � !"!# ����$%&� #$'()*+

7�����	 $%&��	��������� ���� ��	�	�� � �����	 3S5 �� �	����
��
���		 ��+	� ����	���	� � � ���
�	"'	� ����+	�� �� �����" ����
����������� � 3A5�

�,$%-% %'�% �� ��������	��������
 ������ � ��	���	�� �����

��� �� ��	���	�	 ���������� �T × )�� × �� ��������
 $%&�
�����
���� � �������	� ������ ���� ��
 ����� ������� � ∈ � �
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� �: ?� �������� ���
 ������
 � ∈ � � ���������
�
 $%&�	��
������� ��
 � � �������	� ������  � |� | � � �� � ������

‖�‖� � �‖�‖� � ‖ TUV ��·� ��‖��� � � ��� �� � ���� � ∈ )!
�,$%-% %'�% .� "��� ������ ���� � ��	���	�� ������� �� ��	��

��	�	 ���������� �T×)��×�� ��������
 $%&������
���� � ����
����	� ������ ���� ��
 ����� ���� ������� ��� ��� � ∈ � � � ∈ � �
��� ��� � ���
� �������� ���� ������� ��� ��� � ∈ � � � ∈ � �
���������
�
 $%&�	�������� ��
 ���� ��� ��� ���
�  � |� | � ��
|�|�� �!�!� ‖�‖� ��‖�‖� � ‖�‖	 ��‖�‖	 � ‖ TUV���·� �����·� ���‖�����
��� �� � ���� � ∈ )!
$%&��	��������
 ������� � �	�������� ��������� ���	������

(�� ����������� ���� W����* � ����	 � ������	�����
# ��	������
�������	���� ������	���H* �	"����#+	� �� �	���" �	�	�	���"@
�������		 ��� 3A* 4* 8X5* � ����	 ��	��#+�" �������	� 8�A�  34* ���	�
�	�	��	 O5 ���� ��	�	�� ������	 �����" $%&��	����������  ���� 34*
�	��	�� 85 � �����	* ���� �	'	��� � * � ������#� ���"����� ,���*
�������	 ���	�	�	��	 !������	���� ��	��#+	��* ������� �� � ���	�
���
�����
���

�,$%-% %'�% /� "��� ������ ���� � ��	���	�� ������� �� ��	��

��	�	 ���������� �T×)��×�� ��������
 ����� $%&������
����
� �������	� ������ ���� � �	� �� �������	� $%&������
���
���� �� =�� � =��!

M����� $%&��	��������
* ��� � ������ $%&��	��������
* �����
	��� ����������� ������	� ��� 0����'	"1 ���	�����(�� �����	��
����#+�� ��������	���� ���������������  �	�	��	 !��� �������
���� ������������ �	�* ��� � �����	 ������� ���"���� ,��� ���
�������"���	��� � �������	� �	�	��	 �� �	'	��� ���� 34* 8X5�� M����
���"���	�����
 ������	�* ��� ���� ���� � � �� ′� � ′� ��������� �	�
'	���* ������#+�� ���"����� ,���* ����� $%&��	������ ��'
 ���
����	�	���� ,��������(��* ��� �	������
* ������	�* ��� ��� �#���
�	'	��� � * � * � � * ������#+�� ���"����� ,���* �� ��� ��� �����
$%&��	������ ���� �	'	��� ���� � � � ��	��	�* ��� ���� ���� �
����	 ����� $%&��	������� 2�� ������" $%&��	��������� ����
�	���
 !�� ���"���� �	 ��������
* ������ � ��" �	 �����	 345 ����
��������� ����	�� � ���* ��� ��� ��� �	'	���* ������#+�� ���"�
����� ,���* ������ $%&��	��������
 �������	� � ������"� Y�	�

!�� ����	�� ���	� ���������
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�%($%0! �� "��# ���� � $ ���� ��������� ������ ��	���	��

������� �� ��	���	�	 ���������� �T×)��×��! "���������	�  �
��� ������ ������� �������	 %��! "��� ���� � $%&������
���
���� � ��#�� ����� ����� ��� ����� $%&������
���!

$%&��	��������
 �������
��� ������� ��	��� �����# $%&�
�	��������
* ������
�� ��� �#��� ������������������ �	'	�
��� � * � � � �� $%&��	��������� ���� ���� � ��	��	� $%&�
�	��������
 ���� ���� � � �� 2������	�
���� �������� ���	���	�
��� ���������� � ����	�	 9� �	 �������
 ���� � �	 ��	�
 ���������	
�	����* ���	���* ��� ��� �������� �� ��	��#+	" ������" ��		� 7���

���� ���� �	���	��� ����(�" � ∈ � * � ∈ � � 2�� �����" ���� ���
�����	�
��� ����� ��#�� ����(�" ��� �� ∈ =�* ‖��‖�� : ‖��‖�� : 8*
����� ���������
 ���� ����(�" ��� ∈ � =�* ��� ∈ � =�* ��� ������"
��"����� $%&���������� ��� �� � ���	 �� =�� � =��� N��� ��� �	���
����� �������	�
��� ����� ��#�� ����(�" ��* �� ∈ =�* ‖��‖�� : 8*
‖��‖�� : 8* � ��������� �* ��	#� �	��� �(	���

‖��−�� ‖� � �‖�‖� � ‖��−�� ‖	 � �‖�‖	 �

D��� �������� ������
 ����(�� �� � �� * � ∈ {8� A}* ����� �����

���* ��� �� : �� � TUV������� ∈ $%&* �� ���� ���−�� � ��−�� � ���	�
$%&����������" ��� �������" ���� ����(�" ��� �� � ���	 �	'	���
���� �� >��* �� ��+	����* � ���	� � ���(	 ���(�� ����	���� � ����
�	�	 9 � ����+
# �	��	�� 6� ,���/6������� � �	��������" ����	*
����	�����" � ��	(���
��� ������� ������������������ �������	�
��#�

��.� ����)*(	1�2()*+ ) -(,( '�*% +'(	 ,%$%0%''(	

2�� �����" �	'	��� � ���	����� ����(�" �� ���	����� ����
��������	 �T × )��× �� ����� ���	�	���
 �����	�����#+		 ������
���	���	 ��������������� �� : {� ∈ � | ��·� �� ∈ Z� ���� � ∈ )}*
�	 Z� / �������" ����� M������� ��������		 ��� 38A5�� [��	�����
����	��� ����#��� �	����	 ������������ W���� �=������ : \����@
�� �����
��	� ��	��#+		 ���	�	�	��	 �	����" �	'	��� ���� � ���
��� ��#�� �������	�
��� �	��� �C ���� : {�� | � ∈ �} � �����"
‖�‖���� : ‖��−�‖� � D��� �	'	���� ������	� ���"�����,���* �� ��
�	��	�� W������/;��������� ���� 38A* 895� ���	��	�* ��� �� �����
	��� ��������� ���������������� � � � 2�� �	'	��� � ����������
��	��� ���� ����� ���	� ��	�������
�� ������	 ��	��#+	� ���"�
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����C

��� �����" ����(�� � ∈ �� � �: ?� ��+	����	� �����

��������� � ∈ �� � � |� |� ��� TUV ��·� �� ∈ =�
��� �� �� � ∈ ) � ‖�‖� � �∗‖�‖� �

�∗�

�	 ��������� �∗ �	 ������� �� � � G���� �����
��	��� ��	�����	�
���"���� �∗� ����	��� ��* ��� � �	'	��	 � 0���������� ����1 �����
(�" �� ��C ��� �#��" ����(�� � ∈ � * � �: ?* ������	���� �� �����	��
����#+	" ��������	 � ��	'��� ����(�� � : ]^K�TUV �<�H TUV �� ����
����	��� ��������������* � ��� !��� �����	����� �(	��� |� | � |� |*
‖�‖� � �‖�‖� �
�,$%-% %'�% 3� "��� ���� � ��������	��������� ������ ��	��

��	�� ������� �� ��	���	�	 ���������� �T × )�� × �� �������
��
 -.����� ���� � �������� �� ���� ���� ���� ��� ����	����

� ���� � � �������� �� ! �! ��
 ����� ������� � ∈ ��<��� �� ∈ � �

�� ∈ � � �����  � � : ��<��� �������� ������� � ∈ ��� � ∈ ���

�����  � � : �<� � ‖�‖� � �‖��‖� � ‖�‖	 � �‖��‖	 ! "��� ���� � ���
������
 ���#�� -.����� ����� ���� ���� ���������� �	�� 	���

���# ��� ������� � ∈ �� < � �� �	��� � ∈ �� < ��!

2�� �������� ��	��� ����	 ��	��#+		 ���	�	�	��	 �� ������� �
$%&��	��������
# ��� ����� �������������

�,$%-% %'�% 4� &����� � ��	���	�� ������� �� ��	���	�	

���������� �T×)��×�� ��������
 ����#��� -.����� ����� ����
����#��� -.����� ��� ���� ���=∞�!

D��� �	'	��� � � � ������#� ���"����� ,���* �� �� 34* �	��� O5
���� ���� � -.�����"���� ���� � ���
�� ����* ���� ��� ���
��
-.�����"����� M��"���� -.�����"������� ��	�������	� ���	�	� �
����� � �	+	���	���" ���	�����(�	" ��������	���� ������������
������	�* ��� -.�����"����� ��� �	'	��� ���� � �	��� �������
���� ����� : ����� �����* �������#+�� ��������
 �����	�����#+�	
�	+	���	���	 ���	�����(�����	 ������������ ��� ��������	����
���������������
W���'� ���	����* ��� $%&��	��������
 ���������� ��� ���
�

��" -.�����"�������� [��	����	 �������	�
����* ������	 �	"���
���	� ��� ������� ����	�	��* �����
��	� -.�����"������
 $%&�
�	������" ���� �	����� ����������� =∞@ � �	����
�� ���		 �	�
���
��" ������	����(�� !��" -.�����"������� �� ��������� ���		
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� ����	�	 4� D��� ���� �	'	��� ���� � $%&��	������ � ��������
���� �����* �� ��� �#��" ���� ����(�" � ∈ � * � ∈ � * ����"* ���
�<� ∈ ��<� ��* � �����	�����#+�� $%&��������� � � |� |* � � |�|*
��		� � < � ∈ �=∞��� < =∞������ 7��� �=∞����=∞���� ���
�� -.�
����"���� � ���������"* ������+	" ���
�� �� �	������

]II IJK
�∈	

∥∥∥∥TUV ��·� ����·� ��
∥∥∥∥
���

� �

���� 3X* A5�* ��!���� ��+	����#� ����	 ����(��

� ∈ \∞��� ⊂ ���

 ∈ \∞��� ⊂ ���

��� � < � : � < * � ��	#� �	��� �(	���

‖�‖�∞��� � �‖�‖�∞��� � ��

‖ ‖�∞��� � �‖�‖�∞��� � ��

��� �	������" ��������� �* �	 ������+	" �� � � �� ;��#�� �����
������	�* ���

‖�‖� � ‖�‖�∞���‖�‖� � ��‖�‖� �

‖ ‖	 � ‖ ‖�∞���‖�‖	 � ��‖�‖	 �
N���� �������* ���� ���� � ���
�� -.�����"����* ��� � ���	�����
���
�
7��� �	���	����* ����	��� �� $%&��	��������
 ��	�����	� -.�

����"������� � ��+	� �����	� M�	�� ������� �	���
����� �� !����
������� ���	��#��� �������	�
�� �	����� �����	���	 � 389* 45
����	��� $%&��	���������* ������	 �����	�� � �	������ -.�
����"������� ��� �	'	��� ���	�	������ ����* ������	���� �� ���
�����" ���� ��	�	��	� ��������	�
��" �	�	�	���"� M����������
�	����� �������	� �	����
�� ����+��
 !�� �	���
����* ��� ���	�
����	���� � ����	�	 S� ;������" �	���
��� ������������� ���	 �
���	 �	��	�� A� ��������* ��� ��� �	'	��� � ���	����� �����
(�" �� ���	����� �����������	 �T×)��×�� � �	'	��� ���	�����
����(�" _ �� �����	���� ���	����� �����������	 �)�� ���* �	'	���
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��_� ���	�	��	��� ��� ��������
��	 ���	"��	 ����	���� ���	���
��� ����(�" �� ���	����� �����������	 �T×)×)���×�×���* ���
���* ��� �����	�����#+�� �	������� ����� ‖�‖��
� : ‖�‖� * ��!� �� :
‖��!� �� ·�‖
* ���	�	�	�� � ���	���� 7�� �����	 � �	'	����� �����
���� ���� ��������
 ��������� � ���	������
#� [����
��� �	��	��
,�����* �	������ ��	���
��* ��� � �����
��	��� � !��" �����	 ����
��	 �����	���� ���	����� ������������ )� � _ : =�* ? 	 
 � ∞*
����(�� � ���	� ���	����" ��� �#��" ���	����" ����(�� � * ������
�	����* ���	� �� ��� � ��+	� �����	� D��� �	'	��� � � _ ������#�
���"����� ,���* �� �	'	��� ��_� ����	 ������	� ���"����� ,����
7���
 �  ? / �	������	 ������ ;�������� �	�	� ��� : �

����� �	'	���
�� � �	��� � �→ �� �

�%($%0! .� "��# ���� � ' ���� ������ ��	���	�� ������� �� ���
	���	�	 ���������� �T×)��×��� ���������� �������	 %�� �

�������	 �∗�� ��� (	 �� ′ 
��
��
 ��������� �������! )��������
������
 *����������!

�8� "��� ���� � $%&������
���!

�A� "��� �������� � ��
��� -.����� ��� ��� �������� 8 � � � 
 � ∞

� �  8!

�O� "��� �������� � ��
��� -.����� ��� ��� ���� 8 � � � 
 � ∞ �

�  8!

�9� "��� ����∞�� � ����� -.����� ���!

7� �����	��# � ����������� �	���
������* �����	����� � 34*
895* ����" ��	�
 ����	��� ������������
 ������� A ��� 
 : �
� ������������
 ������� 9� ;��	���* ��� � �������� �	��	�� A
�� -.�����"������� ���� ���� � ��	��	� -.�����"������
 ����
������� � ����� ��� �#��� ? 	 
 	 ∞ ���� ���		 ��	����	��	 A?�*
� ������	 A �	��	�� A ��� 
 : � ��	'�	 ������	��� �� -.�
����"������� ���� ������� � ����� ��	� ��'
 ������	� ��	�	����
�	�� �� ����	��	" �	�	�	���"� D+� ��	������ �������
* ����� ��
����+	 �������
�� �� ��������	�
��" �	�	�	���" � �������� ���	��
��	����
2������	�
���� �	��	�� A* ���������	 � ����	�	 S* ������ ���

� ���	������ �����# 
 	 � : ∞ ���� 3895�@ ��� !��� ������	���
� �����
��	��� �	������� ����
 �	��� �	����" � �	������" -.�
����"������
# ���� ��	����	��	 AO�� M�  � 6������� ����+�� ������*
��� �������	�
���� �� 3895 ����� �	����	����	��� ����+��
 �� ����
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 : � :∞* ��� !��� ��� ������	�
�� ����+�	��� � �	����	����
�	������  	������* !�� �������	�
���� �������� � ����+	" �����	�

��/� �&$!'�1%''!# ����)*(	1�2()*+

[� ����	������ � ����	�	 8�A �������	�
���� ����� ���	���
* ���
�� $%&��	��������� ���	��	� ��	��#+		 ���"����* ������
�� ���
�		 ���
��	* �	� -.�����"������
�

�,$%-% %'�% 5� +���	 ������# ���� ������ ���� � ��	���	��
������� �� ��	���	�	 ���������� �T×)��×�� ������ ���� -.�
���� ���� � �������� �� ���� ��
 ����� ������� � ∈ � � � ∈ �
�������� ���
 ������
 � ∈ \∞��× ���  � ‖�‖�∞ � � �

‖��‖� � �‖�‖� �
‖��8− ��‖	 � �‖�‖	 �

 �	�	��	 !��� ���"���� ��������� ��	 �	�* ��� � ���	 �����(�" �
��� ���+	 �������
@ ��� ��� ��� ����	 �����
�������
 ���		� 2����
��	���+	����� ����� ������
 ��	��#+		 ���	���	��	�

6$%- (7%'�% �� "��# ���� ��������	��������� ������ ���� �
��	���	�� ������� �� ��	���	�	 ���������� �T×)��×�� �����
�� ���� -.����� ���! ,���� ��
 ������  ���� ? 	 Æ 	 8 �������

 ���� -.����� ��� � ���� ��Æ� � Æ�!

2	"�����	�
��* ����
 � �������� !��� ��	����	��� ���� ������

���
��	 ����(�� � ∈ �Æ � � ∈ � Æ � N��� |� | �Æ ∈ � * |�| �Æ ∈ � * � � ����
������	���" -.�����"������� ���� ���� � ��"����� ����� ����(��
� ∈ \∞��× ��* ���

‖�‖�∞ � ��
‖ |�| �Æ�‖� � �‖ |� | �Æ ‖� �

‖ |� | �Æ �8− ��‖	 � �‖ |�| �Æ ‖	
��� �	������" ���������" �* �	 ������+	" �� ����(�" � � �� �� ����*
�����
��� ������	�����
 ����(�� � * �	�� �������
 �(	���

‖��‖�Æ : ‖ |�| �Æ |� | �Æ ‖Æ� � ��−Æ‖ |�| �Æ�‖Æ� � �‖ |� | �Æ ‖Æ� : �‖�‖�Æ �

‖��8− ��‖	 Æ : ‖ |� | �Æ |8− � | �Æ ‖Æ	 � ��< 8��−Æ‖ |� | �Æ �8− ��‖Æ	
� ��< 8�‖ |�| �Æ ‖Æ	 : ��< 8�‖�‖	 Æ �



�3�4536�7 �  !"1849:;786�<�� � *+1:<��=5�>�<�� ��D

������ ��	��	� ������	���� -.�����"������
 ���� ��Æ� � Æ� � ����
������" � < 8� 7����������* ��� -.�����"������� ��� �	�����
��� �������� ���� ���	���� ���
�� �������� �������� ���	���	�
���* � ��	��� ��� �� -.�����"������� ���� ��Æ� � Æ� ��	��	� -.�
����"������
 ���� ���� � ���� 34* �	��	�� A5��
;�����	���� -.�����"������
* ��� � ������� ���� 34* �	��� 95�*

���	�����	� �����	��	 �� �	'	����

6$%- (7%'�% .� "��# � � � � � ' ��������	��������� ������

��	���	�� ������� �� ��	���	�	 ���������� �T × )�� × ��� �
���� ���� � ������ ���� -.����� ���! ,���� ���� ���� � � � ����
������ ���� -.����� ���!

2	"�����	�
��* 	��� � �������� !��� ��	����	��� ���� ������
���
��	 ����(�� � ∈ �� � � ∈ � � * �� ��"����� ����	 ���	�
����	 ������	��� � : ���� � � : ����* ��� ������	�� �������
‖��‖� � A‖�‖�� * ‖��‖	 � A‖�‖	� * ‖��‖� : ‖��‖� : 8� N��� � ����
������	���" -.�����"������� ���� ���� � ��"����� ����� ����(��
� ∈ \∞��× ��* ��� ������	�� �������

‖�‖�∞ � ��
‖���‖� � �‖��‖� �

‖���8− ��‖	 � �‖��‖	
��� �	������" ���������" �* �	 ������+	" �� ����(�" �� � ��� ��
���� �	�� �������
 �(	���

‖��‖�� � ‖���‖� � �‖��‖� � A�‖�‖�� �

‖��8− ��‖	 � � ‖���8− ��‖	 � �‖��‖	 � A�‖�‖	� �

������ ��	��	�* ��� ���� ���� � � � ������	��� -.�����"���� � ����
������" A�� ;��	���* ��� �	������ �������
* ��� ��� �� ����� �	�	
������	��� -.�����"���� � ���������" �<" ��� �#��� ����� "  ?�
B��������� �	�	�
 ������ � ����� �	��� ���"������ ������	��

��" -.�����"������� � 0������"1 -.�����"�������� �	������ ���
�����
* ��� � �����	 ���� ���=∞� ��� �	'	��� � * ������#+	" ���"�
����� ,��� � ���"����� �∗�* ������	���� -.�����"������
 ������
��	� � -.�����"������
# � ���	 � �	���� ���		 ���
��� ������	��
7�!���� �	� ����� ������
 �� ������� � ���	�	�	��	� X ������	
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������	���" -.�����"������� ��� ����" �	'	���* ���� ���		 ��
����� ���	� �����
�����
 !��� �	����� `� ������� !�� !������
�	������
 � ���	 ��	��#+�� ���� ��	����	��" O � 9�

6$%- (7%'�% /� "��# � ' ��������	��������
 ������ ��	����

	�� ������� �� ��	���	�	 ���������� �T×)��×��� ���������

�������	 �∗�! -��� ���� ���=∞� ���#�� -.����� ��� � ��������

�������� � � 8� � ��
 ������  ���� �  ? � ������� � ∈ � � � � ?�
����(�
 ���
 ������
 � ∈ \∞��× ���  �

‖��‖�∞ � ���
‖�‖�∞ � �� ‖�� ∨ ��|8− � |‖� � �‖�#{���}‖� �

�8�

2����	� ��	����	��	 O� 7���
 ���� ���=∞� ���
�� -.�����"����*
� ����(�� � ∈ � �����	�����	� 	� ��������� `���� ���������

��	'�## ����(�#

� : ]^K �TUV�� ∨ �� < �H TUV�� ∨ ���

���������* ��� H / ��	����������	 L��
�	��� �� �	���" �	�	�	��
��"�@ |� | : � ∨ �� [�		� �	��� ������	��	

� : � < �� � : �#{���} : �#{|� |��}@

‖�‖�∞ � �* ‖�‖� � ‖�#{���}‖� N���� �������* � ∈ �� < =∞���
 ��	�����	 ���
��" -.�����"������� ���� �=∞� ��* ��� �	������"
��������� � � 8* �	 ������+	" �� � * ��+	����#� ����(��  ∈ \∞ �
$ ∈ ��* ����	* ��� � :  <$ � ‖ ‖�∞ � ��* ‖$‖� � �‖�#{���}‖� �
7������ � : �

� � N��� ‖�‖�∞ � �* ‖��‖�∞ � ‖ ‖�∞ � �� �

‖�� ∨ ��|8− � |‖� : ‖� �8− ��‖� : ‖$‖� � �‖�#{���}‖� �

6$%- (7%'�% 3� "��# � $ ��������	��������
 ������ ��	����

	�� ������� �� ��	���	�	 ���������� �T × )�� × ��! -��� ���

������ ���
 ������� ��  � ��
 ������  ���� �  ? � �������

� ∈ � ����(�
 ���
 ������
 � ∈ \∞��× ���  �

‖��‖�∞ � ��� ‖�‖�∞ � �� ‖�|8− � |‖� � �‖�‖� � �A�
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 ������ ' � ? ��	������ �� 	��� �× �� !�! � ����������
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������������ � −∞ �����������	��� ����������� N��� ��"�����
����	�����	�
����
 /� �����* ��� 0�� �,�  A

���� [�		�

∣∣{|��� − 0�� �,�|  A���}∣∣ � A−�−�
∫
T

|��� − 0�� �,�| � A−�−�� � ∈ N�

;��#�� ��	��	�* � ������ �	���	����� 0�� �,�  A
���* ���

|{��� � A���}| � |{|��� − 0�� �,�|  A���}
∪ {|��� − 0�� �,�| � A���� ��� � A���}|
� |{|��� − 0�� �,�|  A���} ∪ {���  A���� ��� � A���}|
: |{|��� − 0�� �,�|  A���}| � A−�−��

M�������� !�� �	���	�����* ������	�∣∣∣∣⋃
�

{
��� � A���

}∣∣∣∣ � 8

A
�

������ ∣∣∣∣ ⋂
�∈N

{
���  A

���
}∣∣∣∣ � 8

A
� �8?�

��� ��������	��� ����* ��� ����	�����	�
����
 �� �������� �����
��#�� � ���	����� ��	�	���
N���� �������* ��� ������ , �� �	������� ����	���� � ⊂ )

�����" �	�� � ����	�����	�
����
 0��,� ������	��* � ������	�	���
� !��� ���!� ,�→ ��!� ,� ��� ����� ��	� ! ∈ T� Y��������	� , ∈ � � ���
���	�* ��� ‖��·� ,�‖���′ � 8� 2�� !��� ���������� �������
* ��� �	�
������� ����	�����	�
����
 ����(�" ��* �������	��+�� ����	����
����′ * �������� � ��·� ,� � =��T�� 7� �	���	����� 2����/���	��	��
� � ���� ������	������ ����	�����	�
����� ��	���� 0��,�* ����	�
�����	�
����
 ���·� ,� ������	�� � �����������	 =��T�* � ������ �
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�	� 	��
 ����� �����+���� �������	�����	�
����
 ��′�·� ,�* ������ 	�
��	�	� ����	� ��������
 � ��·� ,� ����� ��#��� 7�!���� �	������	
�������	 �������(�� �� ∈ ���� ����	�����	�
����� ��′�·� ,� ����
����� � ��·� ,� � �����������	 =��T�* �* ����� �������* ��	����	��	
�������� ��� ����	��������′ � Y���������
 �� �	�	 ����	��������

��������	��� � 3S* �	��� 9�A5 ��� ��������
��� ��	������� ��	��� P*
� ����	��	��� �	�� �	 �������	�����* ��� � ����������
 �� �	�	
����	���� ]^K�'����� � �	���� �������	�
���	�
7����	� �	�	�
 � ����+
# ��	����	��� 4* ��� ��������	 �� �	�	

����	���� ]^K �'����� ���	������ � ����	���	 +� � 7���
 ����	���
���	�
����


�� ∈ ]^K �'�����

�������� � �	������" ����(�� � ∈ d �T×)��×��� 7�����
�� ��  ?
����� ��#��* ������ ���
 � � ?� `���	����

� :
{
, ∈ ) | �{! | ��!� ,� : ?}  ?}

����	��� �����	������ 7� ��	����	��# 4 ������� ���	��� �����
(�� � �� ����	���� ) \ � �������	��� ����	���� ���	��" �����
(�" $%& �� �� �	 ����	���� ) \ � � Y��������	� ��������
��#
����� , ∈ � � 7���
 ���!� : TUV ���!� ,�* ! ∈ T@ ���������� �������
*
��� �	������� �������	�����	�
����
 ����	�����	�
����� �� ���	�
����� � −∞ ����� ��#��� 7���	��� ��	����	��	 4 � ����	�����	�
�
����� ��� : �� ∨ ? ∈ A���� � �	�
����	�	 � � ����	 ,* ������	�*
��� ��	���	 0�� :

∫
��� ������	��� ������	��� 7�!����* ������
��

���!� ���	����� � −∞ �� ����	���	 �������	�
��" �	��* ��	���	
0� :

∫
�� ���������� � −∞� N�� �	* ��� � ��� �������	�
���	 ��	����

�	��� 4* ��� 1 ∈ N ��	������� �������� ����	�����	�
����
 /�� : ?
� /��  /

�
�−� / ����	 �����* ��� 0��� 	 −A������ N���

�{|���� −0��� |  A
�����}�A−�−�−�

∫
|���� −0��� |�'A

−�−�−�� � ∈ N�

M�������� !�� �	���	����� ��� � ���
'	 ���� ����� �(	��� �8?��*
������	�

�

( ⋂
�∈N

{
���� 	 −A�����

})
�
(
8− 'A−�

)
�

7�!���� �������
��� ����	�����	�
����
 ���� ���������� � −∞ ���
��� ��#��* ��� ���	�'�	� ��
�	��������	 �������	�
���� ��	��	�
��� ���#�	����
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�� �������������� ��
�����	 

 !��� ����	�	 �� ����	��� �������	 �����
��	��	 �	���
���� �
�	������	 ��������	�
��	 ���	���	����

�%($%0! �6� ,��/6������� 385�� "��# � ' ��	������ ��������

	������� � �����#����������	 ������� ����	 �������	 ����

�������! "��# f ' ���������� �� � � 	������� ������� ���

������ ��	������ �����������
 � �! -��� ������ ���������
 f
��	���� � � ���������
 f ��# ����������
 � ��� !�! �����

���� ���
 � �� , ∈ ��  � , ∈ f�,�!
�%($%0! / 38O* �	��	�� O* �� g* §S5�� "��# � ' �������� ������

��	���	�� �������� ���������
 �������	 %��� � {2�}�∈
 ' ����

���������� ��	����� ��������� ������ ����� � ��	����� ��

	��� 	������ � � ! ,���� ��� ������ ����
⋂
�∈


2� ������!

>�� ��� �	���
���� ����� �	���������� �����
�����
�� � ���
�	"�
'	�� N	��	�� O ��������	�* ��� ��� ������� ���"���� ,��� ������
�	���	* �������	* � ��������	 �� �	�	 ����	���� ������#� �	���
������ ���"������ ���������� ����	����  ���������* �����#+��
����	�����	�
����
 ����� ����	��� ��		� �	�����	 �	�	�	�	��	�  
!��" ����
	 �	��	�� 6� ,���/6������� ���	� ����	���
�� ��� ����
�������� =�* 8 	 
 	 ∞* h� �����" �������	"* ��� ���	� �����
���
 ������	�
��	 �	����	���	 ��������� ��� ����	��	 ���������
��� �����	�����#+�� �������	��"� �	 ������� ������ �� ��'���
��# ���	������ �� �	���� �	��������� ���	�* ���	���* ��� ���
�������� ��		��� ���� �	���
�����* �������#+�� �������
 �����
��� !��" �������	���" �	��	��@ ������	�* ������������
 �������
�	��� � �(�����	����� ����	����� � �������(�� ����� �������	�
��"� 7�� !��� �� ������" ����������� � ������������ ������ �����
���
��* � � ��+	� �����	 0������������1 � �����	 �	��	�� O ����
�	����������� 2�� �#��� �	����	����	���� ������������� ����
��������� � ��+	����	� ���'�(	�� �������	��	 3 C �� → �� ���
������� 	�������� '��� �� ������������ � �� �	��* ����	* ���
PQR{‖3,− ,‖� | , ∈ ��}  ? ���� 38?5��
M�	��#+		 ��	����	��	 �������	� ���	���
 ����(�� �� �����

��#�� �������	�
��	 � �	������	�
��� ��	���	��	� ������

6$%- (7%'�% :� "��# � ' �������� ������ ��	���	�� �������

�� ��	���	�	 ���������� �T×)��×��! ,���� ��
 ������ �������
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� ∈ � � � �: ?� � "  ?� �������� ���
 ������
 � ∈ � �  � �  |� |
�� � ������ � �	�� 	��� ������ ‖�‖� � �8 < "�‖�‖� !
2	"�����	�
��* ��+	����	� ��	������	��	 T × ) : ⋃� 4� ��� ����

�����#+	" ����	�����	�
����� ����	��� 4� ���	���" �	��* �����*
��� #�� ∈ � ����* ������	�* 38O* �� ij* §O* ��	�����	 A5�* � �����
�������


� : |� |< "
∑
���

A−� #��

‖#��‖�
�

M�	��#+		 ���	���	��	 ����'� ���	���� ����* ������	�* 389* 8�A5��

6$%- (7%'�% �;� "��# � ' �������� ������ ��	���	�� �����

���� ���������
 �������	 %��� � � ⊂ � ' ������ ������ ��������

� ��	����� ���	������� � � ! ,���� ��
 ����� �����������#���

�� �� ∈ � ����(�
 ���
 �����������#���# ���� ��� ��������

��	�������

�� :
∑
���

�
���
� ��� �

���
� � ?�

∑
���

�
���
� : 8�

 � �����������#���# �� ������
 � �������� ������� � �� �
�� � �����!

2��������� ��������	�
 �����#+�# ����	�����	�
����
 ����
�	���

�� : hTUI hU���{��}�
�	 �	�	� hTUI �������	�� ��������	 �� �	�	* � �	�	� hU �������	��
�������� ��������� 7� �������� ��	����	��� �� ⊂ � ��� ��	� /*
� �� �	��	�	 O ����	���� ∩��� �	������ 7���
 � ∈ ∩���� N���
� ∈ � * � ��� �#��� / ��"����� ����	�����	�
����
 ��� ∈ hU���{��}*
�����* ��� ��� �������� � � �� �	�	 ��� & → ∞� 7�����
�� ���������

�� �	�	 �	�����	��* ��"����� ����	�����	�
����
 &�* �����* ��� ���
��	�����	�
����
 ���� �������� � � �� �	�	� 7�!���� �	������� 	�
�������	�����	�
����
 �������� � � ����� ��#��* � ��	����	��	 8?
���������
M�	��#+		 ��	����	��	 ��������	�* ��� $%&��	��������
 ���

�������� ����	���
 �� ����	����� ����(�" �� �	������� �������
�� �	�	 ����	�����  ���������* ���������� ����	���
 	� �� ��	�
��	���� ����(�" �#{��|� |��}* ? 	 , 	 5 	∞�
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6$%- (7%'�% ��� "��# � ' �������� ������ ��	���	�� �����

��� �� ��	���	�	 ���������� �T×)��×��� ���������
 �������	
%��! "��# 	������� � ⊂ 6� : {� ∈ �� | ‖�‖� : 8} ������  �

��
 ���� ������� � ∈ � �������� 345�	������� � �������	�

�����! ,���� ��
 ���� ��������� ������� �� 6� ∩ � � ��� � ' ��	��

����� 	������� � �� 	���� �������� 345�	������� � �	� ��

�������	�!

M������ ���	���* ��� �������	��	 , �→ ,Æ ������	� ��������
��" ���������� �	��� ����	������ �� � �Æ

� � h����	�����#�
+�� �	'	���� ��� Æ  ?� 7�!���� 	��� ����(�� � ����	��� $%&�
���������" � ����������� ����� ����(�� � * �  ? ����� ��#��*
��	� � � � * ‖�‖� � �‖�‖� � � ∈ ]^K �������* �� �

Æ � �Æ*
‖�Æ‖�Æ � �Æ‖�Æ‖�Æ � �Æ ∈ ]^K �Æ������* ��	� ����(�� �

Æ ����	���
$%&����������" ����(�� �Æ � ����������� �Æ���Æ�� 7�!����* �	�

�	���� � �	'	��	 �
�
	 ��	��� � * ����� ������
* ��� � : 8� 7���


����(�� � ∈ 6� �������	��� ��������# �� �	�	 ����	���� � � N��
�� ��"����� ����� ����	�����	�
����
 �� ∈ � * ��� �� �������� �
� ����� ��#��� 7���
 �� / $%&���������� ����(�" �� � ��������
���� �8���* ��	� ‖��‖� � � � �� ∈ ]^K ������� 7� ��	����	��# 8?
��"����� ����� ����(�� � ∈ � * ‖�‖� � �* ��� �	������� ����	�

�����	�
����
  � :
∑
���

�
���
� �� �������� �������(�" ����(�" ��

�������� � � ����� ��#��� ��  � ∈ ]^K ������ �� ��	����	��# a*

�  � � �� :
∑
���

�
���
� ���  ���� ���������� ����� ��#�� � �������

����� �� �	�	 ����	���� ]^K ������ ���#�� ��	��	�* ��� � � � �
� ∈ ]^K ������* ��	� ����(�� � ����	��� $%&����������" ��� �����
(�� � � ����������� �8���� 7�	����	��	 88 ���������

6$%- (7%'�% �.� "��# � ' ���	��������
 ������ ��	���	��

������� �� ��	���	�	 ���������� �T × )�� × ��� ���������

�������	 %��! -��� 	������� ��������
 �����������#���# ���

��� �� ������
 � �������	� ���� � �� � ������ � �	�� 	���

���������� ⋂
�

����� : �����

2	"�����	�
��* ������
�� �� � � ����� ��#�� ��� �#��� /*
��		� �	��� ����	��	 ���� ⊂ �����* � ���� ⊂

⋂
������� ;������	

���#�	��	 ��		� �	��� � ���� ���"���� ,���C ��� �#��" ����(��
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� ∈ ⋂������ ��		� �(	���

‖�‖���� : ‖��−�‖� � TPe PQR
�→∞ ‖��−�

� ‖� � IJK
�

‖��−�
� ‖� : ‖�‖⋂

�������

6$%- (7%'�% �/� "��# � � � ' ���	��������� ������ ��	����

	�� ������� �� ��	���	�	 ���������� �T×)��×��� ����������
�������	%��! -��� ��
 	������� ��������� �����������#����

����� �� ���� ������� � � ./����� ��� � ����� � �� �� �������

�� � � �����������#���# ����� �� ������
 � �������	� ���� �
�� � ������ � ���� ������ � � ���� ./����� ��� � �������� �!

7�	����	��	 8O ���	�
 �����		 �� 34* �	��� O5� �	��� � �	� ��	��
�����	��� ���������� �������� ����	�����	�
����� �	��� ��* !��
��	������	��	 ��	�	�� ��	�
 ��� ��������� 7���
 � ∈ ����� < � ��*
� : �< �* � ∈ ���� ⊂ �����* � ∈ � � N��� ��� ������ / ��"�����
������	��	

� : $� < �� $� ∈ ���������  � ∈ ��� �88�

����	* ��� ‖$�‖����� � �‖�‖����� � �‖�‖����* ‖ �‖	 � �‖�‖	 � 7�
��	����	��# 8? ��"����� ���	���	 �������	 �������(��

$ ′��� :
∑
���

����� $��

 ��� :
∑
���

7����

∑
���

�
���
�  ��

$��� :
∑
���

7���� $ ′��� :
∑
���

7����

∑
���

�
���
� $��

����	* ��� ��		� �	��� ���������
 $ ′��� → $ �  ��� →  * � ������*
� $��� → $ ����� ��#�� ��� �	������� ����(�" $ ∈ ∩������ :
���� ���� ��	����	��	 8A� �  ∈ � � 7�� !��� �� �88� ������	���*
��� � :  <$ ����� ��#��� �����	(* ������
�� '��� �����������
������� � �� �������� �� �	�	 ���� 389* �	��� O5�* ��		� ���#�	���
$ ∈ ������� �  ∈ �� � ��	��	���� �(	����� ������

!� "�����������
� ������� �

>��� ����	� �����+�� �������	�
���� �	��	�� 8� M�	��� ���	�
���* ��� ��		� �	��� ��	��#+�� ������	����(�� $%&��	���������
���� �	'	����
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6$%- (7%'�% �3� "��# ��� $ ������ ��	���	�� ������� ��

��	���	�	 ���������� �T × )�� × ��! 345������
����# ����

���� � � �������	� ����� *���������� ��������	� �������2 ��

��
��� � ∈ 6�� � � ∈ 6�	 � ���  ���� 6�� : {� ∈ � | ‖�‖� : 8� � 

? �! �!} � 6�	 : {� ∈ � | ‖�‖	 : 8� �  ? �! �!} ������ ��� ����� ���

������#���  ��� ����� ��� ���� ������������ ����������

����(�
 ���
 ������
 � ∈ ]^K��������  �

‖��‖� � �� ‖�−��‖	 � �� �8A�

��
 �������� ������� �� �� �����
��� � � � �! "�� *�	 ����

���� � ���������
  ���� ������� � � �������!

2	"�����	�
��* ����
 ���� ���� � $%&��	������� N��� ��� � ∈
6�� * � ∈ 6�	 ��"����� $%&���������� ��� ��* � ���	���	��	 ��	����
�	��� �	��� ��� � : �

� �
;������* ����
 ������	�� ���"���� ��	����	��� � � ∈ � * � ∈

� � 7��
����
 ��	����	��	� c � �������������
# ���"���� $%&�
�	��������� �������	�
�� �����	��� ����(�" � � � �� ��������
�
��	 ���������* ����� ������
* ��� � ∈ 6�� � � ∈ 6�	 � 7������

� : ���� ∨ 8�� * � : � �
�� ∨ 8��� N��� ‖�‖� � � < 8* ‖�‖	 � � < 8�

B������� �����	� �	������ ����	���
* ��� �
� : �* �* ��	�����	�
��*∥∥∥TUV ��·���

��·���
∥∥∥
���

: ‖ TUV��·� ��‖��� � � ��� ����� ��	� � ∈ )* ��� �

��	�������
 �������
�
7�	����	��	 89 �������	� �������
 ���"���� $%&��	���������

��� �	'	��� � �	������ �	������� �	������� ��������� ������	��
��� �������� ����	���� 6����	��		* ����
 � * � / �	'	��� ���	���
��� ����(�" �� ���	����� �����������	 �T×)��×��* ������#+�	
���"����� ,���� 2�� ����(�" � ∈ � * � ∈ � * �� �  ? ����� ��#��*
��	��� � ��������	��	 ����	����

.
���	 �
�� ��� �� :

{
� | ‖��‖� � �� ‖�−��‖	 � �

} ∩ ]^K�������� �8O�

 ���� ��	����	��� 89 ������	 $%&��������� � ����������� �����
��� ����(�" � * � � ���	 �	'	��� ���� �* ������	 ����� ������
 ����
�����������* !������	���� �	������	 ����	���� �8O� ��� �	������"
��������� �* ��������" � ���������" ��
;��	��� �	������	 ���"���� ����	��� �8O��  ���� ���"���� ,���

� ��	����	��� a ����	���� .�� ��� �� �������� �� �	�	 � � �����	



�C� @� >� 8:A/�=

� : 8 �������� 7�� !��� ����	���� �.
���	 �
�� ��� �� �������� � ����

���	�� � � * � ���	 ������� ��� � : 8� 2�� �#��� ����(�" �� � |� |*
�� � |�|* ��		� �	��� ������'	��	

.
���	 �
�� ��� �� ⊃. ���	 �

�� ���� ���� �89�

[����
��� ����� �	���	����� L��
�	�� ��� ��������� �	'	���

∥∥08∥∥
�

�
∥∥ |0|�∥∥ �


�

∥∥ |8|�′∥∥ �

′
� � �8X�

�	������ �������
* ��� ��� ��������
��� ���	� -�  ?*
�∑

���

-� : 8* �

����(�" �� ∈ � * �� ∈ � * ��		� �	��� ������'	��	
�∏

���

[
.

���	 �
�� ��� � ���

]�� ⊂. ���	 �
�� 

(
�∏

���

|�� |�� �
�∏

���

|�� |��
)
� �8S�

 �	��" ����� �8S� ��������	��#��� �����	���	 ��	��(�� ����	�	�
��� � ��	�	�
 � �	�	����	����  ���������* ������� �� : � � �� : �*

������	� �� �8S�* ��� ����	����.
���	 �
�� ��� �� ����	��� ���������	�

��� ���������

6$%- (7%'�% �4� "��# ������ � � � ��	���	�� ������� ��

��	���	�	 ���������� �T×)��×�� ������� �������	 %��� �

�� ∈ � � �� ∈ � ' 	������� ����������� �����������#���� �����

���� ���������#��� �� � ������ ����
����
 �� � ����� � �����

���	 ������
	 � ∈ � � � ∈ � ! ,���� ������ ����
⋂
�

.
���	 �
�� ��� � ���

�������� � 	�������	 .
���	 �
�� ��� ��! -���� � �	� ��� ��
 ���� �

	������� .
���	 �
�� ��� � ��� ������� � 	������� .

���	 �
�� ��� �� ����

������!

M�����'	��	
⋂
�

.
���	 �
�� ��� � ��� ⊃ .

���	 �
�� ��� �� ��	��	� �� �89��

2�� ��������
��" ����(�� � �� ����	����
⋂
�

.
���	 �
�� ��� � ��� ��		�

‖���‖� � �* ‖�−���‖	 � �� 7	�	���� � !��� �(	���� � ��	�	��

�� ���"���� ,���* ������	�* ��� � ∈ .
���	 �
�� ��� ��� �����	(* ����

�	���� �� : ��.
���	 �
�� ��� � ��� �������� �� �	�	* �������* ����

���	�� � � � ������#� �����#+�# ����	�����	�
����
� 7�!����*
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	��� ��� �	�����* �� � ���� (����������" �	��	�� O �� �	�	�	�	�
��	 � :

⋂
� �� ����	 �	�����* � ��	��	 � ��� �	����� � ����	����

.
���	 �
�� ��� �� : �−�� � � 7�	����	��	 8X ���������

�	������ ����	���
 ���� �������	��	 � �����	 �������	�
����
��	����	��� 88�* ��� ���� �	'	��� ���	����� ����(�" ���� � $%&�
�	������ � ����������� ����� ���� � ���
�� ����* ���� ����
��Æ� � Æ� $%&��	������ � ����������� ��Æ��Æ��
7�������� �	�	�
 � �������	�
���� �	��	�� 8� 7���
 � 	� �����

���� ���� ���� � ����� $%&��	������ � ����������� ������* ����
��� ����� ������
* ��� � � A� 7���
 Æ : �

� � �
� � 7���(

�� =��
Æ� �� =��

Æ
)
:
(
�Æ = �

Æ
� � Æ = �

Æ

)
$%&��	������ � ����������� �8��� ��� �	������� ����	��� ��
7	�	��������� ��� �������� �Æ �	�	� � � � Æ �	�	� � @ ������
��
Æ � 8* �	'	��� ��� !��� ��������� ����������� 7���
 
 : �

Æ : � � A�
N���� �������* � ����� �������	���� �� =�� � =�� ����	��� $%&�
�	������" ����" ��������� �	'	��� � ����������� �8��� ��� �	�
������� ����	��� �* � ���������� �������
* ��� ���� ���� � $%&�
�	������� Y��	��� �	�� � �� !������	����#* ����� ������
* ���
��)� : 8� N��� ����	���� 9 : {TUV� | ‖�‖�� � 8� � � �

�} �	���
���* �������� �� �	�	* � ������� � ���� �	���	����� L��
�	��� 2��
�#��� TUV� ∈ 9 ��		� �

� � ‖�‖�� � 8�

7���
 � ∈ 6�� * � ∈ 6�	 �  ���� ��	����	��� 89 � �������	��"
�	����	����	��� ����	 	� �������	�
����* ��"�	��� ����� ������
����� �* ��� ��� �#��� ����(�" �TUV �� TUV �� ∈ 9 ⊕ 9 ����	����

.
�� ���	 ���
�� �� �� � �� �	������ �������� �����"���� ����� ������	�

�	��� ��������
��� ������������������ �	'	��� 4 � �C

‖,‖�! : PQR
��"#

‖0‖�‖8‖! : PQR
‖#‖���

‖,8−�‖��

2�� ��������
��� ����� '  ? � �	'	��� � ⊃ =∞ � 4 ��		� �(	���

‖,‖�! : PQR
‖#‖���

‖,8−�‖�‖8 ∨ '‖! ‖8‖!
‖8 ∨ '‖!

� �8 < ‖' 8‖!�−� PQR
‖#‖���

‖,�8 ∨ '�−�‖�‖8 ∨ '‖!
� �8 < ‖' 8‖!�−� PQR

‖#‖���� #��
‖,8−�‖��

�8a�
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7	���	 �	���	����� !��" �������� ������	��� ������ ������ ���
��� ‖8‖! : 8 ��		�

‖8 ∨ '‖!
‖8‖! � ‖8‖! < ‖' 8‖!

‖8‖! : 8< ‖' 8‖! �

M ������ ������� �8a� ������	�* ��� 	���

�TUV �� TUV �� ∈ 9 ⊕9

�
� ∈. �� ���	 ���

�� �� �� � ���

��
� � ‖�� �‖� �� � �8 <

�
�
�−� PQR

��� "∈$
‖�� � 0−�‖� �84�

�
� � ‖�−�� �‖	 �� � �8 <

�
�
�−� PQR

��� #∈$
‖�−�� � 8−�‖	 � �8c�

7�����
�� �8 < �
� �

−�  9−�* �� �84� � �8c� ������	�* ��� ��� ������
����(�" �TUV �� TUV �� ∈ 9 ⊕9 �	����� ����	����

f�TUV �� TUV �� :
{
�TUV 0� TUV 8� ∈ 9 ⊕9 |. ���	 �

��� �� �0−�� � �8−�� �: ∅

}
�

M ����+
# �8S� �	������ �������
* ��� ����� �������	��� f ���
�����"� 2	"�����	�
��* ����
 ��� �	������� ����(�" TUV 0� * TUV 8� *
TUV �� * TUV �� ∈ 9* 8 � � � / ��		� �	��� ������'	��	

�TUV 0� � TUV 8�� ∈ f�TUV �� � TUV ����

�

TUV � :
∑
�

�� TUV �� � �� � ?�
∑
�

�� : 8�

TUV � :
∑
�

�� TUV �� �

TUV 0 :
∑
�

�� TUV 0� �

TUV 8 :
∑
�

�� TUV 8� �
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7�����
�� ����	���� .
���	 �
��� �� ��0

−�
� � � ��8

−�
� � �	�����* � ���� �8S�

�	����� ����	 � ����	����

.
���	 �
��� 

⎛
⎝� �∏

���

[
��0

−�
�

]��
� �

�∏
���

[
�� 8

−�
�

]��⎞⎠ �
��� ������	�* ���⎛

⎝ �∑
���

�� TUV 0� �
�∑

���

�� TUV 8�

⎞
⎠ ∈ f

⎛
⎝ �∑

���

�� TUV �� �
�∑

���

�� TUV ��

⎞
⎠ �

��� � ���	�������
�

Y��	���* ��� 9 / ������	���	 � �������	 �������	���� ����
��������� =�� 7�����
�� 9 �������� �� �	�	* ��� ����	 ��������
� � �����������	 =�� ���	��� ����	���� 9 ⊕ 9 �����" �������	"
������������ =�⊕=�@ ���� ������������ 9⊕9 �������* ��������
� ���������� k������� ���"���� ,��� ����	���� f�TUV �� TUV �� ���
������ �� �	�	 ��� �#��� �TUV �� TUV �� ∈ 9 ⊕ 9* ��!���� ��� ���
������ � ���
��" �������� ������������ =�⊕=�* � ������* � ����
����������* � � �����������	 9 ⊕9�
7����	�* ��� ����� �������	��� f �������� 7�����
�� �� �����

	��� �������� ����	�����* ���������� �������
* ��� �� ������� �
���
��" �������� ������������ =�⊕=�� 7���


�TUV 0� � TUV 8�� ∈ f�TUV �� � TUV ���� �A?�

� ����(�� TUV 0� ∈ 9* TUV 8� ∈ 9* TUV �� ∈ 9* TUV �� ∈ 9 �������� �
�����������	 =� � ����(��� TUV4 ∈ 9* TUV� ∈ 9* TUV� ∈ 9 � TUV2 ∈
9 �����	����	���� ����� �������
* ��� ��		� �	��� ������'	��	

�TUV4� TUV�� ∈ f�TUV�� TUV2 ��

7	�	���� � �������	�����	�
������* ����� ������
* ��� ����������
���������
 ��		� �	��� ����� ��#��� D+� ��� �	�	���� � �������	�
�����	�
�����* ����� ������
* ���

‖ TUV0� − TUV4‖�� � A−� �

‖ TUV 8� − TUV�‖�� � A−� �
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� � ���� �	 ��	 !�� ����(�� ������	�� ����� ������ TUV �
� � N���

����	�����	�
����� ����(�" �� ������������ =�

TUV�� :
∨
���

TUV 0� � TUV 0� �

TUV7� :
∨
���

TUV 8� � TUV 8� �

�����#� � ���	����� � ����(��� TUV4* TUV� ����� ��#��� N����
��� �	* ����	�����	�
����� ����(�"

TUV :� :
∧
���

TUV �� � TUV �� �

TUV ;� :
∧
���

TUV �� � TUV �� �

��������#� � ���	����� � ����(��� TUV� * TUV2 ����� ��#��� 7�

��	������	��# �A?� ����	���� .
���	 �
��� �� ��0

−�
� � � ��8

−�
� � �	�����* �

������* �� ���"���� �89� ����	����

.
���	 �
��� ��:��

−�
� � �;�7

−�
� ��

�	����� � �����#�* ������
�� ����	�����	�
����� ����(�" �:��
−�
�

� �;�7
−�
� ��������#� ����� ��#��� 7���	��� ��	����	��	 8X �

!��" ����	�����	�
����� ����	���* ������	�* ��� ����	����.
���	 �
��� 

���4−�* �2 �−�� �	������ N���� �������* ��	��	��	 ������'	��	
�TUV4� TUV�� ∈ f�TUV�� TUV2 � ��		� �	���* � ����� �������	��� f
��������
7���	��� �	��	�� 6� ,���/6������� ���� ����	� O� � �������	�

��# f* ����#��	�* ��� ��+	����#� ����(�� �TUV �� TUV �� ∈ 9 ⊕ 9*
����	* ���

�TUV �� TUV �� ∈ f�TUV �� TUV ���
�� !�� ������	�* ��� ����	����

.
���	 �
��� ��� �� :.

���	 �
��� 

(
���−�� ���−�

)
�	�����* � ������� ��	����	��� 89 ������	�� � ����������� � �
�′ : 9�� N	��	�� 8 ���������
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;��	���* ��� 	��� �������	 ��������� $%&��	��������� �����
���� �� =�� � =�� ������* ��� � � 8* ��* ��	�
'�� ��������� �

� �
���	�	�	��� ����	���� 9* ����� �������
 !�� ���	���	��	 � ����
������" �′ : �<" ��� ��������
��� "  ?� 7���	��� ���		 �������	�
��	 ��������	 �����
�������� � ��	����	��� 8X* ����� �������
*
��� 	��� ���	���	��	 ��	����	��� 89 �	��� ��� ���� �� =�� � =�� �
����������� ��� ��* � � 8* �� ��� �	��� � ��� ���� ���� � � �	�� �	
������������

#� ��l�� �f� : ��� ��lf�

 !��� ����	�	 �� ����	��	� �����	�������
 ����" ���	���" ����
����� 7���
 � * � / �����������������	 �	'	��� ���	����� �����
(�" �� �����	���� ���	����� �����������	 �)� �� � l* f / ���������
���������	 �	'	��� ���	����� ����(�" �� �����	���� ���	�����
�����������	 �)�� ����  !��� ����	�	 ��	 ����� � �	'	����* ��	��
������� ���	���� �	�	���	 �����* �	����� �� �����" �	�	�	���"*
��	�* ������	�* ��� ����(�� 0 ∈ ��l� �����
 ‖0‖� ������	� ����(�#
, �→ ‖0�,� ·�‖�* , ∈ )� F	�� ���������
 ��	��#+		 ���#�	��	�
6$%- (7%'�% �5� ��l�� �f� ⊂ ��� ��lf�!

2	"�����	�
��* ����
 ������ ����(�� � ∈ ��l�� �f�� N��� ���
�#��� ����� "  ? ��"����� ����	 ����(�� � ∈ ��l�* � ∈ � �f�* ���
� : �� �

‖�‖����	 ��� � ‖�‖����‖�‖	 ��� − "�
�� ����

‖�‖��	 ����� � ‖ ‖�‖� ‖�‖�‖�	 � ‖ ‖�‖� ‖� ‖ ‖�‖� ‖	
: ‖�‖����‖�‖	 ����

��� ��������	� ��	����	��	 8S � ���� ��������
����� ����� "�
7�� �������� ����	���
 �������	 ���#�	��	 �������#� �������

��� � ���	������
# ������#+���� �����	��"� ��� ���	� ����������
��	��#+�� ���	���	��"�

6$%- (7%'�% �8� "��# ������ ��l�� �f� ������� �������	

%��� � � ������ ��� ��lf� ����� ������� ����

��,� 5� :
∑
�

#%� �,����5�� , ∈ )� 5 ∈ )�� �A8�
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��� +� ⊂ ) ' ��	���	�� ���	������� ��	���	��� ���������� )�
�� ' �����	���	�� �������� �������(���� �� ��	���	�	 ��������

��� )�! ,���� ��l�� �f� : ��� ��lf�!

2����	� ��	����	��	 8a�  ���� ��	����	��� 8S ���������� ����
�	���
 ���#�	��	 ��� ��lf� ⊂ ��l�� �f��  ���� ���"���� ,���
�	'	��� ��l�� �f� ���������� ����	���
 !�� ������	 �� �������
�������	���	 �	'	��� ��� ��lf�� 7� ������# ����(�� � ���� �A8�
������ � �	'	��	 ��� ��lf�* ������ ����� ������
 ����	���� +�

���H#�������* � ����(�� �� �	���	���� �� �����������	 d �)�� ����@
����� ����	 ������
* ��� ��+��  ? ��� ��	� �� 7�����
�� �� ∈ lf*
��� �#��� ����� "  ? ��"����� ����	 ����(�� �� ∈ l* �� ∈ f*
��� �� : �� �� * � ‖��‖�‖��‖� � �8 < "�‖��‖��� 2��		* ����* ���∑

� ‖��‖�‖��‖�#%� ∈ �� * ��!���� ��+	����#� ����	 ����(�� 0 ∈ �
� 8 ∈ � * ��� 08 :∑� ‖��‖�‖��‖�#%� * �

‖0‖�‖8‖	 � �8 < "�

∥∥∥∥∑
�

‖��‖�‖��‖�#%�

∥∥∥∥
�	

�

2�� , ∈ ) � 5 ∈ )� �������

��,� 5� :
∑
�

���5�

‖��‖�#%� �,�0�,��

��,� 5� :
∑
�

���5�

‖��‖�#%� �,�8�,��

N��� ��� �#��� � ��� , ∈ +� ��		� ��,� ·���,� ·� : ���·����·� : ���·�*
������ ��	��	�* ��� �� : �� 2��		* �	������ ������	��� �(	���

‖�‖����	 ��� � ‖�‖����‖�‖	 ��� : ‖0‖�‖8‖	
� �8 < "�

∥∥∥∥∑
�

‖��‖�‖��‖�#%�

∥∥∥∥
�	

� �8 < "��
∥∥∥∥∑

�

‖��‖��#%�

∥∥∥∥
�	

: �8 < "��‖�‖��	 ������

� ��	��	��	 ���#�	��	 �������� � ���� ��������
����� ����� "�
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6$%- (7%'�% �9� "��# ������ ��l�� �f� ������� �������	

%��� � ����������lf ���������#��! ,������l�� �f�:��� ��lf�!

7� ��	����	��# 8a ���������� �������
* ��� ����(�� ���� �A8�
������ � �	'	��	 ��� ��lf�� G���� ����	���
 !��* ���������	�
������	 �������	���� {��}�∈N ������������ lf� 7���
 ������ ����
�����
��� ����(�� � ∈ ��� ��lf� � ��������
��	 ����� "  ?� ;��	�
�	��� ��� � ∈ N ����	�����	�
�� ����	����

+� : {, ∈ ) | ‖��,� ·�− ��‖�� 	 "‖��,� ·�‖��} \
⋃

�����

+��

7����	�* ��� ����	���� +� ���	����� M�+	����	� ���� �������	�
�
���� ��	����	��� c� ��������#+�� ����	�����	�
����
 ���	�����
����	��� �& ⊂ )* �����* ���

⋃
&

�& : ) � #�� ∈ �� � `���	���� +�

����#��� ��H	���	��	� ����	���

+&
� :

{
, ∈ �& | ‖��,� ·�− �&��,� ·�‖�� 	 "‖��,� ·�‖��

} \ ⋃
�����

+&
��

�	 �&��,� 5� : #���,����5�* , ∈ )* 5 ∈ )�� 7�����
�� �
&
� ∈ �� �lf�*

����	 � − �&� ∈ ��� ��lf�* ������ ��	��	� �� ���	�	�	��# �	'	���

��� ��lf�* ��� ����(�� , �→ ‖��,� ·� − �&��,� ·�‖��* , ∈ )* ���	����*
� ��!���� ����	���� +&

� � +� ���	�����

;��	�	��� ����(�# � �������" �A8�� 7� ������	��# ��		�

‖� − �‖��	 ����� � "‖�‖��	 ������

���* � ���� ��������
����� ����� "* ��������	� ��������
 ����	����
����(�" ���� �A8� � �	'	��	 ��� ��lf�* � ��	����	��	 84 ���������

$� "�����������
� ������� �

>��� ����	� �����+�� �������	�
���� �	��	�� A� ;��	��� ����
���� ��	��#+�	 ������	 ���"����� D��� � * _ / �������� �	'	��� ���
�	����� ����(�" �� ���	����� �����������	 �T×)��×�� � �)�� ���
�����	����	���* �� ��		� �	��� ������� 3��_�5′ : � ′�_′�� D��� � E
�	����(��	�
��" �	�* �� 3����5′ : � ′��−��* � ���� : � =∞����
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6$%- (7%'�% �:� "��# � ' $%&������
���
 ������ ��	���	��
������� �� ��	���	�	 ���������� �T × )��× ��! ,���� ������
����� � ������ $%&������
��� ��� ���� ? 	 
 � ∞!

2	"�����	�
��* ���	���� ���� 3895�* ��� $%&��	������ �	'	���
��=∞�Z�� � =∞����T × )�* ��� ����� ��������	� ��	����	��	 � ����
��	 
 : ∞� D��� 
 	 ∞* �� ������
��	��� �	�* ��� $%&��	������
������	�	��	 ��������� �	'����* ������	 � ���� ��	����	��� 84
����� ������ 7�� ��	� ? 	 
 � ∞ �	'	��� ������ : ���

������ � �	���
���·� ·� �� : �� ���� ���	 $%&��	�������
7����	�* ��� � �	��	�	 A �� ������� 8 ��	��#� ��	 �����
��	 �����

���� 7���
 ���� ���� � $%&��	������� N��� �	'	��� �� ′ $%&�
�	������* � �� ��	����	��# 8c �	'	��� �� ′����� � =���

�� ����	
$%&��	������� M�	�����	�
��* ����

��� ′������=���
��� : ��������

′��∞��=���∞� =∞�����

$%&��	������� b������ 	� �� �	'	��� � ��∞�* ������	�* ��� ����

������� =���
∞�� � ���� =���∞��

$%&��	������� b������ 	� �� �	'	��� =∞����* ������	�* ��� ����
�������� � ��

��� ������� $%&��	������* � ������* � -.�����"����� N��
��� �������* �� ����	���� ������� A � O �	��	�� A� b�����	 9 ����
�	��	��� ����������
N	�	�
 ��������� � �	����������� ������� 8 �	��	�� A� Y��	���

�������* ��� ������� A � O �������� � �����# � : =∞* � :∞ �����	�
��	� �� �	'	��� � ′���

′
� � �	�	����� � ���������� ����������� ����

389* �	��� a5�� 7�����
�� �� ������# 8 � � � 
 � ∞* ��		� �
� � �

� *

��
′
�� : �'* �' :

�
�′ <

�
� : 8− �

� <
�
� � 8* � �	'	��� � ���	 ����	 �����	�

��� ��������� ����������� [� $%&��	��������� �	'	��� ��� ′�′

��	��	� ���� 389* 8X5� $%&��	��������
 �	'	��� �� ′* � ������* �
�������� $%&��	��������
 ���� ���� �� M ������ !��� ����+	���
���� �	'	��� � ������� A �������	� ��� ��������=∞�* 8 � 
 � ∞� 7��

 	∞ �� -.�����"������� !��" ���� ��	����������	� ����	��	" �	�
�	�	���" � �→ −� � �����	��	� �� �	'	��� =∞��∞� � ������	��� -.�
����"������
 ���� �������=∞��∞� ��* � $%&��	��������
 �	'	��� �
��	��	� � ���� �	���
����� ����	" 389* 8X5� 7	�	� �	� ��� ����	���

������������
 ������" A � 9 � �����
��� �������* �����	� �	����
��
��������	�
��� ���	���	��"�
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6$%- (7%'�% .;� "��# � ' ��������	��������
 ������ ��	����

	�� ������� �� ��	���	�	 ���������� �T×)��×��� ���������

�������	 �∗�� � ������ � ���#�� -.����� ���!� ,���� ������

���∞� ���� ���#�� ./����� ���!

2����	� ��	����	��	 A?� 7���
 {��} / ��������
��� ����(�� ��
�	'	��� ���∞�* � ������ ����� �  ?� N��� ����� ���������
 �����
(�# � : IJK� |�� | ∈ � � ��"�� ��� �	� ��������� � �� ������� �∗�*
��	� � � �* ‖�‖� � �∗‖�‖� � 7� ��	����	��# O ��+	����	� ����(��
� ∈ \∞��× ��* �����* ��� ������	�� �������

‖�‖�∞ � ��
‖��‖�∞ � ���

‖�|8− � |‖� � �‖�‖� �

�� ���� ����(�� {��}* �� : � * �����	�����	� �������� ��	����
�	��� 9 ��� �	'	��� ���∞� � ���������" � �∗* ������ ��	��	�* ���
�	'	��� ���∞� ���
�� -.�����"�����

6$%- (7%'�% .�� "��# � ' ������ ��	���	�� ������� �� ���

	���	�	 ���������� �T × )�� × ��� ���������
 �������	 %��

� �������	 �∗�! -��� ������ ���∞� � -.����� ��� � �������� ��
� ��
 ������ ���� � �� ��	���	�	 ���������� T×)� ������  �

]II IJK
�∈	

‖ TUV��·� ��‖��� � �� 	∞�

������ ���� ./����� ��� � ��������� �����
��� ��#�� � ���

�� �� �� ��� �  8 � ������� � ������� �∗�!
2�� �������	�
���� ��� ����������� ��	��#+		 ������	�

�,$%-% %'�% 8� "��# � ' ���������#��
 ��	���	�
 ������
�

�������
 �� T × )! "����������#���# {<�}�∈Z ⊂ \∞��× �� �����
����
 ������ ����	 ����������	 ������� � �������	� �  ?�
? 	 " � 8� � �  8� ������������	 � �������� �� ���� ���������

�6������ 	&� E&� �� ����)�$���F �-��	��& ��$'��F *+#��&�,	����&'
���
 G��H∞I�
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∑
�∈Z

|<� |(
∥∥∥∥∥
�∞

� �� �AA�

∥∥ |<� |(�
∥∥
�∞

� ��� � � ∈ Z� �AO�∑
�∈Z

|<� |(�� � �� �� � ������ �A9�

∑
�∈Z

<� : 8 �� � ������ �AX�

[��	���� ������������� � 389* �	��� c5* �� ��	 �������	 ��������
� 3a5�* ��� ������	 ������	������ ����� ]II IJK

�∈	
‖ TUV0‖��� !������

�	���� ��+	��������# ��� ������ ���	� �  8 � ? 	 " � 8 ��������
�	���� ������	��� 	����(�* ������������ � ����(�	" 0* ������
����� ]II IJK

�∈	
‖ TUV0‖��� �(	����	��� �	�	� ��������� � !��� ������

�	��� � ���������
[���* ����
 �	� � �����	�����	� �������� ��	����	��� A8� N��

�� ��"����� ��������	���	 ������	��	 	����(� {<�} ��� " : �
� *

�����������	 � �	��� �� 7���
 <� : 8�=
�
� * �	 8� / ������	�	��	

k��'�	* ������	���	 �� ����� ����(�� <� � 7���
 � ∈ �����<=∞�� �
� : ��<�* � ∈ � * � � ∈ =∞� ;�����	� ����	�����	�
����
 �� : =�� *
� ∈ Z� N��� �� : �� < �� * �� : =���* �� : =��� M ������ �������
�AO� ������	�

|=���| � |�| |<� | ��� � �|�|�� �
��� ��� ��		� �	��� �(	���

∥∥{��}∥∥��&∞ �
� �

∥∥�∥∥
�
� 7�����
��∥∥=�

∥∥
�∞

� �* �����	����� �(	���
∥∥{��}∥∥�∞

� �‖�‖�∞ � N��� ��

���
��" -.�����"������� ���� ����∞� ��=∞� ��"����� ����	 �����
(�� {$�} ∈ ����

∞
� � � { �} ∈ \∞��∞�* ���

‖{$�}‖��&∞ � � ��‖�‖� �
‖{ �}‖�∞ � ��‖�‖�∞ �

� �� : $� < � � N	�	�
 �� �AX� ������� � :
∑

� 8�=��� : $ < * �	

$ :
∑
�

8�=�$� �



�3�4536�7 �  !"1849:;786�<�� � *+1:<��=5�>�<�� �D�

 :
∑
�

8�=� � �

[� �A9� ������	� �(	���

|$ | �
∑
�

|$� |�−� |=� |�� � �� IJK
�
�|$� |�−���

������ ∥∥$∥∥
����

� �
∥∥{$�}

∥∥
��&∞ �

� �′
∥∥�∥∥

�

��� �	������" ��������� �′* ������+	" ���
�� �� �	����� � � ��
N���� ��� �	* �� �AA� ������	� �(	���

∥∥ ∥∥
�∞

�
∥∥∥∥∥
∑
�

|=� � |
∥∥∥∥∥
�∞

�
∥∥∥∥∥
∑
�

|=� |
∥∥∥∥∥
�∞

IJK
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∥∥
�∞
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�

N���� �������* � : $ < ����	��� ��	��	��� ������	��	�* � -.�
����"������
 ���� ������=∞� � ��	��	��" �(	���" ��������� �����
�����

6$%- (7%'�% ..� "��# � ' ���	��������
 ������ ��	���	��

������� �� ��	���	�	 ���������� �T×)��×��� ���������
 �����
���	 %�� � �������	 �∗�! -��� ��� �������	 ��� ���� �� ��
 ���
���� ���� � �� T × )� ������  � ]II IJK

�∈	
‖ TUV��·� ��‖��� � �� 	 ∞�

������ ���� -.����� ��� � ��������� �����
��� ��#�� � �� �
������� � ������� �∗�� � ��
 ����� $%&������
���� � �������

�	� ������ � � ��� ������ � ��	���	�� ������� �� ��	���	�	

���������� �T×)��×�� ������ �� ���#�� -.����� ��� � ����
������ �����
��� ��#�� � ��� � � ������� � ������� �∗�!
7���	��� ������� ��	����	��� 9 ��� �	'	��� �� � 7���
 ������

����(�� � ∈ �� * � : ��* � ∈ � * � ∈ � * ‖�‖� � 8* ‖�‖� � A‖�‖��

� ����� �  ?� ��"����� $%&���������� � ��� ����(�� � � ����
�������� �����* � �� ������# ���� ������=∞� ���
�� -.�����"����
� �	������" ���������" �* ������+	" ���
�� �� �� � ��������� �
������� �∗�� 7�!���� � ���� ��	����	��� O* ����	������ � �����
(�� � : �� ∈ ����* ��"����� ����� ����(�� � ∈ \∞��× ��* ���
‖�‖�∞ � �* ‖��‖�∞ � �� �

‖�|8− � |‖�� � ‖�|8− � |�−�‖�‖�‖� � �‖�|8− � |‖����

� ��‖�‖���� � ��‖�‖� � A��‖�‖�� �
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N���� �������* ������� ��	����	��� 9 ������	��* � �	'	��� ��
���
�� -.�����"���� � ��	��	���� �(	����� ���������
7�	����	��� A8 � AA ��	��	 ��#� ��	��#+		 ���	���	��	�

6$%- (7%'�% ./� "��# � � � $ ������ ��	���	�� ������� ��

��	���	�	 ���������� �T×)��×��� ��� (	 ������ � �������

�������	 %�� � �������	 �∗�! -��� ������ ���∞� � ./����� ����
� ������ � 345������
���� � ������ �� ./����� ���!

N	�	�
 ����	��� �	�	��� �� ������� A � ������# 8 � �	��	�	 A�
��������* ��� �	����������� �������� 	������	���" �����"* �
��	���* ���� ��� ����* ��� �	'	��� ���∞� � -.�����"����* � ��	�
��	��� �������
 $%&��	��������
 �	'	��� � � 7� ��	����	��# A?
��� ���������������� ������� -.�����"���� �	'	��� ���∞� ���

∞� :
���∞� ��

∞�� ���	����� ����(�"* �������� �� ���	����� ���������
���	 T × ) × Z × Z� 7�	����������	 �	�	�������� ����	���� �	�	�
�	���� � !��� �����������	 �	�	����� �	'	��� �∞� ��

∞� � �	'	���
�∞��∞� � � �	 ����	� �� -.�����"������
� N���� �������* �	'	���
���∞���∞� � ���
�� -.�����"����� 7���	��� ��	����	��	 AO � !��"
�	'���	 � $%&��	������" � ���� ��	����	��� 8c �	'	��	 � :
=∞�����* ����#��	�* ��� �	'	��� ���

∞� =∞����� : ������ ���
�� -.�
����"����� 7� ��	 ������������ �����# 
 : 8 ���#�� ��	��	�* ���
�	'	��� � $%&��	������* � �	�	��� �� A � 8 � �	��	�	 A �������
#
��������
N	�	�
 ����	��� �	�	��� �� ������� 9 � ������# 8 � �	��	�	 A�

[����
��� �	 �	 �������	���* ��� � � ������� A � O ���� ������
!��� ����	���* ������	�* ��� ���������� ��������
�� �����	� � :
=∞� ����� �������
* ��� �� ���* ��� �	'	��� ����� ���
�� -.�
����"����* ��	��	�* ��� $%&��	������ �	'	��� � � 2�� !��� � ����
��	 ���������� �	�	���� �� ������� A � ������# 8 �	��	�� A ������
����� ����	���
* ��� ���� �������=∞��∞� �� -.�����"���� ��� � : A*
� ��� !���* � ���# ��	�	�
* � ���� ��	����	��� 8O ���������� ����
�	���
* ��� ���� �������=∞��∞������ -.�����"���� � ����" � ��"
�	 ���������" � ��� �#��� /* �	 �	�	� �� �������	�� �����#+��
����	�����	�
����
 0��	������1 �	���

���·� ·� �� : A�∨�−��� � ∈ Z�

������� �������� ��� ��	� � � ��	��	���� !�����	�(���
���� �	��

��·� ·� �� : A� � � ∈ Z�
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7��������	 ���		 �������	�
���� ��������	��� �� ��	��#+	" ��	�

������" ��		� D��� ����	���
 ��# ������	��� �����	��� �	������"
����(�� � ∈ ������ < =∞��∞������� �� �� : A� ������ ����	"*
�� ��� �	� ����� �	��� �(	���* �����	�����#+�	 �����	��# � �	�
'	��	 ����� < =∞��∞�� [����
��� ��	������	��# -.�����"������

�	'	��� �����* !�� �����	��	 ����� ���	���
 �����	��	� � ������
���	����� ������	����� � �����	�����#+��� �(	�����@ 	��� ����

������
 �� ��	��	* ������	��� ��������	���	 �����	��	 � �	'	��	
����� < =∞��∞����� � ��	��	���� �(	������

[���* ����
 ������ ����	�����	�
����
 {��}∈������<=∞��∞�������
� 	� �����	��	 �� : �� < �� * � ∈ Z* ����	* ��� {��} ∈ �����*
{��} ∈ =∞��∞������ 7������

���� : #{������������∨	}A
−�−�����∨��� �

���� : #{������������∨	}A
−�−�����∨��� �

���� : #{������������∨	}A
−�−�����∨��� �

��� �� & ∈ Z@ ���		 ���	� ��� �������� ������������
 �	'	��� ��*
�������	 �� ���	����� �����������	 Z × Z� [�		� ���� : ���� < ����
��� �� & ∈ Z* �∥∥{����}∥∥��&��

:
∥∥{��}∥∥��&��

�

∥∥{����}∥∥�∞�&∞�
�
∥∥ IJK

�
�A−�−�����∨�|�� |�

∥∥
�∞

: A−��
∥∥ IJK

�
�A−��∨�−���|�� |�

∥∥
�∞

: A−��
∥∥{��}∥∥�∞�&∞�����

�

[� ��	������	��" -.�����"������� �	'	��� ����� � ���������" �
��	��	�* ��� ��		� �	��� ������	��	 ���� : $���< ���* �� & ∈ Z* ����	*
��� {$���} ∈ ��������* { ���} ∈ \∞��∞� �∥∥{$���}

∥∥
��&��

� �
∥∥{����}∥∥��&��

: �
∥∥{��}∥∥��&��

�∥∥{ ���}
∥∥
�∞�&∞�

� �
∥∥{����}∥∥�∞�&∞�

� A−��
∥∥{��}∥∥�∞�&∞�����

�

7������

$� :

��������∨	∑
���

$����
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 � :
��������∨	∑

���

 ���

��� � ∈ Z� N��� �� : $� < � * � ∈ Z* � ��	#� �	��� �(	���

‖{$�}‖��&�� : ‖{$���}‖��&�� � �‖{��}‖��&���

‖{ �}‖�∞�&∞����� :

∥∥∥∥∥ IJK�
(
A−��∨�−���

∣∣∣∣
��������∨	∑

���

 ���

∣∣∣∣
)∥∥∥∥∥

�∞

� A��

∥∥∥∥∥ IJK�
(

8

A�������∨�

��������∨	∑
���

| ���|
)∥∥∥∥∥

�∞

� A��
∥∥∥∥IJK

�

(
IJK
�

| ���|
)∥∥∥∥

�∞

� A��‖{ ���}‖�∞�&∞�

� �‖{��}‖�∞�&∞������

N���� �������* ���� �������=∞��∞������ -.�����"���� � ��������
��" � ��� ��	� / ∈ N* � �	�	��� �� ������� 9 � ������# 8 �	��	�� A
��������

%� &'(����)*	
���� ��+����, �-����./	�

��������	 �
�)��
��	 ����	��
�	 

 !��� ����	�	 �����������#��� ���� �	'	���* ������#+�� ��	�
��#+�� ���"����� �������������

�,$%-% %'�% 9� +���	 ������#�  � ������ ��	���	�� �������

� ������� �������	 ��		�������
 �8�∞� � ����
���� �� ���� ���
���� 1 � 8 � ������� ������� �� � �� � 8 � � � 1 � �����  � ‖��‖� �
‖��‖� � ����������� ����������

∥∥∥∥
�∨
���

|�� |
∥∥∥∥
�

� �
∥∥∥∥

�∑
���

|�� |
∥∥∥∥
�

� �AS�

�	������ ���	�
* ��� 	��� �	'	��� � ������	� ���"����� ,���*
�� ���"���� ������������ �8�∞�* 	��� ��� ������	�� ��� �	'	���
� * ����� �������������
 �� �	����	���	 ����� ����	����
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>�� ���"����* ��� ���	� ����� � ���
�	"'	�* �������	� ������
�����
 �(	��� 0�� ������1� �	������ ����	���
* ��� �	'	��� =�*
8 � 
 � ∞ ��* ���		 ��+�� �������* ����������	 ������������ =��
������#� ���"����� ������������ �8�∞� � ���������" � : 8* ���
���
��� �� 
����������
 � 
���������
� 2	"�����	�
��* � ��������
���	�	�	��� 4

∥∥∥∥
�∨
���

|�� |
∥∥∥∥
��

�
∥∥∥∥
( �∑

���

|�� |�
) �

�
∥∥∥∥
��

:

( �∑
���

‖��‖���
) �

�

�
( �∑

���

‖��‖���
) �

�

:

∥∥∥∥
( �∑

���

|�� |�
) �

�
∥∥∥∥
��

�
∥∥∥∥

�∑
���

|�� |
∥∥∥∥
��

� ��	������� ���	�	����� ��� 
 : ∞� 6 �����	��#* ����	 ���	�
�	���	 �	'	��� �	 ������#� !��� ���"������  ���������* �� �	
������#� ������������ =��·� � �	�	�	���� �������	�	� 
* �	'	���
���� =���

�� ��� 
 �: �* ������������ F��	�(� =�∞ ��� 8 � 
 	∞* ���
��� ������
 �	����	����	���� ����	�	��� ���������� � !��� ����
�	�	 �	���
����� ��+	���	��� ������	��@ �	�������* ������#� ��
��������� ���"����� ����	����� 	+� �	'	��� ������ =�� 7��� �	
������
 ����	���
 ������	 !��� ���"���� ��� ����������� ;�����
=) � ����(���� <�,� : , TUV�8 < ,� � <�,� : ,

� ∨ ,� � N	� �	 �	�		*
���	 ��� ������ �	����� ����������� =� ���������	 �	���
����*
�����������* ��	�������#� �	������" ���	�	��

B��������� ��	��#+		 ������
�� ���		 ���
��	 ���"�����

�,$%-% %'�% :� +���	 ������#�  � ������ ��	���	�� �������

� ������� ���#��	 �������	 ��		�������
 �8�∞� � ����
���� �
��� �������	 ��� ���� �  8� ���� ��� ���� ������� ������� �� � �� �

� ∈ Z� �����  � ‖��‖� �
∑
�

�−|�−�|‖��‖� � ����������� ����������

∥∥∥∥∨
�

|�� |
∥∥∥∥
�

� �
∥∥∥∥∑

�

|�� |
∥∥∥∥
�

� �Aa�

�	������ ����	���
* ��� �	'	��� =�* 8 � 
 � ∞* ������#� ���
�
��� ���"����� ������������ �8�∞�� 2	"�����	�
��* � �������� ���	�
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�	�	��� c

∥∥∥∥∨
�

|�� |
∥∥∥∥
��

�
∥∥∥∥
(∑

�

|�� |�
) �

�
∥∥∥∥
��

:

(∑
�

‖��‖���
) �

�

�
(∑

�

(∑
�

�−|�−�|‖��‖��
)�) �

�

�
(∑

�

�−|�|
)�− �

�
(∑

�

‖��‖���
) �

�

� �
∥∥∥∥
(∑

�

|�� |�
) �

�
∥∥∥∥
��

� �
∥∥∥∥∑

�

|�� |
∥∥∥∥
��

��� � :
(∑

� �
−|�|
)�− �

�

* � ��	������� ���	�	����� ��� 
 :∞�
�	������ ����	���
* ��� 	��� �	'	��� � ������	� ���"�����

������������ �8�∞�* �� �� ����	 ������	� �	'	��� ���� ��� �#�
��� �	�� �* � �� �	 ����	 �	��� ��� ���
��� ���"���� ����������
��� �8�∞�� `� ����������	� �������" �	���
��� !��� ����	�� �
���	 ��	��#+	� ���	���	���* ������	 ���	��� �������
 � ��	����
�	��	� A8�

6$%- (7%'�% .3� "��# ������ � ��	���	�� ������� �� ��	��

��	�	 ���������� �T × )�� × �� ������� �������	 %��� �����

���	 �∗�� ���#��	 �������	 ��		�������
 �8�∞� � �������� ��
� ������ � ./����� ��� � ����
���� �! ,���� ��
 ������ ���� �
�� T × )� ������  �

]II IJK
�∈	

‖ TUV��·� ��‖��� � �� 	∞�

������ ���� 
��
��
 ./����� ���� � ��������� �����
���

��#�� � ���� �� �� �� � �!

;��	���* ��� ���	�����	 ��	����	��� AA � �������� ��	����	�
��� A9 ���� -.�����"���� �	'	��� �� ��� �#��" $%&��	������"
�	'	��� � ���	����� ����(�" �� ���	����� �����������	 �T ×
)�� × ��� �	����* �������	��� �� ���"���� -.�����"������� ���
�����	��� �� $%&��	������	 ���� �	'	��� � ��+	� �����	* ��
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	��� !�� �� ����� �	�	 ���* �� �� �	���
����� ����	�� S -.�
����"������
 ����� ��	��� �� $%&��	��������
�
2����	� ��	����	��	 A9� 7���
 ����� �	� � ��� � �������� N���

��"����� ��������	���	 ������	��	 	����(� =� ���� ���	�	�	��	 a�
�� ����	��	� " : �

� * �����������	 � !��� �	���� ;��	��� ��	��#+�	
������	 ���"���� ��������	���� ������	��� 	����(�� [� �AO� � �A9�
����� ������	���* ��� ��� �#��� ���	���� �� & ∈ Z

‖ |=� |(|=�|(‖�∞ :
∥∥ |=� |(��−� ��|=�|(�−�∥∥

�∞
� ����−� �

;��#��* ������������ � � & � ����� ������	* ������	�* ���

‖ |=� |(|=�|(‖�∞ � ���−|�−�|� �A4�

2��		* �� �AX� � �AO� ������	�* ��� ����� ��#��

8 �
∑
�

|=� | � � �−��
�

∨
�

|=� |(
∑
�

|=� |( � � �−�
�

∨
�

|=� |(�

N���� �������* ����� ��#��

∨
�

|=� |( � � �
�−� � �Ac�

[� �(	��� �A4�* �Ac� � ���
��� ���"���� �8�∞� �������	����� ���
����	�* ��� ��� ����	��� ������'	��� ‖0‖ � �′‖8‖ � �	'	��	 � �
����	��+	" �(	���" ��������� �′ ���������� ����	���
 ������'	�
���

‖ |=� |(0‖ � �′′
∑
�

�−|�−�|‖ |=�|(8‖� � ∈ Z� �O?�

2	"�����	�
��* ��������� ���� �� : |=� |(0* �� : |=� |(8* ��		� �(	���
‖��‖ � �′′‖��‖� 7� ���"���� �������	����� �8�∞� ���� ������	���*
��� ‖∨� |�� |‖ � ��′′‖∑� |�� |‖� [����
��� �Ac� � �AO�* ������	�* ���

‖0‖ � � �−�
�

∥∥∥∥∨
�

|=� |(0
∥∥∥∥ � � �−�

� ��′′
∥∥∥∥∑

�

|=� |(8
∥∥∥∥ � ��� �−�

� ��′′‖8‖�

��� � ���	�������
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