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���R�
� ��‖�‖���R�� ���

��� #� $ !���"��%�&� !�!���� ��!�������'(��) � ��"��& �� !�)*

��+ R� � ���
� , ��̂���

�∨ $ ��� "� � "�'(� � ���% !��� ��&
���%�� !���� ���� �� � �� �� ��"� � � -���. � � � � �*
 ��"���" #�	 ������ !���� / ��� 0���� ���	 ����� �!��%��) �� ��&
� 1� !�� ������+  ��� �����)��&2 � �����%�&2 �!��� ���"
�� !�)��� !���"���� �"����"&2 !��� ���� "� !������� � � ���*
������) �.���� "&!���)� �)� ����� -���.) � ������ �� R�� � #� $
!�!���� ��!�������'(��) !��������!!��& " R� �� � ������� !�*
������%�&� ��)� ������� 	

3����� ���� �� � �� �!��%��) �"�+� "����� %� �.���� ��� ��1��
!���!�� % �����'(� �������4∥∥∥∑
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∥∥∥
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� � � � � �� ���

��� {��} $ ����� -���.+�  ��2� � � 5677 �̂� ⊂ #�	 � ���8 �	 9*
��)��"  :����" ���	 ����� �!��%��)  ���' �!��� ���" 9��%������$
;������ �� ������2 <���� �� ���"�� � � ����"��� "� ��� "&!��*
�)� �) !� "��2 � � � � �	 = �����+ � ����&� " ���8 �	 
	 ��-*
-����� ���	 �>�� �!���  ���'� !��"��)'(�' !��"��) % ��������*
��� % ���+�&2 �!��� ���" �� ������2 <��� �� !���"���� �"�2

�������� ��	�
� � ��� !��"�� �#���� ��$ �%�����  �� &����� �����#��
'� ("�����)�����"��

��""��%��� *++�� ����# ,-� �./��/���0. �
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�"����"&2 !��� ���� " R�� × R�� 	 ?�� �� ��& " ���� ���� ��&���
�"�+� "���& �!��)�� �+  ��� 0����� �� ��&+ ���� ��� " ����"*
���� "  �����2 !��� ���� "� ��		 � ���� �	 �" �� ���	 �8��� ��*
"��� "  �2��� 9��)��"�  :����"� � �� ���� ��--�������
�������� � � ������ ����"��� "� ��� "&!���)� �)� ��� #� $ !�!����*
��!�������'(��) !�)������%�� " R�  � � � � �	

@���) ��--������� ������� !������  ��%�� � !���"����'
�"�2 �"����"&2 !��� ���� "	 @�� �� ������ " ���� � 9/��/�  =*
���� �A� �!�&"�� �)  ���)� )"�)'(�)�) ���" �� ��+ 0���� 
��--������� �� ���) !��"��)� ������ �"� % !���"��%��� ����
�"����"&2 �����1 ���+	 B�!��%��) ��� �& ��1�� ���!��� ��� %
�����% � ���� & �8� �� �����+ !���"��%��+ ��������� �  � �� %
������ % �����'(�'  ������	

�������� ����� ����	� 
����������	���� ��	���� {��} ������
��� �� ∈ 
��R�� � 5677 �̂� ⊂ #�� �� #� � 	
��������� 
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�����
�
�� � R� �� �����	���� 
�������	��� ���� ������	���
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;���% ����� � !������� ��� ��� � �������� ���1�� "�	 ?��
� !������� �������� ���1�� "�� �& ��������� �� � ��1��� " ���*
������)2� � � ����� " !��"�+ ���  "&���)� �) �� " 
��R�� ����
� " 
��R�� ��	� !� ���� ����  ∈ N �-�����%�� ��1�� �� � %�
� � ������&� !������"� ��%���  -���.+ ��!�����& �� ��������*
�&2 ���)��	 C& ����� !�� �!� % !�����&� �������  " ���%��+*
D��� �� ���"��"�) / ���	 @��1� ����2���� ����  %� � � "�'�� "
/ �+ � � %� �& !��%�����) �����'(� �!��������� !��������"��)
���%�4

�̂��� ,

∫
R�

�����−�
�〈��〉��� � ∈ 
��R���

E � ���� � ������ ������ �"� % ��� ��!������ � � � %� �8��  ��
��� ����% �!��%��' �)� !� �� �  � 1� ��  �� ��&	 F����� "&*
�����) " ���"��� G �8� � )1��)' �)�  2 ��D��� �&�� ���1 %
� ���%�� "  �� ����  !� / �+ !����	
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�� ������� �� ��������
� 
��R��
� ��������
� ���R × · · · × R�

� / �� !������-� �& !�"���� ������%�� � "��1���+� �� ��&�
" ���%��+D�� !��"��) ��� ������ �"� % ����� ���R��� � � � � ��
"��� � !��� ���� "� 
��R��	 ;���% �& !�� ���R�� !������ ���*
��!����� �����+ ����� <��� �� !���"���� �"����"&2 !��*
� ���� " �� ����� �!�������� !�"����� �1��	

3�) ������ �!������ ���� ����+ ����� <��� ��
��R

��	

����������� �� !��������� �"����� � , �� × · · · ×��� �� �� ,
{�� , �� H ��� | ��� �� ∈ RI �� � �}� #��� ��������� ��� ��	����
� �������	���	��	�� ��� ����	��	���� �
���		�� � �	���������� �
$��� �"������ 
��	���%�� ������ ��

��R
��� ���

‖�‖�
��
�

, 567
������ ����

∫
R�

|���� H ���� � � � � �� H ����|��� �∞�

&������ ��� ����� �	���������' ��	���� �� ��%� ����������
���� ������ ��	����� �	���	���������' 
� ��� 
��		���

C& !D�� ��
��R

�� "��� � ��
����� � �1��� "�)) -���.' � � �J

!�����%�&� ������)� !� � , ���� � � � � ��� → �� !���� !����� !�*
���� �) " ��&��� �������� ��� �(2 ���!�������+	 � �K� � �	 �K>�
��������� � � ��) -���. � � ����!����� �������� ������ <���
��� ����� �"����"�� !��� ���� "��  ���+ !����� ��(�� "��  ��*
�������� �!�����)� / � -���.'	 3�) -���. � ������ <��� ��
!���"���� ������%�2 �"����"&2 !��� ���� " / � �����&"�� �)
���������	

@�!��% �-��������� ������ �� ���) !��"�� ��� !���+  � 
!��� ���� "� 
� � !��� ���� "� ��

�	 3�) �����) � , � �� ������*
 ��%� "� ��1�� ��+  " ���� � �8� ������+ !���"��%���� � ������*
 �"�� �) ��"��D���� ���������� !�/ ��� ������ ��%� "� �& ����%
�� !�"����	

����� �� ����� #� � 
������
�
�� � R� (�����%	�� 
������
����)� �� ����� ������' ���� 	���������	� ������	���� � ��
� ��	���� �� 
��R��� ��� ������' 5677 �̂� ⊂ #�� 
���� ��	����� 	
���	�' ��%����		� 	���� ���� 	�' ��	�	� ������  ���� ��	��
��� � , {��} �%�� � ��

��R
�� ��� � 
�� $��� ‖�‖��

�
���� � ‖�‖�������
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;��� �� � � ��� !���!���1 %� � � "��  ��� !��������!!���"
#� ��' � �.� ��%�&� ������� &  ������ �"� % �� ����*
 ����� -���. "��� � ���� ����2�  � ����� �� ��� �) "����	

@�!��% ����� ������ ��%��' �������%��' -���.' �!������
L"�(�� "���&+M ����� <��� ���R��	

����������� �� #��� ��������� ��� ��	���� � �������	���	��	��
��� ����	��	���� �
���		�� � �"������ � �����	������ 
� ��%���

��		��� 
��	���%�� ������ ���R��� ���

������ , 567
�����∈����

|���� H ���� � � � � �� H ����| ∈ 
��R���

�� N��� , N����� × · · · × N����� � 
���� 
������	� ��	����
N����� , {���� ��� ∈ R × R� | |�� − ��| � ��}� ��� $��� 
���%��
‖�‖��

, ‖���‖�� �
C& ���"� !D�� ���R�� "��� � ����� ""��  ���� � � � -���.

� ∈ ���R�� ��(�� "�� !����� !� � → � " ��&��� ���!�������+� ��*
 ��&+ �� !����� %' �!�����)� ���	 �K� � �	 �K>��	 3����� "� ���1���
!� ��.&� �& ����� �������� % !�����%��� ���!�������� -���.
� ∈ ���R�� ����� � � !�� % � ∈ ���R���	 9��  " ���������� ���*
���� ��� � ∈ ��

��R
���  � � ∈ ���R��� !���� ‖�‖�� � �‖�‖��

�
���	�

��!����� ��� � ����	 @� 1� ����� "����  ��) �� ���� ����2
-���.+	

3�) -���.+ � ������ ���R�� ��(�� "��  ������ �� � �����
�����1��	 E �  ������ �!��%��"����% " ����� "� ������ � ���"*
�&2 �� ����� �" !� !�� ���� �!�����+ " �����'(�� !���*
���-�  ���� �� ���) !��"��)� !��"��) % ����������� % ���� �*
�&2 ���+�&2 �!��� ���" �� !��� ���� "� ���R��	 ?�� �!��  %
�� ���  �  ������ �� � ����� �����1�� � "��1��� � � � ���
� ∈ ���R���  � � ,

∑
����� ��� ���� ��  ���� � �

∑ |��|� �
�‖�‖��� � � ��1��) � -���.+ �� ������� ����� �� � ��& �� ���*
1�� "� �������+ ���&	 ����. �� ���&"�' �) � ����  ��1��)
� �2� " �"�' ������%� !���� �"�� " "�� ����& ������� �����&2
�� �������2 !��������!!���2 -���.+ �!���� ���"�� � �� ��&2
��"�� ���' �!���������� ���� ����� �" !� ��1��+ !��������+	 3�)
� ��.� ����� � , �� !��������  ��1�� !���� �� % " ���� �2
�>�  ����	 3�) !���"��%���� �  ������ -�������� �)  �����&*
"�� �) ��"��D���� ��������� ���	 �A��	 9�'��"&� -�� ��� �!��%*
����&� !� ������ ��%� "� � ������ �����1��)� )"�)� �)  �� � �
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‖ ����‖�� � �‖�‖�� � ���  ���� $ ���� ���) �"���� ���) -���.)�
�!�������� �� ���+ �& ���� �1�	 E � -�� ������ �� � % ��*
(��"�� �&�� ������ ������ ��%� "� ��� " � ��� ���� "���� � *
�� � "�� �� ���%��+D���� "!������ "���� � � ����"��)  ������ %
�&�� !��������� " ���� � ����	 :�/ ��� �& ����1�� ��� ��) !��*
�� &	 3�) ������ �!������ �"���� ���' -���.'  ����	 :�� % !
$ ������) -���.) � ��� ���� " � ����� �−�� ��� �� ��)   ���)� � �∫
!��� �� , � !� � � " �  � ��� ����  ��� � ���� ���%D�� ����

���%D� !����� ��% ��  �� ���%D�� ���� ����� �" !���!������ �)
��"�&� ���'�	 F�������

O���� ,

�∏
�	�

!������ ,

�∏
�	�

�

��
!

(
��
��

)
�

@���� �"���� ���) -���.)  ���� �!�����)� �) -������+

 ������� ,

(∫∫
����

|�� ∗O�����|� ����

��� · · · ���

)���
�

9�� �1� �&�� �������� 2���D� �"�� �� ��� ���� )"�� �� !��"��)*
� �)� �����'(+ -�� 	

����� �� *��� ���
���	� � 
��	���%�� ���������R��� �� ����
������	�� ��	����  ���� 
��	���%�� 
������	���� 
��R��� 
���
��

‖ ����‖�� � �‖�‖�� � ���

	��� �!��"�!��� P���� � ����� �������� % -���.'� !�����%�&�
���!��������� �� ���+ )"�)� �) � 	 Q�� !������ �) � ����� !��*
(���+ R���� � -���. �� �� ��&+ �!�����)� �) !� -������

#������ ,

(∫∫
����

∣∣∇� � � �∇����� H ���� � � � � �� H ����
∣∣�����)����

��� ∇�$ ,
(

�
���

$� �
���

$
)
� ��� ������� !�� ������ �����) � � "��*

 �� � �� ���!���� �	 C& ����� �!��%��"� % �.����

‖#���‖�� � �‖�‖�� � �>�
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������ ��%� "� �� ���+ ��1�� ��+  " ���� �2 ��� � ��� �" / 2
���� �2 ������ �"�' �) �����& <��� �� !���"���� �"�2 �"*
����"&2 !��� ���� "� ������  � 1� �� ��& !�����&  " �������
����� ���� �"����"&2 �����1 ���+ !���"��%���	 @��1� ��� !�*
 ����� �) ���� ��) �.����

‖�‖�� � �‖#���‖�� � �8�

��) � ��.� ����� � �����������) -���.)� ��+� "�'(�) � "��2*
��+ ���!������+ !���!������  C� " ��!������%��� ��%��� �"� !��*
� ���� "� H�  ���)� � � |���H ���|H → � !� � → ∞ ���	 �K� � �	 �A�$
�AK��	

@�!��% �*��� �&� !�������� ���������+  ��� �����)��&2
� �����%�&2 �!��� ���" "&"���� �.���� ��� � �.��� �>�	 3�)
�!��(��) "&������ !���1� � , �	 :�� % % � �	 F�������
������ ��� , ���� H �%� �� H �%�  ������ ��� , ���� H �%� �� H �%�	 @��1�
�������� P���� , &������&������� ��� &���� , '�(��� H ��� $ )���
:��������  ����1�� ��� ��D���

����� H ���� �� H ���� , ��� ∗ P������ �A�

;��� �� � � |���� H ���� �� H ����| � ��
−���
� �

−���
� ‖�‖�� 	 3�+� "*

 ��%���  �� ��� |���� H ���� �� H ����| � ������� ��� !� |�� − ��| � ���
) , �� ��  �

|���� H ���� �� H ����|�

� �

����

∫∫
|��−��|���
|��−��|���

(
������� ���

)�
������ � ��−�� �−�� ‖�‖��� �

@��� ������� -���.) �� ��������� �� � "!�� % �� ����.& �
�"�1�& !��%��)�% � "��1����� � ���� § STT	�	��� !������� �A�	

3����� ""���� ������%�� "�!����� ��%�&2 ��%��� �"&2 !��*
� ���� "4

H����� , 
�
(
N�����

������
��
�

)
� H����� , 
�

(
N�����

������
��
�

)


H����������� , 
�
(
N����× N�����

������������
��
�
��
�

)
�
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;�-����"�" ��� �!������ -���.' ��� �� ������)� " !��� ���*
� "�H����� !� -������ ������� ,

(
���·� ���∗!��

)
���−���	 @��1� ""����

H�����*������� )��� *����� , !����� − ���	 <���D� �"�� ��� � � ��)
 ��2 )��� "&!�����& ����") �������  "��∣∣( �

���

)�
*�����

∣∣
H�����

� ��|��|−�−��

 � �� %*� $ )��� �����)����� � �����%���� �!��� ���� ��������*
���� " 
� !�  ������ :���D����)	 ���!��%��"�"D�%  ����+  ��2
�!��� ���" ���	 �K� ���$������ !������ � �

‖ �����‖��� ,
∫∫ ∣∣���� ∗*������

∣∣�
H�����������

������

� �

∫
‖��� ∗ &��‖����R�H�����

�����

;��� �� � �
∣∣���� ∗ &�������

∣∣
H�����

→ � !� �� → ∞	 3�+� " ��%���

�� ����� "�� %� � � -���.) �� ��1 " !��� ���� "� 
��R�� �/ �
"& ���� � �� ����������� �	 @���� !�  ������ :���D����) -���*
.) $���� ��� , ������� ��1 " !��� ���� "� 
��R��H������	 ;��� �
-���.) ������� ��1 " !��� ���� "� 
��R�H������ !� !��  "��2
��	 @����

567
����

∫ ∣∣���� ∗ &�������
∣∣�
H�����

��� �∞�

 � �'�� ������ � � �
∣∣����∗&�������

∣∣
H�����

� ��
−���
� ���	 �K� �K�$�K>��	

@��� �������� �& ��1�� "��!��%��"� %�) �.����+ �8�4

‖��� ∗ &��‖����R�H�����
�

� �

∫ (∫∫
�����

∣∣���� ∗ ∇�&������ − ���
∣∣�
H�����

������

)���

����

@�!��% ��-������ ��  �!������ -���.' ��� �� ������)� "
!��� ���� "� 
�

(
N����

)
!� -������ ������� ,

(
������ ·� ∗ ∇�&��

)
��� −

���	 Q�� !������ �) �(� ���� "�!����� ��%��� ��%��� �"� !��*
� ���� "�

H����������� , 
�
(
N����× N����� ������

������
��
�

)
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 )��� *����� , !����� − ���	 =����) "�� "��� �  ���)) !��)���
� �����"��)� !�������4

‖ �����‖��� � �

∫∫ ∣∣���� ∗*������
∣∣�
H�����������

������

� � ′
∫∫ (∫∫

�����

∣∣���� ∗ ∇�&������ − ���
∣∣�
������

������

)���

�������

P ��& !���� % !�������� ����"��� "�� �& "��"% "��!��%��"���%
���������+  ����+ �����)��&2 � �����%�&2 �!��� ���"  �.��*
��+ �8�	 3����� !��%��)�% ��� ��D���� �A�� !�������� � � !��������
"&��1��� ��"�� � ′‖#����‖��� � � �� " �"�' ������% �""�� �.���
�>��� �� !��"��2�� 

� ′′‖��‖��� � � ′′‖�‖��� �

@�� ��� "�� ��D �.��� ��"������& !� %�  � !���+�) � !�������
!�����  �� � �  ����� �)	

;��� �� � � ��� � ∈ ��
��R

���  � ��) ������ ��%� "� �.���
‖ ����‖�� � �‖�‖��

�
� �����& !��(���+ R���� ��  ����' �)	

C& ��1�� !��� � �����) % "�� ��
�*����&� "�����'(� " !��.����

������ ��%� "�� 
�*������ ������&2 ������+ ��� "� � "�'(2
-���.+	

:��"����  �� / ��� !������-�	 B ��� ��������&� -���.�
�!�� � �� ��&2 ��1 " !��������!!���2 � !���1 ��%�&� �����*
�� ��� !������1� ���� ������� ������ <�����

��R×· · ·×R� ��
!���"���� �"����"&2 !��� ���� " ���	 �8��	 U��� ����+ �����
<��� ��

� ��1 " L"�(�� "�����M ������ <��� �� ���	 ��� � ����	
B� ����� !��(���+ R���� ��+� "�� ���������� � �� " 
� ���	
��� � ����	 F � ������ !��(���+ R���� �*��� �&� !��������
���������+  ��� �����)��&2 � �����%�&2 �!��� ���" ���	 �K��
��1�� !���+  � �"���� ���+ -���.  ���� ���� � ∈ ��

��R
���

 � � ����� !��(���+ R���� ��  ����� �)�	 
�*����������� % �"�*
��� ���+ -���.  � !��"��)� !���� % � ����� �����1��� ��)
-���.+ � �� ���	 �>�  �����	 U ����� �����1��� )"�)� �) ���� �
���"�&2 �� ����� �"� �!��%����&2 !� !�� ����  ���� !��"�*
�)'(�+ !��"��) % ����������� % ���� ��&2 ���+�&2 �!��� ���"
�� ������2 ���R × · · · × R� ���	 �����'(+ !������-�	
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�� �����	������� �	������ ���������


�� ��������
� ���R × · · · × R�

� / �� !������-� �& �-��������� ��� � �����% � �" ���� &
�A�� � !���(%' �� ����� ��1�� !��"��) % ����������� % ���+�&2
�!��� ���" �� !��� ���� "� ���R��� � � � � � �/ � !��� ���� "�
�&�� �!�������� " !���&��(�� !������-��	

3�) ������ ""���� ���� ��&� ���������)	 
����� �� ����� �*
�����" + ⊆ {�� � � � � �}	 P���� R� �������� !��!��� ���� "� " R��
!���1������ �����&� ������� �&� "�� ���� ��� ��� ) !��*
����� +	 3�!������ !�����1�� "� + �� ���1�� "� {�� � � � � �} ���*

����� ����� +′ � ��� �������� R� , R� ⊕R�′
�	 =�"���� �� �����

������� % �� ������%��' !����.' "�� ��� � ∈ R� �� R� 	 @��1�
�������� ����� Z� �N�� ���1�� "� ������" .��&2 ��� ����%�&2�
����� !��������"���&2 ������� � ���1�� "� +	 � ���%��+D��
��� !������ �) �����'(�� �!��������	

����������� #� ����� � � ��	���� �� 
��R�� �������	���	��	��
��� ����	��	���� #��� ��������� ��� � � �� �� +��
������ ����� �
��� 	���������	� ������� ��� ��
��	����� ������� �������+

�V� 5677 � ⊂ # × R�′
� �� # ⊂ R� � 
������
�
� �� �����	����


�������	��� ���� ������	���
�VV� ‖�‖�� � |#|���−��� �
�VVV� ��� ) ∈ +� ��

∫
���������� , � 
�� � � " �  � 
�� 
���� ��'

���� � � � � ��−�� ����� � � � � ����
&������ ��� �� ��%� ������������� 
������ � ��� ��	����

�� 
������	���� 
��R� � 
��R�′
��� ���������		�� 	� 
������
��


� #� , ��������� ����� + , {�� � � � � �}� "��� ��������� ��� � �
�� ���
�������

@�!��% ������ �� �!��� �� , � ��+� "�'(+ ���������� �

��R�� " 
��R�� ���1��� � !��� ���� " 
��R�� ��1� ��� �) % ���
� ����)���*�����&2 -���.+�  ��  � ��*�����&2�	 :���!���1��
� � �� ������� )���� *��� ���  � �� % ��"��� "�

�,����� ,

∫
R�

*��� ������ ��

�!��"���"� ��) �'��+ -���. � ∈ 
��R�� � ���!�� �&� ��� �*
���� ���  ��%�� � (∈ 5677 � 	 3����� ������ �� ���1�� "� ������"
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+ ⊆ {�� � � � � �}	 :�� % � $ ����� �� ����%�&2 ���� � N�  # $ !�*
�������!!�� " R� � )"�)'(+�) !�)�&� !���"������ � �����" -��
) ∈ +	 P���� W �������� ������' -���.'� ������� ������' ��
� ����� ��� >��  ���'� � � ∑

�∈Z

W�|�|(��� ≡ �

�� R \ {�}	 Q�� !������) �) -���. W�������� , W
(
�−������|-�|−�|�|

)
	

P���� , �
��� �������� �!��� ��� )��� �� ����� �!�����)� �) -����*

��+
*�
������ �� , *��� ��

∏
�∈�

W�������� − ����

3�) �!��� ��� ,
{�������}
��� ����� �!��%��"� % ���������� ,���	 = !���*

(%' � ������ �����1��) " !��� ���� "� ���R��  ������&2 ���*
-��.+ ����& 0���� � !���& )2� " �A� �����&"�� �) �����'(+
�����% � 	

������� �9/��/�� =����� ����� �
����� , ������ ��� �
���	�
��- ��� ��� ����	��		�� 	� 
��R�� � �"�������� ������� �����
� � � � � � % � �� ���
���%��� ��� 
�� ��������	� "���-��  �
��"�� + ⊆ {�� � � � � �}� � � |+| � �− �� ��	�� ��� ��� ��"��� �� �� +��

������� �� ���������		��� 	� 
������
�
� # (��� �������

������� �� ��� ��	����� ����		�� 	� R� � ���������� � 
��R�′
�)�

� ��"��� � ∈ N� ��
��	���� ��	��

‖, �
����‖����R	 ����R	′�� ,

∫
R	

( ∫
R	

′

|�, �
�������� � ��′�|����′

)���

���

� �
∏
�∈�

�−��� � �K�

 ��% 
��
���%��� ��� 
�� ��������	� "���-��  � ��"�� � �
" � � ��	�� ��� ��� ��"��� �� ���
������� .� ���������		���
	� 
������
�
� # ⊂ R�� � ��"��� 	�"��� 	�������	�' ����
���� � � � � ��−�� ����� � � � � ��� ��
��	���� ��	��∥∥∥∑

�
��

,���.
∥∥∥�
���R��

� �
∏
��	�

�−��� � ���
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�� � , ���� � � � � ����  ���� �
����� , ������� ����	��		� ��
���R�� � 
��R���

;��� �� � �� �������� �A�� ��� � ���� ������ �"� % �D% !��*
�� ��&� ������� �����&� �� �������2 !��������!!���2� �� / � 
-�� ���� ��� " ���%��+D�� �� �!��%��� �)� !�/ ��� " -�����*
��"��  �����& 9/��/�$=���� �& ����� ��%�� ��� �!�� �	

��  ������������� ���������  	 /

E � !������- )"�)� �) !��  �����"�&� !�" ������ ��� "� *
� "�'(��� !������-� � ���� & �8�� " �� ���+ ������ �"����% �*
 ��.) � , �	 C& !���1��� ��� �"��  �-�������"����' ���  ��*
���� � � "��1���)� �� �����������  �"�2 "�!����� ��%�&2 �!�*
�� ���"	

@�� ��� "�� ��D �.��� �� ���� ��"�� % � ���� !��������!!�*
��" #��  � �& ��1�� �� � %� � � 2 ���1�� "� �������	 �������
������ �� ��� �&+ �����+� ����� "�� !��������!!��& #� ���� 
�& % !������& � ���� ��&2 �������2 !� �� �"�����) ���
� ���� " � ��� � ��2������� ������� ��"�+ �1��+ "��D�&	 @�
�� % ��1���� !��������!!��� #� �& ��1�� ��!�� �" % ���% *
����� �0� 1� , �0�� � � � � 0�� 1�� � � � � 1�� ∈ Z��  ���+� � �

#� ,
[
1��

�� � �1� H �����
]× · · · × [1���� � �1� H �����

]
�

@��1� !���!���1�� � � 5677 �̂� ⊂ 

� ·#�	 =������ �����'(��  �2*

������� ��������	

$���%����� R'��+ !��������!!�� / , ���� .��× · · · × ���� .�� ��1��
!����  % " !��������!!�� # , -� × · · · × -�� ��'(+  ���+ "��
��� �& �!���� !����  ��� � � ���& ��� "� � "�'(2 � �����"
���� ���"��& � � �� % |-�| �

∣∣���� .��∣∣�  / ⊂ 

� ·#	

3�+� " ��%��� !�� % -� , �1��
�� � �1� H����� �� ��� � �!��% 0�  ���)�

� � ��� �
∣∣���� .��∣∣ � �����  1� , 567{1 ∈ Z | �1 H ����� � ��}	

Q� ����� "�� %� � � |-�| �
∣∣���� .��∣∣  ���� .�� ⊂ 


� · -�	 :��������!!��
# , -� × · · · × -� ���� ����&�	

@�!��% ����1��  ������ ��) �!������� ��� ���� �����)	 :�� %
A $ ���1�� "� ���% ������"� ��� "� � "�'(2 !��������!!����
#�	 :�� % $ , {$���}�����∈Z�� ∈ 
��R�� ���	 Q�� !� ����� �) �!��� ��
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 � �� ��&+ ����J �) -������+

 �$����� � � � � ���

,
∑

�����∈A
��
� ���

�� �� · · · ��
� ����� ���X� ∗ $�������� � � � � ����

��� X����� � � � � ��� , 2������ · · ·2������� � -���. 2�� � " �"�' ���*
���%� �!�����)' �)  ��4 !�� % 2 $ -���.) � ������ Y"��.� �� R

 ���)� � � �� !��������"��� ���%� ��� �.� ��%��  ��"�� ���'
"�� � ����� ��� ��  ���.� �� � ����� ��� K��  ���� 2����� , ���2������	

����� #� .
�����  ������� ����	��		� �� ���R�� ��� � 
��R��

�� � � � � �� 
���� ��	��	�� 
�����		�� ������� ������ �� � � ��

3����� ��%� "� / �+ ����& �& "������� � ��1�	 :���1��� � �
��� ��� "�����  � ��D�  ������ �������� ��) �!������� ��� ����
�����)	 :�� % ���� ≡ �� ��� �0� 1� (∈ A� 

�������� � � � � ��� , �−�
� ���
�� �� · · · �−�
� ����� �������� � � � � ����

��� ���% ����� �0� 1� ∈ A ��� "� � "�� !��������!!��� #�	 ;�*
�� �� � � ��� �� !��������"��+ ���%� ������"&2 -���.+ ����
��1� " !��������!!���2



� ·#� − �1��

�� � � � � � 1��
��� ,

[
��� � K · ���]× · · · × [��� � K · ���]�

F �'�� !�  ������ :���D����) ������ � � � ���� , X� ∗ ���� 	 F�����*
�� � , {����}�����∈Z�� 	 Z� &"�)  ��%�� � � ���������  !��%��)�%
������ �  �� !�������∥∥∥∑

�

��

∥∥∥
��

,
∥∥ ���∥∥

��
� ��‖�‖������ � � ′

�‖�‖������ , � ′
�

∥∥{��}∥∥�������
@��� �������� "&!���)� �) ��1��) �.����	

@�!��% �"����  ������ � ������ ������� ��� ���� �����'	 Q��
!� ����� �) �(� ��� "�!����� ��%�&+ �!��� ��	 :�� % ! $ -���*

.) � ������ Y"��.� �� R  ���)� � � !̂ � �  5677 !̂ ⊂
�#−�� #�� ��� # � �	 :���1� !���� , #�!�#���� 0 � �	 ;�*

�� �� � � 5677 !̂� ⊂ �#�−�� #����	 :�� % O������ ������� � � � � ��� ,
!������ · · ·!������  {$�} ∈ 
��R�� ����  ���� ��1�&+ ��� �!��� ��
/ ���� ����"� %�) -������+

/�$�� $�� � � � � , �"�$��� "�$��� � � � ��

���

"�$�� ,
{
$� ∗O������ ���

}�
������ ���	�

�
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����� &� .
����� / ������� ����	��		� �� ���R�� ��� �

��R�� ��� 
�� � � � � �� 
���� ��	��	�� 
�����		�� 	 �������
�� 
�

3����� ��%� "� / �+ ����& �&  ��1� � ��1�	 � �� �"D�+�) ��*
�  / ��� !������-� ���� !�������� ���� �!��%��) �!��� �� /�
��1�� �"��  "�� � ��� ���� �����'� ������ ������� �����	 E �
�����1���� �� �����1 ����2 ��"&2 ��+ !� ���"���' � ��*
� "� � "�'(� �����1���)� ��) !�)��+ R " ���� � ���� �2� )
� ��.)  �� �&�� ������%�� ��+� � ��) !������  R

� " ���� �
�8�	 C& ���� � 2  ����% ���'� ��%�� ��) !���� &	

B ��� ��) ������ ���� �� � � ��� )1���� ��1�� ��� %�) ����
!� �� ��(��� �  ���� � ��& ���& � �����"� !���"����)� ��*
 ��&2 )"�)' �) !��������!!��& #� , ���� � .

�
� �×· · ·× ���� � .

�
� �� �&�

�� ���%D� �	 ;�-������ ���� #� ��� � ���� ������ � ���.�� �

-���.' ! "&�����  ��� � ��&
∑
���

!̂���� , � !� � � �	 F������"

�� , ���� � � � � � �
�
� �  3 , ��� �� � � � � �� ∈ R

�� ""���� -���. ����� ,
�−�
�〈��− ��〉�����	 LB����%�"M ��� �� -���.+ �̂� � !���(%'
�!��� ��� /  ���� " 2 ���� ��� !����� -���. ��������������� ,

��
�〈��− ��〉��� ∗ O������ �������� !���� �� ,
∑

������ ���

��������� ��� �!�

��1��� � ������"��� ���&"�� �) �� �������� ���� �������&2

$ ����� ��� ��% -���. Ô��������� !����� !��������!!�� #��	

����� �"�) !������"� ��%��� % {������������} ��� -���.' � !��*
� ���� "� 
��R�� ���  !��%��)�% ������ �  >� !�������4∥∥{��������� ���}

∥∥
������

,
∥∥/�{��}�∥∥

������

� ����

∥∥{��}∥∥
������

� � ′
���

∥∥{��}∥∥
������

, � ′
���

∥∥{��}∥∥
������

�

3����� !�� %  $ -����"����� ��� � ���� ���%D�� �� ����%*
��� ���� ���!�����  , ����	 
����%�� !������"� ��%��� %
{��������� ���} �� � !��!������"� ��%��� �+ $ " ��� "� � " � �� � *
��� � �����) ������" 0� ��  " ��1��+ ���!!� � � �� % !�
����� ������ ��	 Z� &"�) ��������� "&D��  ������ ��� � ����
������ % � ���%�� ��) ��1��+ !��!������"� ��%��� 	 ?�� "  �*
��+ !��!������"� ��%���  � ��1��+ ���!!& ���'� % -���.�
� �� ��&2 ��������� ��� � ������" 0��  � ��� �� !��������*
"��+ ���%� �� �"D2�) -���.+ ��1�� !����  % " ��!�������'*
(��) !��������!!��&� ��� "� � "�'(� ��� ���� �����'� �!���*
���� "&D�	 3�) / ��� ��1�� "&��� % ���� # ��� � ���� �����
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� ���.�  "��!��%��"� %�)  �2������ ����������� �� ���� �&
������ " ������ !������-�	 @�!��% ���������) � �� �"D��) -���*
.)�	 =�"��� ��� �� 2 !��������"��+ ���%�� ��1�(� " ��*
�� ��&2 !��������!!���2 Æ� , �'��� �

�
��× · · ·× �'��� �

�
���  ��� � ��& "��*

D�& ����� � � � � �
�
�� !�!�� "  ���� �−��−�� � � � �−�� ∈ R�� !���� ����

!�����  �2���� �!�����' "&D� ��� ���� �) � -���.)�� ��*
 ���� ����� !� "��� !�������&�  � �������� �!��� ��� /�
��+� "�'(� ��  ��2 -���.)2�	

!� �����	������� ���������
  	 /

F���������� % �!��� ���"   / �� !��� ���� "� 
� ������ 
�  �����& :���D����)	 @��� �������� ��������  ������ 9/��/�$
=����� � ��& ������ %� � � ������ �"���&� �!��� ��& ��+� "�' 
���������� � �� " 
� !� � � � � �� ��1�� !��"�� %� � � ��) �2
"&!���)' �) �.��� �K�  ���	 3�) � � � � � ����������� % !����*
��� � � ��!��).���&2 ������1��+ ���	� ��!����� ���� � ����
� �	 >8��� �����% � & �� ���+ ����� !������) �) �  ��� �� !��� ���*
� "� R��	

=������ ������ �� �!��� ��  	 Q�� !������ �) �����'(��
� "��1����� ������ ��%� "� �� ����� ���� !��"����� " !��������
!������-�	

����� '� &������ 
����������	���� ��	����

4��� �� ,
{
4������ ��

}
�����∈Z�

,
{
��
� �

�� �2���− ��
}
�����∈Z�

�	�
��	��� ��� ��	���� 2� "��� ���	� 	��� 
�� �
���	�� �
�
������  �� �����  � � � ��� ������  ���� ��� ������� ������
- ⊂ R � ��"��� 	�������	��� ����� � � � 	������ ����� ����	��	��
��	���� ������� ��� ���������� 
���	���� ��
	� 	 ��-  
� ��
��� 
�� ��' � , {����}�����∈Z� ∈ �� � ��' � ∈ - ��
��	���� ��	��

(∫
���

∣∣∣〈4��� ��W�����− ��− ������� ��� �
〉
��

∣∣∣���)���
� �	 �−�! |- |−��� |�|�� � ���


���� �	 � � � �	 → ∞ 
��  → ∞� &��� [- � , �����- \ ��- � � W���

� ��	����� �
���		� 	��� � §��
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:�����&� �.��� "� ������% " ���� �2� !��")(���&2 �������*
���� �����' ���	� ��!����� ����� ������ " �2 !��& �0� 1� !����*
��� �� "�� ���1�� "� Z�� �  ��%�� ���� ���� ��� !�����1�� "�
B ∈ Z�  ����� � �

∑
�����∈B

|2̂���−��1�|� � �	 �  ���+ � ��. !������*

"� ��%��� % {4������ ��}�����∈B ����&"����% )���� ���� ����� �!���*
 ���  !� 9��%������$;������ ������������ ������� �!��� ���  ��
!���� ��� 
�*����������� % �����"��� �!�  ������ :���D����)� �
�!��)�� ��� ��������) �� ���1�� "� !�� �0� 1�	 F������ ����� 8
"����  ��� !�����&2 ��������+�  ����� / � ��� �) ��%� "� !�*
�"�� ��� �.�� % �!��� ��  � � �� % ������ �� % �����+ � ���*
���+�	

:�� ��� �!��� ��  �
���  !��"��� ��) ���� �.���� �K�	 Q� ����))

��(��� � ��1�� �� � %� � � + , {�� �� � � � � "}� ��� " � �− �	 :�� %
 $ ��� � ���� ���%D�� .���� ����  � , {����}�����∈Z�� $ !���"��%*

�&+ ��*�����&+ �� �� +�*!���� ��� ������&+ ���� ��� ������ �"� %

��� -���.'� ��+� "�'(�' � R� " 
��R�′
� ���� �� !��������!!���

# , -� × · · · × -� ⊂ R� 	 :�� % � ∈ N� 	 @����  �
��� $ �!��� ��� )���

�� ����� ����� �) -������+

*�
������ ��

,

{
��
� �

�� �� �� · · · ��
� ��� �� �� X��� − ��

�∏
�	�

W�������� − ���

}
�����∈A

�

Q�� !������) �) ���� ��&� "�!����� ��%�&� ���������)	 :�� %
0� , �0�� � � � � 0��  0�′ , �0���� � � � � 0��	 U�������� �!������ �����&
1�  1�′ 	 :�� %

$ , {$�	′ ��	′}�	′ ��	′∈Z	
′ ∈ 
��R�′

� ����

F!������ "�!����� ��%�&� �!��� ��&  �	 ��	 -������+

 �	 ��	 �$����′�

,
∑

�	′ ��	′∈Z	
′
�A�0� 1�

(
�∏

�	���

��
� �
���� ��

)
�X�	′ ∗ $�	′ ��	′ ����′ ��

��� 0 , �0� � 0�′�� 1 , �1� � 1�′�  X�	′ ���′� , 2�
�������� · · ·2������	
;��� �� � � !� -����"���&2 ������2 0�  1� � !��������*
!!���" #� , -�� × · · · × -�� � ��� "� � "�'(2 ���% �������
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�0� � 0�′ � 1� � 1�′� ∈ A� ���� ��"!��� % � ���� -�� � ) ∈ +� � ���� !��*

��. -���� × · · · × -�� ∈ R
�′

���� !�!���� ��!�������'(��) � ��
��� #� $ !�!���� ��!�������'(��) !��������!!��&�	 F �'�� !�
 ������ :���D����) !�������� � � �!��� ��&  �	 ��	 ��������& ��

!��� ���� "� 
�	 B�!��%��) /  �!��� ��&� ��1�� ��!�� %4

 �
��������� ,

∫
R	

′

∫
�

〈
*�
������ � ��′ � �� � ��′�� ���� � ��′�

〉
������′

,

∫
�

∑
�	 ��	∈Z	

 �	 ��	

({
������� � ·�

}
�	′ ��	′∈Z	

′

)(
��′
)

×
�∏

�	�

��
� �
�� �� ��2����� − ���W�������� − ������ �

����

;���%
{
������� � ·�

}
�	′ ��	′∈Z	

′ $ ����� ���!���� !���� ��� �� ��� "� *

� "�'(2 -����"������ !�������� �0� � 1��  !��������"���&2
!��������� �0�′ � 1�′�	 ;�-����"�" !��������' �� � �& !����)��
�!��� ��  �	 ��	 � / ��� ������� !���� ���� "&!�&"���  � ���1 ��
� )��� *�

������ ��� �� ��&� �� ���� "�' " �!������� �!��� ���"
 �	 ��	 	 3���� ����� �������� %4

�����′ � ��� ,
{
���	 ��	 ���′ � ���

}
�	 ��	∈Z	

,
{
 �	 ��	

({
������� � ·�

}
�	′ ��	′∈Z	

′

)(
��′
)}

�	 ��	∈Z	
�

B�!��%��) / � ����������� !���!D�� !�������� "&��1��� " ����
 ��4∫
�

∑
�	 ��	∈Z	

���	 ��	 ���′ � ���

�∏
�	�

��
� �
�� �� ��2����� − ���W�������� − ������ �

����
@�� ��� � !���� ��� � ��"�& ���' !��"&�  ����� �" !� !��"&�
" !�������&��  �� ����� �& !����)�� � ���� �!��� ��  �

���� �&
��1�� ����� % ���1 ��%

��
� �
�� �� ��2����� − ���W�������� − ���
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� )��� *�
������ �� �� "&��1���

��
� �
�� �� ��2����� − ���W�������� − ���− ����� ����

��� ����� ��� $ !���"��%�&+ !����� !� ��� � �!�� �� "&D�  	 :��%*
��)�% / �� ��1�� !���!�� % ���� " "��∫

�

∑
��������
�
��������
∈Z

〈
�<��� ��=>����� <�� − ��=− ������ <��� ��=�

{
���	 ��	 <��′ � ��=

}
�����∈Z

〉

×
�∏

	��

��
� �
�� �� �����<�	 − �	=>�����<�	 − �	=	�� 
 <��=

;���% �& � !������"� ��%���  �� ��-����"�� �����& 0�� � � � � 0�
 1�� � � � � 1�� !���� ���� !����"D+�) !� / �� ����� �!���������*
"���&+ !���� �0�� 1��� ����)��� ����1� �� ������ % 4 · W����� −
������ � ��� -���. 4  ������ $  ���� ��� " ����� 8� !���� 2 ���*
!���� &  ��1� !���������"��& !���� �0�� 1��	 3����� ""���� !�*
�����"� ��%��� % �� !� -������

��<��� ��′ � ��= ?
{
����������
������� ��
 <��� ��′ � ��=

}
��������
�
��������
∈Z

?
{〈

�<��� ��=>����� <��−��=−������ <��� ��=�
{
���	 ��	 <��′ � ��=

}
�����∈Z

〉}
��������
�
��������
∈Z




����(�� �!������ " !������"� ��%��� �+ �� �������� �&� ��� *
��D��)�

�	<��� 
 
 
 � �	� ��′ � ��= ?
{
�	�������� ��
��������� ��
 <��� 
 
 
 � �	� ��′ � ��=

}
�������� ��
�

�������� ��
∈Z

?
{〈

�<�	� �	=>�����<�	 − �	= − ������<�	� �	=�{
�	−�
������ ��
 ������� ��


<��� 
 
 
 � �	−�� ��′ � ��=
}
�����∈Z

〉}
�������� ��
�

�������� ��
∈Z


 <��=

;��� �� � � � ��1��+ �����'(�+ !������"� ��%���  ��� ��� %
���%D�� ��� � !���&��(�+� � ����� ��� $ !��� � ����)���*������)
-���.)	 �  �����2 !������"� ��%���  �� -������ ���� !���!*
�&"�� �)  ��4∫

�

∑
��������
�
��������
∈Z

�������� ��
������� ��
���� ��′ � ���

×
�∏

�	�

��
� �
���� ��2����� − ���W�������� − ������ � ��>�
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@�!��% !�" ��� " ��� ��+� ")� ��������) �� ��&� �& !���D� � 
"&��1��) ���� � "&��1��' ��>�	 @� �� %� �!��%��) ���1 ��%

��
� �
�� �� ��2�� ��� − ���W�������� − ����

������ /����� & !������"� ��%���  �� " ��>� �� /����� & !������*
"� ��%���  ��   �� �����	 � �����% � � !������ � �

 �
��������� ,

∫
�

����� ��� ��� � ��8�

3���� ����� �������� % #̃� , [- ��� × · · · × [- �
� ���!����� � � [- � ,

�����- \ ��-�	 ;��� �� � � W�������� − ��� , �� ����� �� ∈ -�  �� (∈ [- ��� 	
:��%��)�% / �� !�������� � �

∥∥ �
����
∥∥�
���R	 ����R	′ �� ,

∫
�̃�

⎛⎜⎝∫
R	

′

∣∣∣ �
��������� � ��′�

∣∣∣� ���′

⎞⎟⎠
���

���

�
∣∣#̃�
∣∣�−���

⎛⎜⎝∫
R	

′

∫
�̃�

∣∣∣ �
���������

∣∣∣� ������′

⎞⎟⎠
���

�

:������'' �.���� �& !������ "��!��%��"�"D�% ����"��� "��
\J�%����  ����" !��)��� � �����"��)	 3����� �!��%��) ��)

 �
������ ��� ��D��� ��8�  �����) ����� " !��� ���� "� 
�

(
#̃�
)
!��

���� � ������� ����⎛⎜⎝∫
�̃�

∣∣∣ �
���������

∣∣∣� ���
⎞⎟⎠

���

,

⎛⎜⎝∫
�̃�

∣∣∣∣∣∣
∫
�

����� ������

∣∣∣∣∣∣
�

���

⎞⎟⎠
���

�
∫
�

⎛⎜⎝∫
�̃�

|����� ���|����

⎞⎟⎠
���

��� �

��!����) �!�������� !������"� ��%��� �+ ��  �!��%��) ����� 8�
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!�2��� � �.����

∫
�����

∣∣������ � � � � ��� ��′ � ���
∣∣�
��
���

,
∑

�������� ��
�
�������� ��
∈Z

∫
�����

∣∣∣〈4���� ���W�������� − ���− ���������� ����

{
��−������� ��
������� ��


���� � � � � ��−�� ��′ � ���
}
�����∈Z

〉∣∣∣����
� �	 �−���! |-�|−�

∣∣��−����� � � � � ��−�� ��′ � ���
∣∣�
��
�

���!��%��"�"D�% !���&��(� ��� ��D���� " ���� !�������� � �

∫
�̃�

|����� ���|���� � �	��|#|−�∣∣�����′ � ���
∣∣�
��

�∏
�	�

�−���! �

=����" "�� "��� �� � �� �� "��!��%��"�"D�% ����"��� "�� \J�%����
 ����" !��)��� � �����"��)� !�������4

∥∥ �
����
∥∥�
���R	 ����R	′ ��

��	��

∣∣#̃�
∣∣�−���|#|−���

�∏
�	�

�−���!

⎛⎜⎝∫
R	

′

⎛⎝∫
�

|�����′ � ���|���
⎞⎠�

���′

⎞⎟⎠
���

� �	��

∣∣#̃�
∣∣�−���

�∏
�	�

�−���!

⎛⎜⎝∫
�

∫
R	

′

|�����′ � ���|����′���

⎞⎟⎠
���

�

��!����) �!�������� !������"� ��%���  ��  !��%��)�% 
�*����*
������� %' �!��� ���"  �	 ��	 � !�������4
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∫
�

∫
R	

′

|�����′ � ���|����′���
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_5V7`a b	 b	 _cd*5Vede fVgghdi``e$jkhdl Vcdm6khVgl Vc R� n`o
� � � � �	

pd 7o`ad gqd `cd*5Vede fVgghdi``e$jkhdl Vcdm6khVgl n`o korVgokol G`h*
hdGgV`c5 `n s6g6khhl eV5t`Vcg odGgkcu6hko 7kokhhdhd7V7de5 Vc R� n`o gqd 
�*
sdgoVG� � � � � �	 vqd 7k7do 5677hdsdcg5 gqd k6gq`ow5 dkohVdo i`ox� iqVGq
edkhg iVgq gqd 5Vg6kgV`c `n � , �	 vqkg i`ox ik5 rk5de `c y	 zd{doskcw5
gqd`ol� iqVGq skxd5 Vg 7`55Vrhd g` adoVnl gqd r`6cedecd55 `n GdogkVc hVcdko
`7dokg`o5 `c gi`*7koksdgdo |koel 57kGd5 �V	d	� |koel 57kGd5 `c gqd 7o`e*
6Gg `n gi` }6GhVedkc 57kGd5 ���R�� ×R����	 |`idado� zd{doskcw5 od56hg5
kod c`g k77hVGkrhd Vc gqd 5Vg6kgV`c iqdod gqd c6srdo `n }6GhVedkc nkGg`o5
V5 uodkgdo gqkc �	 |dod id ds7h`l gqd s`od G`s7hVGkgde ~kordol$�ddudo
gqd`ol� iqVGq V5 k n6ogqdo edadh`7sdcg `n zd{doskcw5 Vedk5	 Tg khh`i5 65
g` adoVnl gqd r`6cedecd55 `n 5`sd 5Vcu6hko Vcgduokh `7dokg`o5 `c gqd s6h*
gV7koksdgdo |koel 57kGd5 ���R�� × · · · ×R���� iqVGq hdke5 dadcg6khhl g`
gqd odm6Vode Vcdm6khVgl `n fVgghdi``e$jkhdl gl7d	
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