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"��--' B#"�
\���� oVK�X� 
�
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����� �	����� ���� * ���� @ 2� �
 ����� E�G � ���!�
��	�� ]�$�

〈
#�#@2� ·4 

(
#�#@2�

)〉↑
* #�#�−2�D�@ ��������� �����	� � �#�−:��

�E�E(�
D�
 !��� ���������

∑

���

�#+ − 2�D� �

�D�
@ 
�����
�� �����	� � �−#�� �E�E$�
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^��� �� ���� * ����� �
 �	��
���	
 !
����������
� ����� E�2#� ��
�
������ ���������

∑

���
�����−�

�#�− 2�D�D�−� �

�D�
@ 
�����
�� �
��!�� � −#� �E�G3�

1��
��� -
����� �
�������� �
��� 	���
�	�� ���
����

�	��� �
F
����� E�E 
 ��
���� E�] ���!��� �� ���� E�2G� E�2'� E�2( � E�2$�

<���� 
����
�� ��
���� E�] �
�	
���� !
����	��

)� &�������� �� � ��##����$���
��( #����

;�.� ���� 
���!���	� ��7 oVK�S�� → oVK�S��� � ∈ Z
� � ����,
�
!	�� 
�����
�� ����

���� 4���� 

���X
	��� �

�
����
��?��
�������������
	�� ����� 	� ���-� A��� �§#�� ; +�
� ���!��� ��
!
����� ���!��?�� -
����� !�� ��7

�����-� 9��� $�2�
����� ����
�����
� �������� 8̃7 g → g� �����
#��

��� − �� � * �8̃ ��
��@ 	�#���@ 2�

��� �
��  ∈ g� �G�2�

������
���	 g 
 ����"��� ������	�� R "��� ��� �
� � � � )� �������� 8̃
�	��� ������� 
������� ��� 	��
�	������ ���������� ��	�������
�����

8 *

∞∑

�����

�#�− 2��#� − 2����������−� − ���−����−��
��

����−�����−�

@ #

∞∑

�����

�#�@ #� − 2������−����−�
�

�������−�
�G�#�

−
∞∑

���

�#�− 2�
(
#�− # @ 	

#

)
���−�

�

����−�
�

�
! ���������	
� 
!	
�
!	
� �
��
	�	�
� 
�����
�� 8̃ �� �
,
	����� �!�	��
�		�� 
�����
� 87 g → g �	���

� �����	��� ���
�
��


8̃ * 8 @ 
�����
�� �����	� � �−2�� �G�:�

 	����� 
���.�� 
��	
� ���!��
�� !�		
� ��
����� 
������?��
�� �
�
� ��
 
 -
����� �G�#� !�� 8 	�� ����	�� ��
��

!	�� �
 ���
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	+�)*��!� 9�%� �������� 87 g → g ��		������� 
 ���������	
�	������� �� �� ∈ g�

; 
���
.���� ����� ���!��� �� !
����� ��
���� G�2�
Z������� ��


��� − �� � *
(
�10 − �

	 �D� @ 	��D� @ #�� 
)
�

��@ 	�#���@ 2�
�G�]�

!�� 
���  ∈ g� ��� §E�2� ��
���� E�] � -
����� �]�2$�� �
+�
�� 8̃ *

10 − �
	 �D� @ 	��D� @ #�� � �!�	��
�		
��� 8̃ ���!��� �� �
�
� ��



�
��	�� g ⊂ oVK�S� �	9����
	
�
1��
����� ��
���� E�]� �
�	
 �������� 8̃ ��� -
�����	�� !�--�,

��	4����	�� 
�����
� 
 ������� g * R "D��D�� � � � )� ���!��?�� 
���,
�
�7

��--� 9�0�

8̃ *
∞∑

�����

�#+ − 2��#�− 2��D�D���−� − D�D�� ��

�D��D�

@
∞∑

�����

�+ @ �− 2�#�D�D�D� �

�D���

−
∞∑

���

�#+ − 2�
(
#+ − # @ 	

#

)
D�

�

�D�
@ 
�����
�� �����	� � �−2��

�G�E�

Y������� ��
 �
�� 
�����
�� 1 � 0 ����� �����	� 2� �����	� 8̃
��
	� 3� � 	� #� ��� �
��
 �� ����� D�
 �
���	
 � ���� ��
 ���	�


�
�
� � ���

� �����	� 
 8̃ 
����
����� 	���
����

��&�8���+2*���� Z���.��

1 *
2

#
D� @ 1� @ 1−� @ � � � � 0 *

2

#
D� @0� @0−� @ � � � � �G�G�

�!� �
����� 
�
�	���	� ��������� �����	� � �−#�� � �!�

1� 7*
2

#
	@

∞∑

���

�#+ − 2�D� �

�D�
� 0� 7* −

∞∑

���

�#+ − 2�D� �

�D�
�G�'�
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�+�
 ���	� 	���

� �����	���

1−� 7* 	
�

�D�
@

∞∑

�����

�#+ − 2��#�− 2�D���−�
��

�D��D�

@

∞∑

�����

�+ @ �− 2�D�D� �

�D���
� �G�(�

0−� 7*

∞∑

�����

�#+ − 2��#�− 2�D���−�
��

�D��D�
@

∞∑

�����

�+ @ ��D�D�
�

�D���

�+�
 ���	� �����	� −2�� <����� ��!�� �
���!

�����	
 
��������


�����
� 8̃ * 10 − �
	 �D @ 	��D @ #�� \��	� �����	� # ����� 
�!7

2

]
D�� −

2

]
D�� * 3� �G�$�

\��	� �����	� 2 ����� 
�!7

2

#
D�0� @

2

#
1�D� − 2

]
�	@ #�D�� �G�23�

<�� ��� 
�����
�
∞∑

���
�#+− 2�D� "

"��
�
��������� � ��	
��	��� 	� ���

D�0� @ 1�D� * −D�
(

D�
�

�D�
@

∞∑

���

�#+ − 2�D� �

�D�

)

@

(
	

#
@ D�

�

�D�
@

∞∑

���

�#+ − 2�D� �

�D�

)

D�

* −D��
�

�D�
@

	

#
D� @ D�

�

�D�
D� *

	

#
D� @ D�� �G�22�

� ���	� �����	� 2 ����� ��
	� 	����

Y������� 
�������� ���	� �����	� 3� 
	� ��
	�

2

#
D�0−� @ 1�0� @

2

#
1−�D� − 	

#
� �G�2#�
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Z������� ��


"1−��D�) *
[

	
�

�D�
�D�

]

@

[

D�
��

�D��
�D�

]

@ #

∞∑

���

�#+ − 2�D� �

�D�

[
�

�D�
�D�

]

* 	@ #D�
�

�D�
@ #

∞∑

���

�#+ − 2�D� �

�D�
� �G�2:�

5
�	
 ����
 ��

������ ��


1�0�

* −
(
	

#
@ D�

�

�D�
@

∞∑

���

�#+ − 2�D� �

�D�

)(

D�
�

�D�
@

∞∑

���

�#+ − 2�D� �

�D�

)

* −2
#
	D�

�

�D�
− D� �

�D�
− D��

��

�D��
− #

∞∑

���

�#+ − 2�D�D� ��

�D��D�

− 	

#

∞∑

���

�#+ − 2�D� �

�D�
−

∞∑

�����

�#+ − 2��#�− 2�D�D� ��

�D��D�

−
∞∑

���

�#+ − 2��D� �

�D�
�G�2]�

�

2

#
�0−� @ 1−�� *

2

#
	

�

�D�
@

∞∑

�����

�#+ − 2��#�− 2�D���−�
��

�D��D� �G�2E�

@ D�
��

�D��
@ #

∞∑

���

�#+ − 2�D� ��

�D��D�
@

∞∑

�����

�+ @ �− 2�#�D�D� �

�D���
�

<����� �� 	��
	�4 �
��� 
������� ���	� �����	� 37

2

#
D�0−� @ 1�0� @

2

#
1−�D� − 	

#

*
2

#
D��0−� @ 1−�� @ 1�0� @ D�

�

�D�
@

∞∑

���

�#+ − 2�D� �

�D�
�
�G�2G�

 
�
���
��� �G�2]�� �G�2E� � �G�2G�� �
����� ���
�
� 
�����	��� �
<����� 
������� 
 
�����	�� !�� 8̃ �� ���!�!�?�� ����� ����,

	��� 	�
!	
�
!	�� +����	�� D� 	� 
!	
�
!	�� ���−�� 	� ��	�� ���

+�
� ���������	�� 
!	
�
!	�� �
��
	�	�� 
�����
�� 8̃�
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��--� 9�3� �2� D� * #���−�@��������� �����	� � �#�−2�� � ∈ Z
�:
�#� &�
��  ∈ g� �������

� 

�D�
*
2

#

� 

����−�
@��������� �����	� �

(
hJi  − �#�−2�)� � ∈ Z
��

�G�2'�

��&�8���+2*���� q�
���!�	�� �2� 	������� ���!��� �� ���!�
��,
	�� ]�E � ]�G� =�� !
����������
� ��
���!�	�� �#� �������� ��


� 

�D�
*
∑

���

��#���−��

�D�
� 

��#���−��
*
2

#

� 

����−�
@
∑

�
�

��#���−� − D��
�D�

� 

��#���−��
�

�G�2(�
 ����	� /,�
 �������
�
 
 �
���!	�� ����� 
4�	�
����� ���

� �#/−:�−�#�−2�@hJi −�#/−2� * hJi  −�#�−2�−# ' hJi  −�#�−2��
�G�2$�

�
<�
���� G�2 ���!��� �� ���� G�: � G�]�

*� ������
��� ��##�'��

<��� �����-� �5 �((��&*!-�$!! (�+ "� ((
Z!��� �� ���
�!�� �
 �!
�	
� 	�� -
���� 
�?�� ��������� 
�

����
�����4�� 	������
	�� �
������� !������	���� 
�	

�		��
	� ����������� "#(� ])�
����� 9 � 9�� � ∈ Z
� � ��	��

� ��
����	��
� 	�! R� 	
��� 


�
�
��� ��!�� 
�
�	����� 
!�	��


 ����� ‖ · ‖� ����� :�79 → 9��
� ∈ Z
�� � 
���	���		�� ��	��	�� 
�
��	��� ����� ��
 LVS� ‖:�‖ '
∞�
�(��)�+�#!� <��� ;�����	� #�� ��
������������
�� { � ∈ 9�} 
���
���
� � 7��	����  ∈ 9� �
�� bNP

�→∞ ‖:� −  �‖ * 3� �"����#���
�

 � →  �

; 	�.�� �����4��� 
����		
� 	��� 
 §'�#� ����� 
��	


bNP
�→∞ ‖:� ‖ * ‖ ‖ !�� 
���  ∈ 9� �'�2�

����
�)�
� 	)� � �����
� � ������
−� �
�D) �)����+
(
STU � − B�� − .C

)
�
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Y���!� ���!���� ��
 ����� �
���!

�����	
��� { � ∈ 9�} �
���
����� 	� �
��� 
!	
�
 ���!��� 
 9�

[��
�	��� ��
 
�����
� 0 
 9 	���
����� !��������
	��� ����
‖���−0� ‖ � �‖ ‖ !�� 
��� � � 3 � 
���  �� 
������ 
���!���	�� 0�
Z!��� � 
�	����� �
�!���
�		�� 
�����
��
����� ��� � ∈ Z
�� � ������?�� 
�����
�� 
 9�� � ;� 
 3 � �
���,

!

�����	
���� ����� ��
 bNP
�→∞ ;� * 3� ���!�
�
���� ��
 ��?���
���

��
�	
� �
!��
����	��

 F ⊂ 9 � 
�����
� �7F → 9� ����� ��


;−�
� ��� − ��:� → � !�� 
���  ∈ F � �'�#�

�����-� <�%� &���������	� #�� 

• �������� �7F → 9 ������
� ��

�������
	:

• 1�� ���������� � 
 3 �"��
�� ���#���� ���−�� ������ � 9�

8���� �������� � ��	
���	 � 9� ��� ��	
����� ��������� 
�����
������
���� 
��	��2�� ���������� {� ���}��� � 9� �

�
�%−�
� ��

� :� → � ��� ��� �
��  ∈ 9� �'�:�

��� �
�� � � 3 �����	���� �� ������#���
� �����������

��&�8���+2*���� 8����
���� 
��
�
������	�� 
�����
� <79 →
9� <7  �→ bNP

�→∞ ;−�
� ���− ��:� !�� 
���  ∈ 9� !�� �
�
��� +�
� ���,

!�� ��?���
���� _�	
� ��
 < |F* �� <�� ��� 
�����
�� �� �
������
������?���� �
 
�����
�� ;−�

� ��� − �� !��������
	�� Z	����� <
����� �
������ !��������
	��� Y�����
�< �!

���

���� ���

���
"#(� snP� E�:)� �
+�
�� < �������� � ��
 ������	�� < �
�
�!���
�
�������� {� ���}��� 
 9� ������ 
��
�	����� ��
!��
��� �'�:� ��

�� ��
	
���	
��� ���!��� �� �������4�� �k�⇒�Q� 
 "]� mn� 2� snP�
G�E)�� <�� ��� 
�����
�� �� ������?��� �� �'�2� � �'�:� ���!���� ��

� ��� ����� ������?��� �
 ��
���� t�����1
��!� ����� 	����� "mn�
2� snP� #�G)�� !��������
	
��� < 
����� ����	�� 	������
	
��� �
,
�������� � ���� <�� ��� F ��
�	
 
 9 � !�� 	��
�
�
�
 � 
 3 
������

���!���	�� 
�����
�� ���−<� |F* ��−� ��
�	� 
 9� �
!��
����	,
��

 F ⊂ 9 �
������ ��(�������
! 
 �����' 
���������� )*+,-. 
��,
���
�� < 
 ������ "]� mn� 2� uJWO� :)� 1� "]� mn� 2� MTUS� :�2) ���!����
��
 
�����
� � �������� 
 9 � < * �� <�
���� !
����	�� �
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<�%� 	!-(+�&* 6�

; ������
� 9�� � ∈ Z
�� 

����� �
	��	
���	�� ��
����	��
�
oVK�S�� �� ��������,	
��
��� 
 ������
� �� � 
�����
�� 4����


���X
	��� �
���
�		�� �
 �������������
	�� ������ _�	
� ��

+�� 
�����
�� �
������ ������?���� �
�
��� ;� 7* 2���� �����
6� � �������� �2�2�� D�
 ����������� ����������	�� �
������ ; ��,
����
� 9 

����� ��	��


 ��
����	��

 ��6�� !����
�����	
�	��,
	�� 	������
	�� -�	�4�� 	� 6� � ��������,	
��
�� 8����
����
!�� � ∈ Z
� 
�
��	��

��7 S� �→ 6�� 
 * �
�� � � � � 
�� 3� 3� � � � � �→
(

�
�
� � � � �


�
�
� 3� 3� � � �

)

∈ 6��

�'�]�
Y���!���� 
�����
�� :�7��6��→ oVK�S��� �:� ��
� 7*  ����
��� �!�
 ∈ ��6�� � 
 ∈ S�� _�	
� ��
 ‖:�‖ � 2� 0�
�� �
�
� ��� ��� 6�

����
����������� �	
����
��� ���S�� �
 �
� ������� ��
 ���!
�

�����
� �
!�	
����

 
 6� ����� 	�����
� ��������	�� � ���S��
!�� 
��� !
����
�	
 �
��.�� ��� 
��
�	�	
 !
�
�	�����	
� ���

��
�'�2��

<�0� 1�-�#�#'� &���)!#��'
0��!
� �
��� x ∈ 6� �
���
�� � �

�
����
�� 
��
��	
��	��

���� �x 7*
∞∑

���
x�Æx� @ =Æ� 	� "3� 2)� �!� = 7* 2 −

∞∑

���
x� � Æ� � ����

=����� 
 �
��� �� \���� q� * q��x� 
�
�	���� �,� �
��	� ���� �x7

q��x� 7*

�∫

�

-��x�&-� *
∞∑

���

x���
� � � * 2� #� � � � � �'�E�

 ��!�� ":)� �� 	���
��� q��q�� � � � �
�����	�� �

���������
�
��� x ∈ 6�� Y	� �
������ 	������
	��� -�	�4���� 	� 6��

��

F�	�4�� q��q�� � � � ������������� 	���
������ _�	
� ��
 � ���
�
�
!�	
����

 +�
�
 	��
�� �	�������� {q��q	� � � � }� �������������
	���
����
� ����� F ⊂ ��6�� � �
!�������� �

�
!	
 �
�
�!�		��
����	�� �
��	�	��� �

�!�	������ F 7* R "q��q	�q�� � � � )�

���)
�)�
� 	)� '��� �& x �→
∞∑



�
x
 �� &�!&�)�& ������
�����
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���)+�6�#!� <�0� 5������ q��q	�q�� � � � ��������� ��#�� 6�� 9��
��� ����� ��"�� "�
����#��� ���	����
��� ��"��� {q��q�� � � � } �����
�"������ 7��	 
���
���	�

��&�8���+2*���� ����� {q�� �q�� � � � � } ⊂ {q��q�� � � � } � ����
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MJOTUw x� yQKhUP IQbzL UK LOTNWO SQTONONUKL�
{J WUKLOTVWO Q hN|VLNUK STUWJLL NK OnJ NK}KNOJ,hNPJKLNUKQb LNPSbJr

WUKLNLONKi U~ Qbb KUKNKWTJQLNKi NK}KNOJ LJ�VJKWJL U~ KUKKJiQONwJ KVPkJTL
INOn LVP bJLL OnQK UT J�VQb OU UKJ� snJ STUWJLL NL WUKLOTVWOJh QL Q bNPNO
U~ Q WJTOQNK LJ�VJKWJ U~ �QTzUw WnQNKL� snJ LOQOJ LSQWJ U~ OnJ �On WnQNK
NL OnJ LJO U~ Qbb LOTNWO SQTONONUKL U~ � �OnQO NL� SQTONONUKL INOnUVO J�VQb
SQTOL�� �L � → ∞� OnJLJ TQKhUP IQbzL WUKwJTiJ OU Q WUKONKVUVL,ONPJ
LOTUKi �QTzUw STUWJLL NK OnJ NK}KNOJ,hNPJKLNUKQb LNPSbJr� snJ STUWJLL
nQL WUKONKVUVL LQPSbJ SQOnL� snJ PQNK TJLVbO QkUVO OnJ bNPNO STUWJLL NL
OnJ JrSTJLLNUK U~ NOL STJ,iJKJTQOUT QL Q ~UTPQb LJWUKh UThJT hN|JTJKONQb
USJTQOUT NK Q SUblKUPNQb QbiJkTQ�
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