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�� ��	��� !"� #�$"� ���������	 ���
�����
� ��	�����
��� ���
������	���� ���	
�� ����� 
 �	�������	���� �������� ��������
�	��	��
��� ��	������ ����	������ 
����
�	 ����	��� 
 ���	�
�	�	���� ��������� �����������  ���	������ ����	����� ���� ����
�	���
 �
����� 	�	 � ����! ��	��"��	���! �	���! ����	��� ��	����
# 
�����	��	� �����
	���� ���	� 
 �	��	��
��! ��	���� $����
	��
��	 "%������ ����&�	���	 '���	���� ��	����� �� �	��	��
���(�
�������� ���	���! ��	���	! � ������ � ���
��! �������
� ���%�
���� �� �	����	������� ��	� �������%���� 
 �������	���� ��)	�	
� �����% ����
����� '��
%�	����� ������(� *�	��� 
�������
	�
��	� ��
%�	���� ���� ��	�����
%���� �����&�	��� �	�%��� 
���
� ��������
%���� ������	��� ��	����� ��%���
�	�� �����	 "����	�
���	 �
�	���� $ ����! �������� ��
%�	���	 ���� ���%� ���
����

� �	&	���	�
��� ����	���
���� ������	�� � ����%�	��� "����	��
��
 
����
���� ����� ������� � ����	�����%���� ����� $ ��%��!
�������� ��� ���%� ���
 �����
��
��� ��� �%&� ��&	�	���! �����
����� ������	�� ��� ���	�����
���� 
����
�� �	��"	��
 � "��
�
���
� *�	��� ������% ����� ��
%�	���� ��� ��� �������	�
��
� ��
���%���
�� ��	����
��	� ���	�	� 
� ������ ���������� ���������
����

+ �����! ����
	 ���
������ ����������	 %���
�� �%�	��
�
����
��
%�	���� ��� 
 �
%� ������� ���	!��! �	���� 
��� �� ��
	�����
��� ��&	��! &������� ,"����	���	 � ���	�����	���	 ����
� �	����
��&�� ��!�� 
� 

����� ���
�� �������"�! -.#/0 � ���1� + ���� ���

�������� ��	�
 � ���� ����
� 	��!� ��" ������
 ������
����� ���� ��� !�#
��$�	�
� 
�"
� ��������� �
� ��!�
�

%��� � �
��!���� ��� &��������' ��""��(�� %����'����� &��"� &��"�
��#
 �!)�
� ���!�"�����' *����� ��#�+#��,-�.�

���
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���
�	��� ��		��� ����� �	�%�
����
 � ����������� ������������	
�	���� ������ ��
%�	���� ��� ,��� ������ -2#./0� ������
����	 ���
�����"�� � ����� -.20� 
��������	 �������	 ������ ���	���%��1� +
�	�
�! �� ��������	���� ����� �����
	���	 ����� ������������� �	�

		 �	��	��
���� ��	����� � 
� 
����! # �� �	��	��
��� ��	���	� ��	�
�������	&�� �����	����% � ���	����% ��	����� ����
	���
	����

 ������	�
��� �	��� ����� ���	!��! �	���� ��
	��������� 
���
# ���
�	��	 ��	�����
���� �����	��� 
 ���	
�� %���
��� �� �����
������
��! ��
	������� &������� ,��	�����
��	 %���
�	 $�	���
�1�
$ ����! �������� ��� �������	�
��
� ��	�����
%	� �	����	���
	��
���% ����	�	��� �	�%�
����
 �	���� ���������&	���� ��	������


 ���
�	���
�� ����������
	 ,���� ������	�� -.301� �� � ��%��! ����
���� ���%���� � �������� ��	����
��� � 
	�
�� ����
��%��� �	���
��
 ������ ��
%�	���� ��� ,���� 
 ���������� ����� -.201� ������	
��	�%�� ���%���
�� ��	�����
���� �����	��� 
 ��""	�	�����
���
%��
�	�����

4�	���&	���! 
 -..� ./0 ���	� ������
���� ��	��"��	����� ����
������� �����
	�	��� 
 ����������
	 $����	
� ���
���	� �
	��� ���
���% $�	���
� � �����������% %��
�	��� 
 ���
�	���
�� ���������
��
	 � 
�����
��
��
�� ������ �	��	���� ��	�����
��! �	���� ��	�
������
� *����� ��������� 
����&����� ���
����
 �����
��! ����
��� �� ���� �%�� %��	��� ���%���
 �	�%�
����� ���� �%
��
��	�
��	
� ���	! �	��	���� �	�� ,��� -..� ./0� � ���&	 ����	���	 ������ 
 �� 5
� �� / §.1�
+ ����
	 -.60 ,��� ���&	 ����
� -.7� .80 � ����� -.901 ��� �"���%�

����
�� 
����������! �	��� ������ ��
%�	���� ��� � ����������
�������&	����� ��&	 ����� ���	��� �	��	��
���� ��	���� ,'���
�������(1� :�����%��! 
��	 ��	�������! ������ ���
���� 
 ����
��! ����
	 �����������
 ���� �	��� � ������� ��"������ ��
	���
������� 
���� *�	���� %�����
 ��!�� ����������	 %���
�� ���
�	�
��� ��
%�	���� ��� 
 ������! �����	 � ����� ���	����� 
���� ��
���������	���	 �	�� ,��� �� 5 §. � §51 � 
 ��	��	���! �����	 � ����	�
������� �	����	���� ������ �����	 ,��� �� / §. � §/1� + �	�
�! �����	
�	��	��
��! ��	��� ��		� ����&��	�
�%� ����% ���	���� � �������
�����%&	���! ��
%�	���! ���� �	&�� ��&	 �		� � �����% ������	�
�� �����	���! ��	����  ��	���� ��� ��� �������
� ����%&	�����
�	�� �	�%�
��� �	�%���
��! ,��	���&	��	 .�.1; ����� "���� �����
&��	� ��
%�	��%� ���%� <��� �	�%�
��� ��
	��	� -2� 70� ������ 
 §5
��	����
�	�� ������	�
�� ���		 ������	 �������	�
��
�� =�� ���%���
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��%&	����� �	�� 
 �	��	�	 5�. �"���%����
��� ���������� ������	
�	��	����	���	 %���
�	 �%�	��
�
���� ����! ����� ������	 ������

�	��� �������
� ��
���
+� 
����! �����	 �	��	��
��! ��	��� ������	� 
�� �����%�%�


	�	��
	��%� ����&��	�
�%� ���%��
� � ��� ��������� ��
%�	����
��� �����
�%	��� ���	� -5>0 �������
�� ���%���
	���� ���	
�� %����

�! �� ������
��! ��������� ����	����� + �	�%�
���	 ��	&��	 
��
������ � ��
��� %����
��� ����������	 %���
�	 �%�	��
�
���� ���
�	����� ��	���� �� �	��	��
��� ,�	��	�� /�.51� ����	� 
 ����	���

����� %���
��� �	��	����	���! ����	���� ��
%�	���� ���� ��	�
	��� ��� ����� "����� �	�	��� % �������
� ����%&	����� �	��
,��	���&	��	 .�51�

���� �� ���	
��

�� � ���
���	
��

�� �����

?���
 �	�%�
����
 ����
� ��������
��� 
 ���	��	 -5.0�

%� ��$� � � &�'�# !�(�)�!** 	�+!" !� (�'&�!� !", -*.
+*!$�� 4%��
 @ # �	�%���	 �������	� �	 ������	�
�� �
����	 ����
&	��
� �� ��������� R� � ������	
�! ������	! �@ � ����������
��������	� @ A @ ∪ �@ ,��� ���� .1� 4�	�����&��� ��� ���&	��
�
B A R�

− \ @ �
��	��� ������	
�! ������
�C ��	�
 R�
− A {� A ,�� �1 ;

� ∈ R� � � >} � @− A @ ∩ R�
− �A ∅� D��������� ��	�����
�%� �����%

$�	���
�
−E�F,�1 G ��F,�1 A >� � ∈ B� ,.�.1

��F,�1 A �F,�1� � ∈ H A ,R × {>}1 \@� ,.�51

��F,�1 A >� � ∈ I A �B \ H	 ,.�/1

4�� ���� E� # ��	����� J������� �� # �����
����� 
���
 
�	��
�	! �������� ���	�	�	���� ��� ����� 
�	� � ∈ �B � ��
��������
� �� A �
�� �� ����������
��! ����� H� � � # ��	�����
��! �����
�	��� =
%�	���� ������ ,.�.1#,.�/1 �����
�	� ,��� -.#/0 � ���1 
����
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�� ��
	������� ��&	��! &�������� ��������	! ���%����������
��

 ������� ��������� �	����	���! ������� @− × RC ��� ���� F #
���������! ���	������ +���� ����%���	�
�� ������������	��� 
 ���
���
�	��� ��� �������� � 
����
�� ������ � ∈ R�� ������	 ����
�������
���	� �
������ � 	�����	� � ���		 �����	�� ��� � A . 

%��
�	��� K	�
����
�� ,.�.1�
*�
	���� ,��� -550� � ���&	� ������	�� -5� /01� ��� �	��	��
��!

��	��� ������ ,.�.1 �������	� �%� -.�G∞1 �� 
	�	��
	���! ��� R 

�����	����! ��������� C� � �� ���	��	 ,>� .1 ��&	� ����������
��
�����	���! ��	��� ,�����! ����� ���� �
	�	���� �%�	� ������ 

�� . §51�
*���� 
����&��� ����	�����	! �	�	��� 
 ���	�%������ ������

������� �����% ,.�.1#,.�/1 ��	�%	� �������
 ��� ���	����
��	 ���
&�	��
� -5/0

,∇�F�∇�L1� G ,F�L1� A �,F�L1�� L ∈ ��,B1� ,.�21

��	 ∇� # �����	��� , � 1 # ��������	 �����
	�	��	 
 ����������
	
J	�	�� ��,B1� � �

�,B1 # ����������
� $����	
�� $�	�����
��� ���
���� ,.�21 ������� 
 ��������� ����� � � �	���
���
��! "%�����
F ∈ ��,B1� %��
�	�
�����	! �������	��� ,.�21 ��� ����! ������!
"%����� 
 ∈ ��,B1�

���� �� ���� � ��
��� ����� �������� 
�� ������ �� ����	�
�����

+ §5 �%�	� %�����
�	�� ����������	 %���
�	 ���
�	��� �����
	��
��� ���	� ������ ,.�21 ��&	 ����� ���	��� �† A . �	��	��
����
��	����� ������	 
 ��%��	 ����%&	����� �	�� @ ��������%	� �%�	�
��
�
���	 �����
	����� ����� ��� ����! 	�� "���	�

���$+�/�!*� ���� ���� @ ⊂ R�
− �� � ���	
��	�� @− A @� 	� ��
���

,.	21 ����	 ����	��

�� ����� �� ∈ ,>� .1� ��	����� �	�����	 
�	���
�����
�� ����
�� F� ∈ ��,B1� �����
����� �������
�� ��
��
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���� �� ����	��
�� ��� � �	�����
�� � � ����
�! ��
��� �

���
���	
��

"� ����� � ��
��� ����� ��������


�� ������ �� ����	�
�����

M�&�� %�	���
�� 
 ���� ��� �	�	��	 F ∈ ��,B1 ���������! ���
���� ,.�.1#,.�/1 ������	�����
�� ���%��	� �� �	����	������ ,����
������! "���� ��	��	�	���!� ������	�� �	����� N%�
	� 
 ����
	 �	

����	��
��1�  ��	���� ��� �����
	���� ���	� � ����
	���
	��� ���

%�	���� ��� ��&	� ���
 �	����
��� :�����	� ���� �� �	�%�
����

-./0� 4%��
 ������� "��%�� @ ����
�� ��� ������
 B� ������	����
&������
�� ���	�&�� �����%���
���

� A ,�� �1× ,>�−�1 ,.�31

� ����! 
�����! � � > � "������
����! �����! � − � � >� ����
�	� ��&�		 ����
���	 �����%���
���� �	&�� �	����� �� �@ ,���
���� 5� ��	 �����%���
��� ,.�31 ��%���� ������
��1� O���� ��� �����
Æ ∈ ,>� .1 � � ∈ {.� 5� 	 	 	} ��!�	��� ����� 
	������ �,Æ��1 � >� ���
��� � � �,Æ��1 �� ���	�
��	 ,>� Æ1 �������&	�� �	 �	�		 � �����
	��
��� ���	� ������ ,.�.1#,.�/1� ��&��	 �� ������� ����&��	� �
�� ���

%�	��%� ���%�

0� ��$� � � 1��123'3	** 	 -*+*!$�* �'&�# &�!�+�� 4%��
 �
# ������
 �� ��������� R� 	 �′ A ,��� ��1� �������	���� ���	���� �
�����! 5� � > � ������� �± A ,±�� >1 � ������	
�! ���
�! � � ���
	������	! ����� �� � �− 
 ��&�	! ���%��������� R�

− A {�′ ; �� ∈
R� �� A � � >} ,��� ���� /� ,P11� O�	��	���! ������� Q A R × � 	 �
������	� &������
� � 
 �	� ��		��� ��	�����
�	 @ ⊂ R� # �	���
�������	���	 ������	
�! ��
	������
�� ���
���		 ��� ����%&	��
��	� 4���&��

B A Q \@� @� A @ ∩Q� H A ,R × �1 \@ ,.�61
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,��� ���� 21� $������ ��� B # ������	
� ������
� ���������� ��	��
����
�%� �����% $�	���
�

−E�F,�1 A >� � ∈ B� ��F,�1 A >�

� ∈ I A �B \ H� ��F,�1 A �F,�1� � ∈ H	
,.�71

R�	�
 �������	��� 
����	 ���������� �����
��
����� 
 �
%�	���!
�����	 ,.�.1#,.�/1� � 
����������� "���%����
�� ������ ,.�71 ��	����
�%	� � ���	����
���% ��&�	��
% -5/0

,∇�F�∇�L1� A �,F�L1�� L ∈ ��,B1	 ,.�81

���� #� $�%���
"� ������
�! ��� � ��
����

*�
	����� ��� ��	��� ������ ,.�81 �������	� �����%�%� ����&��
�	�
�%� 
	�	��
	��%� ���%��
 R� A ->�G∞1 � �
��	��� �	��	��
�
��� ,��� ���	� �� . §/1� +�����
�%	��� ���	��� -5>0 �������
�� ���
�%���
	���� ���	
�� %���
�! ��� ������
���� ����&��	�
��! �����
���	��� �	��	��
���� ��	����� *�	���� ��	�����&��� ��� �������
Q � �	�� @ ����	������ �������	�
�� ��������� {� ; �� A >}� #
"�����
�� %���
�	 ����	���� 
������� ���;

B A {� A ,��� ��� ��1 ; ,���−��� ��1 ∈ B} ,.�91

,��� ���� /� �� �������%�������! ����	! �������	�� ��	������ �����
����
1� 4���&�� B� A {� ∈ B ; �� � >}� H� A {� ∈ H ; �� � >} � ����
,��� ,.�611� D��������� ��	����%� ��	�����
�%� �����% $�	���
�

−E�F
�,�1 A >� � ∈ B�� ��F

�,�1 A >� � ∈ I�� ,.�.>1

��F
�,�1 A ��F�,�1� � ∈ H�� ,.�..1
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F�,�1 A >� � ∈ S� ,.�.51

� ,���%���
	�����1 %���
���� =�����	 �� ����� S A {� ∈ B ; �� A >}
��	�����! ���������� O	�	�
 �	��	��
��! ��	��� ������

,∇�F
��∇�L

�1�� A ��,F��L�1�� � L� ∈
◦
��,B�C S1� ,.�./1

������	� �%� -���G∞1 ⊂ R� ⊂ C ,��� �� . §/1� � ����� ���	��� �� � >
# �	�
�	 �����
	���	 ����� 
��������	�
��! ������ �� �	�	��� ��

�������� Q� ,�	� �	�� @1

−E�′�,�′1 A >� �′ ∈ ��� ���,�
′1 A >� �′ ∈ ���

���,�
′1 A ��,�′1� �′ ∈ ��� �,�′1 A >� �′ ∈ �	

,.�.21

+ ����
	���
%��	� ���	����
��� ��&�	��
	

,∇�′��∇�′�1�� A �,�� �1�� � � ∈
◦
��,��C �1� ,.�.31

���
�� ◦ ������	�� ��� ������� "%����� � ∈ ��,��1 ������	��� 

�%�
 �� ��	��	! ����� � A {�′ ∈ � ; �� A >} �	�	��� � �������� Q� $��
������ �������
���% �������% ,���� ������	�� -.3� �	��	�� .>�5�.01
��		�

�� A TUV
�∈

◦
�����	�
\

◦
�����	�∪��


‖∇�′�C��,�
�1‖�

‖�C��,��1‖�
� >	 ,.�.61

4�	���&	��	 /�. %����
�	� %���
�	� �����
�%��		 ��	�����
�%�

���% {��� ��} ∈ R�×
◦
��,��C �1 ������ ,.�.31 � ��	��	��
���		 �%�	�

��
�
���	 �����
	����� ����� ��� ∈ ,>� ��1 ������ ,.�./1� 4���	 �����
�� ����������! ��	�	 -5>0 �	�	���� ������� ������&�	� ����
	��

��
%��%� �����
	��%� "%����� F�� ∈
◦
��,B�C S1 �	�	� ��	����%�

��������
 ������ � �����%&�
�	� �����
	���	 ����� �� A ��� ������
,.�81 ,��� ������ ,.�711 �� 		 �	��	��
��� ��	���	�
+ %����	���� 
��	 %�����
�	���	 ����������	 %���
�	 �	�%�����

���	����� ��	���� ���
���� � ��	�%��	�% %�
	�&�	����

���$+�/�!*� ��%� ���� ��
�� Q � �������

�� � 
��� 	��� @ ⊂ Q
�����	���
� �	
���	���
� �������	� {� ; �� A >}� 	� ��
��� ,.	71
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����	 ����	��

�� ����� �� � >� ��	����� �	�����	 
�	�������
��
����
�� F� ∈ ��,B1� �����
����� �������
�� ��
��

:�����	� 	�	 �	�%�
��� -..� ./0 � ����	������� ��
%�	���� ��� 

�������
��� ������	���� 4%��
 �����	&�	�% 
�����	�� ��	��
���	
����	���� ,.�91 � ��������	�
�� 
 B A Q\@ ��		��� ������	�	���	�

� A ,�� �1× ,>� �1× ,−�� >1�

��&�		 ����
���	 �������� �	&�� �� ��
	������� �	�� @ ,��� ��	��
����&	��	 ,.�31 
 ������� ��%��	 � ��� ���� 51� O���� ��� �����
Æ ∈ ,>� .1 � � ∈ {.� 5� 	 	 	} ��!�	��� ����� 
	������ �,Æ��1 � >�
��� ��� � � ,Æ��1 �� %�����	 ,>� Æ1 �	��	��
���� ��	���� ������
,.�81 ��!�	��� �	 �	�		 � 		 �����
	���� ���	�� ��	� ��	�	���
 ���
�	����� ��	����� ����&������ ��������	 ��
%�	���	 ����� *����
���
���� 
������	! "���� ����%&	����� ��� �������	����� �	��
��&�� �����
�� ������ �����	��
� ��
%�	���� ��� 
 ������������
��� ��������	 �	��	��
���� ��	�����

	� 
���
����� �����
 � �����
��� ������

�� �1���3��'&�2 4��#�+*��	&� ��$� *� 4%��
 H # ���������
��
� $����	
� ��,B1 � 	��	��
	���� ��������� �����
	�	��	�

〈F�L〉 A ,∇�F�∇�L1� G ,F�L1�	 ,5�.1

+ ���
�	���
�� ����������
	 H 

	�	� ��	����� T "���%��!

〈T F�L〉 A ,F�L1�� F�L ∈ H	 ,5�51

W�������� ��������	!����� ������� H ����� �	����	������ � ���
������ 
��&	��� ��,B1 ⊂ ��,H1 ,���� ������	�� -5/01 ��	����� T �	�
��	��
��!�  � ����	����	�� � ������� ���������&	�� X���	 �����
T # ����&��	�
��! ��	������ 4�����% ���&	��
� C \R� ,�����	���
��� ��������
 � 
��	�����! �����%��! 
	�	��
	���! ����&��	�
��!
���%��
�1 ���	�&���� 
 �	���

	����� ���&	��
	 ��	������ T �
+����������� "���%����
�� ,.�21 ������ ,.�.1#,.�/1 ��
�����
��

�����������% %��
�	���

T F A �F ∈ H ,5�/1
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� ��
�� ��	�����
��� �����	����

� A .
�	 ,5�21

4�� ����! ���	���	����� ������ ,.�.1#,.�/1 �	�%�
���� -..� ./� 5.0
��������� ��� �	��	��
��! ��	��� �	,T 1 ��	����
��	� ����! �	��
�	�� ,>� .0 
	�	��
	���! ��� R �����	����! ��������� C� ����� � A >
�
��	��� �	����	���������� �����
	���� ������ � ����	
�� ����

����������
��
◦
��,BC H1 ,"%����� �� ������ $����	
� ��,B1� �����

�����	�� 
 �%�
 �� H1� � �� �	��	��	 ,.�  0 ⊂ R ⊂ C ��&	� ��������
���
�� �����	���! ��	��� �
,T 1C ��	�
  # ����� ��	������ T � J%�
, �G∞1 
�	��	 � C \R� �	&�� 
 �	���

	����� ���&	��
	� Y����	��
�	��	�� ->� .0 # �%�	��
	���! ��	��� ��, 1�
Z��� �����  A ‖T CH → H‖ ��
�� 	�����	� �����	���! ��	���

��
	���� ���%���
%	�� $ ��%��! �������� 
 ��%��	  � .�

 A [\]
�∈H\{�}

〈T !� !〉
‖!CH‖� � ,5�31

�����	���	 ��	��� �	 ��&	� ���
 �%����� *���� ���
���� �����
� A  
 ��%��	  A . �����
�	��� 
	���	! ����
� �	��	��
����
��	���� �	,T 1 ��	������ T � �� � A  # �����
	���	 ����� 
 ��%��	
 � .� :����
�� �
��
 ,5�21 ��	�����
��� �����	���
� 
����� ���
���  � . ������ ,.�21 ,��� ������ ,.�.1#,.�/11 ��		� ���� �� ����
�����
	���	 ����� ��&	 ����� ���	��� �† A . �	��	��
���� ��	����
�������

%� ���#�/�3� !"� 	" *'+�!*2� + ���	��
	 ������� "%����! 

"���%�	 ,5�31 
��
�	�

F
,�1 A ^_],� − "|�|1� ,5�61

��	 " # ����! ����&��	�
��! �����	��� `���� ��� �	��	��
��	
�%������������	 "%����� ,5�61 ���%���� �� �	����	������ � ������
�	�����
��! �������
� � �����% �������� 
 ����������
� $����	
�
H� + ����
	���
�� � ���	�	�	����� ,5�.1 � ,5�51 ��		�

 
 ;A
〈T F
�F
〉
‖F
CH‖� A

∫
�

^_],−5"|�|1 ��

,5 G "�1
∫
�

^_],5� − 5"|�|1 ��	 ,5�71
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4�����
�% ^_],−5"|�|1A.G#,"1 �� ���	���� %�����	 aA�R�
−\ H ���

��������
��! ������� ���%��������� R
�
− ,��� ���� .� ,b11� ������	�


����� ,5�71 ��
	�
.

"
− |a|G#,"1�

��	 |a| # ����� ���	��� a ,��� �%������� ����� ���	���
� �����
���
���� ���&	��
� a1� ����	� |a| A > 
 ��%��	 ����%&	����� �	�� @
,���� .� ,P11� 4� ����������! ������	 ��� ����	���	�� ���%��	� 
��
��&	��	

,5 G "�1

∫
R
�
−

^_],5� − 5"|�|1 ��− ,5 G "�1

∫
�−

^_],5� − 5"|�|1 ��

A
.

5"
,5 G "�1− ,5 G "�1

(
.

5
|@
��|G#,"1

)
A
.

"
− |@
��|G#,"1�

,5�81

��	

|@
��| ;A 5
∫
�−

^_],5�1 ���� A

∫
����

���$� ,5�91

��	� |@
��| # ������
 "��%�� @
�� A {,�� $1 ; ,��− �
� cV |$|1 ∈ @−}� ���%�

�	���! �� ����%&	���! ����� @− �	�� ��	������
���	� <!�	�� ,���
���� 31�

���� &� �	��'	�%���
�� ()��	� ����
�! >�

$������ ���
	�	���	 "���%��� �����%&�
�	�� ���

 
 ≥
"−� − |a| − %"

"−� − |@
��|G %"
≥ . G ",|@
��| − |a|1− &"�	 ,5�.>1
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0� 
*'&��3!", '1�&3�� $������	��� ,5�.>1 � ,5�31 ��	��	��
���
��	�%��		 %�
	�&�	��	�

�����#� %��� ���� ������
���� 
�����
�	��

|@
��| � |a|� ,5�..1

����������� ������

�� �����
� ,5	91 �������

�� ���	� � 
��
�
����
�� a 	���@ ������
	���
�� ������ �R�−� 	� �����	�� T � ����
��
��

��  ������� ,5	51� ����	 !�	� �� �

� ����	��

�� ����� �� � .�

$
��
 ,5�21 ��	�����
��� �����	���
 � � � ���
���	� �	�	������

�	��	�% 5�. ����	���	�
�� � �����	 ,.�21 ,��� �����	 ,.�.1#,.�/11� ����
�	� 		 �����
	���	 ����� �� A .
�� � . ���������	��� ��&	 �����
���	��� �† A . � ����&��	� ��
%�	��%� ���% !� ∈ ��,B1� Z���
�	�� ����%&	�� � |a| A >� �� %���
�	 ,5�..1� ���%�		���� 
�����	�� �
��	���&	��	 .�. ��	
�����

5� �('�/$�!*�� 4�����
�% 5
�∫

−∞
^_],5�1 �� A .� ��� 
����	���

@− ⊂ '� A {,�� �1C � ∈ a� � � >} ,5�.51

,��� ���� 6� ,P11 �	��
	���
� ,5�..1 ���%�	��� � �	��	�� 5�. �	 ��&	�
���������
��
 �%�	��
�
���	 �����
	����� ������ +����	��	 ,5�.51
����	���%	� � ��
	����� %���
�	� =&��� -520� ��	��	��
����� ���
�������%� ����	������
 ������ ��� � ∈ ,>� .1�  ��	���� ��� ���
���� %���
�� ���	����� ��	���� % ������ �	� 
����	 # ��� ������
��
�	 ���
��
��� %���
�! ���%�	��� ������ �����
���� ����������
����	����! � �� �	��	��
��� ��	���	� =�� ������	��� ��	��
����
,5�..1 �%&��� ����� "��%�� @− 
���%���� �� ��	�	�� ���%������
'� ,��� ���� 6� ,b11�

���� *� +������ ,��
� �"���
�
� -�.��� � 
�	
/�
� � ��
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���� 0� ������1�� �	���2�����
"� ����3 %����!1�� �� ��	����	�

� � −+���

4�� �
������ ����	��� @,(1� ���	�	���! �� ���� 7� ��	� ��� "���
����
����! ��%���	 � � ��� %
	���	��� �����	��� ( �� −.
5 ��
G∞� �������	� ��	�%��%� ������%; 
 ���% -520 ��� ( � > ����
��
	���� ���	� % ������ ,.�21 �	�� �� ��� ���
��� ( � > ����	
����� ���
������ 
 ���% �	��	�� 5�.� ��� ��� |a| A . � |@
��| A
,.G�−�(1,.− ^_],−5�11→ G∞ ��� ( → G∞� + �
��� � ���� ������
�	��	� 
������	� 
����� � 
�����	��� ������ (�; �����
	���	 �����
�� ���	�
��	 ,>� .1 ���%���
%�� 
 ��%��	 ( ≤ (�� �� ��	���� 
 ��%��	
( � (�� 4������ ���
���! 
 -..� ./0 � ��	��	��
����! �����%&	��	
����	������� �����	����� ��	����� ������	� %�	���
�� 
 ���� ���
�����	��
� �����
	���� ���	� �� ���	�
��	 ,>� .1 �	�������	��� 
���
�����	� ��� ( → G∞� O���� �������� ��&�� ��%���
 ��	�%���	 ���
���� (�� (�� 	 	 	 � ����	��
��
 ��
	�	��	 ����	��
��	�
����� {(�} ���
) → G∞�  ��	���� ��� �	�� @ ��&	� ���
 �	����	���� ,���� 8 ,P11�

���� 4� ������
") �	�'�� � �	
��) '�	�� �'	"���

D��������� 	�	 �����% ,.�.1#,.�/1 
 ��	�
	� �
�����	 B � 
���%�
�	���! ������	! ,��� ���� 8 ,b11� ��	�

B A {� A ,�� �1 ; � � >� � � �,�1}� H A {� ; � A >� � � >}	 ,5�./1
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R�	�
 � # �������	���� �	��	��
�����""	�	����%	��� "%����� ��
���%��� ,−∞� >0� ����	� �,>1 A >�  �	�	���	 %�
	�&�	��	 ���
	���
	��� ��� ������ �	������	�
���� ���	�	��� 
������� �� �� 5 §5�
�����#� %�%� ����

�∫
−∞

^_],5�1�,�1 �� � >� ,5�.21

	� ��
��� ,.	21 � �����	� B �� ,5	.51 ����	 ����	��

�� ����� �� ∈
,>� .1�

 �����	� 
������	 �� ��� ���� 
���	�
��� a A ∅ ��������� 
��
���% ������ ���������� ��	� ���	!��! ���	���� ���%���
%	�� �� 
��

������ 
 �	��
	���
	 ,5�.21 ���� ���	��� �� �������! ,�� ���
�	�
��� � �	��
	���
�� ,5�..11� 4���	��		 
��
��� �	�� ���� ������	�� 

��%��	 � ≥ > ���	����

∫
�−

5 ^_],−5�1 ���� A 5
�∫

−∞
^_],5�1�,�1 ��


 ����������! ,5�81 
������	 �	�	�
 �	 
�����	���� � �����
��	����
4%��
 @� # �������	���� ������
 
 ���%��������� R�−� ����	�

@ ⊂ @�� @ �A @� � a� A �@� ∩ �R�
− A a� � ������
 B� A R�

− \ @�

�����	&�	�% ��		� ������	
% ������%� 4�	�����&��� ��� �����  
��	������ T �� ,5�51 ������ ���
�	 .� � ������� �%��	�%� 
 "���%�	
,5�31 �������	��� �� �����
	���! "%����� F� ∈ H� ��
	����	! ����
��
	����% ����% �� A  � Y����  � ��	������ T � 
 ����������
	 H��
������	 ���	�	�	�� ���������� T � H� %��
�	�
����� �������	���

 � A [\]
�∈H�\{�}

,L�L1��

,∇L�∇L1�� G ,L�L1��

≥ ,F��F�1�
,∇F��∇F�1�� G ,F��F�1��

�
,F��F�1�

,∇F��∇F�1� G ,F��F�1�
A �� � .	

,5�.31

4����	��	; ���	��
 ������
 ���	�����
���� B� ���		 ������! �����
��
� B� %
	����
�	� ����	���	�
� �� %�	�
��	� ���% ����
� � �	����

���
��	 �	�	��	 %��
�	��� K	�
����
�� �	 ��&	� �������
�� 
 �%�
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�� ���&	��
	 ����&��	�
��! �	��� $�	��
��	�
��� ��� �����������
����%&	���! ����� �	�	��� ��������� �� ������	��� ����� a 	�� ����
����� �	&��	! �� ��
	������� &�������� �	�
�	 �����
	���	 �����

��� ������ ,.�.1#,.�/1 
 B
� �%�	��
%	�� ����	��� 
 ���	�
��	 ,>� .1 �

�����
�	��� ������ �	�
�	 �����
	����� ����� �� A �−�
� ��! &	 ���

���� 
 ������	���! ������� B� <�� %�
	�&�	��	 ��
	���� ,��� -.50�
� ���&	 -70 ��� ����%&	����� �	��1 � ����� ���
���	 �������� ���
�
�	���� Z�� ���
	��� ,5�.31� ����������� �� �
�!��
� ��	��
��� ��	�
������� �	�����	���� ����	� �	� ��������
��	 �������	�
��
� -7�
.50�
+ ������	��	 �������"� ����&	�� ��� 
����������! �	��� -.70

���
���	� %�����
 �	�%�
��� �	��	�� 5�.� 4%��
 ����
	���
� ��
	��
��
�

|@
��| A |a|� ,5�.61

��	� %���
�	 ,5�..1 �	��	�� 5�. ���%�	��� 4�	�����&��� ��� �	�	�

�����	���! ��	��� ���%���
%	�� � ������� �������� "���%�	 ,5�31
����
	���
� �	��
	���
�

‖!CH‖� ≥ 〈T !� !〉� ! ∈ H	 ,5�.71

$�	�%� -.70� ���	��� ���	�	�	��	 ,5�61 ������! "%����� � ����&��
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 �	��
	���
� ,5�.71� + ���% ��	����
��&	��� ,5�.61 � 
�����	��! �� �� 5 §5 �	�
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−
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	���
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��� ���
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◦
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 ����������
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�
◦
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����&��; �	� ����	��	�� �����	���� �����	!���
"���� ,5�.1 ��������� �����
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�
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����������� ������
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�	��� ,5�/1 � ��������� ���
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��	� ����! �	��	�� ,>� �−�� 0� ��	 �� # 
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/�0�1��2345 607�8�9 ��98753�9 7�86:5234; ��/ �+,
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F�� ������ ������&�	��� �	�	� S �� �	�	������ ,�������	�
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◦
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���� ����� �� � ���
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	���	 ����� ������ ,/�61� � ����
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���	���! ��	��� ������ ,.�71 �	�%���!� O�� &	 
�
�� ��&�� ��	���

� ��� %����� �����
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���� ���%�����!�� �� ��	&�	! ��	�	�

��� ������ ,.�71 
 ���%�������	 � �����
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H A {� ; |��| � �� �� A >� �� � �,��� >1}	
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�� ,/�.>1 �	��
	���
� ,/�91 ���&	 ��		� �	����
Y����	�� �"���%���%	� %�
	�&�	��	� ������	 
����	 ����������

��	���&	��� 5�. � ��	�%	� �	� &	 ����%&�	��! ��� ���
	����

���$+�/�!*�� "��	� ���
� ���
������
�� ,.�91 � �����	��� ���

��� Q � 	��� @� � 	���� ����
�	��

��

∫
�

|��,��� >1|� ��� A
∫
�−

|∇�′��,�
′1|� ���

� ��	����  ��������	 ������ ����	��

�� ����� �� � ���	��	�	���
���� ����	��

��  �
�#�� �� ��������	���
�� ��
��� ,.�.31 $���
��
��� ,.�.21%� ���� 
������
�� �������

�� ���� �	���
� �	 
���
���	� ���
� 
� 
���	���� 
����	�� �	���	�� ��
�
����	�� ������
��

�� ���	� �@∩Q �����!
��	� 	���� ��
��� ,.�81 $��� ��
��� ,.�71%
����	 ����	��

�� ����� �� ∈ ,>� ��1� ������� 
� �� 
�������
��
����	���

����
���
�

+� ?� ?� @ABCDE� ��
�� ������ ��� ��
����
���� ������ ��
� �������
����� FDGEHIA
BJ AKD +�-, BEHLHIMN� ?BKI OHNNDP Q @BIR� SIT�� UDV WBEC� +����

�� U� XYZIDARB[� \� ]MZ^PM� _� \MHI`DEL�  ����� ��
�� ������ aMb`EHcLD� aMb#
`EHcLD dIH[DERHAP eEDRR� �����

�� /� 1� ��"�'f��� 3� g� h�i��f��� �� 8� �� 
���� j� 1� ��	�!���� !	"
�#$
%
&#' �#(�)(�* �	�(� k 0���� �i"#�� 0�#�� ���� ��# � *���,.�

<� l� dERDNN� �������+ ��,�� �� 
�� 
����� �- �.�-��� ������ k eEBT� aMb`� eKHN�
@BT� �� *+�-+.� �<,m�-=�

-� n� @� ?BIDR� ��� ��+�����.�� �- ∇��o �� p � ���� 
�� /�.�,��� ���,�
���� ���
+���� �� ����%��0��
� ,������� k eEBT� aMb`� eKHN� @BT� �� *+�-�.� ��=m�=<�

�� F� ]� qMEHGB[� 1� 
�� ������ 
����� �- +����
� �����2 
�� 
������ �- �3��
����

��, .��4.������ k rETK� FMA� ]DTK� rIMN� �� *+��,.� �-�m����
,� l� dERDNN� ��
����
���� �����
� �- 
������+ ��,�� �� 
�� 
����� �- �.�-��� ������

k ?� lNYHc ]DTK� ��� *+�=,.� <�+m<�,�
=� e� ]TS[DE� �������+ �- �.�-��� ��
�� ����� /� 03�, /�,��� �� ��������� k s� ?�

]DTK� rGGN� ]MAKR� �� *+��+.� +��m��=�



/�0�1��2345 607�8�9 ��98753�9 7�86:5234; ��/ ���

�� r�#@� _BIIDA#_DI nKHM� e� ?BNP� ��
����
���� �������� �- +.�,�, ��
��%������ k
@Sr] ?� rGGN� ]MAK� �� *+���.� +-�,m+--��

+�� U� XYZIDARB[� F� eBEADE� n� \� t[MIR� ]� ?� @HbBI� 5��4.����� ��, 
�����,

��,�� -�� �.�-���%�������+ �����,��� �� �/��4.� ������ k ?� lNYHc ]DTK� �	�
*+��=.� �-+m��=�

++� 0� 1� 3�i����� 6 �789�(## :	���(	7	 �;�":<
 (
 (�;<�<��(	= � $
>
�
*

�#(�)(	) :�	<## �	�( (
 ;	��<*(	�:# #>�
�?(	) @#>"	�:#� k ���� ���	��
��
��� ���� ��� *���,.� ��m+���

+�� u� \� ]BAPLHI� 1� 
������+ �- �.�-��� ��
�� ����� /� �����,����� /�,��� �� �

�������� k OM[D ]BAHBI� �� *���=.� �<�m�-+�
+�� 0� 1� 3�i����� �	(&�(:<
&#' �	�8A��(�* =	> � $
>
�
* �#(�)(	) :�	<##

�	�( (
 ;	��<*(	�:# @#>"	�:#� k �� � ��� ���= ���� UB� +� *���=.� -�m,=�

+<� a� ]� vHIABI� e� ]TS[DE� B�/�,,�, 
�����, ��,�� �� ��
�� ����� ��, ���.�
����
k OM[D bBAHBI �� *���,.� +�m���

+-� �� :� w��
��� �� �� 0�!�
x�� C;�":<
�?(
' :�	<#' �
=	�	;<'@�((�* 	;�%
<
:	<	� � 7#�?D�<:	�	= ;<	�:<
(�:��� k 7�� �i"#�� 7���������m �� +�=��

+�� �� 8� h�
�f��'� 0� 1� 3�i����� E;<87#� �	�(�F �	"
�#$	�
((�� 	"	�	 ;�<#%
	>#���"#* ��=�)�:� >�G�":	�� k /��!�"
 %13 �	�� UB� � *+���.� ,,+m,,��

+,� �� 8� h�
�f��'� 0� 1� 3�i����� H"�;	(�(&#
�?(	 $
:8*
�9#� <�A�(#' $
%
>
�# 	 >#G<
"&## (
 @��:"	) ;�<#	>#���"	) <�A�:"�� k �� �
� i�
� ��
��� UB� + *����.� +�=m+<��

+=� �� 8� h�
�f��'� 6 ;	��<*(	�:(	) �	�(�F D�789�) �>	�? <�D<
 8;<87	7	

"�#(
� k 1!����� � ���!�i �
� UB� + *���=.� =�m���
+�� @� r� UMZMEB[� I�����
��� �- ����
�� �- /�.�,��� ���.� ���/���� �� �����,�����

��, 4.��������,����� ,������ k @B`BND[ @GMTDR HI ]MAKDbMAHTR� \� SS *]MZ^PM
\�� tc�. SIADEIMAHBIMN ]MAKDbMAHTMN @DEHDR � *���=.� ��+m����

��� n� \� t[MIR� ]� vD[HAHI� n� \MRHN^D[� B3��
���� 
������� -�� 
�����, ��,��� k ?�
lNYHc ]DTK� �	� *+��<.� �+m�+�

�+� 0� 1� 3�i����� J<	�:	) �;	�	D 	D(
<8@�(#' �	�8A��(�* =	> � $
>
�
* �#%
(�)(	) :�	<## ;	��<*(	�:(�* �	�(� k /��!�"
 %13 ���� UB� + *����.�

��� y� z� zM[DNBTC� K����, �.�-��� ������ k eKHN� ]ML� � *+���.� -��m-,��
��� �� 1� 7�"
(�����x� �<
���� $
>
�# =
:�=
:#���"	) G#$#"# 3����� ���

+�,��
�<� l� ?BKI� 1� 
�� ��
��� �- L��
��+ /�,���� S � k aBbb� eYED rGGN� ]MAK� ��

UB� + *+�<�.� +�m-,{ SS� �/�, �� UB� + *+�-�.� <-m+�+�

gPhPifj k� l� k\ÆdU^Vm dfVeUmUfV[ fn mo^ ^_U[m^Vd^ fn miP]]^e Tfe^[
UV ]ifbc^T[ fn mo^ cUV^Pi mo^fip fn [\inPd^ qPj^[�
l V^q T^mofe U[ ]if]f[^e nfi [^PidoUVr nfi miP]]^e Tfe^[ UV [^j^iPc

]ifbc^T[ fn mo^ cUV^Pi qPm^i�qPj^ mo^fip� sV mo^ dP[^ fn [\bT^ir^e bfeU^[
mo^ T^mofe rUj^[ [UT]c^ ]iffn[ fn tVfqV i^[\cm[ PVe UV mo^ dP[^ fn [\inPd^
]U^idUVr bfeU^[ mo^ fb[^ij^e dfVeUmUfV UV dfT]c^m^cp V^q�

��� ���!� +- ��� x��x ���� ������$ %13

B%���� � RELIMZMEB[|PMKBB�TB�YC


