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�� ������ � ��� ��� �!"# $%� ��� &"#� ����� � � � � 	
��
��� �� ��	��	��� R

�� 	����������� ��	����� �������� ����������
�	������� � � � �		����������	� ������ � ⊂ � � � � � \ � � ���
������� 	
�����  ��! ���! "#! $ �	�����	% 	
����� � ∪ � �����	����
������ &�%���� � ���	����� �	���'���� �� ������������	% ���� �

−(��
�
� � )� � ∈ �� ���

�
�  �# � � �#� � ∈ ��  "#

−�(��
�
�  �# � )� � ∈ ��  *#

���  �# � ���  �#� ���
�
�  �# � ����

�
�  �#� � ∈ ��  +#

,���� � � ����% �	�	'�������% ��������� ��� � ��� � ��'���� -���
.�� �� �� ��	'����� � � � �		����������	� � � �������  ��� ��	
��	��# -���.�� � ������� ������� �� �� � �� � ��	���	���� ��	��
���/��% �	����� � �����.� �� � �∪� 	
����� �! 0�1������� 	
	

1���	� ��/���� �� ∈ 	� �# ������  "#� +#� ��	�����	��21�� ����
������	�� �	'������ 3"4

 ∇����∇�
�#� 5 � ∇����∇�
�#� �  �� 
�#�� 
� ∈ 	� �#�  6#

� 	���������	� � �	��	���2 �	 �	��	���	�	 �������	�	! ,����  � #�
� �������	� ��	��������� � ��	��������� 7�
��� �� �#� � 	 � �# �
��	��������	 0	
	���� 8 �	��������� �����	��� � ∈ N 9� {"� *� � � �}!
$ ���� �������	�	 ���	���

� �

∫
�

� �# � � )  :#

�������� ��	�
 � ����������� ����� !��� ��"�#����! �����$� � ��������
%�������	����& '���$���� � �(� ���������

)�*��� �
�� ���� ��� '��������& ��((��+�� )����&����� '��(� '��(���,
�� -�
� ��� �(�����& .������ ��,�/,��01�2�

/�3
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�� ��� �< �#

�
"

*
 ∇����∇���#� 5

"

*
� ∇����∇���#� −  �� ��#� � −"

*
 �� ��#�  =#

�� ������� 	� ��
	�� ��/���� ��� � �	;�	�� ����� ������ ��������
��	 �� � )! ��� �	�	1� ���������	� 	 �	��/���� �����	��� ��/���%
;�����������> ������> ����� � ����� �	���'����  ��!� ��������� 3*4#
�	'�	 ��	������� ��	 	
	
1���	� ��/���� ��� ����	����� ��������
����� �!�! ��� ∈ 	� �#� ��� ∈ 	� �# � ����� 	.����

‖��� <	� �#‖ 5 ‖��� <	� �#‖ ≤ ��‖�<	��� �#‖�
,���� 	��� �# � ��	��������	 0	
	�����0�	
	��.�	�	! ?�	'�����
�� � ����	% ����� � ���������	% 	.����� �		
1� �	�	��� ������� 	�
��������� �� �	 �	'�	 �
������� � �	�� ��	 	� ����	����	 	��	��
�����	 � ∈  )� "4 	�������� 
���	���� 	��	�	��	��� ���	��% �	���
'����  +# � ���������  *#! $��	���� ;�	� ��������� �	����
	��� �
������ �� 
����  ��! ��	���� @#!

�	���	��� ������	���� ��/���� �� ������  "#� +# ����	'�	� ��
��	��� �� �	� ��	 �	���1���� � ��% ���������	�  ��!� ��������� 3+4#!
�������� �	������.�2 ���> ������	�������> ����	�� �	�	��� 
����
	
	��	���� � �! A�

���  �# � 
 �# 5 �
′ �# 5 · · · � � ∈ ��  A#

���  �# � �  �# 5 �� ′ �# 5 · · · � � ∈ ��  @#

�	�������� ����.�  A# �  @# � ���������  "# �  *# �		����������	� �
���'� � ���	��� �	���'����  +#� �	������ �����������2 �	����	��
�����	��� ������> ����� � 	
�����> � � �9

���� �� ����	
�	� ��	����



/�� 5� 4� <4�4)�;

−(�
 �# � )� � ∈ �� ��
 �# � � �#�

� ∈ �� ��
 �# � )� � ∈ �<
 B#

−(��  �# � )� � ∈ �� �  �# � 
 �#� � ∈ �<  ")#

−(�

′ �# � )� � ∈ �� ��


′ �# � )�

� ∈ �� ��

′ �# � ���  �#� � ∈ �<

 ""#

−(��
′ �# � )� � ∈ �� � ′ �# � 
′ �#� � ∈ ��  "*#

,����� &�%����  B# �����/��� � ���� ���	��� 	��	�	�����	���  :#�
� ������ &�%����  ""# � � ���� -	����� C���	������	�	�D�����∫

�

���  �# � �

∫
�

(��  �# � � )�  "+#

�	����	�������	 ��/�� ������  B#� "*#� ��>	��� ����� ������	��
�����> ����	'���%  A# �  @#! ��� ;�	� ��� ;�����������	�	 -���.�
	����  =# ���	��� -	�����

�� ��� �< �# � −"

*
 �� 
#� − �

*
 �� 
′#� 5 · · · �  "6#

 �� 
′#� �  ��
� 

′#� �  
� ��


′#� �  �� ��� #� � − ∇���∇�� #� ≤ )�

$ �! A  ��������� B# 
���� ��	������ 	.����∣∣∣�� ��� �< �#− � 
� �< �# 5
�

*
‖∇�� <�� �#‖�

∣∣∣ ≤ ���‖�<�� �#‖��  ":#

� �	�	�	% ��	'����� � �� ������� �� 	� ��������� � ∈  )� "4� ��
	� -���.�� �! E� ���� � �����	���� ��������� ��	 ��� ���	� � � )
����������	 ����������	

�� ��� �< �# ≥ � 
� �< �#�

'� �(�)$�%�#%� $ ������ 364 �-	������	���� �	�.��.�� ������	
������	�	 �	�����	����� ���������	 �	���1����> ������> �����
��� �	�	1� �	�>	��1��	 ��������	�	 �	���1���� �����.� 	
�����
 ��! ���! *#! F	��� �	��	� �����	�� ���������� 364 �� ������� ���	���
&�%���� � �������� �� �	�����21�� ��
����.�� 3:�A4 � ��! �	 ;�	%
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���� �� ���������� 
��������� ��	����

��������� ���'��� ��	 ��� ��������	� ��
	�� �����	% G��	-���
�	%H -���.�� 	 �� �	����� � ��/���� ������ &�%���� � ��������	
�	���1���	% 	
����� � �#

−(�
� �# � )� � ∈ � �#� ��
� �# � � �#� � ∈ ��  "=#

��
� �# � )� � ∈ � �#�  "A#

�	�������� ���������2� �!�! 	
��������21�2 �	��/����2 �	��	���
� ��#� ������	���� ��/���% ��	��> ���������	 �	���1����> ������
� �����	���� ���/���	% �����	% ������ ��� 	�����	�� ��(�

� − (� �
����� ��������	� ��� ����/�> ��	���	���>� ������ � ��������
���	����� $���.���

��
� �# � −���� �#��
� �#� � ∈ ��  "@#

����� &�%���� � ��	��	% 	
����� � 
����		�.������21�% �����.�%
��� � ���>����	% �	��	% �������� �×  )� �# � �!�!

�	����� �������� 	
	��������! $ 	������	��� U �	����� � ⊂ R
�

������� ������� ����	����%��> �		������  �� �#� ��� � � 	�������	
����	� �����	���� �	 �� � � ) ������ � ∩ U � � � ����� ���� �� �!
I����� ����	���	 �	���	� ��/�� � ∈ �� �� �������� � 	
	��������>
�	��� � �� �		�������! $	���1����% �	���� � �# ����� -	����	%

� �# � {� ∈ U 9 � ∈ �� � � �	 �#}�  "B#

� 	
����� � �# ����2���� ��'�� �	������� � � � �#  ��! ���! *� ��
�	�	�	� 
��	��% �	���� � � � )# ��	
��'�� /���>��������	% ��
���%#! &��	��.� �� � ��	���	���� ��	�� ���/��% �	����� � �	��	
�����  "B# �����.� �� �#!



/�= 5� 4� <4�4)�;

J��� ����	�1�% ������ � �	���	��� ����	�����2 ������	����
���2 �	���� ��� ������  "#� +# � 	��������� 	
����� � �#� ��� �	�	
�	% ��/���� 
� ������  "=#�  "A# ����	�������� ������	������	� ���

��'���� �	��/���	% �	��	��� � ��'���2 ��� ��/���� �� �� 	
�����
�� � 	��	�������	 ;������������% -���.�	���

� 
�� �< � �## �
"

*
 ∇�
��∇�
�#���� −  �� 
�#� � −"

*
 �� 
�#��

	
���'���21�% ������  "=#�  "A#� ���'�� G>	�	/��H ���
��'�����
� -���.�	����  =#!

���� �� ���������� ��	��� � �����	���

C����������� ��	 ��������	�  ��	-��� 	 ������%# �	���1����
 "B# �	����� � ���	����	��	 ��� �	���������> .���% � ���>	�����
���	���	���� ���	��	 ���������	� �	���1���� � G��������H  ��!
���! + � ��! ����� �! 6#!

$	��	� 	 �	�����	����� �����	% ������  "#� +# � �	����������
'����	������� ��	%������ �	������� ��� �������	% �������.�� ��
�	����	� ����������� 	�
��  KLM NLOPM QPKRSRTOKRQU#! V��� ��� �	
�������> �����.��> '����	����> >������������ ������ 	
����� �
����������� �������������� �>��� ����	��� �������2 � �	�����	
����2 �	�� �� � �	�	�	% ��������� ������ ����� �	;--�.�����
��--����.������> 	�����	�	�� ��	 ������� �	������ ��� ������
.�2 � �	�����	����2 	��������! $����� � ���� ������ ���	% �>���
������� ;�	 ���	��	'�	� �!�! ���
����� ���������� ���> ��	.���� ��
� �����	���� �	���� �����	��	�	��� �����>! ��� ;�	� �	��	� �����
��� ��������� �� �	�	
����� � �	'�� ��
���	������	 ��������� ��

����+��� � ���  �� ������ >� � ��������!� ./2 � .�2 �+�� ������������,
���- ��� +�������� ����	������� ����"������ �"��������� ����+�! � ��	�,
��� ? ∩ � .��� �������� @=A2�
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�	�������	� �������� 	�������� 	�
��  KLM NLOPM WXU8KRQUOY# � ��
������� �	�����	 ������	�������� -	������  "6#�  ":# ;���������
���% -���.�	���  =# �����/����� �� �������� � �#  ����� 	
���	��
� ���� -	�����  "6# ��'��������	� ��������� -���.�	���� ��	��
>	��� ��� �������� �	��	�� 	
 ��	 ���������.��#! �	;�	�� 	
���	
��� 	
���	����� 	�������� �������2� ����	% ������� ��	��� 	���
����.�� -	��� � �����	� ��� �	�	1� �	����� �������������� �
��

�������� 3B� *+4 	�������2� ���
	��� ���	��	� �	�	'���� ������

	�������� ������ �	�	
����� �� � ����� ���������2� ;�	 	���������
	������� �� ������������ ���	������ ���	����21�� ����
������

�
�������� -���.�	����  ��!� ��������� ����� 3B� *64#!

Z 	������	�	 �	�>	�� ���� 	�������� ��[���! $	�����>� ��	
.���� ���������� 	�������� � �������� ��� �����'�1�% -	��� ���

��� �����������> �������������> ������! $	��	��>� ;�	� ��	.���
���>	����� ��	�	���� ������ �	�� ����> '����	���%� ��	 �� ��	
�	
������ �	��/���2 �	��	��� ���������%! $������>� �	 ��> �	� ��
�	����	 ��	����
��� ���������> ��	.���� ��� 	�������.�� -	���
���	�	 	��������! �����������% � ����	�1�% ������ ���	� ������	
������	�	 �	�����	������ ���21�% ��	� ���	������� ��/�� �����>
���> �� ������������> ��/� ��[��	�! E����	� ������� ����� '� ��
��%�� � ���������2 � 	
��
	��� �����������> ��	���	���> -���
.�	���� � �	�� '����	��� �������	�	 �	�����! V����% ��[�� �	>��
������ � ���	�� �������� ��/� 	��� ��
����.�� 3*:4� � �	�	�	% ���
������ �	���1���� 	
����� ��������� �	 �� 	 ���	% 	�������.��
-	��� � ��% ���� ���� � ;�	� �	��	� �1� ������	�� ������	����!
\ �	�	���������� ���	������� ������� 	������ �'� ��	�����/�
��� ������� 	����	 �> �	������� ������	 ��1����	� �	��	�� � 
��
	
���	����� ����> �������� �

�����
����� �����.� 	
	%����
������!

�5�� ���!��� ���� ���	����& ����"��(��& ���(��� � ����-� @�A� �(���� ���,
�����	����� ��" �+���! ��B���& �����
� "�(�	 � �* ���!� � ����� !��
� ��",
�#���!� �����$
 .� 
� � ������ ��������!� �� �+���
� �� ��
� ��	�� � ���2
� ������
� '���$���� ��� �
	�� ���
� �� ��B���!�� *
 � �� �	��
 ����"(� ��,
��� � � *� �� �*#�& ���������� .�� ��*��
 @/�C/�A� ������'�� @/3C/�A � (��2� ;
"��	��� -��& ������� ��������
& ������� �����"�$�� '�� ���� -"��� �+�
�"�����
� ��"� -���
 ��������	������ ��� �"�� <��*��(�
� ��"D!�����! ��
����(� ��������� 	�	�	�������� ����"��(�
� �����(��
 � @/0A� �(���� � ���,
�-!� @/=� /�A� ����!#���
� ������� 	�	�	�������� ����"��(�
� ��� ��
 �� ��
���(B�����E#�� ��* ���$�� @��C��A � (�� �� ���������� � �* ���!� � ������
����
	���� � ��!"- ���!���
� ��"� -����� ��� �#� ��+(����! � ���������



/0� 5� 4� <4�4)�;

*� �%+),&���% 	��")-%�#% ��� )��� �������� �����	� 	�������
��	.����� �	���	���� ����	� ������	������	�	 ����.�


� �# � 
 �# 5 �. �# 5 · · ·  *)#

��� ��/���� ������  "=#�  "A# � 	
����� � �# � ��������	 �	���1��
�	% �����.�% �� �# � � ∪ � �#� �!�! ��	-��� 	 � 	����������  "B#
� ������� -���.�� �� �	����� �! �	����	� ��	 � �������� �����	�	
������	������	�	 ����� 
 ������� ����� ��/���� ������  B#� � ��	
�	����	���% ���� . �	�'�� ��	�����	���� �		��	/�����

−(�. �# � )� � ∈ �� ��. �# � )� � ∈ ��  *"#

C����	�� ��%�� �����	� ���	��� ��� . �� 
��	�	� �	����� �! �	�����
���� ��	 � ������ ������	�	 ��	'����� � �#\�  ��! ���! *# ���
�����
�����	 ��	�	�'��� -���.�� 
 � . � � �� � ∪ U ⊃ � �#! 0	>�����
�� ��	�	�'������ ���'��� 	
	�������� �� ��	�� �	�	� 
���� ������

 �� �# � . �� �# ��� ���	���	����� ������� ����	����%��> �		���
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#�#��� � �����	���� |�−�
 | ��'��
�	����� � �  �� �# ∈ �∩U � �
 ∈ � � ;������������ 
���	����	 ������
� . � ��/���� �����	% ������  *"#�  *=# � ���	���������� ���	����
�� �	����� �

��. �# � ��	
 �#��
 )� �#� � ∈ � \ {��� � � � � ��}�  :A#

&���	��� �� �	� ��	 �����	�	'���� 	
 	���������	��� -���.�� .�
���	���	����	� � -	�����  6*#� 	�����	�� ��������� ��	.����� ���
1������ ���/���	 ����	'���� � ���������� �	���'���� ����	���
� �		��	/���2  6@# ���� �������	�	 �	��� �	����-������	�	 �����
��	�	 �  :=#!

6� �(�(-%���& 7)��8#& 9�#�� # ��#"4 � #�� :�%�+% #�%;
���+� 7)��8#���,�� &���	���	 ������� ����������	� 	����������
3*@4 	
	
1���	% -���.�� D����� ������ -���.�2 � �→ ( �� �# � ��
������	� � ∈ � ��� ��/���� �����21�% ������ � ������ 	
	
1����>
-���.�%9

−(�( �� �# � )� � ∈ �� ��( �� �# � −|�|−�� � ∈ ��

��( )� �� �# � Æ �− �#� � ∈ ��

∫
�

( �� �# �� � )�  :@#

,���� |�| � ����� ���� � � Æ � -���.�� I�����! �	������� ���	���
	��	�	�����	��� �  :@# 	��	�����	 -�������� -���.�2 D����! C��
�������� �����	% � � \ �� � � 	������	��� �	��� � ∈ � ����������� �
����

( �� �# � − "

�
YU |�−�|5(
 �� �#5� |�−�| "5| YU |�−�||##� � → ��  :B#
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0�������� -	�����  :B# �  :=#� ������ ��	 ��	�	% ���� . �# ���/
���	 ����	'����  *)#� ���'�1�% ��/����� ������  *)#�  :A#�  :=#� �	
����	 ������ � ���� �����

. �# � .
 �# 5

��∑

	�

3	
4 �

#��
 )� �


#( �� �
#�  =)#

��� ;�	� .
 � 	���������	� ��/���� ������

− (�.

 �# � )� � ∈ ��

��.

 �# � − "

|�|
��∑

	�

3	
4 �

#��
 )� �


#� � ∈ ��
 ="#

� ������� ���	���� &�%����  :A#� � �	�	�	� �	�����	 	���������2
 ++# ������ ����� �������� ���	��	 �����	% -���.��% � ����� ������
����	�	 �	�� � �	���> ��� � � � � ��� ! $����� � ���� ������ &�%���� ��
�� � � ∪ � �	����2� � �� ��# � 
���	���� �	����	% -	�����

∫
�

��	
 �#��
 )� �# � �
�∑

	�

���∫
��−

��	
 �#��
 )� �# �

�

��∑

	�

3	
4 �

#��
 )� �


#

	
����2� ������� ������� �� ��! 0���	�������	� ������  ="#�  :A#
�����  	
	
1���	�# ��/���� .
 ∈ 	� �#  ��! ���
��� 3"4#!

��"%���#% '� 0����  :@# ��������'�� ��	��������� 7�
��� �� �#�
�	 �� �	������ � ��	��������	 0	
	���� 	� �# ���� �	����-����
���> 	�	
���	���% 	
	
1���	% -���.�� D����! d�	� -��� �� ���
��������� 	
	��	����2 ������	���� � �! @� � ��� ���������� ;���
��������	�	 -���.�	���� ���2����� . ∈ �� �# �	����	��	! �

V�	���� 	 �	�����	� �	��/���� �����	��� ��/���% ;��������
���> ������> ����� � 	
�����> � �������� �����.���  ��!� ���������
3*4# �������������� ��	 .
 � ������� -���.�� ��2�� � �� �� ����2��
���� �	��� ��� � � � � ���! 0�	%���� ��/���� .
 �
���� ;��> �	��� �	'�	
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������	���� ��� �	�	1� ��	��� ;�����������> ������> ����� � 	
��
���> � �	��������� � ���	���� 	�	
���	����� �����.  ��! ��2�����
��
	�� 3*B�+"4 �� ��������� �	�	���-�2 3+*4#� ������������� �
 ���
���/��� ���	� � �����	�	� �! &� 	������������� �� �	��	
�	���>�
���'�� ������21�� �� �������	% ��	��� 	.����

|∇�
�.


 �#| ≤ ��|�− �
 |�−� " 5 | YU |�− �
 ||#�
� ∈ � ∩ U
 � ) � )� "� � � � �  =*#

��� ∇�
�.


 � �	�	����	��� ���> ��	���	���> -���.�� .
 �	����� )!
C������� ��	 ����	� � |� − �| " 5 | YU |� − �||## � �		��	/����  :B#
������� �	������ �����	 � ������ -	�����  =*#!

I�� ���������� ������	���� ;�����������	�	 -���.�	����
� 
�� �< � �## �	���	
���� ���	�	�������	� �����'�����!
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∫
�

� �#. �# �� � −
∫
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∫
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5

��∑

	�

∫
�BÆ����∩�

(
. �#

�


�*

 �# − 
 �#

�.

�*

 �#

)
���



45�������6758�7 ��97:�)�;4<�7 �4946� /=/

C������� ��	 ��	���	���� �	 ������� *
 � |� − �
 | 	����������
��	���	��	% ��	�� ���
��� 	��	�������	 �•

Æ �	����� �� ����
�BÆ �


# ∩ � 	���'�	��� ����	% �Æ 5 � Æ�#  ���� �����.� � ������
�
���� �	��� �
 � �	 �BÆ �


# ∩ � � �	��	���'�	��� ������	� Æ#! �	
;�	�� ��������� +
 Æ# � ����� �	 � � "� � � � � , �������2��� ��� �	
�	1� -	����  :=#�  =)# �  :B#�  =*#! E����	� ������� -���.�2 . ��
������� ������	�������� ����	� � ��������� ��	 |∇�
 �#| ≤ 8QUNK�
��>	���� ��	

+
 Æ# � − "

�
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4 �


#��
 )� �

#Æ

�∫
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5� Æ " 5 | YU Æ|## � 3	
4 �

#
 )� �
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# 5 � Æ " 5 | YU Æ|##�
�������� �	 �������� ������� ���	��� ��� -���.�% 
 � . �� �	�����
�� �	������� ��	 ������ ��� Æ → 5) ���������  �	 ����	� �����# �	
� ∩ �•

Æ �����∫
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 �#��
 )� �# � � −
∫
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 )� �#|� �

−
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 )� �
#3	
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E��	��� -	�����  =+# ���	����� �� ��������> -	���� ����������
����>	�	� Æ → 5)! �
<� �%��	%�� 	� �)�����% # =�#��#>�� # �(����	��#% ��#";
4 � #�# �%?%�#& �����# � ��� ��� �!"# �	�3� 	�"#� C.��
�� ������	�������> 	�����	� 
���� �	������ ��� �	�	1� ����	
	
�����> �������	� ���������� �������� � _�����>��! I���� �	�
	�

⊥ �# �	����������� �	���	��������	 -���.�% �� �	
	�����	�	
������ 	� �#� �	��������> ���	��2 	��	�	�����	���  :#!

�%""� /� ���	 � ∈ 	�
⊥ �#� 
 ����� 
����	

‖��<�� �#‖� 5 ‖��<�� ��#‖� ≤ ��‖∇��
�<�� �#‖��  =6#

�‖��<�� �#‖� ≤ �� �‖∇��
�<�� �#‖� 5 ‖∇��

�<�� �#‖�#�  =:#
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������ %,5� 	�� C
� �		��	/���� �������� �� �������	�	 ����
�������  ��!� ��������� 3"4#

‖�<�� f#‖� ≤ �

(
‖∇��<�� f#‖� 5

∣∣∣∣ ∫
�

� �# ��

∣∣∣∣�)�  ==#

��� f � 	����������� 	
����� �� ��	��	��� R
�� � $ � �������� 	�

������ ���� �� �� ���/�.��	% �����.� �f! I�� ���	�� 	.����  =6#
�	����	��	 �	�	'��� f � �� $ � �� � ��� 	.���� ��	�	�	 �������	�	
����� ��������� ����	�	� ����������	 3"4

‖��<�� ��#‖ ≤ ���‖��<	� �#‖�  =A#

��� ��	����� 	.����  =:# ��'�	 �	�	��������	 �	��	���	������ -	�
���	%  ==# � f � � � $ � �! �
�%""� 2� �����	� � ∈ 	�

⊥ � �## � 
����	 � �#� 
����	����
� �
� 
����	 � 	 � �# !��� �
�����  +B#� ��
����
��� 
������

‖�<�� � �##‖� 5 ‖�<�� �� �##‖� ≤ �‖∇��<�� � �##‖��  =@#

‖�<�� . �##‖� ≤ ��‖∇��<�� � �##‖��  =B#

��� . �# � {� ∈ U 9 � ∈ �� �	� �# � � � −.
�} � 
���� �
 
����	���� �
�
���� � .
 � ���

�
� �
�
�	��"�
� �	��
� # 
��	$

�����$ ��
�	��	 � �� ���	�� �	 
 �����		 �� �	 
 ��������
� ∈  )� �
4� �
 � )�

������ %,5� 	�� ,�-�������� �������� .̃ � ) ���� ��	
� �����
��	��� {� 9 � � −.̃} ��'��� ������ 	������	��� U ! V	��� ��%�����

���	� ����	 �
 � )� ��	 ��� � ∈  )� �
4 	
����� �̃ �  � \ U# ∪ Ũ � ���

Ũ � {� ∈ U 9 � � −.̃}� �	���'���� � � �#! &���������	  ==# � f � �̃�

$ � � ������ �	 ����	��� ����������	�  =A# �	��� ������ � �→ �̃
�	������2�� ��	

‖�<�� �̃#‖� 5 ‖�<�� �̃#‖� ≤ �̃ ‖∇��<�� �̃#‖�
≤ �̃ ‖∇��<�� � �##‖��  A)#
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��� �̃ � ��̃ \ � � {� ∈ U 9 � � −.̃}! Z����/�� ��� ��	
>	���	���

�������� .̃ � �
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�
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�
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�
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����� ������ ����	 .
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 ��� � ∈ �!
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�
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�

|� −�.
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�
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���	% ��	-����	% -���.��! I�� ���	�� 	.����  =B# 	����	�� ����
����� ��	 �	 ���'��� ��������∫

�

|� −�.
� �#|� � ≤ �‖∇��<�� � �##‖�� �

I���� �	���	
���� ���	�	� ����������	� -	���������	� � 	�����
�	% �����! ]�	 �	�����������	 �	'�	 ��%�� � 3":4� � �	;�	�� 	�����
����� �������� �	����������� � 	��	�� �� ��	�	
	� ��	 ��	�����!

�%""� 6� %�� �����		 � ∈ 	� � �## ���
����
 �

�
&��	�

‖ � 5 *
#
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� �
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 � |� − �
 |� � � "� � � � � *� � � ��
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����� �� �� ������1�% 	� ��������� �� ����
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 |#−��<�� �#‖ ≤ �‖∇��<�� �#‖� � ∈ 	�
⊥ �#�
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I�%���������	� ��'�	 ���	'��� � �� �	�>	��1�2 ������� ����%�� �
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 � -
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��� � � %
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iOTO`Qj k! l! lNmSPKQKR8 SQnMYRUa QW O P`QbYMS oRKL 8QUK`ONKRUa NKRp
UMNN!

lU ONmSPKQKR8 SQnMY RN WQXUn QW KLM iMXSOUU P`QbYMS WQ` NM8QUn
Q`nM` nRpM`MUKROY MqXOKRQU oRKL PRM8MoRNM 8QUNKOUK 8QMÆ8RMUKN RU KLM 8QS
PQNRKM nQSORU � ∪ � oLR8L O`M NSOYY QW Q`nM` � �# RU KLM NXbnQSORU �!
iOSMYm O nQSORU � �# oRKL O NRUaXYO` PM`KX`bMn bQXUnO`m RN 8QUNK`X8KMn
oLQNM NQYXKRQU aRjMN O KoQKM`S ONmSPKQKR8� R!M!� QW KLM RU8`MONMn O88X
`O8m � ��#� OPP`QcRSOKRQU NQYXKRQU WQ` KLM `MNK`R8KRQU QU � QW KLM Q`RaRUOY
P`QbYMS! rU 8QUK`ONK KQ QKLM` NRUaXYO`Ym PM`KX`bMn P`QbYMSN� RU KLM 8ONM QW
8QUK`ONKRUa NKRpUMNN SQnMYRUa `MqXR`MN WQ` 8QUNK`X8KRUa KLM 8QUKQX` �� �#
oRKL YMnaMN� R!M!� bQXUnO`m W`OaSMUKN oRKL 8X`jOKX`M � �−�#!
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