
������� ���	�
�
�������� ����
�� ���� ���� ��

�� �� ������	
 �� �� ������

���������� ����������� �������

�� !"�#� $�� � ����%���&'

�� ��������

� ���� �����	 
� ��	
 ����
�������� �����	��� ���

� � � � ��� �����

�	 � ∈ ������ ����
�
� ��� � � ! ��������"�� �	��� #�
 �� 	���$%

��
 "��	 ��&
	������ �� � ≤ � ≤ ∞� '�(�
��
 $�� � ���� 
�	��
�����	��	 	��� )��"*�� � + ��� → � (����
��,�� &��$	��� � 
��%
-	���	 � ��������"�. ���$����. �	��$�� � 	��� 	 � ��
� � � ���� 

� � ∈ ��� �� �	� � ��� 
� ��� � ��� �� /01 �	� �� � ���
� ��� 2�� ��%
��� )��"*�� � ∈ ��� �����	��	 ����� �(�		��	� ��������"�� 
	��
���� � 3
� ��(��
	� ��4 5��

6�"����	
 �������
������ ��&�� {
�� � ∈ L} � ��� �	 L ! �$	���	

��-	����� 7�-�� ����
���	�� �"�����	����� ��������"�� 
�	��
� (����������	 (���	����	������	�

�� � �� � �	�� 	� ∼ N ��� �� 8�8�9�� � ∈ L�
�	 �� � ��� 
�� ! "��))�*�	��� ��� 6���	 �	�&�	����� )��"*�� �  
� �� � ��
�� ! �
(���$	�"�	 "��))�*�	��� 6���	�

'�� ���	�	��	� &��$� ������-	��� �  �� 	��� 
� .���
 (���	%
���� ��(��	&� �� + � � �� :���#� �&�	���� $�� (�� 
���
�"���

(�.�	 &��$� �	 �
		� ����	������	������ �	#	��� �	& �	"���%
��. ������� �	���������� ����-	���. �� "���� )��"*�� � � ;��$��
������$	��� �
	�� �� � ∈ F  �	 
��-	���� F ⊂ ������ ���� ��%
����� �& <������$�� �	�������.= )��"*��� >���� ������$	��� �	%
���������� �(��������� � �	�
���. �	"������ ���
� .���"�	��&�%
�,	� �������� ���"���� ����
������	
�. )��"*�� ����
� 3���%
�	�� ?	��	�� @	���� � ����

�������� ��	�
 � ��������� � ����!����� �"��#����� � ����!����� $���%
&��  �'()��� 	��'� �������
�� ���#�	����� ��"���
�

*� �#� 	��#�	�� ��""��!���'��( ����#� *++� ��%�,%����� � ����#� ��%
"�-�� ���	�
� )��' ./ ���������,�

,0�
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2�� (���$	��� ��	�-��	����� &��$� 
� ��"-	 ��-�� ��%
"��$��� �& ����
���	��� <������$�� 
���	= )��"*��� 2�� &���%
��. F ⊂ ��� �� � � ���&��$�


F���� � {� ∈ F + ‖�‖ ≥ ��} ���5�

� ��	
 ����
�������� ����	��������� + � ∈ F����� ;��&��$�
 $	�	&
���F � ��� �� ��

� �	��������� �#��"� (	����� ��� � 
�"��
������
�	��������� �#��"� ������� ��� �	��� �� �� 	��� 

���F � ��� �� � ���� � ABC
�∈F����

��� �� − ��

� (����
�� � ���F � ��� � 8DE

�
���F � ��� ���

�	 ��)�
�
 �	�	��� (� ��	
 ��&
�-��
 �	���
 �� :���#� �&�	����
��
� �F G�� $�� �� ∈ ��� ��� '�� ��	� ���	�	������+ ��������� ���	�

��
�� 	�� ��� ���	 �� → � ��� �→ �H
I	�� � ��		 ����
������	
 (�		�� (�� � → � 	��� �	 �"�%

&�� ����� (�		����� (	�	.�J ������#	��	 �� ∼ �� �&��$�	� $��
K8L����� � � � ������#	��	 �� 
 �� $�� ��,	������ ��"�	 "��%
������ � � � � � �� � � $�� � � ����� � � (�� � ∈ ��� ����

>���� ���	� 
�-	� ���� �� � �	�
���. ����������� ��������+
�� 	��� ��"��� �	
	����� �∗� � ���F� $�� �� → � 	��� ����

∗
� → � �

�� → � 	��� ����
∗
� → ∞�

I��$� (���	�"� ��(��	& ������$�� .���#� �&�$	�� �� #���%
"��� "����� )��"*��������. 
��-	��� ��
� �4 M � F G��� N���� � � �
� F � ���� 	��� �����	��"�� #��� O��� ���
(����"� "����$	�"�.
������� �
		� �� �
� �4� 

�∗� � �������� 
 ���	������� ���4�

2�� #���� F � ���� ������,�. �& �%���"�. )��"*�� � (	�	
	���. 
������#	��	 ���4� �(�		���,		 ���
(����"� "����$	�"�. ����%
��� ��.����	��� � &�
	��� � �� ��� �
� �M��

2����	 ������$	��� �	���������� �����	������� #���
 �	
���� �
�	�&����
 (���&�		��� �����	��"�. (����������� P����$	�"�	 ��%
���� � ���
 ���$�	 ������� �����		 $	
 �� �����	��"�. #����+

����
	
�
���� 
 (���K0Q��−����−�

)�	������
�

����# ��#( �<����= $���&�= �� '>"���? �� <��	���=� � @�� ,A�



,0� B� �� �.CD�4*� �� 1� D6DE�.1

$�� ���(��	� � ���4� � ��$������ � ������)
� �
� ����� R������$%
��	 �	&������� �� &��$� �*	������� (���$	�� � �5 �5��

S�� �	&������� �(���	���� (�� )�"���������. �� T��� � � �� →
∞ �	 ���#"�
 ������ �� ���
(����"� "����$	�"�. ������� �� ��%
���	��"�. #���� �	�"���"� �&
	��	��� � &������ �� ��� �����	��"��
���
�� N�� ���
 ������)
�$	�"�� ���
(����"� ��.�������� U
	��� 
	��� � � ��K0Q��−��� �� �� �����	��"�. #���� �
		


K0Q���������� �
M� K0Q���

M� � �
���K0Q�����

� �� #���� �& �	�&����. (���&�		���

K0Q�����
	
�
��� �� ∼ M� K0Q���

M� � �
�

V�����)
�$	�"�� ���
(����"� �
		� ����� �� 	��� �����	
	���
��(���	�� ������#	��� � � K0Q��−�� � K0Q��� � ��K0Q��−��� � 	���
K0Q��� � � K0Q��−�� �� �	"������� � � � �� "����$	�"�	 ������ �	
���	
���� " ���� ��
� �W �����

S�� �	&������� ������������ <(��"����	 ��&
	������= � &��$	
(���	�"� ��(��	& ! (���"� "����$	�"�. ������� ���������� �	��
�
(��.�
� (�� ��&�������� "���$	���� (	�	
	���.�

2�� (�	���	��� <(��"����� ��&
	������= � ��M� ��� (�	��-	�
����� ������� ������$	��� �	���������� "������ �"�&���� �	��
�
�))	"�����
 �� &��$ $���	����� ���	���������� �
� ��� �G� �
��"-	 �� &��$ �*	������� � (���	�"� ��(��	& �
� �X��

S�� ������$	��� �����	������� #��� F � � ��
 � (�������%
���	 �&�	#	���. �	�&����. (���&�		��� "�����	 
� ��	
 ��%
&����� (�����������
 3�����!��-��"���"��� �YK0ZD%[0\]D8Z^0_A^8
ACZ`a�� I	�� � � � ! (���
	�� .���"�	��&��,�� ���"���� � (���%

	�� ! � � �(�		��	� (���	����	������� <�	���= "������ .���"�	%
��&�	� <&��$�
����= (	�	
	���.�

'�(�
��
 �(�		�	��	 (���������� 3�����!��-��"���"��� � (	%
����$	�"�
� ������$	���
� �X�� b���
����
 �	����������	 (��%
��������� � 
��-	����
 ��	
	������. ��.��� ! ��� ��∞ *������$	%
�"�� �%���	���� � �	����������� 
	��� ! (���&�		��	
 
	� V	�	���
N���� �∞

� � ������ ��∞� ���� ���������� ��&�� 6���	 � ����� ��


��"� � �� 
��"� �
√

5 `0A�5#$"��


−��"� �
√

5 A8D�5#$"� (�� $ � �
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(���-�	� ��&�� 6���	 {
��"�} � �∞
�  


��"� �

∞∏
���


�� �"��� � � ���� � � � � ��� � � � � ∈ Z
∞
∗ �

" � �"�� � � � � "�� � � � � ∈ ��� ��∞�

���M�

I	�� Z
∞∗ ������� �& ��"�. *	��$���	���. (���	����	������	� � �

���� � � � � ��� � � � � �� ∈ Z $�� c�$ ∈ N + �� � �� % ∞� b���
����

��&��-	��	 � ∈ �∞

� � �� 6���	

��"� �
∑
�∈Z∞∗

��
��"�� �� � ��� 
���

2�� � � �� ! � � (���-�


‖�‖���
 �
∑
�∈Z∞∗

��� �
�
� ��� !�� ���F�

�	

������ ��������� !� � �� ����� !� �
∏

∈N �� ���
&
|5#� |� � � ∈ Z

∞
∗ � ���G�

N����������� 3�����!��-��"���"������
 ������� �& ��"�. )��"*��
� ∈ �∞

�  $�� ‖�‖��
 %∞� ;�� ����	��� �����	�����
 (�����������

�� ����"����� �	�&������ (���&�		���

���
 �

∞⊗
��

����
�

�	 �����	����� (����������� ����
 ������� �& )��"*�� ��"� �∑
�∈Z
��
��"� " ∈ ��� �� � ���
��

‖�‖����
 �
∑
�∈Z

�����
�
�� ��� � �� ���� � &�
|5#$|��� $ � ��

7��-	���� � ��
 	��� ����(���

F �

{
��"� �

∑
�∈L
��
��"� +

∑
�∈L
��� �

�
� � �

}
� ���d�



,�� B� �� �.CD�4*� �� 1� D6DE�.1

� "��))�*�	���
� ��� ���G� � 
��-	����
 ��	"��� L � Z
∞
∗  ����%

�	������,�
 ��&��� ���M��
O�$��� ���
(����"� � &��$�. �*	������� � (���	�"� ��(��	& ��

��"�. 
��-	��� �&�$����� � �X�� O�$��	 �	&������� �X� ������$��
���-�� ���"� �& ��. ���	"�	� (������ ������)
�$	�"�� ���
(��%
��"� "����$	�"�. ������� � &��$	 (���	�"� ��(��	&

K0Q����� ��
�� ∼ M�∗ K0Q �

M�∗ � �
� �∗ � L8D��� !�� ���W�

S�� ���
(����"� ���(��	� � ������)
�$	�"�� ���
(����"�� (���%
$�	
�� �& ���4� � &��$	 ������-	��� )��"*�� ����� (	�	
	�����
� (���
	���
 ���"���� �∗�

� �X� ��"-	 ���� (�����	�� ���
(����$	�"� 
���
�"���	 �	����
S�� �	��� &������ �� (���
	���� ��� !� "�����	 ���$�� �	�&�	����
��������"�� ��&��"�	� &��$�+ (�������� �	��� �	 &�����,�	 ��
���. (���
	���� � ��	�(	$����,�	 �����$#�	 "����$	�"�	 ������
�� ������$�� #���"�� &��� �	�&�	����. ��� !��

O�$�		 (���� &���� �	
	����� (���-��	����. )��"*�� �� �
���!� �� ��� !� ∈ R

�
�� 6�"����	
 "�
(�"���	 
��-	���� ' � {��� !� ⊂

R
�
�} � ����
����
 
��-	���� ����	������ ��	��,	�� ���

F����� � � ����� �
⋃

���
�∈�
{� ∈ � ��
 + ‖�‖ � ���!� ��}�

P�" � ����#	 (���-�


���F� � ��� �� � ���� � ABC
�∈F�����

��� �� − ���

�
�� � ���F� � ��� � 8DE

�
���F� � ��� ���

'�� ���	�	��	� "�"�
 ��-�� ���� �	
	����� ���!� �� $����
���F� � ��� → � ��� ���F� � ��� → � � 	��� ���F� � ��� → � �� ���
���	�	��	� ����"���� �	��� �� �� "������� ���F� � ��� ��� → ��

;(������� &��$� ��&����� ������� ��������� � (���	�"	 ��(�%
�	&� �(	���	 ��� �&�$����� 3(�"����
 � ��F� � &��$	 ������-	���
)��"*�� ����� (	�	
	����� � � �	�&�	����
 (���
	���
 ���"�%
��� � � � �� �����	 ��&��-	��� (� �	���	�%��&��� {
�  ( � �� � � � � 5  
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& � )�}� � �����	 ��F� (�	����	��� "�
���������� ����� �	���� 
���������. �� ��������"�. ��(� *�  "�����	 �������� (� ������ �
%

(���$	�"�. "��))�*�	���� 6���	 �� � ��
�� ( � �� � � � � 5  ��
�	���	�%�����	� )� � & � )� (�� ������$�� ����#�
 )�� N�"�&��� 
$�� ��� (��*	��� �(��
����� (� (���"� � �		� " �������	���� 
�%
��
 (��	��
 � ���
(����"	 "����$	�"�. ������� �(��	�� �����	�%
������ (����	��� �(�����	������ ������)
�$	�"��� 
��-��	�� 
�	��,	���	����� �� ������)
�$	�"�� ���
(����"���

� ���$�	 (	����$	�"�. )��"*�� ���� (	�	
	���� ��� (��*	���
�����	�����	� "�
����*�� ������ �	���� ���������. �� ��������%
"�. ��(� *���

 "�����	 �������� (� ������ �
(���$	�"�. "��))�%
*�	���� 6���	 �� � ��
�� � ∈ N� ∩ Z �	 N� ! ��

	���$��	
���	����� ��� N� � �−��� ��� �� � 5� � � + � ,� � ,�

������$�� �	��"�� ;��"� �� ���$�� )��"*�� 
����. (	�	
	���.
(�� (�����	��� (�����. (��*	�� ��&��"��� �������� ���&����	
� �	
 $�� �	 ���� "�"�
� 
��-	����
� 
�������	"��� N� ⊂ Z

�

��	�	� &�
	���� ��

	���$��	 ���	������ S�� �������� �������%
���� � �����
 ��

7� (�	��	�	
 � ���� �����	 �	 *	��+

• (���	��� (�����	 �"�&��	������ ��� ������)
�$	�"�� ���
%
(����"� "����$	�"�. ������� ���W�J

• �"�&��� �������	���� (�����	 �	��� �� (����������� 3�����!
��-��"���"��� �	 &�����,�	 �� (���
	���� ��� !� � ��	�(	%
$����,�	 ������)
�$	�"�� ���
(����"� "����$	�"�. ����%
��� ���W��

	� 
������ ���������

3�	��,�� �	��	
� �	� ��-��	 �����*� �� "����$	�"�. ���%
�����

��(	�)� *�+� �����

�� � �
(
�

��∗
��∗��

)
� �5���

��� �∗ � L8D��� !�	 
���� ���� ��
� ��� → �	 ���� ����� ���������

����������� ��������� ���������� �� ������ ��������' � {��� !�}
� R

�
�� ����

K8L ABC
���
�∈�

����� !��
− ��∗

��∗�� � ��
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2�"�&��	������ �	��	
� 5�� (���		�� � ��&	�	 4�
;(�#	
 �	��� �� "�����. ������	��� �(��
������ ������)
�%

$	�"�� (����" "����$	�"�. �������� ���	�	
 �	
	�����

-� � 5�� + � �� � � � �,�� ,� 
 K0Q��−�� K0Q K0Q��−���

N���� "��))�*�	��� ����� �� �(�		�	�� ������#	��	
 ���G�� N���%
-�


N����- � � {� ∈ Z
∞
∗ + ����� �� � -}� �� � c�N����-���� �5�5�

��
	��
 $�� �� � �� � �� ��		
 ��������"�

"��� �
�√

5��

∑
�∈N�������

����
�����
� − ��� "� � LZe

������

"����

6�"����	
 � � 5 � ����
����

 �	
	����� �	����

�� � �f{�����}� �� �
√
� K0Q,��

N���� ' � {��� !�} 	��� "�
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l LZn0i 98Æ`BKjo Zi8A8DQ 8D AjZj8Aj8`A 0E LBKj8%1Zi8ZmKa EBD`j80DA 8A
<jpa `BiAa 0E 98LaDA80DZK8jo=+ jpa iZjaA 0E Z``BiZ`o 8D aAj8LZj80D ZD9
AaCZiZj80D iZjaA 8D 9aja`j80D Ci0mKaLA mapZ1a C00iKo _paD jpa DBLmai
0E 1Zi8ZmKaA 8D`iaZAaA� qp8A 98Æ`BKjo Zi8AaA E0i L0Aj C0CBKZi EBD`j80DZK
`KZAAaA AB`p ZA Y0m0Ka1 0i rs0K9ai mZKKA�
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fD jpa CZCai �X� 8j _ZA `0DA89aia9 EBD`j80DZK `KZAAaA 0E Z Da_ joCa tiAj
8Dji09B`a9 mo YK0ZD ZD9 [0\]D8Z^0_A^8 8D ��M�� qpaAa `KZAAaA Zia jpa mZKKA
F��
 8D jpa _a8Qpa9 jaDA0i Ci09B`j ACZ`aA jpZj Zia `pZiZ`jai8]a9 mo j_0
CZiZLajaiA+ � � � 8A Z <AL00jpDaAA= CZiZLajai ZD9 ! � � 9ajaiL8DaA
jpa _a8Qpj AauBaD`a _p8`p `pZiZ`jai8]aA <8LC0ijZD`a= 0E jpa 1Zi8ZmKaA� fD
CZij8`BKZi 8j _ZA Ap0_D 8D �X� jpZj BD9ai jpa _p8ja vZBAA8ZD D08Aa L09aK 
jpa K0Q%ZAoLCj0j8`A 0E AaCZiZj80D iZjaA 8D 9aja`j80D Zia A8L8KZi j0 jp0Aa
E0i 0Da%1Zi8ZmKa EBD`j80DA 0E jpa AL00jpDaAA �∗ � L8D�!� �� 8D9aCaD9aDjKo
0E jpa 0i8Q8DZK Ci0mKaL 98LaDA80DAJ jpBA jpa `BiAa 0E 98LaDA80DZK8jo 8A
<K8Eja9�= r0_a1ai jpa jaAj Ci0`a9Bia 9aCaD9A 0D CZiZLajaiA ��� !� _p8`p
Zia BD^D0_D joC8`ZKKo�

fD jp8A CZCai _a Ci0C0Aa Z `0LL0D jaAj Ci0`a9Bia jpZj 90aA D0j 9a%
CaD9 0D CZiZLajaiA ��� !� ZD9 Ci0189aA jpa AZLa K0Q%ZAoLCj0j8`A 0E AaCZ%
iZj80D iZjaA BD8E0iLKo 01ai ZDo `0LCZ`j Aaj 0E CZiZLajaiA ��� !�� lKA0 _a
Q81a 8D9aCaD9aDj A8LCKa Ci00E 0E jpa K0Q%ZAoLCj0j8`A 0E AaCZiZj80D iZjaA
8D jpa Ci0mKaL�
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