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§�� ��������
� ���� ���	�
	 ��	���	�� ������	 �������	 �� � � ����������

��		���� � �����	 ���� � �	������ �����	����� ������������ ��	�
������� � �	
������ ��	��������� ���! "�� �������	 �������#�
	�� � ����� �	
������ ������� ������ �� �����������	��� 
����
���! � $��������� �
������ $�� �� � � ���������� �����	����	���
�����#%� ��
����� 
������ 
������� � � 
��������������� ��		��
��� � �����	 �&�! '�
�	 #�������	�� #�����	� �	�������	 � �����
$���� ������ �������  �� ���� ���������	� �������	���� �����
���� �����	�� ����	���� ��	
���!

(������� ������	 ���		�	�� �� � � ��������� ���!
)#��� � * +���, ∈ C�×�� � � -� � �#���

〈�〉 *
�⋃

���

��� - � � � �� +-	-,

. �	
�����	 �����	��	 ����	���� ��	
��� 〈�〉 * {-� 	 	 	 ��} �� �

�	�	�	�	
�%���� �	�#���� ������	���! /�����$��

��� * ������� � * +���, �∈��
�∈��

� 
� � * -� 	 	 	 � �� +-	&,

� ��	������ � � ��	#%�	� ���$��� ��	0

� *

⎡
⎢⎣
��� ��� 	 	 	 ���

��� ��� 	 	 	 ���

	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	

��� ��� 	 	 	 ���

⎤
⎥⎦ 	 +-	1,

�������� ��	�
 � �� �!��"�� �� �!��"�� ���#� �� �!��"�� ���#� �� 
�!��"�� ������������
� �!��"
� �$�$%����� &������'(��� ����$��#�������
S �!����� &������'(��� ����$��#�������

))�
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/��		��� ���	���������	 ������� ��� 
� � +� 
���$	���	��×
· · · ×�� 2�#
� �	 �� * |��|� 
 * -� 	 	 	 � �, ������2	�� ��

��������������� *

⎡
⎢⎣
��� +���, ��� +���, 	 	 	 ���+���,
��� +���, ��� +���, 	 	 	 ���+���,
	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	

���+���, ���+���, 	 	 	 ���+���,

⎤
⎥⎦ �


	 ∈ �	�  * -� 	 	 	 � �	 +-!3,

4	�� � �� ���� �	��� ����� ������ � �	�	���	���� �������
� * +���, ∈ R
×�� �� � � -� $	�	� ��+�, ������$�	�� �#��� ��	�	����
		 
�� ����
�� �!5!

��+�, *

�∑
���

��� � 
 * -� 	 	 	 � �	 +-	6,

7������ � ������	�� �� ��������� �������	���� �����	�� 
+-!-,� 	��� ���  �� 	�� ��������	� +�!5! 		 ��	����������	 ��	�
�	��� �	�������	����,� � ��	 ���	���������	 ������� �������������

	 ∈ �	�  * -� 	 	 	 � �� ���		�	���	 � +-!3,�  �� %�� �	�����	��
���� � ����������! 7������ � ������	�� ����������� �������
�	���� �����	�� +-!-,� 	��� 		 ������� �����	�� M+�,  �� 	�� 
�� �������	� �������	���� ���� �	 ������ �����	�� ����	����
��	
���!

(�������� $�� � � ∈ C�×�� � � -� 		 ������� �����	�� 
M+�, * +���, ���		� 	�� ������2	�� ��

��� *

{ |��� |� 
 * ��

−|��� |� 
 �* �	

/$	����� $�� ������� �  �� 	�� �� �������	� +���������	�,
�������	���� ������		 �	�
��� +��$	$����, �����	�� 〈�〉 * ⋃�

���{
}
����	���� ��	
��� ���� � ����
� ����� 
��� �  �� 	�� �	�����
�	���� � �������	� +��������	�,! 8 �#��� �������� � ������
��#���� �����	�� 〈�〉 * ��� �	 � * -� �  �� 	�� ���������	�
���� � ����
� ����� 
��� ��� ��		� ������	 ����������	 ��	���
�����	 +�� ����
��,!

)��
���
# ���		�	�� �� � � ��������� ������$�� ������� �	�
���	���� ���� �� ����� �#��	� ���		 ������	� ����
�	������� ���

�� ������! 9�
 ���	����� ���������� �����#%� ��
���� 
�����
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�������� +��! �-�,� � ��������� ���#� ���� �����
�	�������� 
�

�������� �����%��	 ������� �����	���� ����������� ��	�����
���	� +��!� ����!� �1� ����� �� �	��	�� &!1�,! � §& ���� ������ ��
��
�����	�� $�� ��������  �� %��	� ������������ �������	����
�	
������� �����	�� ����	���� ��	
���� ���#� ���� �����
�	���
������ 
�
 �������� ��	%��	 ������	 �����	���	 ����������	
��	�������	 � �������	����� �	
����� ��	�������� ���#
�#���

����� ���		� 	�� �����������	��� �����	��	� ��	
����� ����
�	����!

(��	 �������#%�� ��	#%��	 �������	����	 ������$	�� !

• �� : 	���$�� ������� ��� 
� �!

• � : 	���$��� �	
���!

• ;� �	�������	����� ������� � ∈ R
�×�� $	�	� �+�, �������

$�	�� �	�������
�� 
��	�� ������� �� �!5! �	�������	����	
������	���	 ���$	��	 �� ������%�		 � 		 ��	
�������� ����
#���!

• ;� � * +���, ∈ C�×� �� ������	� |�| * +|��� |,!
• �	
�����	 � �����$��	 �	���	����� ������%�� ��
�����
�	����!

§	� 
��������
/������� �	�#������� ����� ������  �� 	�� ��	#%�� �	��

�	�� �
�����	�������!

����� 
 !�"� ����� � ∈ R�×�� � � -� ��	�
��� �������
� � �����

〈�〉 * ⋃�
������ - � � � �� � �
������
 ����
��
 ����
��� ���
��

��� � �
�����
 �
�
�
�
����
�� �������
���� �	
�����
 ���
��

��
��� ������	��� 

+<, � ��	�
��� �� ������
� �������
	��� ��������
��!� ���

��
���"

+<<, ���
����
� ��	����
	���� �
���� � * +��, ∈ R� ���

�� * �� �	� ��
# 
 ∈ �� � � * -� 	 	 	 � �� +&	-,

����� $�� �
���� �� ��	����
	
�� ��%� ����� � ��

� �����

!�
 �����
���
 ��!��	���
 ��
��	���
 � �
������� ��
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�	�$��
 ������
��� ������!�� ������������
 � �������
�

����� �� � � * -� 	 	 	 � �� ��	����� ����������� �
�������

��#
$
���%&�'�� ())* *⇒ ()* )#��� �� � = � �	
������� �������
�	������ �	
���� � ��� +&!-,! '���� �$	����� ��	 ���	���������	
������� ������������� ��������������	 � �����������	��� �����	��	��
��	%� ������	 �����	���	 ����������	 ��	�������	 � �	
�����
� * +��,! 8�	����	����� ��	 ��� �������  �� %�� �	�����	�����
� ����������� ��
 $�� � 	��� �� �������� �� ���		�	��%!

()* *⇒ ())* )#��� �  �� 	�� �� �������	�! )�	������� ��	����
$�� � �	 ��		� �#�	��� ��	����������� ��	�	����!

)��
���
#� �� ���		�	��%� ��	 ���	���������	 ������� ������������

 �� %�� �	�����	����� � ����������� �� ����������	 ��	�
�	��� �������	����� �!5!

+����,� � = � ��	� � ∈ ��� 
 * -� 	 	 	 � �	

8�	����	����� ���������� �������

� * ><?@ +��+��,� 	 	 	 � ��+��,,� �	 �� * A<?@ +���� 	 	 	 � ���,�

 �� 	�� �	�����	����� �� �	�	�� +	��� ��� �	�������, 
 ���
����	 �−��� �� ���	� �$������ �	 �	�  ��������� $��

���� * �� 
 * -� 	 	 	 � �	 +&	&,

���# +&!&,� ���	���������	 ������� +-!3, ����� ��	������� �
��	

������������ * �� −������������� 
� ∈ �� � � * -� 	 	 	 � �� +&	1,

�	� �� ��	�����	��%� ��	 ��	����������	 ��	�	��� ��	� ������
������������ �������	����!

)��
���
# ���	���������	 �������  �� %�� �	�����	�����
� ����������� �� ������2	��� +&!1, ��	#	�� $��

�
(
������������

)
� - � ��	� 
� ∈ �� � � * -� 	 	 	 � �	 +&	3,

)#���

�� * �
(
���

���
� ���������� �

)
* B?C

���������

{
�

(
������������

)}
� +&	6,
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�	 ��
���#� �	�	�� �� ��	� 
� ∈ ��� 	 	 	 � 
� ∈ ��! � ���# +&!3,� ��
��		�

�� � -	 +&	�,

)#��� � * +��, . ������ �	�������
�� �	
��� ������� ���� *

���
���
� ���������� �� �!5!

����� * ���	 +&	D,

)��
���
# ��	 ��	����������	 ��	�	��� ������� ���� �������
�	����� ��� �	��������� �� �� �	��	�	 )	�����.E���	��#�� +��!�
����!� �D� ����� -� �	��	�� 3!-�,� �	
��� � ���		�	� 	�����	����
������� +� ��$�����% � �������	������ ������	� , � �������	�
�	�!

)������

�� * ><?@ +��� 	 	 	 � ��,	

'���� � ���# +&!D,� �� ��		�

�−�
� ������� * �−�

� ����� * ����

�!5!

�
�
���
�

+�−�
� ������, * �� � ��	� � * -� 	 	 	 � �	 +&	F,

)#��� �	�	�� 
	 ∈ �	 � �	
������� G�
�����������  ∈ 〈�〉 � �#���


	 �* 

���
	 ! ;� �������

� * �−�
� ���

���
� ������

���
�−������

���
���������

���
� ����

����$�%�	�� �� �−�
� ������ ��2� �� ����
��� � ���# �	��	�� E���

�	��#�� +��!� ����!� �D� ����� &� �	��	�� -!-�, � ������2	��� +&!6,� ��
��		�

B<H
���

���
� ������

���
�−������

���
���������

���
�

��+�, � �+�, � ��	 +&	I,

9���	 ����� ���
���
# ������� � �	��������� �� ��� �	 �	��	��
���	
�	�� $�� ���� ��� �	���	����� � +&!I,  �� %�� ��������� ����
���  �� %�� ���	�������! )��
���
#

��+�, * ��+�
−�
� ������, � ��	� 
 �* 
	�
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�� �� +&!I, � +&!F, � #$	��� �	����������� ������� � ��	#	�� $��
���� ��� +�, * ��� ����

B<H {��� ��� +�,} � �+�, � ���

� ���$�� � ����� ��#$� �

��� +�, � ��	

)��
���
#  � 
	 �* 
� ���#� ���� ������� ������������ �� ����	�
�	�� �	���	����� ���	
�	�� $��

�−�
� ��������������� � ��� � ��	� 
� ∈ �� � � * -� 	 	 	 � ��

���� $�� ������������

������������� � ��� � ��	� 
� ∈ �� � � * -� 	 	 	 � �	 +&	-=,

���# +&!1,� �� +&!-=, ��	#	�� $��

������������� * �−������������� � +-− ��,� � ��	�


� ∈ �� � � * -� 	 	 	 � �	

'	� ����� �
������ $�� � �	
���� �� ���		�	����� � +&!-,� ��
��		� �� � +- − ��,�� � �#���	 ��� �	���	����� �� � = �	����	�
���	��� ��	#	� �� +&!�,!

(�
��	�� ��	�������� $�� # ������� � ��	%�� �#�	��	 ��	�
����������	 ��	�	���! J��������� ������# � � �� 
����� ���
�#$�	�� �� � ���	��� 		 �#�	��� ��	����������� ��	�	���� ��
−�� �	 � � =! K���� $�� � ������$�� ����� � ��	 ���	�����

�����	 ������� �
�����������
  �� %�� �	�����	������ �����������

��
 $�� � 	��� �� �������� �	� �#�	��� ��	����������� ��	�	��
���! 9�
 #�	 #�������	��� � �	
������� �	
���� � ��� +&!-, �	
�
��� �� �������	�	�! 8�	����	����� �	� ���		 �������	�	� � �	
�
��� �� � ��!

'	��	�� �
�����! �
�
 �+
	�� !�"� 8�	#	� ���	����� $�� ��� �
����	�����	 �	��
�	�� &!- ���� ���� #�������	�� �	���  ��	�
�

�+�, � B?C
���������

{
�

(
������������

)}
+&	--,
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� �	�������
��� 
��� �	�������	����� ������� � � �	������
�	�������
�� 
���	� ��������������� ���	���������� ������! L��
�����# �������$��	 ����#�	�� � �	��#�� �
������ $�� ��		� �	�
��� � �����	����#%�� ����  ��	�
�

B<H
���������

{
�

(
������������

)}
� �+�,	 +&	-&,

/�	�
� +&!--, � +&!-&, ��	���	 ���� ���#$	�� +���� ��������, �
�����	 �-�!

)�	������ �	�	�� �	�
���
� ������� ��	����� �� �	��	�� &!-!
)	���	 ��� #��	��	�� �����	 �$	����!

,��-&�'�� !�" �-�� &�	� ����� � ��	�
��� �� ������
� �������

�
	��� �
������!� ����
��� ����
��� ���
����� �� �� ��	�
���

�
������
���� � ������
��

,��-&�'�� !�! ���� &�	� � ��	�
��� �� ������
� �������
	��� �
�

������!� ����
��� ����
��� ���
����� �� �� ���
 ��	�
��� �� �

�����
� � �������
	��� 	���!� ����
���� ��	

 �
	��!�� $
� ���

#����
�

,��-&�'�� !�.� &�	� ����� � ��	�
��� �� ������
� �������

�
	��� �
������!� ����
��� ����
��� ���
�����  ������� �

����	
�����
� ��	���� � � �� �� � � ��	�
��� �� ������
� �����

���
	��� ��!� �
 ���!� ����
����

8�	#%��� �	�#�����  �� 	�� ����� � #����������	�� $�� 
����
�� �������  �� 	�� ��
������ 
����� ��
 ������	��� 
������� �
������� ��		���� � �����	 �&�!

(�������� $�� ������� � ∈ R�×�� � � -� ������	�� 
������� �
������	� �������	���� �	
������� �����	�� ����	���� ��	
����
	��� 		 ���$�� ���������� $���� �� * A<?@ +���� 	 	 	 � ���, �����
������ � ������� �−�

� �  �� 	�� �� �������	� �������	���� ����
�	 ������ �����	�� !

,��-&�'�� !�/� &�	� ����� � ��	�
��� �� ������
� �������

�
	��� �
������!� ����
��� ����
��� ���
����� �� �� ��	�
���

� ������� ������
� �������
	��� ��!� �
 ���!� ����
����

��#
$
���%&�'�� )� ���		�	��% �� ��������� ����������	 ����

� ���� 
 * -� 	 	 	 � ��  �� %�� ����������� � ��	%� ������	 �����
������	 ��	�������	! 8�	����	������� * A<?@ +���� 	 	 	 � ���,  �� �
	�� �	�����	���� � �������	�� � ���$�� ��� ���������! )� �	��
�	�	 &!-� � ����� $���� �
������ $�� ��������� �−�

� �  �� 	�� 
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�#��� ��
#� �	�	�	��� ��	#	��
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� ����� 
��� ��� ��		� ������	 �����
�	���	 ����������	 ��	�������	!

;� � * - �	��	�� &!& #��	���	�� $�� ������� � ∈ C�×�  �� �
	�� ���������	� �������	���� ������ ��#���� �����	�� 〈�〉 * ��

����	���� ��	
��� ���� � ����
� ����� 
��� ��� ��		� ������	
����������	 ��	�������	! "��� G�
� ��
�	 �	�
� ��	#	� �� ���	�
	�	�� ����������!

J��������� ��� ��#$��� 
��� � * & � 〈�〉 * �� ∪��! 9�
 ����
��
����� � �����	 �-�� 
���� �������  �� %���� ������������ ���
�����	���� ��
��� �����	�� � ������	� � ���	����� 
������� ��	�
	���� � �3� � ����	������� � � 	 ����	#%��� ����� +��! ����
�



*+,+-�.,��+/�0 ��1 � ��1�+�,�/ ))�

� �����	 �-�,! � �������G�� �F� ���� 
���� ��� ������ 
������ ���
����� ��	%��� ��������	 ����������	 ��	�������	 +�	 � * ��,�
��! �F� ���		�	��	 1!-=�! � �����	������ � �	��	��� &!&� ���� ���
���$��� 
���� ����� ������� 
�
 
���� ������� ��	%��� ������	
�����	���	 ����������	 ��	�������	 � �	
����� ��� � * +��,� �	

�� *

{
� � =� 
 ∈ ���

� � =� 
 ∈ ��	
+&	-1,

4��	���� $�� ��� G�
�� $�� ������� � � ��������� �����������
��	�������	� #���	���� 	� #�����% �� � = � �	
������� �	
�
���� � ��� +&!-1, ��� ��	���	 ���	$	� � �����	 �3� +��
�	 ��! �
��
���	������ �	��	�� 1!-- � 
���	 �F�,!

� ��
�%$	��	 ����� ���	�
� �� ����		� ������	 #�����	 ���
���������� ��	������� � �	�������	 � ����� $���� ������ ���
�����  �� ���� ���������	� �������	���� �	
������� �����	�� 
��	
����� ����	����! "�� #�����	 ������	� ��� ����2� ���	�����
G�
�� $�� �� 
����	� �	�	 ��� ����
� ��������� �� ���� ��	��
������	 ����������	 ��	�������	!

����� 
 !�.� ����� � ∈ C
�×�� � � -� ��	�
��� ��������
� �����

���
	��� �
������!� ����
��� 〈�〉 * ⋃�
����� ����
��� ���
�����

'�!� �	� �� ����
� �
�
 ����!� ��$
��� 
 ∈ 〈�〉 ����	��
��� ��	��

��


|��� | �
∑
	 ���

|��	| �	� ��
# � ∈ ��	 +&	-3,

��#
$
���%&�'�� M��� � * -� ��� 
�
 ���� #��� �#�� ��2	� ���
����� � ��		� ������	 ����������	 ��	�������	� � #�����	 +&!-3,
���������� ������ 	�� � 
 * -!

)#��� � � &! M��� #�����	 +&!-3, ������	�� � �	
������� 
 � -�
�� �
������� �	$	��! )�����# ��	�������� $��

���+M+�,, � =� 	 	 	 � ���+M+�,, � =

� �	
������ 
� ∈ ��� 	 	 	 � 
� ∈ ��	

"�� �	���	����� ����$�%�� $�� � ������������� 
� ∈ �� �� ��		�

���

(
M+�,��� ��������

)
� =� 	 	 	 � ���

(
M+�,�����������

)
� =	



)�� 2� 3� -�2���2�4+

(�� ���
���
# ������� M+�,�����������  �� 	�� �	�����	���� � �
������	�� �� 
����	� �	�	 ��� �� 		 ����
 �� ���� ��	�� ������	
����������	 ��	�������	� ��
 $��

��� +M+�,, * ���

(
M+�,��� ��������

)
� =	 +&	-6,

'	�	�� � ���	�2	�� �
����	������ ����	�� ��2� ���	����� $��
������2	�� +&!-6, �����	���� � ��	� 
� ∈ ��! �

����������

)� 2� 3� -�'�!�'���� �� ������� 	���	� ������	�
 ��� ����	�	���	�	 �	���

��	����
�����	� �
������ 8 ���� ���	�� ����� ���� ��� 9����:� )��1))7�
�� 2� 3� -�'�!�'���� ������ 	��
���� ��� ��� � ����
����� 8 ���� ���	��

����� ���� ��� 9����:� �61)��
�� ;� <=>?@A� B� C� DE=??FAG� � !!"#$%&'" ($%)&*"+ &! %," ($%,"-$%&*$. /*&"!*"+�

;H@I=?JH D>=GG� K=L MF>N =OH�� )����
5� M� P� Q@F� R� S� T@AU� 0)&%")&$ 1 ) #"!")$.&2"3 3&$# !$..4 3 -&!$!% $!3 ��

-$%)&*"+� 8 VJA=@> ;EU=W>@ ;XXE� ��� 9)���:� �6�1��7�
6� B� ;� SF>A� Y� B� CFZAGFA� 5 6&*+ &! ($%)&7 8!$.4+&+� Y@?W>JIU= [AJ\=>GJO] D>=GG�

)��)�
�� V� M^� _FEFOJEJA@� 9 :!3+ 1 ) %," &!;!&%4 ! )-  1 %," &!'")+" 1 ) *")%$&! �� $!3

��-$%)&*"+� 8 VJA=@> ;EU=W>@ ;XXE� ��� 9����:� ���1����
�� S� PJAH� � !!"#$%&'" ($%)&*"+� CFZA TJE=] ` aFAG� K=L MF>N =OH�� )��5�
7� B� a� b@>U@� <")=+# )&! $!3 >&+ 0&)*."+� aX>JAU=>� ���5�

NOPOQ<P<H? R! ST! A<?@OH?P >OB<H?HU5 UV?W?UQ5W<X?Q<OH OY �� � ?H>
���B?QW<U5Z!

[5\ UV?W?UQ5W<X?Q<OHZ OY QV5 ZO�U?PP5> �� � ?H> ���B?QW<U5Z <H Q5WBZ
OY @5H5W?P<X5> ><?@OH?P >OB<H?HU5 ?W5 O]Q?<H5> ?H> TZ5> QO >5W<^5 ZOB5
OY QV5<W _WO_5WQ<5Z! `PZO <Q <Z _WO^5> QV?Q ? ���B?QW<C H5U5ZZ?W<Pa V?Z ?
U5WQ?<H HTB]5W OY ZQW<UQPa ><?@OH?PPa >OB<H?HQ WO\Z!

���!���'� )7 �c ���� ��d� ��!��$������� �!&�'����
��!��!�	������ ���!�!�!�
�� e� +� d!��'��� ,+4�
f��!���� ��� )�)��� d���! ��!��$���� ,����c

?�-$&. � EJNFgXI?J�>@G�>^


