
������� ���	�
�
��
������ ����
��
 ���� ���� ��

�� �� �����	
� �� ��

������

���������������������� �

��� �!"��������������� �����#�

�� ��������

������� � ∈ $�×� ���	
����
 ����������� ����

��∗ � �∗��

� ����
����������������� ����

��∗ � �∗��

��� �
� �������	� ������ �� ����� �������� ����������
�� ����
��
������� ����� ����� �� ���� ��� �����	
��� ������ �� �
����
�
�����
����	� ����
����
���� 
 !"� #$ � !%$& '�� (��� ������ ������
�������
� 
���	� ���� ) ���� 
 ������ *������	� �������� � ��*���

 ������ *������	� �����*(����&
+�
 �����
 �� ������ 
���� ����*� �� ������ �� ������
�, 
�
�

��
 ���������
 ������� � ����� �	�� ���
����� � ������������*

��* ��������
�� *��������� ������
- ��� (��� ����������	��
(��������� 

�
���
 �����
���	� �������
 (��� ������	& .�
��

����
���������������
 ������� � ��������
�� ������
 �� *���
������ �����*(���� ����� �	�� ���
����� � �������������������
/���� � ����������	�� ������� �������
 " × " � # × # 0��& !1� 2$3&
4� (��� /���	 ����� ���*� �	�� ������	 ��� ���	
���	� ���
���
�����
���	� �������
 ������	 �&
. (��� ������ ��5�� ����� 

�
���
 ���
������ ���
����������

������� �
*� ��*��� �������	� ������
& '���� �� (��� ������



�
���
 *������� �
�������������*��	� ������	� �&�& ������	�
�����	� ��������
�� *������	� ������� ���*� �	�� ���
����	 �
������������������� /���� � ����������	�� ������� �������
 "×"

�������� ��	�
 � ��� ��!�	��"���
�#$�
� 
�!��%
� ����&'����"���
�#$"
�
� 
�!��%
� ������(�!��"���
�#$�
� 
�!��%
� ���!���
� �� �)�&� ���!���
�
������(�%��� �����#&��
� 	��#��

*�)�!� ������� ��!��� �� (!�+ �!�!$�+ )
#� ��  ��'��� ����!�
 ,�
�%����
���	��"���#� ���!�#$����� �)-��!�� ./012 �

34



3� 5� 6� �7*8��9� 5� :8;;<=,6=*

� #×#& �������
� *������� �
�������������*��	� ������ ���
���
� �*��� �����������
 ���
���� Q�& .�
��
 ���������
 ������� *���
����� �
�������������*���� � 
�� �������	� ������	 �� Q� �����
������� ��� ���������	� ������	� ���*��*�� �����	� ��������
������ � ���*��*�� ��������	� ������& .������� 
 ��*��� �����
5���
� ������	 �� Q� ���*� �	�� �����
����� ������ �� ��������
�����& 6�������� �����* Q� ����������� 0���	� � �����������	�3
��������	 � ��
������& 7���� �� �� Q� �������� 
�� ������	 �
�
��������	�� ���������	�� ������������&
.����� ���� ) (�� ����� �����*(�������������	� ������� 

�����

�	� 
 !8$&

�%����&��'�� ������� � ∈ $�×� ���	
����
 ������������������
������ ���� ������� � � �� ��������� 
 ��	���� ��	����

9���� �������� 
�
��
 �����*(��������������
 ������� ���� ���
5���� ���������� *��
����


�� � � 0"�"3

��
 ��������� ���������� ������	 �& �������
� �����*(�����
��������	� � × �������� �*��� ���������� ���
���� C�& :���� ���
������� ��� C� �������� 
�� ����
��������������	� �×��������	&
; ��*��� ������	� ������	[

< "
< <

]
�

[
< "
# <

]

����������� �����* C�� �� �� 

�
���
 ����
��������������	��&
. ������� % �	 �������� ��� 
�
��
 ������� � ∈ C� ��������
��

������
 �� *�������� �����*(���� ����� �	�� ���
����� � �������
������������ /���� � ����������	�� ������� �������
 "×" � #×#&
'������ �� ��*��
 ����
��������������	� ������ ������� 
 ����
��� ����� ������� #× # �� ��
���	 �	�� ����
��������������	��&
;���*�� ��������� ��� �����������
 /���� �����*(�������������

�	� ������ ������������ *������	� �����*(���� �	�� ������� � �

 !8$& 9����� =�����������
 /����>� *����������	� 
 ���
���� !8$� ��
����*�� 
����������� ���5��� ������& . �����
����������� �
���	
!8$ �� �����	
��� 0� �� *�
�������3� ��� �����
�����	� (������	
������������������� /���	 ���������� �������
���
 ������� *���
������ �����*(������� �������� ������	& 9����� �	�� �	 ��
�����



7986*8��>,� � 7�,?*@A,�,�B,�*�8CD,E= �8�*�FE 3�

� =����������> /����& '����� �	� 
���� �� !8$� �*��� ��
����� � ���
���������� /���� 
 (��� ��������� ��	���& 6�5�� 
������ 
 ����
��� ������ 

�
���
 �� ���� (�� /����� �� ������� ������ � �� 
	
��*�
������� ���
 �� �������� ����
���� 
 !8$&
�	 ���������
��� *��
����� 0"&"3 ��� �����*(���	� ������ *��
�

����

�� � �� 0"�#3

��� � ���
� 

�
���
 ���������� ��������&
?��
����� 0"&#3 ����	
��� �
������	� ����� �� ��������	� ���

����� ���� 
 ��*��� ������������� �
������������������	� ���
����	 0��& !@$3& ���� ����� ������ �	� �������
�� 
 !A$� ��� ���*���
����*� �� ���*�����&

��	���� (� ���� � ∈ $�×� 

�
���
 �
������	� ������ �� ����
������� ������	� �� � �������� ������� ������� 
���

� �

[
�� ��

< −��

]
⊕��� 0"�%3

��� ��� �� � �� � ��������	� ������	� ������ �� � �� ����������

���	�

B��������� *������*� ������*

� � �� ⊕�� ⊕��� 0"�13

��� �� ���
���� �� � ������������* 
��*� � �� ���
���� ��� ���
����	 �� � �� � ������������ /����& 0'���
�������� ���
������

�������� ��������* �� � �� ���������
���	&3 ?�������� �������

� → 	 � �∗��

���� ������*

	 �

[
	� 	�

< −	�

]
⊕	�� 0"�23


 ������� �����	��	� �	� �*�� ����������	� ������	& C����	�
����������	� ����*���
�������� ����� � �������
 ������	 0"&23
���
�� ��
��� ��������� ����� ���
������ 
 ��
�*� �*��* #×#�
�����
 
��� [


� 
�

< −
�

]
� ��������� ������������ ������	& �	 �������� � ����*� ��* 
	�

��*&



3G 5� 6� �7*8��9� 5� :8;;<=,6=*

��	���� )�  �
��
 �
�������������������
 ������� �������� �
��
�����������������

. ������� # �	 ���
���� �����
����� ������������
� ������	 #&
6�5� ����*�����
 
 ������� % ��������	 �� ������* ������ (����
������������
�& . �������������� ������� 1 ���	 �������	� ����
�������� ������������ ���*������ ������������������� /���	&

	� 
�����
��������������� ��
����

+�����������
* ������	 # �	 ������5��� �
� 
������������	�
����������
&
6�������� ��� ������������� ���	
����
 ������� � ∈ $�×� ���

��
� ��� �� � < ��
 ���������� ���*�������� ����� 
& 6������5��
�� ����� 
 ���	
����
 �������� ���������������&

����� (� !���� � ∈ $�×� � ������������
 ������� ������� �
��
"���� � �������� �
������������������

�	��*�+�&,
+
	� C*��� ��� � � � � �� ) �����
����	� ������������

���	� ����� 
��� N ������	 �� � � ) �����
�����
 *�������

� × ���������� 
 ������� ��� � � � � �� 

�
���
 ���
	�� � ���������&
9����

� � �∗�� �
[
< ���

< <

]
� 0#�"3

6����� ���
	� ���� �*��
�� �� ��� �������� ��� �� � < �� �����
��
�������

��� ∈ N � DEFG {��� � � � � ��}� 
 � � H "� � � � � ��

C*���

��� � �I� ∗� I � JKFL 0��� � � � � ��3� � � MKG{�� �− �}� 0#�#3

���� ����*�
���� ���������� ����� ���& C������

� � � ⊕ �� 0#�%3

9����

N � � ∗�� �

[
< I
< <

]
� 0#�13



7986*8��>,� � 7�,?*@A,�,�B,�*�8CD,E= �8�*�FE 3�

6������� ����������	� ����*���
�������� ����� � �������
 ���
����	 N ���*���� �����������������*�������* � #×#�������� 
���[

< ��
< <

]
� 0#�23

����
����
*� ��� ���*��
	� ����*�
��	� ������ ��������& 4����
� ����� �	�� ���������
��� � �������� �������������������
/����& ��� ��������� ��� � ∈ Q�&

-&��
+
'� (� !���� � ∈ $�×� � ������� 
���

� � ��� H��

��� � � ������������
 ������� ������� �
�� "���� � ∈ Q��

����� )� !���� � ∈ $�×� � ��������������
 �������� ���#$�

��
�� �
� �������	% �����
���	% �������
� "���� � �������� �
��
�����������������

�	��*�+�&,
+
	� '�������� �����
���	� �������
 ������	 � ���
��� �� � ��- ����� � ��������� ��������� ����� ��& C*��� � ) *���
�����
 �������� �����/�����*� �
 � ��������
�� ������
 � /����
O*��� 
 ������� �� �������� ���
	� � ����������	� �������& 9����

� � �∗�� �
[
���� ���

< ����−�

]
�

P�� � 
 ����� "� ���������� ����*�
���� ���������� 0#&#3 ��������

� 

���� *������*� ������* 0#&%3& 9����

N � � ∗�� �

[
���� I
< ����−�

]
� 0#�83

;����������� ����*���
������� ����� � �������
 ���
�� ��� N 

�����������������*� ������* � #× #�������� 
���[

�� ��
< ��

]
� 0#�@3

��
���� ��� ���*��
	� ����*�
��	� ������ ��������& C��*�����

������������������
 /���� �����	
���� ��� � ∈ Q�&

:���	 " � # � ������
�� " ���
��
� � �����* 
	
��*&



4� 5� 6� �7*8��9� 5� :8;;<=,6=*

-&��
+
'� )�  �
��
 ������� � ∈ $�×� � �
��������	� �����
�����	� ����������� �������� �
������������������

B��������� *��
�����

�0�3 � �� 0#�A3

��������� ����� �� ��� ��� *��
����� 0"&#3& Q���� �� ��� � ������� )
���������
 �������� � � ) �������	� �
��������	� ���������& 7��
������ �� ������ � ����� ������� *�������	� �����������,

�0�3 � �� H �� H ��

��	���� .�  �
��� ��&���� ���
����
 0#�A3 

�
���
 �������� �
��
����������������� ���������

�	��*�+�&,
+
	� C�������* � ���� ��������� �� ����
������ ���
����	 � � ��� ������	 �����	 ����*����
���,

�� � ��� 0#�R3

'�������� ����� ��� � � � � �� 
�� �������	� �����
���	� �������
 ���
����	 �� � ����� ��� � � � � �� 0��H· · ·H�� � �3 ) �� ���������& 6�����
*������*� ������* � ���*�� ���

� � �∗�� � ����� ⊕ ����� ⊕ · · · ⊕ ����� � 0#�"<3

C������
� � �∗���

9����
�� � � � 0#�""3

�
�0� 3 � �� 0#�"#3

4� ������5���� 0#&"<3 � 0#&""3 
	������� ���

� � �� ⊕ �� ⊕ · · · ⊕ ��� 0#�"%3

+���������	� ���� �� 0
 � "� � � � �
3 ����� ������ �� × �� � *��
���
�
��
�� *��
�����

�0��3 � ����� �



7986*8��>,� � 7�,?*@A,�,�B,�*�8CD,E= �8�*�FE 4H

9����� �	 ��*���� ������	 � ���������� �
� 
������	� ���*����&

-&/0�1 (2 �� � 10�− �3& . (��� ��*��� � ���� ��5���� *��
����


�0� 3 � <� 0#�"13


 ������� ���������
�0�3 � �0�3− � 0#�"23

����� �*��
�� ������������ �� �����
�������� ������
���	� ������,

�0�3 � 0� − �3��

'����� 
	������� ��� � ) (�� ������� ����� ���������� 
 �������

�� "& C�(���* � *������� �
�������������*���&

-&/0�1 )2 �� �� 10�− �3& 9����� ��������� 0#&"23 ����� �
� �������
�	� ����
& ;������� 0#&"13� �0�3 

�
���
 ���������	� �����������
������	 � & . ����
����
�� �� ������
��� #� � *������� �
�������
�������*���&
�	 �������� � 
	
��*� ��� 
�� ����� �� 0
 � "� � � � �
3 
 0#&"%3

*������� �
�������������*��	& ;����
�������� � ∈ Q�� � �����*
� ∈ Q�&
'������
 ��������� ��� ������� # ����
����
*�� �����������* 
	�

���* ���������� � � � ������

�0�3 � ���

3���0��'�� S������ �� 
���� �����5��� �� *��
����� 0#&A3 ��
 ���
����	� ������	 � � ���������� � & C��
������� 
	5� �����������
��
� ������ *�����
��
��� �����5������ (���� *��
����
 ��
 
�
���
���������� ������	 � � ������ �
����������� ���������� � &

�� 
�������
������������� ��
����

. (��� ������� �	 ������� ����*� �� *�
��������&

��	���� 4�  �
��
 ���������������������
 ������� � �������
��
�� ���%��
$�� ��������� ����������� ��'�� �	�� ���
����� �
������������������� (���� � ����������	�� ������� �������
 "×"
� #× #�
P�� *�� �	�� �������� 
� 

������� �����������
 /���� �����*�

(�������������	� ������ �� ����5���� � *������	� �����*(���
�



4� 5� 6� �7*8��9� 5� :8;;<=,6=*

�	�� 
���
	� ������� 
 !8$& 6�5� ������������
� ������	 1 �������
���
 �� ������������
�� ���
�������� 
 !8$� ���� ��� ��� �	�����

��������*�� � ��������
��� ������
� *��
����� 0"&"3 � 0"&#3& 9��
�� ������ �	 ������
*�� ��������� �����*��	� ����� ������� ���


 !8$&

�	 ������ � ���������� �������
������	� �����������&

����� .� !���� ��� ∈ $�×�� ������ � � ���������
 ��������
"���� �� ��
����
�

�� � �� 0%�"3

�������� ���

��∗ � �∗��

����

��� � �∗�� 0%�#3

�	��*�+�&,
+
	� T���5� ��
������ ��� ������� �∗� ����
�����

� ���������� ������� �� ����� �	�� �������
���� ��� ���������
�� �,

�∗ � �0�3� 0%�%3

����� ��
������ ��� ��
 ������5���
 0%&%3 ����� �	�� 
	���� ����
������ � � 
� ���
���	�� ��(//��������� 0��& !R$3& C*��� ��5 ����
������ � ������ ����
& 9����

�∗� � �0�3� � ��0�3 � ��0�3 � ��∗ � ��� �

3���0��'�� 6�5� ����� % ) (�� ����� " 
 !8$� ���
 ������������
�
�������	&

-&��
+
'� .� ���� � ∈ C�� ��

��∗�� � ���∗�� 0%�13

�	��*�+�&,
+
	� 6�������� ��� 
�������� � ∈ C� ��������� ���
������� �� ���������& B�
����
� 0%&"3 ���
������ 
	����
���
 ��

� � ��& C�������* �� � �∗�� � �� ������5���
 0%&#3 
	������ 0%&13&



7986*8��>,� � 7�,?*@A,�,�B,�*�8CD,E= �8�*�FE 4�

3���0��'�� P�� �������� 
 !8$� ��
����
� 0%&13 
 �����
��������
��� ����������*�� �����*(�������������	� ������	& . ����� �����
����������
� ��� 0%&13 
	�������� ������� � � ��& 9����

��∗ � �����∗ � �0��∗�� 3 � �0���∗�3 � ��∗���

� 0��∗�� 3� � 0���∗�3� � 0���∗30��3 � �∗��

9�� ���	� � ��������� � � ∈ C�&
+�
 �������� ������	 � ��������� ������	

� � ��� 0%�23

�
� � ��∗� 0%�83

����� 4� ���� � ∈ C�� ��

�� � �� � ��∗� 0%�@3

�	��*�+�&,
+
	� U������ ��
����
� ���
������
 
 ����	�* �� ���
�������� �������� ������5����

��∗ � ��∗���� 0%�A3

V�� ���
�
 ����� ���� ������� ��& 7��
 ����
������ � ��
����
*
0%&A3� ���*����

��∗ � �����∗�

�&�& ������* ��&

3���0��'�� +�
 ����
���������������� ������	 � 0��& ���������
��� 
 ������� "3 ������	 � � � ��
������& +�
 �����
������ ���
����	 � ∈ C�� �������� ����� 1� ������	 � � � ���*� ����������
�
������ �����	 ����*����
���&
�	 �*��� ����� ������
����
 ������5�����

�� � ��� 0%�R3

���������� 
	����� �� �� 0%&23 � 0%&83&



43 5� 6� �7*8��9� 5� :8;;<=,6=*

C����� ��� ������ ������������
� ������	 1� �������� �������
����� ������� ������ 
��� � � �� 0��& !"<� �& #2#)#2%$3&

"& ;����� ������	 � ����������� ������������ 
� ���
�����
���& P���� ����� �����
���	� �������
 � � � ����� ��������

*� ���������&

#& '����������	� �����
���	� �������
 ������	 � 0���� ����
	�
������
3 ��
�������� ����� ����*� ���������&

9����� �	 �����*��� � ������������
* ������	 1&

�	��*�+�&,
+
	� C*��� � ∈ C� � � � ��& 9������
�

��� � ���

����� ���������� 
 
���

�� � ��� 0%�"<3

��� ��
����
� 
	������ ��������� �
����
� ����*����
���
 � � ��
������
���� *������	�� �����*(���
�� ������	 �& .	����� ����
��*(����

� → � � ���� 0%�""3

���� ����	 ���
������ ������*

W � ����� � 0����30�∗��3 � � � 0%�"#3


 ����������*�� ������ ���� *� ����*� �� �
����
�,

0F3 ���� � ) �����
����� �������� ������	 � ��������� 
 � "� ��

 ����� ����� � �������� �������
������	� ������� �� ���
�
��� ��������� ������	 W-

0X3 ���� � ) ����������� �����
����� �������� ������	 �� �� ��

���
��� ��������� ������	 W ����� ����� � 0��� ����� �3 ����
�*�� ����* �� ����
�� � 0��� �3&

;�����5���� 0%&"<3 ��������� 
 ��
����
�

W� � � W� 0%�"%3

������� ��� ��� � ���� ������������������
 �������,

� � �� ⊕ �� ⊕ · · · ⊕ ��� 0%�"13



7986*8��>,� � 7�,?*@A,�,�B,�*�8CD,E= �8�*�FE 44

P���	� ���� �� 0" ≤ 
 ≤ �3 ����
����
*�� ��� 
� ���
�����* ����
��
�����* �������� ������	 � ��� ���� �� ���������� ����
����	�
�����
���	� ��������& Y���	 �������� ������* 1� �*��� ���������
��� �����
 ������� �� ��������
�� *�������� �����*(���� �����
�	�� ���
����� � ������������������� /���� � ����������	�� ����
���� �������
 "× " � #× #&
7*��� ��������� ���	�� 
������	� ��*��
&
"& �� ����
����
*�� �����
�����* �������� � � <&
#& �� ����
����
*�� �������������* �����
�����* �������� ���
����	 �&

%& �� ����
����
*�� �������������* �����
�����* �������� ���
����	 �&

1& �� ����
����
*�� ���� ���������	� �����
���	� �������� �� �&

�	 ����� ��������	� ������ (��� ���	��� ��*���
& Y���	 *����
����� ������� ��*���� ������ 
& C��
��� ������	 � �*��� �������
�����
 ����� � ��� 0���� �� �����3 ����� #�&

.�(� -&/0�1 (2 � � <�
. (��� ��*��� ������� � ����
����
*�� �*��
�
 ������� W& ;��

������ 0%&"#3� �����
� � � <� 0%�"23

Y���	 ���
���� � � �������������������* 
��*� 
�������*���
 ���
���������� ���������	� ���*� ��� �	�� ��������� 
 ����� "& C*���
 �� � � � �  � ) �����
����	� �����������
���	� ����� 
��� N ���
����	 � 0(�� ��������� ��� 
�����	  �� � � � �  � �����
�
�� ����� 
���
������	 � 3& C*��� � ) *�������
 �× ���������� 
 �������  �� � � � �  �


�
���
 ���
	�� � ���������& 9����

� � � �� � �

[
< ���

< <

]
�

6����� ���
	� ���� �*��
�� 
������
�� 0%&"23& . ����� ����� ��
0%&"23 
	������� ���

�  � ∈ N � DEFG { �� � � � �  �}� 
 � � H "� � � � � ��

C*���

��� � �I� ∗� I � JKFL 0��� � � � � ��3� � � MKG{�� �− �}�



4� 5� 6� �7*8��9� 5� :8;;<=,6=*

���� ����*�
���� ���������� ����� ���& C������

! � � ⊕ ��

9����

N � !��! �

[
< I
< <

]
�

9����� �������
 ������������������
 /���� ���*�����
 ����������
�	� ����*���
�������� ����� � �������
 ������	 N& 7���� �������
# × # ����� 
�� 0#&23 � ����
����
*�� ���*��
	� ����*�
��	� ���
���� ���������	 ���&

.�)� -&/0�1 )2 � � <�
. (��� ��*��� ����
��� *��
����� ����� 
��

� � � ���

�	 ����� ����
����
 �� �� 

��
 ��
*� ������*

�̃ �
"√
�
��

Y���	 �� *�����
�� ����������
� ��*���� �����* � �*��� 
 ��������
5�� �������� � *��
������

� � � �� 0%�"83

?��
����� 0%&"83 ���� �������*� ��/������� � ����*�
��	� ���
���� ������	 � & +����
�������� � ����� �� �� ����*�
��	� ������
��� � � � � ����*�
��	� ����� ������	 � −� ������	 ����*�
��	� ���
���� � & C�������* � � � −�� �	 ���������� ��� ���� " �� " 

�
���

����*�
��	� ������ ��
 � � �� "−� ����� ���� ����*�
���� ������
������ ��� ����� ����� ���* � �* �� ���������&
������	 0%&23 � 0%&83 ��������*���
 


# � � �� � � ∗�

�

$ � � � ∗�



7986*8��>,� � 7�,?*@A,�,�B,�*�8CD,E= �8�*�FE 4�

����� ��� ������5���� 0%&@3 ��������� 


#$ � �� 0%�"@3

.	������ ������ *������*� �����*(����

� → % � � �� ��


	����
 � ���� ����	 �������

N � � �#� � � �� �� � � 0� �� �� 30� ∗� � 3 � %�%

������������ ��������& �	 ������������� ������������ ��� ����
" ) ������� ����*�
���� ����� ������	 � � �� 
�� ����� ����� "�

�������� �������
������	� ������� �� ���
��� ��������� ������	
N �� ���� " � "� �� ����� ����� "−� ����*�� ����* �� ����
�� "�&
.������
�� 0%&"@3� ������5���� 0%&R3 ��������� 
��

%N � N−�%�

+�*���� ���
����

"�� ��� �
"

"��
��� ��
 
��� 
� &� 0%�"A3

B�
����
� 0%&"A3 ���
��
� ��� � ����*� �� 
	
����&
"& ������� % 


�
���
 �������������������,

% � %� ⊕ %� ⊕ · · · ⊕ %�� 0%�"R3

#& V��� " � " 

�
���
 ����*�
��	� ������ ������	 � � �� ��
��

�*��� 0%&"R3 �������� ����� ��
���� �� (���* ����*�
����*
����*& C��
��� ������ ����� ��
�� ��������� ����� " � "&

%& P���	� �� �������	� �����
 
 0%&"R3 ����
����
*�� ���������
���� "� � "

−�

� 
������ ������	� ����*�
��	� ����� ������	 � &
V��� ' ) ��������� ����� "� � �� ���������
���	� � ��� ���� %�

����� ������ #'× #'& 7*�*�� ������ �� ����� ������� '× '� %�

��������� 
��

%� �

[
< (�

)� <

]
� 0%�#<3

Y���	 ��
��5��� ������ ��*��
 #� �������
 ��������� ��� ����	�
���� %� ����� �	�� ���
���� � �������� /����& �	 ������� (��
��������� ��
 " � " � ��
 ���	 "� "−�� 
 ������� " � "& 4����� &
�*��� ��* �� 0����� ��� ��� ��� ����� �	� ��* �� ������ 
3&



4G 5� 6� �7*8��9� 5� :8;;<=,6=*

.�)�(� -&/0�1 " � "�
;���
����
*� �
 ������� % ����� ������
����� ����*�
���� ���

��� " �� �����
�������� 

�
���
 *�������� ��������& ; ��*��� ����
���	� �� ������5���
 0%&"83 
	������� ���

%% � �� 0%�#"3

4� %−� � %∗ � %−� � % �	 ������ 
	
��� ��� ������� % ����
��������& ;������� ������� 9����� 0��& !"<� ������
�� 1&1&1$3� ����
�������*� ������* % ��������
�� *�������� �����*(���� �����
���
���� � ������������ /����� ����������	�� (��������� �������


�
���
 ����*�
��	� ����� %& . ���*������� ��*��� ����� ������
������� /����� ����	
����
 ��������
 �������&

.�)�)� -&/0�1 " � "�
6�5� ������� % ����� 
�� 0%&#<3 0��� ������ & ����*�� ��*�����3

� ���
� ������
���
 ������5���� 0%&#"3& '����� ����*��� ���

() � �� 0%�##3

4� ��
����
�
# � � ∗�


	������� ���

%∗% �
[
"�� <
< "−��

]
�

�&�&
)∗) � "��

�

(∗( �
"

"�
�� 0%�#%3

4���� ) ����� ������
����� ����*�
���� ����� "� ����� ��� ( �����
������
����� ����*�
���� ����� "−�& ;��
��
�
 0%&##3 � 0%&#%3� ���
�������� ���

(−� � ) � "�(∗�

���*��
) � "�(� � 0%�#13

C*���
( � "−��� ∗



7986*8��>,� � 7�,?*@A,�,�B,�*�8CD,E= �8�*�FE 4�

���� ����*�
���� ���������� ������	 (& ;������� 0%&#13� �����

) � "� �� �

C������
! � � ⊕ �

� �������� � % �����*(����

% → * � !�%!�

. ���*������ ���*�����
 �������

* �

[
< "−��
"� <

]
� 0%�#23

6������� ������������ ����*���
������� ����� � �������
 ������	
0%&#23 ���
�� ��� �� 
 ��
�*� �*��* ' �����
 ������� #×#� ���� ��
/���* [

< "−�

" <

]
� 0%�#83

C��
�����	� 
	5� ������ ����� �*�����
��� 
 
��� ����*� ���
����������
&

��	���� 5�  �
��� ��&���� � ���������� ���
����
 0%�"83 �������
��
�� ���%��
$�� ��������� ����������� ��'�� ���
���� � ��
���
����� ��������� ������	 )
����'��� �������
�#$��* � #×#������


��� 0%�#83� ��������
 ������� ��������
��� 
 ����� ������ ����
" � " 

�
���
 ������
��	� ������ ������	 � � �� ���
��� ��
��
��������� ����� ������
����� ������ +�'�	� ���� 
��� 0%�#83 �����

����
��� ���� "� "−� 
������ ������	% ������
��	% ����� ������	
� , ��� ���� " �� "�
3���0��'�� ������� + ∈ $�×� ���	
����
 ���
����
�������� ����
++ � � 0��& !""� �& 1@@$3& 6�5� ������� 2 ����	
��� ����������*�
/���* ���
����
������ ������������ *������	� �����*(����& ;
��������� �� ���* ���
���	� �������� (�� ������� "&2 �� !"#$&

.�.� -&/0�1 .2 � , <�
6�������� ��� ������������� �����
����� �������� ������	 �

���������� ����� ����*� ���������& ; ��������� �� (���� ������
��
� ������ ��
 � , < ����� ���� � ��������� ���
�����	� 
 ����
�	�* �� ��*���& C�(���* �	 ��*���� �������	� ������� ����������
��
5���� ���
�	� �������� �� ������
� �� ��*��
 � � <&



�� 5� 6� �7*8��9� 5� :8;;<=,6=*

.
��
 ��
*� ������*� ����� �
���� ����
��� *��
����� �������
���
������ ��*��
 � 
��*

� � � −�� 0%�#@3

C������ 0%&"83� (�� *��
����� �����	
���� ��� ���� " �� " 

�
���

����*�
��	� ������ ��
 � � �� "−� ����� ���� ����*�
���� ������
������ ��� ����� ����� ���* � �* �� ���������& '����� ����*���
��� ���� " � " 

�
���
 ����*�
��	� ������� �� ��� ����� ����*�
���������&
������	 # � $ �������
���
 ��� ��� ��� � 
	5�� � 
	�������

������5���� 0%&"@3& 6���� �� ���
���
 
 �������� *�������� ����
��*(����

� → % � � �� ��

������
 ���
� ���
���� � ��
����
�� 0%&"A3� ������� ��� ��� %
����� �����������������*� /���* 0%&"R3&
C����������� ��� " � " 

�
���
 ����*�
��	� ������ ������	

� & 9���� ���� �� �����
 
 ���
�� ����� ��
����
� 0%&"R3 ����
���
��
*�� (���* ����*�
����* ����*& '�*���
 ������� �*��� ��������
��� ����� ������ 

�
���
 %& 4���� % ����� ������
����� ����*�
��
��� ����� " �� �����
�������� 

�
���
 *�������� ��������& ; ��*���
������	� �� ������5���
 0%&#@3 
	������� ���

%% � −�� 0%�#A3

4� %−� � %∗ � %−� � −% �	 ������ 
	
��� ��� ������� % ���
�������������& .�
��
 ��
	��������
 ���������������
 �������
��������
�� *�������� �����*(���� ����� �	�� ���
����� � ��
�
��� �*��� #× #������
 
���[

< -�
−-� <

]
� -� �� <

0��& !"<� ������ 1&1� ������ #8$3& Y���� -� ���*� �	�� 
	����	 �����
�������	�� �� 
 (��� ��*���� ��� 

�
���
 ����*�
��	�� �������
�������� ������	& ?�������� ���
������� �*�*�� ��������� � ��5��
������� %� ���� ��
�*� �*��* ' ����� �����[

< "
−" <

]
� 0%�#R3



7986*8��>,� � 7�,?*@A,�,�B,�*�8CD,E= �8�*�FE �H

P���	� �� �������	� �����
 
 0%&"R3 ����
����
*�� ���������
���� "� � "

−�

� 
������ ������	� ����*�
��	� ����� ������	 � � ����

��� ����� /���* 0%&#<3& ;��
� ��*���
 ������ &� �� 0%&#A3 
	
����
������5����

() � −�� 0%�%<3

������� ���
 �� 0%&##3& ; ��*��� ������	� ��
����
� 0%&#%3 �������


���	�& .����� ������5���
 0%&#%3 � 0%&%<3 ��������� ���

) � −"�(� 0%�%"3

0��& � 0%&#133& ;��
� �������

 *������*� ������* ! � ���� �� ����
�*�
����� ���������
 ������	 ( � 
	����

 ����� ���������
����

% → * � !�%!�

���*���� ������*

* �

[
< "−��

−"� <

]
�

������
 ����� ������������� ����*���
������
 ����� � �������

���
�� ����
 
 ��
�*� �*��* ' ����� �����

[
< "−�

−" <

]
� 0%�%#3

C��
������� ���*������ ����� �*�����
��� 
 
��� ����*� ���
*�
�������
&

��	���� 6�  �
��� ��&���� � ���������� ���
����
 0%�#@3 �������
��
�� ���%��
$�� ��������� ����������� ��'�� ���
���� � ��
���
����� #×#������
 
��� 0%�%#3� !�������	 "� ���� ������
��	� �����
������	 � � ���� " �� " ���� ������
���� ����� ��������� '� �� � ���
��� " 
 ��
��� ����� ���������
��	 
 �������� ' �����
� -������	�
����� )���� ��� ���#��
* ����
����
�#� " � " � ���#� (���� 0%�#R3�

3���0��'�� ������� + ∈ $�×� ���	
����
 ����� ���
����
����
����� ���� ++ � −� & 9������ 8 ����	
��� ����������*� /���* ���
�	� ���
����
������ ������������ *������	� �����*(����& ; ����
������ �� ���* ���
���	� �������� (�� ������� "# �� !"%$&



�� 5� 6� �7*8��9� 5� :8;;<=,6=*

.�4� -&/0�1 42 �	�%&��
��7 
	�
+
����7 %��� �� ��
+�
 ��������������� �*��� �������� ��� ����� � �����������


������ ���*���������� �&�& ZM� � <& .�������� ��� � � � �*�� ����
��
���	� �������
 �������� ������	 � � ��& C����������� ���
��� ��� ����� ��������� �& 9���� � ���� ������� ���
��� #�� *���

���
��
� �
 ������5���� 0%&"%3� 
 �������

W � ��� ⊕ ����

B����
�
 ������* � �� ����� ������� �× �� ��������� �� 0%&"%3� ���
� ) ������� 
���

� �

[
< .
/ <

]
� 0%�%%3

.
��* 0%&"#3� �����
./ � ����

'����� ����*��� ���

/ � �.
−�

� 0%�%13

C*���
. � �I� ∗� I � JKFL 0��� � � � � ��3�

���� ����*�
���� ���������� ������	 .& 9���� �� 0%&%13 ����*���
���

/ � �� I−��� �

C������
! � � ⊕ �

� 
	������ �����*(����

� → % � !�� !�

���
��
 *� � �������

% �

[
< I

�I−� <

]
�

;���������	� ����*���
�������� ����� � �������
 ������� % ���
��� �	�� ���������
��� 
 ��
�*� �*��* #× #������
[

< ��
�0�� <

]
� & � "� #� � � � � �� 0%�%23

���� ��
��5����
 ������ ��*��
 1 � ��� ���	� 
�� ������������
�
������	 1&



7986*8��>,� � 7�,?*@A,�,�B,�*�8CD,E= �8�*�FE ��

�� �������
������ ���������

6�������� ��������� =�����������
> /���� �����*(�����������
���	� ������� ���*�����
 ���� 
 ������� 1[
Y���� �� 
 ������� %&" �*�� ����*�
��	� ����� ����
����
*� ��

�����
 ��� �&�&� 
 �������� ������ ����*�
��	� ����� �������� ���
����	 �& 6�����*� �� ��������� "0

√
� 
 ������� %&# 

�
���


�
������	� ������ �� �������������� �����
������ �������
 ���
����	 � � �� 0����� ���	
���	� 
� ���
���	� ���
�������
���
�	� ��������� ������	 �3& 9���� ��� ��� ������*� �� ���������

"0
√|�| 
 ������� %&% ���� �
������	� ������ �� ���*�
 �����������

���� �����
������ �������
 ��
 �& 6����
�����	� (������	 �������
����������	� /���� ���*����	� 
 (��� ��������� �*�� ����*�
��	�
����� �������
���	� ������ �� �����
�������� ����� ���*� �	�� 
	�
�����	 ����� ����*�
��	� ����� ������	 � � �����
���	� ������
��
 ������	 ��& 9���� �������� �����������������	� ������	� ���
�������	� ���� ��
 ���
	� ���� ��*���
 
 ������� 1� �����
�������
����� �������� ������������� /������&
P ���������� (���� �����
 ������� � ��������������������������


 ������� %&1, ��� *�� �� �������
���
 ������ ����*�
��	�� �������
������	 � � �����
���	�� �������
�� ������	 �& .�� ����
���
��
*� �� ������ 0�� �����	� �	 ���������� ���/������ B& T����3,
������	

�� �

[
< "
#
 <

]
� �� �

[
< #

 <

]

����� ���� � �� �� ����*�
��	� ����� " � #- ����� ����� ���� �
����& '����� �� � �� �� ���*� ���
������
 � �������
�� �������
������������ /����� ��������* �� 

�
���
 *������� �����*(���
�	��&
C�������� *�
�������� �*������
 
 ���\
������& C����������

��(���*� ��� �� � �� *������� �����*(���	� �&�& �������
 *�������

������� � ����
� ���

�� � � ����� 01�"3

C������	
�
 01&"3 
 
���

��� � � ��

� *���	
�
 *���������� ������	 � � ��� ��*�� �������� ��� 1�� �
1�� � <& +����� ������
��� 01&"3 

�
���
 ��
����
�



�3 5� 6� �7*8��9� 5� :8;;<=,6=*

���� � � ������ �

:�
�
 ����� (���� ��
����
� ) �����������
 �������

JKFL 0−#
� #
3�
����� ��� ��
 ��5�� ������	 � ���
�
 ����� ����� 
��

JKFL 0#
�−#
3�
��� �����
������ �����	
���� ��� �� � �� �� ���*� �	�� *�������
�����*(���	&
C�����*�� ����������
� �����* ������������������
 /���� ��

������� %&1 �� �������
���
 ������ ����*�
��	�� ������� ������	
� 0������ ����� �3& '��� 
� 
�
��� ��*���� �������
���
 ����*�
��
�	�� ������� ����� . 
 0%&%%3� �����	� �����
�
�� ����
��* ����*�
�
��	� ����� ������	 � & C������� 
 ���� ��� �	 �� ����� �������
�������� ����
 ������ ����
��� �*��� 
�
�� ��
 ��5�� ������	 �&
9��� ������	 �� � �� *�� ����� /���* 0%&%%3- ��� (��� ������ .
��
 �� 

�
���
 ����� "� � ��
 �� ) ����� #&
Q������� ��� ������������������
 /���� �����*(�������������

�	� ������� ��������
 
 ������� 1� � ��������� �� ���* ���
���	�
�������� ��
������ � ������������ /����� �� ������	 % �����	 !8$&
'����� ����� 
 !8$ ������	 >����*�
���� �����> ��� >����*�
����
����������> �� *�������
���
&
P�� �������� 
� 

������� 
�
��
 ����
���������������
�������

����������� �����* C�- �����
�������� ������� 1 ��������� � ���
��� �������& '������ �� 
�� #× #������� �����������	� 
 ������� %�
���*� ����*���
�
��� 
 ������������������� /���� ����
������
���������� ������	 �& P�� ���
���� �� ������������ ����
������
��������	� ������	 � ��	��	� ��������	� ������	 ����� ����*�
� �� �� �� �
����
�, ��
 
�
���� 
 0" ≤ 
 ≤ �3 #������ ������ 

��
�� #������ ������� 
& ��� �
����
�� �*�*�� ��������� � ��5��
������������������� /����� ��������� ����� ����
 0#&23 � 0%&#83� �
����� ����� ���� 0%&%#3 � " �� "& 7���� ����� ��
 �����
 ���� 0%&%23
������ 
	����
���


�� � |�|0�� �
�&�&



7986*8��>,� � 7�,?*@A,�,�B,�*�8CD,E= �8�*�FE �4

�� � |�| �� �
V��� *����� (�� ����������
� �� ���*����
 �����������
 /����
����
��������������	� ������� ��������
 
 !1$&

 �
���
���

H� I� 1JKLM� N� I� OKPLQKL� R� S� TU� V� WKXYKZ[\]� ��
��� ���
����� ^ _[LMUJ
`XaMbJU `ccX� �� .H�G�2� �H�B��4�

�� _� RXQLMJ� dP� /� eYJUfKg� ��
��� ���
����� �� ������� ^ _[LMUJ `XaMbJU `ccX�
��� .H��G2� ��HB����

�� V� 0UhbMLiMJ� dP� /� eYJUfKg� ������������
��� ���
����� � ��
 �!� ^ _[LMUJ
`XaMbJU `ccX� ��� .���G2� H3�4BH33H�

3� S� jkl[m\[n\� 0� VMJbko� 1� jkl[m\[n\� ��������� "�
� "�
 ���
���� ����
 �����
!

����
����� �
���"�
�������� #� ������������
��� ���
����� ^ Te`S O� `ccX�
SUoP� �� .H���2� ��4B��G�

4� V� 0UhbMLiMJ� dP� /� eYJUfKg� $��� �%��
 ������ �� �&� '���� "�
� ���

������������
��� ���
����� ^ _[LMUJ `XaMbJU `ccX� ��� .����2� ��B�G�
�� 0� VMJbko� p� _KL\YM� S� jkl[m\[n\� ��������� "�
� "�
 ���
���� ����
 �����
!

����
����� �
���"�
�������� ##� ����
��������
��� ���
����� ^ Te`S O� `ccX�
SUoP� �� .H��32� ��3BG�4�

�� 0� d[ooULMP� (� �&� ��
����
� �" ���!�������! ��
��� ���
���
�� ^ qkXX� `kQoJUX�
SUoP� TK\� �	 .H�G32� HHBHG�

G� V� IUilUg[� p� IKQMLoPUX� (� 
���� �" ��
��� ���
���
�� B O� SUoP� `LUX� `ccX�
�� .H��H2� �4�B��3�

�� r�O� _UsMt� ) ��
�����! �
���
��� "�
 �� ����%
� �" ���
����� ^ _[LMUJ `XaMbJU
`ccX� �� .H���2� H��BH�3�

H�� *� 5���� >� 6'������ *
+,-�.�/ 
.
�-0� ���� ��� H�G��
HH� I� `� VKJL� N� I� OKPLQKL� 1����� �� 2��
�3 )���!���� NUfbJ[iaM uL[gMJQ[ot

pJMQQ� NUfbJ[iaM� H��H�
H�� I� `� VKJL� /� e� SMJ[LK� ) 
��������� �����
! ������ �" �&� ����
 ��������������

^ _[LMUJ `XaMbJU `ccX� 
�	 .H���2� ���B����
H�� S� v� S� `bUJU� /� e� SMJ[LK� `� r� pUJUQ� $4�5������ �����
! ���
����� ^

_[LMUJ `XaMbJU `ccX� ��� .����2� 43�B44��

Z]^FM_` ab& c&� dFDDXeGJe^ f& ghFJ^FiKjFkkl G_^MFk FGJ j_GL^heGje�
G_^MFk MFi^KjeD&

m MFi^Kn � ∈ $�×� KD hGKiF^Kkl ohFDK�JKFL_GFkKpFXke Kq � jFG Xe
X^_hLbi Xl F hGKiF^l DKMKkF^Kil i^FGDq_^MFiK_G i_ F Xk_j] JKFL_GFk q_^M
rKib " × " FGJ # × # JKFL_GFk Xk_j]D& ZG EF^iKjhkF^� ibe DohF^e ^__iD _q
G_^MFk MFi^KjeD� ibe D_�jFkkeJ ohFJ^FiKjFkkl G_^MFk MFi^KjeD� F^e hGKiF^Kkl
ohFDK�JKFL_GFkKpFXke&
m MFi^Kn � ∈ $�×� KD j_GL^heGje�G_^MFk Kq � � �� KD F j_G`eGiK_GFk

G_^MFk MFi^Kn& se Db_r ibFi e`e^l j_GL^heGje�G_^MFk MFi^Kn � jFG Xe



�� 5� 6� �7*8��9� 5� :8;;<=,6=*

X^_hLbi Xl F hGKiF^l j_GL^heGje i^FGDq_^MFiK_G i_ F Xk_j] JKFL_GFk q_^M
rKib "× " FGJ #× # JKFL_GFk Xk_j]D& th^ E^__q eMEbFDKpeD FGJ enEk_KiD
ibe kK]ekKGeDD XeireeG ibe eohFiK_GD �� � � FGJ �� � � q_^ F G_^MFk
MFi^Kn �&

���!���#� � ��!&)�& ���G �����������+ ���� ���!����
+
��������!�!
?;�"H� C�������� ���
�
H���H ������� *����&

6����� � [YJUfKgw\Q�fQk�Qk

eLQo[okoM Kx NKfckoUo[KLUX SUoPMfUo[\Q�
ru qJUkLQ\PZM[a�
pK\YMXQoJUQQM H3� /"�G��� qJUkLQ\PZM[a� 1MJfULt

6����� � P�xUQQbMLiMJwok"bQ�iM


