
úÁ�ÉÓËÉ ÎÁÕÞÎÙÈÓÅÍÉÎÁÒÏ× ðïíé�ÏÍ 366, 2009 Ç.á. á. ëÏÎÏÎÏ×Áï ëïíðáë�îùè ÷ïúíõýåîéñèëïîåþîïúïîîùè ïðåòá�ïòï÷ ñëïâé1. ÷×ÅÄÅÎÉÅ÷ ÒÁÂÏÔÅ ÉÓÓÌÅÄÕÅÔÓÑ ×Ï�ÒÏÓ Ï ËÏÍ�ÁËÔÎÏÓÔÉ ×ÏÚÍÕÝÅÎÉÑ ÏÇÒÁÎÉ-ÞÅÎÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ñËÏÂÉ (ÄÉÓËÒÅÔÎÏÇÏ ÁÎÁÌÏÇÁ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ûÔÕÒÍÁ{ìÉÕ×ÉÌÌÑ ÎÁ �ÏÌÕÏÓÉ), �ÒÉ ÜÔÏÍ ×ÏÚÍÕÝÅÎÉÅ �ÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÉÚÍÅÎÅÎÉÅÍÓ�ÅËÔÒÁÌØÎÏÊ ÍÅÒÙ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ �ÒÉ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ Ó�ÅË-ÔÒÁ (ÔÏÞÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÉ ÓÍ. ÎÉÖÅ).òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÞÉÓÅÌ {an}∞n=0, {bn}∞n=0 ÔÁËÉÅ, ÞÔÏan > 0, bn ∈ R. ï�ÅÒÁÔÏÒ ñËÏÂÉ { ÜÔÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å l2(Z+),ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁ ×ÅËÔÏÒÁÈ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏÂÁÚÉÓÁ {en}∞n=0 Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ (ÓÍ. [7℄):Ae0 = b0e0 + a0e1; Aen = an−1en−1 + bnen + anen+1; n ≥ 1:óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÔÒÅÈÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á ÎÁÚÙ×Á-ÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ ñËÏÂÉ:
A := 



b0 a0 0 0 · · ·a0 b1 a1 0 · · ·0 a1 b2 a2 · · ·... . . . . . . . . . . . .  : (1)âÕÄÅÍ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ supn{an} < ∞; supn{|bn|} < ∞; n ∈ Z+,ÔÏÇÄÁ Ï�ÅÒÁÔÏÒ A ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÁÍÏÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÙÍ, ×ÅËÔÏÒ e0Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÉËÌÉÞÅÓËÉÍ ×ÅËÔÏÒÏÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ A. é ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ËÁÖÄÙÊÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÓÁÍÏÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ Ó �ÉËÌÉÞÅÓËÉÍ ×ÅËÔÏÒÏÍÉÍÅÅÔ ÍÁÔÒÉ�Õ ñËÏÂÉ × �ÏÄÈÏÄÑÝÅÍ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ.éÚÕÞÅÎÉÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÙÈ Ó×ÏÊÓÔ× Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× ñËÏÂÉ �ÒÉ-×ÌÅËÁÅÔ Ë ÓÅÂÅ �ÏÓÔÏÑÎÎÙÊ ÉÎÔÅÒÅÓ (ÓÍ. [6, 13, 15, 16, 19, 20℄). ðÒÉëÌÀÞÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á : ÔÒÅÈÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á, Ï�ÅÒÁÔÏÒ ñËÏÂÉ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØ-ÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ.òÁÂÏÔÁ �ÏÄÄÅÒÖÁÎÁ ÇÒÁÎÔÏÍ îû 3906.2008.1 .84



ï ëïíðáë�îùè ÷ïúíõýåîéñè 85ÜÔÏÍ ×Ï ÍÎÏÇÉÈ ÒÁÂÏÔÁÈ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÈÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÁÑ Ó×ÑÚØ ÔÅÏÒÉÉÏ�ÅÒÁÔÏÒÏ× ñËÏÂÉ Ó ÔÅÏÒÉÅÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ �Ï ÍÅÒÅ ÎÁÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÊ ÏÓÉ.÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÅ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× �ÒÉÍÅÎÑÀÔÓÑ ÄÌÑ ÉÚÕÞÅÎÉÑ Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÙÈ Ó×ÏÊÓÔ× Ï�Å-ÒÁÔÏÒÏ× ñËÏÂÉ.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÕÀ ÂÏÒÅÌÅ×ÓËÕÀ ÍÅÒÕ � Ó ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ ÎÁ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÊ ÏÓÉ. ðÕÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙQn(z) ÓÔÅ�ÅÎÉ n ÓÏ ÓÔÁÒÛÉÍ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ ÅÄÉÎÉ�Á ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙ�Ï ÜÔÏÊ ÍÅÒÅ:(Qn; zk)� := ∫supp(�) Qn(x)xkd� = 0; k = 0; 1; 2; : : : ; n− 1:äÌÑ ÎÉÈ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÔÒÅÈÞÌÅÎÎÏÅ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅQn+1(z) = (z − bn)Qn(z)− a2n−1Qn−1(z); n > 0; (2)Ó ÎÁÞÁÌØÎÙÍÉ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ Q−1(z) = 0, Q0(z) = 1, �ÒÉÞÅÍ an > 0,bn ∈ R. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÁÔÒÉ�Õ ñËÏÂÉ, ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÊ Ñ×ÌÑÀÔÓÑËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÇÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (2), É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚA� Ï�ÅÒÁÔÏÒ ñËÏÂÉ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÜÔÏÊ ÍÁÔÒÉ�Å. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏÍÅÒÁ � Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÏÊ ÍÅÒÏÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ A� (ÓÍ. [2℄). é ÎÁ-ÏÂÏÒÏÔ, ËÁÖÄÏÍÕ Ï�ÅÒÁÔÏÒÕ ñËÏÂÉ A ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÓÔÁ×ÉÔÓÑ × ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÉÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÒÅËÕÒÒÅÎÔ-ÎÙÍÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ (2). üÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ Ó ÅÄÉÎÉÞÎÙÍ ÓÔÁÒÛÉÍ ËÏ-ÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ �Ï Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÏÊ ÍÅÒÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ A. �Á-ËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÍÅÅÔÓÑ ×ÚÁÉÍÎÏ-ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ Ï�Å-ÒÁÔÏÒÁÍÉ ñËÏÂÉ É ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÍÉ ÍÅÒÁÍÉ ÎÁ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÊ ÏÓÉ(�ÏÄÒÏÂÎÅÅ Ï Ó×ÑÚÉ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× É Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× ñËÏÂÉÓÍ. [7℄).ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ K ÉÄÅÁÌ ËÏÍ�ÁËÔÎÙÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× × l2(Z+). çÏ×Ï-ÒÑÔ, ÞÔÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒ A Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÍ�ÁËÔÎÙÍ ×ÏÚÍÕÝÅÎÉÅÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁA0, ÅÓÌÉ A−A0 ∈ K. èÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ A É A0 { Ï�ÅÒÁÔÏÒÙñËÏÂÉ, ÔÏ A−A0 ∈ K ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ limn→∞
|a0n − an| = 0,limn→∞

|b0n − bn| = 0.äÌÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ÓÁÍÏÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ A, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ× ÓÅ�ÁÒÁÂÅÌØÎÏÍ ÇÉÌØÂÅÒÔÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ �(A)



86 á. á. ëïîïîï÷áÓ�ÅËÔÒ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ A, Á ÞÅÒÅÚ �ess(A) ÅÇÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ Ó�ÅËÔÒ (ÎÁ�Ï-ÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ Ó�ÅËÔÒ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÕÄÁÌÅÎÉÅÍ ÉÚ �(A) ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Á ÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ËÏÎÅÞÎÏÊ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ).óÌÅÄÕÀÝÉÊ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎ-ÎÙÊ Ó�ÅËÔÒ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ÕÓÔÏÊÞÉ× ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÍ�ÁËÔÎÙÈ ×ÏÚÍÕÝÅ-ÎÉÊ.�ÅÏÒÅÍÁ 1.1 (÷ÅÊÌØ [9, 18℄). åÓÌÉ A É A0 { ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ ÓÁÍÏÓÏ-�ÒÑÖÅÎÎÙÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ É (A−A0) ∈ K, ÔÏ �ess(A) = �ess(A0).�ÅÏÒÅÍÁ ÷ÅÊÌÑ{ÆÏÎ îÅÊÍÁÎÁ, Ñ×ÌÑÀÝÁÑÓÑ × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÓÍÙÓÌÅÏÂÒÁÝÅÎÉÅÍ ÔÅÏÒÅÍÙ ÷ÅÊÌÑ, ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ A É A0 { ÓÁÍÏ-ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÙÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ, ÔÏ �ess(A) = �ess(A0) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ,ËÏÇÄÁ (A− UA0U∗) ∈ K ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÕÎÉÔÁÒÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ U .÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÓÔÁÔØÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÚÁÄÁÞÁ. ðÕÓÔØ �{ Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÍÅÒÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ñËÏÂÉ A�, �∗ { Ó�ÅË-ÔÒÁÌØÎÁÑ ÍÅÒÁ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ñËÏÂÉ A�∗ . ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎ-ÎÙÅ Ó�ÅËÔÒÙ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× A� É A�∗ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ÷ÅÊÌÑ{ÆÏÎîÅÊÍÁÎÁ Ï�ÅÒÁÔÏÒ A�∗ ÕÎÉÔÁÒÎÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÅÎ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ËÏÍ�ÁËÔ-ÎÏÍÕ ×ÏÚÍÕÝÅÎÉÀ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ A�, ÎÏ ÓÁÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒ A�∗ ÍÏÖÅÔ ÎÅ Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ ËÏÍ�ÁËÔÎÙÍ ×ÏÚÍÕÝÅÎÉÅÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ A� (ÄÁÖÅ × ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏ-ÇÄÁ ÍÅÒÁ �∗ �ÏÌÕÞÅÎÁ ÉÚ ÍÅÒÙ � ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÅÍ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞÅÞÎÏÊ ÍÁÓÓÙ).îÁÓ ÂÕÄÕÔ ÉÎÔÅÒÅÓÏ×ÁÔØ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÎÁ ÍÅÒÙ � É �∗, �ÒÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÉËÏÔÏÒÙÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒ A�∗ −A� Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÍ�ÁËÔÎÙÍ.ðÅÒÅÊÄÅÍ Ë Ï�ÉÓÁÎÉÀ ËÌÁÓÓÏ× Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ×, × ËÏÔÏÒÙÈ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓ-ÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÜÔÕ ÚÁÄÁÞÕ. ðÕÓÔØ E { ËÏÎÅÞÎÙÊ ÎÁÂÏÒ �Ï�ÁÒÎÏ ÎÅ�ÅÒÅ-ÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÏÔÒÅÚËÏ× ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÊ ÏÓÉ: E = ∪pk=1Ek, Ek = [�k;�k℄,k = 1; : : : ; p. ðÕÓÔØ �(x) ≥ 0 { ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÎÁ E. çÏ×ÏÒÑÔ,ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ �(x) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ óÅÇ£ ÎÁ E, ÅÓÌÉ�k
∫�k log �(x)dx
√(�k − x)(x − �k) > −∞; k = 1; 2; 3; : : : ; p: (3)òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ ñËÏÂÉ, ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ Ó�ÅËÔÒ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏ×�Á-ÄÁÅÔ Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ E, ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÁÑ Ó�ÅË-ÔÒÁÌØÎÏÊ ÍÅÒÙ ÉÍÅÅÔ ×ÅÓ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÊ ÕÓÌÏ×ÉÀ óÅÇ£ ÎÁ E, ÁÄÉÓËÒÅÔÎÙÊ Ó�ÅËÔÒ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÍÁÓÓ, ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎ-ÎÙÈ ÎÁ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÊ ÏÓÉ ×ÎÅ E. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÜÔÏÔ ËÌÁÓÓ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ×ÞÅÒÅÚ S(E). óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ËÌÁÓÓ ÍÅÒ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ M(E).



ï ëïíðáë�îùè ÷ïúíõýåîéñè 87ðÕÓÔØ ÍÅÒÁ � ∈ M(E) ÉÍÅÅÔ ×ÅÓ �(x) É ÍÁÓÓÙ mj , ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÎÙÅ ×ÔÏÞËÁÈ zj ∈ R\E; j = 1; : : : ; l, É ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÏÊ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÊ.ëÁË ÂÙÌÏ ÚÁÍÅÞÅÎÏ ×ÙÛÅ, �Ï ÜÔÏÊ ÍÅÒÅ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ×ÏÓÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑÏ�ÅÒÁÔÏÒ ñËÏÂÉ A� ∈ S. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÁËÖÅ ÍÅÒÕ �∗ ∈ M(E) Ó ×ÅÓÏÍ�∗(x) É ÍÁÓÓÁÍÉ m∗j × ÔÏÞËÁÈ z∗j ∈ R \E; j = 1; : : : ; l∗. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀ-ÝÉÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ñËÏÂÉ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ A�∗ .÷ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï E ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ,Ï�ÅÒÁÔÏÒ A�∗ −A� ×ÓÅÇÄÁ ÂÕÄÅÔ ËÏÍ�ÁËÔÎÙÍ. üÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÒÅÚÕÌØ-ÔÁÔÏ× òÁÈÍÁÎÏ×Á É äÅÎÉÓÏ×Á (ÓÍ. [8, 16℄) É ×ÅÒÎÏ ÄÌÑ ÂÏÌÅÅ ÛÉÒÏËÏÇÏËÌÁÓÓÁ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ×: ÅÓÌÉ Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÍÅÒÁ � Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ñËÏÂÉ ÔÁ-ËÏ×Á, ÞÔÏ �′ > 0 �ÏÞÔÉ ×ÓÀÄÕ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [−1; 1℄ É � ÉÍÅÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍÓÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÔÏÞÅÞÎÙÈ ÍÁÓÓ ÎÁ R\ [−1; 1℄, �ÒÅÄÅÌØÎÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ ËÏ-ÔÏÒÙÈ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÔÏÌØËÏ ËÏÎ�Ù ÏÔÒÅÚËÁ [−1; 1℄, ÔÏ an → 1=2; bn → 0�ÒÉ n→ ∞.óÉÔÕÁ�ÉÑ ÍÅÎÑÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï E ÓÏÓÔÏÉÔ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÉÚ ÏÄ-ÎÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ E Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅÍ Ä×ÕÈ ÎÅ�ÅÒÅ-ÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÏÔÒÅÚËÏ× ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÊ ÏÓÉ, ÔÏ ×ÏÚÍÕÝÅÎÉÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁñËÏÂÉ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÅÍ ÏÄÎÏÊ ÍÁÓÓÙ × ÔÏÞËÅ, ÎÅ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÅÊ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Õ E, ÎÉËÏÇÄÁ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÍ�ÁËÔÎÙÍ. ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÉÌÌÀÓÔÒÁ�ÉÉÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ ñËÏÂÉ A1 É A2, ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ËÏÔÏÒÙÈ Ï�ÒÅÄÅÌÑ-ÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:A1e0 = 3e1; A1e2n+1 = 3e2n + e2n+2; A1e2n = e2n−1 + 3e2n+1;A2e0 = e1; A2e2n+1 = e2n + 3e2n+2; A2e2n = 3e2n−1 + e2n+1:ï�ÅÒÁÔÏÒ A2 �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ A1 �ÒÉ ×ÏÚÍÕÝÅÎÉÉ ÍÅÒÙ ÄÏ-ÂÁ×ÌÅÎÉÅÍ ÔÏÞÅÞÎÏÊ ÍÁÓÓÙ × ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ (ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ Ó�ÅËÔÒÉ ×ÅÓÏ×ÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÎÅ ÍÅÎÑÀÔÓÑ). ÷ ÔÏ ÖÅ ×ÒÅÍÑ (A1 −A2) =∈ K.òÁÂÏÔÁ �ÏÓÔÒÏÅÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ÷ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ �ÁÒÁÇÒÁÆÅ�ÒÉ×ÅÄÅÎÙ �ÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÙÅ Ó×ÅÄÅÎÉÑ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÄÌÑ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÇÏÉÚÌÏÖÅÎÉÑ. �ÒÅÔÉÊ �ÁÒÁÇÒÁÆ �ÏÓ×ÑÝÅÎ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÅ É ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ-ÓÔ×Õ ÏÓÎÏ×ÎÏÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ.á×ÔÏÒ ÂÌÁÇÏÄÁÒÅÎ ÷. á. ëÁÌÑÇÉÎÕ ÚÁ �ÏÌÅÚÎÙÅ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÑ, Á ÔÁËÖÅÒÅ�ÅÎÚÅÎÔÕ ÚÁ ×ÁÖÎÙÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ.2. ðÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÙÅ Ó×ÅÄÅÎÉÑ É Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑóÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔ Ó×ÑÚØ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÓÔÉ ×ÏÚÍÕÝÅÎÉÑÏ�ÅÒÁÔÏÒÏ× ñËÏÂÉ Ó ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÏÊ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×.



88 á. á. ëïîïîï÷á�ÅÏÒÅÍÁ 2.1 (â. âÅËËÅÒÍÁÎ [13℄). ðÕÓÔØ A É A0 { Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ ñËÏÂÉ,Á Qn É Q0n { ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÉÍ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×. ÷ËÌÀÞÅÎÉÅ (A − A0) ∈ K Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ limn→∞

( Qn(z)Qn+1(z) − Q0n(z)Q0n+1(z)) = 0É ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÁ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ.îÁ�ÏÍÎÉÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ �ÏÎÑÔÉÊ ÇÅÏÍÅ-ÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÆÕÎË�ÉÊ, ËÏÔÏÒÙÅ �ÏÎÁÄÏÂÑÔÓÑ ÎÁÍ × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ(ÓÍ. [1, 21℄).ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ 
 ÏÂÌÁÓÔØ, Ñ×ÌÑÀÝÕÀÓÑ ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÅÍE: 
 = C\E.äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ çÒÉÎÁ g(z; z0) ÄÌÑ ÏÂÌÁÓÔÉ 
 Ó ÏÓÏÂÅÎÎÏ-ÓÔØÀ × ÔÏÞËÅ z0 ∈ 
 { ÜÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ, ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÁÑ × 
\ {z0} É ÔÁËÁÑ,ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ [g(z; z0)−log(1=|z−z0|)℄ ÇÁÒÍÏÎÉÞÎÁ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉz0 (ÅÓÌÉ z0 = ∞, ÔÏ [g(z) − log |z|℄ ÇÁÒÍÏÎÉÞÎÁ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ
∞) É limz→� g(z; z0) = 0, � ∈ �
.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎË�ÉÀ �(z; z0) = exp[g(z; z0) + i~g(z; z0)℄ (Ï�ÅÒÁ�ÉÑ(~·) ÚÄÅÓØ É ÄÁÌÅÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÅ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ (·)).åÓÌÉ p > 1 (ÏÂÌÁÓÔØ 
 ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÏÊ), ÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ �(z) :=�(z;∞) ÂÕÄÅÔ ÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÏÊ × 
. üÔÁ ÆÕÎË�ÉÑ ÌÏËÁÌØÎÏ ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÏÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ ÏÂÌÁÓÔØ 
 ÎÁ ×ÎÅÛÎÏÓÔØ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ.ìÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ ÅÍËÏÓÔØÀ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á E ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØ-ÎÏÅ ÞÉÓÌÏ C(E) := exp(−
), ÇÄÅ 
 { ÜÔÏ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁòÏÂÅÎÁ ÄÌÑ 
: 
 = limz→∞[g(z)− log |z|℄.çÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÍÅÒÙ !k(z), k = 1; : : : ; p, { ÜÔÏ ÆÕÎË�ÉÉ, ÇÁÒÍÏÎÉ-ÞÅÓËÉÅ × ÏÂÌÁÓÔÉ 
 ×ËÌÀÞÁÑ∞, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ ÇÒÁÎÉÞÎÙÍÉ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ!k(�)|�∈Ej = Æ(j; k) (Æ(j; k) { ÄÅÌØÔÁ-ÓÉÍ×ÏÌ ëÒÏÎÅËÅÒÁ). îÁÍ ÔÁËÖÅ�ÏÎÁÄÏÂÑÔÓÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ 
k(z) := (1=2)[!k(z) + i~!k(z)℄.åÓÌÉ ÕÓÌÏ×ÉÅ óÅÇ£ (3) ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÄÌÑ ×ÅÓÏ×ÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ �(�), ÔÏ (ÓÍ.[21℄) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ h(z), ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÁÑ × ÏÂÌÁ-ÓÔÉ 
 É ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÁÑ ÎÁ E ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÇÒÁÎÉÞÎÏÍÕ ÕÓÌÏ×ÉÀ:h(�)|�∈�
 = log(�(�)). ëÏÍ�ÌÅËÓÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ R�(z) = exp[h(z) + i~h(z)℄ÌÏËÁÌØÎÏ ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÁ × ÏÂÌÁÓÔÉ 
, ÉÍÅÅÔ ÎÅËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ �ÒÅÄÅÌØÎÙÅÚÎÁÞÅÎÉÑ ÎÁ ÅÅ ÇÒÁÎÉ�Å �
 É |R�(�)|�∈�
 = �(�).åÓÌÉ ÏÂÌÁÓÔØ 
 ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÏÊ (�ÒÉ p > 1), ÔÏ ÆÕÎË�ÉÉ�(z) É R�(z), Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ ×ÙÛÅ, ÂÕÄÕÔ × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÙ.�ÏÞÎÅÅ, ÉÈ ÁÂÓÏÌÀÔÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÂÕÄÕÔ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ, ÁÁÒÇÕÍÅÎÔÙ { ÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÙÍÉ × 
. äÌÑ ÄÁÎÎÏÊ ÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ



ï ëïíðáë�îùè ÷ïúíõýåîéñè 89f(z) ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ �Ekf ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ �ÒÉÒÁÝÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ �ÒÉ ÏÂÈÏÄÅ×ÏËÒÕÇ ÏÔÒÅÚËÁ Ek. îÁ�ÒÉÍÅÒ, �Ek arg(�−n) = −n!k(∞).äÌÑ ÕÄÏÂÓÔ×Á ÄÁÌØÎÅÊÛÅÇÏ ÉÚÌÏÖÅÎÉÑ ËÁÖÄÏÊ ÍÅÒÅ � ∈ M(E), ÁÂ-ÓÏÌÀÔÎÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÁÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÉÍÅÅÔ ×ÅÓ �(x), Á ÄÉÓ-ËÒÅÔÎÙÅ ÍÁÓÓÙ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÙ × ÔÏÞËÁÈ z∗j ∈ R \ E, ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÉÍ ÎÁÂÏÒÞÉÓÅÌ
J�(�) = 14��E� argR�(z) + l

∑j=1 !�(z∗j ); � = 1; : : : ; p: (4)ðÅÒÅÊÄÅÍ Ë Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÒÉÍÁÎÏ×ÙÈ ÔÜÔÁ-ÆÕÎË�ÉÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ÂÕÄÕÔÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÄÌÑ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉÈ Ó×ÏÊÓÔ× ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØ-ÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×. âÏÌÅÅ �ÏÄÒÏÂÎÏ ÏÂ ÜÔÉÈ ÆÕË�ÉÑÈ ÍÏÖÎÏ �ÒÏÞÉÔÁÔØ× ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÅ (ÓÍ. [4, 11℄). òÁÚÒÅÖÅÍ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ
 �Ï ÇÒÁÎÉ�Å E É ÓËÌÅÉÍ ×ÄÏÌØ ÇÒÁÎÉ�Ù Ó ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÅÊ ÏÂÌÁ-ÓÔØÀ 
, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ËÁË 
, Õ ËÏÔÏÒÏÊ ×ÓÅ ÌÏËÁÌØÎÙÅ �ÁÒÁÍÅÔÒÙÚÁÍÅÎÅÎÙ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÙÍÉ. íÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÚÁÍËÎÕÔÕÀ ÏÒÉÅÎ-ÔÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ Ä×ÕÌÉÓÔÎÕÀ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ òÉÍÁÎÁ ÒÏÄÁ (p − 1). ïÂÏÚÎÁ-ÞÉÍ ÅÅ ÞÅÒÅÚ ℜ. üÔÁ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ Ï�ÉÓÁÎÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ!2 = p
∏j=1(z − �j)(z − �j): ëÏÎ�Ù ÏÔÒÅÚËÏ× Ek Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÔÏÞËÁÍÉ ×Å-Ô×ÌÅÎÉÑ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ℜ. æÕÎË�ÉÑ çÒÉÎÁ É ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÍÅÒÙ ÍÏÇÕÔÂÙÔØ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÙ ÎÁ ×ÓÀ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ ℜ (ÓÍ. [1℄).äÌÑ ÄÁÎÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù C = (Ci;j) Ó �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÍÎÉÍÏÊ ÞÁÓÔØÀ ÔÜÔÁ-ÆÕÎË�ÉÑ ÏÔ h �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ Ï�ÒÅ-ÄÅÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ:�(u1; u2; :::; uh) = ∑n1;n2;:::;nh∈Z exp(�i h

∑�=1 h
∑�=1C�;�n�n�+ 2�i h

∑�=1n�u�) :(5)äÌÑ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÔÜÔÁ-ÆÕÎË�ÉÉ òÉÍÁÎÁ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ℜÍÙ ×ÙÞÉÓÌÉÍ �ÅÒÉÏÄÙ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌÏ× d
k(z) (ÁÂÅÌÅ×ÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎ-�ÉÁÌÏ× �ÅÒ×ÏÇÏ ÒÏÄÁ): ∮Ej d
k(�) = iBk;j ; Bk;j ∈ R, É ×ÙÂÅÒÅÍ �ÒÏ-ÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ (b1; b2; : : : ; bp−1). �ÏÇÄÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Õ-ÀÝÁÑ ÔÜÔÁ-ÆÕÎË�ÉÑ òÉÍÁÎÁ ÎÁ ℜ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:�(z) = �( z
∫z0 d
1(�) − b1; : : : ; z

∫z0 d
p−1(�) − bp−1);



90 á. á. ëïîïîï÷áÇÄÅ ÆÕÎË�ÉÑ � ÉÍÅÅÔ ÍÁÔÒÉ�Õ �ÁÒÁÍÅÔÒÏ× C = (iBk;j). �ÜÔÁ-ÆÕÎË�ÉÑòÉÍÁÎÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÊ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ ÎÁ ÒÁÓÓÅÞÅÎ-ÎÏÊ ÒÉÍÁÎÏ×ÏÊ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ É ÉÍÅÅÔ ÒÏ×ÎÏ p − 1 ÎÏÌØ (ÉÌÉ ÔÏÖÄÅ-ÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ). ðÕÓÔØ ak; k = 1; 2; : : : ; p−1, { ÎÕÌÉ ÔÜÔÁ-ÆÕÎË�ÉÉòÉÍÁÎÁ. þÉÓÌÁ k� ≡ −

p−1
∑n=1 an

∫z0 d
�(�) + b�ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÞÉÓÅÌ b� , ÏÎÉ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÒÉÍÁÎÏ×ÏÊ�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØÀ É ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÒÉÍÁÎÏ×ÙÍÉ ËÏÎÓÔÁÎÔÁÍÉ.áÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×.íÎÏ-ÇÏÞÌÅÎÙ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÏÔÒÅÚËÏ× ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØ-ÎÏÊ ÏÓÉ, ÂÙÌÉ �ÏÄÒÏÂÎÏ ÉÚÕÞÅÎÙ × ÒÁÂÏÔÁÈ î. é. áÈÉÅÚÅÒÁ Éà. ñ. �Ï-ÍÞÕËÁ (ÓÍ. [3, 10℄). ÷ 1969 ÇÏÄÕ ÷ÉÄÏÍ (ÓÍ. [21℄) ×Ù×ÅÌ ÆÏÒÍÕÌÙÓÉÌØÎÏÊ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÉ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÎÁ ÎÁÂÏÒÅËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÄÕÇ Ó ×ÅÓÏÍ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÍ ÕÓÌÏ×ÉÀ óÅÇ£. ÷ Ñ×ÎÏÍ×ÉÄÅ Ó ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÔÜÔÁ-ÆÕÎË�ÉÊ òÉÍÁÎÁ ÜÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ �ÏÌÕÞÉÌá. é. á�ÔÅËÁÒÅ× (ÓÍ. [1℄). ÷ [1, 5℄ ÂÙÌÉ �ÏÌÕÞÅÎÙ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉÅÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×, Ë ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÍÅÒÅ ËÏÔÏÒÙÈÄÏÂÁ×ÌÅÎÁ ÄÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÞÁÓÔØ. ÷ ÒÁÂÏÔÅ æ. ðÅÈÅÒÓÔÏÒÆÅÒÁ É ð. àÄÉ�-ËÏÇÏ [19℄ ÍÅÔÏÄÁÍÉ, ÏÔÌÉÞÎÙÍÉ ÏÔ ÍÅÔÏÄÏ× ÷ÉÄÏÍÁ É á�ÔÅËÁÒÅ×Á, �Ï-ÌÕÞÅÎÙ ÆÏÒÍÕÌÙ ÓÉÌØÎÏÊ ÁÓÍÉ�ÔÏÔÉËÉ ÄÌÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅ-ÎÏ×, Á ÔÁËÖÅ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀ-ÝÅÊ ÍÁÔÒÉ�Ù ñËÏÂÉ ÄÌÑ ËÌÁÓÓÁ ÍÅÒ, ÂÏÌÅÅ ÛÉÒÏËÏÇÏ, ÞÅÍ ËÌÁÓÓM(E)(ÂÏÌÅÅ ÔÏÞÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÉ ÓÍ. × [19℄). ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÉÚ [19℄ ÓÌÅÄÕÅÔ,ÞÔÏ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÁÔÒÉ�Ù ñËÏÂÉ ÄÌÑ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ÉÚ ËÌÁÓÓÁ
S(E) ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÎÏÊ ÎÁ E ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÏÊ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÊÓ�ÅËÔÒÁÌØÎÏÊ ÍÅÒÙ (ÓÍ. [19℄, ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ 6.1, Á ÔÁËÖÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ �ÏÓÌÅÌÅÍÍÙ 2.2).äÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÍÅÒÙ � ∈ M(E) Ó ×ÅÓÏÍ � É ÄÉÓËÒÅÔÎÙÍÉ ÍÁÓÓÁÍÉ× ÔÏÞËÁÈ zk; k = 1; : : : ; l, ××ÅÄÅÍ ÆÕÎË�ÉÉ n(z) = �(z)√R�(∞)R�(z) �(n; z)�(n;∞) l

∏k=1 �(∞; zk)�(z; zk) ; n ∈ Z+; (6)ÚÄÅÓØ �(z) { ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, ÚÁ×ÉÓÑÝÁÑ ÔÏÌØËÏ ÏÔ 
 É ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑ-ÝÁÑ ÏÔ n É ×ÅÓÏ×ÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ �(z) (ÓÍ. [1℄)1; �(n; z) { ÔÜÔÁ-ÆÕÎË�ÉÑ1÷ ÒÁÂÏÔÅ [1℄ �ÒÉ×ÅÄÅÎÙ ÔÏÞÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ �(z). �ÁË ËÁË ÎÁÍ ÜÔÁ ÆÕÎË�ÉÑ× ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÎÅ �ÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ, ÍÙ Ï�ÕÓËÁÅÍ ÚÄÅÓØ ÅÅ �ÏÄÒÏÂÎÏÅ Ï�ÉÓÁÎÉÅ.



ï ëïíðáë�îùè ÷ïúíõýåîéñè 91òÉÍÁÎÁ Ó ÍÁÔÒÉ�ÅÊ �ÁÒÁÍÅÔÒÏ× (iBk;j) É ×ÅËÔÏÒÏÍ �ÁÒÁÍÅÔÒÏ×b�(n) = d� − n!�(∞) + J�(�); � = 1; 2; : : : ; p− 1;ÇÄÅ ÞÉÓÌÁ J�(�) Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ ×ÙÛÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (4), ËÏÎÓÔÁÎÔÙ d� ÚÁ×ÉÓÑÔÔÏÌØËÏ ÏÔ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÏÂÌÁÓÔÉ E (É ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ n É �).÷ÅÒÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ [5, 19, 21℄.�ÅÏÒÅÍÁ 2.2. ðÕÓÔØ ÍÅÒÁ � ∈ M(E) ÉÍÅÅÔ ×ÅÓ � É ÄÉÓËÒÅÔÎÙÅ ÍÁÓÓÙ× ÔÏÞËÁÈ zk; k = 1; : : : ; l, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ Qn ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÍÅÒÙ �.�ÏÇÄÁ21) a20a21 : : : a2n=C(E)2n ∼ ‖ n‖2 := ∮E | n(x)|2�(x)dx; n→ ∞;2) Qn(z) = C(E)n�n(z)[ n(z) + �n(z)℄; ÇÄÅ �n → 0 �ÒÉ n→ ∞ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÎÁ ËÏÍ�ÁËÔÎÙÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÈ 
 \ {z1; z2; : : : ; zl}.æÕÎË�ÉÉ  n(z) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÑÍÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÏÊ ÚÁ-ÄÁÞÉ. éÚ×ÅÓÔÎÏ (ÓÍ. [5, 21℄), ÞÔÏ ×ÓÅ ÉÈ ÎÕÌÉ (ËÒÏÍÅ ÔÏÞÅË zk) ÌÅÖÁÔ ××Ù�ÕËÌÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á E. óÌÅÄÓÔ×ÉÅÍ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉÈ ÆÏÒ-ÍÕÌ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÅ ÎÉÖÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ, Ï�ÉÓÙ×ÁÀÝÅÅ ÁÓÉÍ�ÔÏ-ÔÉËÕ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×.õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 2.3. ðÕÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ Qn(z) ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙ ÏÔÎÏÓÉ-ÔÅÌØÎÏ ÍÅÒÙ � ∈ M(E). �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ �ÏÄÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Á � ⊂ N ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ �ÒÅÄÅÌÙ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ É ÒÁ×ÎÙ:limn→∞; n∈� Qn(z)Qn+1(z) = limn→∞; n∈� 1C(E)�(z) �n(z)�n+1(z) ; (7)ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÁÑ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ (ÚÁ×ÉÓÑÝÅÊ ÏÔ �) ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ. úÄÅÓØ �n(z) = �(n;z)�(n;∞) , ÆÕÎË�ÉÉ �(n; z) Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ�ÅÒÅÄ ÔÅÏÒÅÍÏÊ 2.2.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. �ÜÔÁ-ÆÕÎË�ÉÑ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ËÁË ×ÉÄÎÏÉÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, ÉÍÅÅÔ �ÅÒÉÏÄ 1 �Ï ËÁÖÄÏÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ, �ÏÜÔÏÍÕ ÍÙ2úÄÅÓØ �ÏÄ ËÏÎÔÕÒÎÙÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ �ÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ: ÍÙ ÒÁÚÒÅÚÁÅÍ ËÏÍ-�ÌÅËÓÎÕÀ �ÌÏÓËÏÓÔØ �Ï ÏÔÒÅÚËÁÍ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á E É ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍ �Ï ËÏÎÔÕÒÁÍ,ÏÂÈÏÄÑÝÉÍ ËÁÖÄÙÊ ÏÔÒÅÚÏË Ä×ÁÖÄÙ { �Ï ×ÅÒÈÎÅÍÕ É ÎÉÖÎÅÍÕ ËÒÁÑÍ ÒÁÚÒÅÚÁ.



92 á. á. ëïîïîï÷áÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÞÉÓÌÁ n!�(∞), ÕÞÁÓÔ×ÕÀÝÉÅ × ×ÙÒÁÖÅÎÉÑÈ ÄÌÑ×ÅËÔÏÒÏ× �ÁÒÁÍÅÔÒÏ× ÔÜÔÁ-ÆÕÎË�ÉÊ òÉÍÁÎÁ, �Ï ÍÏÄÕÌÀ 1. ðÏÓÌÅÄÏ-×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {n!�(∞) (mod 1)}∞n=1 ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ, É ÍÙ ÍÏÖÅÍ ×ÙÂÒÁÔØÓÈÏÄÑÝÕÀÓÑ �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ. ðÕÓÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï� ⊂ N ÔÁËÏ×Ï, ÞÔÏ n!�(∞) n→∞; n∈�
−→ �� . �ÏÇÄÁ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏz ∈ ℜ �ÏÌÕÞÉÍ: �n(z) n→∞; n∈�
−→ ��(z);ÇÄÅ ��(z) = �(�; z)=�(�;∞), É�(�; z) = � z

∫z0 d
1 − b1(�); : : : ; z
∫z0 d
p−1 − bp−1(�) ;ÇÄÅ b�(�) = d� +J�(�)−�� (�ÕÔØ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ ×Ï ×ÓÅÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁÈ

∫ zz0 d
� ×ÙÂÉÒÁÅÔÓÑ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÊ). ïÔÓÀÄÁ, ÕÞÉÔÙ×ÁÑ ÆÏÒÍÕÌÙ ÓÉÌØ-ÎÏÊ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÉ (ÔÅÏÒÅÍÁ 2.2), �ÏÌÕÞÁÅÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 2.3.3. õÓÌÏ×ÉÑ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÓÔÉ ×ÏÚÍÕÝÅÎÉÑïÓÎÏ×ÎÏÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÒÁÂÏÔÙ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ.�ÅÏÒÅÍÁ 3.1. ðÕÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï E Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ËÏÎÅÞÎÏÇÏÞÉÓÌÁ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÏÔÒÅÚËÏ× ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÊ ÏÓÉ. ðÕÓÔØ A� ÉA�∗ { Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ ñËÏÂÉ ÉÚ ËÌÁÓÓÁ S(E) ÓÏ Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÙÍÉ ÍÅÒÁÍÉ �É �∗ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. �ÏÇÄÁ1) ÅÓÌÉ
J�(�) ≡ J�(�∗) (mod 1); � = 1; 2; : : : ; p; (8)ÔÏ A� −A�∗ ∈ K;2) ÅÓÌÉ ÞÉÓÌÁ !�(∞); � = 1; 2; : : : ; p, ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙ É A� − A�∗ ∈ K; ÔÏ

J�(�) ≡ J�(�∗) (mod 1); � = 1; 2; : : : ; p;3) ÅÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï E Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÔÒÅÈ ÏÔ-ÒÅÚËÏ× ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÊ ÏÓÉ É A� − A�∗ ∈ K; ÔÏ J�(�) ≡ J�(�∗)(mod 1); � = 1; 2; : : : ; p;ÇÄÅ ÞÉÓÌÁ J�(�) Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ (4).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. îÁÞÎÅÍ Ó ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÓÔÉ ÕÓÌÏ×ÉÑ(8) ÄÌÑ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÓÔÉ ×ÏÚÍÕÝÅÎÉÑ (�ÅÒ×ÙÊ �ÕÎËÔ ÔÅÏÒÅÍÙ). ðÕÓÔØ A�É A�∗ { Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ ñËÏÂÉ ÉÚ ËÌÁÓÓÁ S(E) ÓÏ Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÙÍÉ ÍÅÒÁÍÉ� É �∗ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, Qn É Q∗n { ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÉÍ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØ-ÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 2.2 a20a21 : : : a2n ∼ C(E)2n‖ n‖2. ÷ ÒÁÂÏÔÅ



ï ëïíðáë�îùè ÷ïúíõýåîéñè 93÷ÉÄÏÍÁ (ÓÍ. [21, ÔÅÏÒÅÍÁ 6.5℄) ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÞÉ-ÓÅÌ ‖ n‖2 ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ Ó×ÅÒÈÕ É ÓÎÉÚÕ ÎÅËÏÔÏÒÙÍÉ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍÉÞÉÓÌÁÍÉ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, an ∼ C(E) ‖ n‖
‖ n−1‖ . ðÒÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÉ ÕÓÌÏ×ÉÑ(8) �ÏÌÕÞÉÍ C(E)( ‖ n‖

‖ n−1‖ −
‖ ∗n‖

‖ ∗n−1‖ ) = 0 ( ∗n { ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÅ ÆÕÎË-�ÉÉ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÓÉÓÔÅÍÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× Q∗n), É, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,an − a∗n → 0 �ÒÉ n→ ∞.äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ |bn − b∗n| → 0 �ÒÉ n → ∞. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÄÌÑ ÓÉÓÔÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×:Qn+1(z) = (z − bn)Qn(z)− a2n−1Qn−1(z);Q∗n+1(z) = (z − b∗n)Q∗n(z)− a∗2n−1Q∗n−1(z):ðÒÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÉ ÕÓÌÏ×ÉÑ (8) ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ, ÕÞÁÓÔ×ÕÀÝÉÅ× ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉÈ ÆÏÒÍÕÌÁÈ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× Qn É Q∗n, ÏÔÌÉÞÁ-ÀÔÓÑ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ, ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÝÉÊ ÏÔ n. ðÏÄÅÌÉÍ ÎÁ ÜÔÏÔ ÍÎÏÖÉ-ÔÅÌØ ×ÔÏÒÏÅ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ, ÚÁÔÅÍ ×ÙÞÔÅÍ ÉÚ �ÅÒ×ÏÇÏÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ×ÔÏÒÏÅ. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ, �ÏÌÕÞÉÍ:(bn−b∗n) n(z) → 0; z ∈ 
. äÌÑ ÚÁ×ÅÒÛÅÎÉÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ�ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÅ z0 ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ | n(z0)| > r > 0; n ∈
Z+, ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ r. íÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ ÌÀÂÕÀ ÔÏÞËÕ, ÌÅÖÁÝÕÀ ×ÎÅ ×Ù-�ÕËÌÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÉ ÎÏÓÉÔÅÌÑ supp(�). ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÞÌÅÎÙ �ÏÓÌÅÄÏ-×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ | n(z0)| ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÍÁÌÙ. �ÏÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ×Ù-ÂÒÁÔØ �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {nj} ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ | nj (z0)| → 0. éÚ ÜÔÏÊ�ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÍÅÔÏÄÏÍ, ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÎÙÍ �ÒÉ ÄÏËÁÚÁ-ÔÅÌØÓÔ×Å ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ 2.3, ÉÚ×ÌÅÞØ �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {njk} ÔÁ-ËÕÀ, ÞÔÏ  njk (z) →  (z). æÕÎË�ÉÑ  (z) ÔÏÖÅ ÂÕÄÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÎÅËÏÔÏ-ÒÏÊ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ (ÓÍ. [21℄). îÏ ÎÕÌÉ ÔÁËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÍÏÇÕÔÌÅÖÁÔØ ÔÏÌØËÏ × ×Ù�ÕËÌÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á E. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÜÔÁÆÕÎË�ÉÑ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ × ÔÏÞËÅ z0.äÏÓÔÁÔÏÞÎÏÓÔØ ÕÓÌÏ×ÉÑ (8) ÄÌÑ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÓÔÉ ×ÏÚÍÕÝÅÎÉÑ ÔÁËÖÅÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÒÁÂÏÔÙ æ. ðÅÈÅÒÓÔÏÒÆÅÒÁ É ð. àÄÉ�ËÏÇÏ[19℄.ðÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ×ÔÏÒÏÇÏ É ÔÒÅÔØÅÇÏ �ÕÎËÔÏ× ÔÅÏ-ÒÅÍÙ. ðÕÓÔØ ×ÏÚÍÕÝÅÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÍ�ÁËÔÎÙÍ. �ÏÇÄÁ �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ 2.1limn→∞

( Qn(z)Qn+1(z) − Q∗n(z)Q∗n+1(z)) = 0 É ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÁ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ.éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ (7), �ÏÌÕÞÁÅÍ (ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �



94 á. á. ëïîïîï÷á×ÙÂÉÒÁÅÔÓÑ ËÁË �ÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ 2.3):limn→∞; n∈�( Qn(z)Qn+1(z) − Q∗n(z)Q∗n+1(z)) == 1C(E)�(z) limn→∞; n∈�( �n(z)�n+1(z) − �∗n(z)�∗n+1(z)) = 0;ÇÄÅ �∗n(z) = �∗(n; z)�∗(n;∞) , Á �∗(n; z) { ÔÜÔÁ-ÆÕÎË�ÉÑ òÉÍÁÎÁ Ó ÍÁÔÒÉ�ÅÊ�ÁÒÁÍÅÔÒÏ× (iBk;j) É ×ÅËÔÏÒÏÍ �ÁÒÁÍÅÔÒÏ×b∗�(n) = d� − n!�(∞) + J�(�∗); � = 1; 2; : : : ; p− 1:�ÁË ËÁË 1C(E)�(z) 6= 0; ÔÏlimn→∞; n∈�( �n(z)�n+1(z) − �∗n(z)�∗n+1(z)) = 0:÷×ÅÄÅÍ ÔÁËÖÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ �+k ÄÌÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á {n : n−k ∈ �}. �ÏÇÄÁlimn→∞; n∈� �n(z)�n+1(z) = ��(z)��+1(z) : (9)�Ï ÖÅ ÓÁÍÏÅ ×ÅÒÎÏ É ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÊ �∗n. ðÏÌÕÞÁÅÍ:limn→∞; n∈�( �n(z)�n+1(z) − �∗n(z)�∗n+1(z)) = ��(z)��+1(z) − �∗�(z)�∗�+1(z) = 0:åÓÌÉ ÎÕÌÉ ÔÜÔÁ-ÆÕÎË�ÉÊ × ÄÒÏÂÑÈ ��(z)��+1(z) É �∗�(z)�∗�+1(z) ÎÅ ÓÏËÒÁÝÁ-ÀÔÓÑ, ÔÏ ÎÕÌÉ É �ÏÌÀÓÁ ÜÔÉÈ ÄÒÏÂÅÊ ÄÏÌÖÎÙ ÓÏ×�ÁÄÁÔØ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍÎÕÌÉ ÜÔÉÈ ÄÒÏÂÅÊ ÞÅÒÅÚ {ak}p−1k=1. �ÁË ËÁË ÆÕÎË�ÉÉ �� É �∗� Ó×ÑÚÁÎÙ ÓÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØÀ ℜ, ÔÏ ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ Ä×Á ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ ÄÌÑÒÉÍÁÎÏ×ÙÈ ËÏÎÓÔÁÎÔ:
−k� ≡

p−1
∑n=1 an

∫z0 d
�(�)− b�(�) ≡ p−1
∑n=1 an

∫z0 d
�(�) − b∗�(�) (mod 1):



ï ëïíðáë�îùè ÷ïúíõýåîéñè 95�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, b�(�) ≡ b∗�(�) (mod 1), ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ J�(�) ≡
J�(�∗) (mod 1).ïÓÔÁÌÏÓØ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÕÌÉ ÔÜÔÁ-ÆÕÎË�ÉÊ ÈÏÔÑ ÂÙ × ÏÄÎÏÊÄÒÏÂÉ ÎÅ ÓÏËÒÁÝÁÀÔÓÑ. äÌÑ ÓÌÕÞÁÑ Ä×ÕÈ ÏÔÒÅÚËÏ× ÜÔÏ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ. ÷�ÒÅÄÅÌØÎÏ-�ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ (ËÏÇÄÁ ×ÓÅ !�(∞) ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙ) ÏÔ-ÓÕÔÓÔ×ÉÅ ÓÏËÒÁÝÅÎÉÑ ÎÕÌÅÊ ÂÙÌÏ �ÏËÁÚÁÎÏ × ÒÁÂÏÔÅ â. âÅËËÅÒÍÁÎÎÁ,÷. ëÁÌÑÇÉÎÁ, á. ëÏÎÏÎÏ×ÏÊ [14℄. �ÁË ËÁË ÜÔÏÔ ÆÁËÔ �ÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ×ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ, �ÒÉ×ÅÄÅÍ ÚÄÅÓØ ÅÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï.ðÏËÁÖÅÍ ÓÎÁÞÁÌÁ, ÞÔÏ ÎÕÌÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÔÜÔÁ-ÆÕÎË�ÉÊ ÎÅ ÂÕ-ÄÕÔ ÓÏ×�ÁÄÁÔØ × ÓÌÕÞÁÅ �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ñËÏÂÉ. òÁÓÓÍÏ-ÔÒÉÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ñËÏÂÉ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÔÒÅÈÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÅÓ �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ:ak+p = ak; bk+p = bk:òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ×ÔÏÒÏÇÏ ÒÏÄÁ Pn:Pn+1(z) = (z − bn)Pn(z)− a2n−1Pn−1(z); n = 1; 2; 3; : : : ;P0(z) = 0; P1(z) = a20:÷ÅÒÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ:Q(k+1)p+j(z) = (Qp(z)− Pp−1(z))Qkp+j(z)− p−1

∏i=0 a2iQ(k−1)p+j(z):íÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ ÒÅÛÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ × ×ÉÄÅQkp+j = wk1 (Qp+j − w2Qj)− wk2 (Qp+j − w1Qj)w1 − w2 ;ÇÄÅ w1 É w2 { ËÏÒÎÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅ-ÎÉÑ: w1;2 = 1=2Qp − Pp−1 ±√√√√(Qp − Pp−1)2 − 4 p−1∏i=0 a2i :ðÕÓÔØ |w1| > |w2|. �ÏÇÄÁ �ÏÌÕÞÁÅÍQkp+j ∼ wk1 (Qp+j − w2Qj)w1 − w2 �ÒÉ k → ∞



96 á. á. ëïîïîï÷áÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÎÁ ËÏÍ�ÁËÔÎÙÈ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÑÈ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ. íÙ �ÏÌÕ-ÞÉÌÉ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ ÔÏÊ ÖÅ ÄÒÏÂÉ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊÒÁÎØÛÅ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌÉ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÔÜÔÁ-ÆÕÎË�ÉÊ:Qkp+j+1Qkp+j ∼
Qp+j+1 − w2Qj+1Qp+j − w2Qj ; k → ∞:ðÒÉÍÅÎÑÑ ÏÓÎÏ×ÎÏÅ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ Ë ÞÉÓÌÉÔÅÌÀ ÄÒÏÂÉ,�ÏÌÕÞÁÅÍ: Qkp+j+1Qkp+j ∼ z − bj − a2jQkp+jQkp+j−1 ; k → ∞:íÙ �ÏÌÕÞÉÌÉ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÕÀ ÄÒÏÂØ. ïÎÁ Ó×ÑÚÁÎÁ Ó ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ × ÎÅ-�ÒÅÒÙ×ÎÕÀ ÄÒÏÂØm-ÆÕÎË�ÉÉ ÷ÅÊÌÑm�(j) (z) Ï�ÅÒÁÔÏÒÁA(j) (ÇÄÅ d�(j){ ÜÔÏ Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÍÅÒÁ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ñËÏÂÉ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ \ÓÄ×É-ÎÕÔÏÊ" ÍÁÔÒÉ�Å ñËÏÂÉ A(j), �ÏÌÕÞÅÎÎÏÊ ÕÄÁÌÅÎÉÅÍ �ÅÒ×ÙÈ j ÓÔÒÏË ÉÓÔÏÌÂ�Ï× ÍÁÔÒÉ�Ù A ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ) ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:Qkp+j+1Qkp+j ∼ z − bj −m�(j) (z); k → ∞: (10)äÌÑ m�(j) ÉÚ×ÅÓÔÎÏ [1℄, ÞÔÏm�(j) (z) = Q(j)p + P (j)p−1 −√(Q(j)p + P (j)p−1)2 − 4Q(j)p−1P (j)p2Q(j)p−1 ;ÇÄÅ Q(j)k É P (j)k { ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ �ÅÒ×ÏÇÏ É ×ÔÏÒÏÇÏ ÒÏÄÁ,ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÓÄ×ÉÎÕÔÏÍÕ Ï�ÅÒÁÔÏÒÕ ñËÏÂÉ. îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÍÙÎÁÈÏÄÉÍÓÑ ÎÁ ÒÉÍÁÎÏ×ÏÊ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ. ðÕÓÔØ z0 { ÔÏÞËÁ, × ËÏÔÏÒÏÊÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Q(j)p−1 ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÏÌØ. �ÏÇÄÁ ÎÁ ÏÄÎÏÍ ÌÉÓÔÅ ÒÉÍÁÎÏ×ÏÊ�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ÞÉÓÌÉÔÅÌØ Q(j)p + P (j)p−1 −√(Q(j)p + P (j)p−1)2 − 4Q(j)p−1P (j)p =Q(j)p + P (j)p−1 ± (Q(j)p + P (j)p−1) ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ÎÏÌØ × ÔÏÞËÅ z0. ðÒÅÄ�ÏÌÏ-ÖÉÍ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÉÔÅÌØ ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ É ÎÁ ÄÒÕÇÏÍ ÌÉÓÔÅ ÒÉÍÁÎÏ×ÏÊ �Ï×ÅÒÈ-ÎÏÓÔÉ, ÔÏÇÄÁ ÔÏÞËÁ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ËÁÖÄÏÍÕ ÉÚ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ Q(j)p (z0) +P (j)p−1(z0) = 0 É Q(j)p−1(z0) = 0, Ô.Å. z0 ∈ E. íÎÏÇÏÞÌÅÎ Q(j)p−1 ÉÍÅÅÔ ÒÏ×ÎÏÏÄÉÎ ÎÏÌØ × ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ× [�k;�k+1℄; k = 1; : : : ; p − 1: åÓÌÉÔÏÞËÁ z0 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÉÍ ÉÚ ËÏÎ�Ï× ÏÔÒÅÚËÏ× ÉÚ E, ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ,



ï ëïíðáë�îùè ÷ïúíõýåîéñè 97ÓÔÏÑÝÅÇÏ �ÏÄ Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÍ ËÏÒÎÅÍ, ÔÏÞËÁ z0 ÂÕÄÅÔ Ñ×ÌÑÔØÓÑ �ÒÏÓÔÙÍÎÕÌÅÍ, É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, m�(j) ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ �ÏÌÀÓ × ÔÏÞËÅ z0. éÔÁË,ÆÕÎË�ÉÑ m�(j) ÉÍÅÅÔ ÒÏ×ÎÏ p − 1 �ÏÌÀÓ ÎÁ ÒÉÍÁÎÏ×ÏÊ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ.üÔÉ É ÔÏÌØËÏ ÜÔÉ ÔÏÞËÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÏÌÀÓÁÍÉ ÆÕÎË�ÉÉ z−bj−m�(j) (z).�ÁË ËÁË (7) É (10) { ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÏÄÎÏÊ ÉÔÏÊ ÖÅ ÄÒÏÂÉ, ÔÏ ÜÔÏ ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ ÄÌÑ ÓÌÕ-ÞÁÑ ÞÉÓÔÏ-�ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× ñËÏÂÉ. ëÁÖÄÙÊ �ÒÅÄÅÌØÎÏ-�ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ñËÏÂÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÍ�ÁËÔÎÙÍ ×ÏÚÍÕÝÅÎÉÅÍÞÉÓÔÏ-�ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÇÏ, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ 2.1, ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ �Ï-ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÄÌÑ ÞÉÓÔÏ- É �ÒÅÄÅÌØÎÏ-�ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÕÀ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÕ × ÎÅËÏÔÏ-ÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ. ÷Ù�ÉÓÙ×ÁÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÁÓÉÍ-�ÔÏÔÉÞÅÓËÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ (7), ÎÅÔÒÕÄÎÏ Õ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÎÕÌÉ ÔÅÔÁ-ÆÕÎË�ÉÊÄÌÑ �ÒÅÄÅÌØÎÏ-�ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ÍÏÇÕÔ ÓÏËÒÁÝÁÔØÓÑ ÔÏÇÄÁ ÉÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÏËÒÁÝÅÎÉÅ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ É × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÍÞÉÓÔÏ-�ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ.ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ p = 3. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ÏÄÎÏ ÉÚ ÞÉÓÅÌ !�(∞)ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÍ. ëÁÖÄÁÑ ÉÚ ÆÕÎË�ÉÊ ��(z) É ��+1(z)ÉÍÅÅÔ ÎÁ ÒÉÍÁÎÏ×ÏÊ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ℜ �Ï Ä×Á ÎÕÌÑ. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏÓÒÅÄÉ ÎÉÈ ÅÓÔØ ÓÏ×�ÁÄÁÀÝÉÊ: �ÕÓÔØ ÆÕÎË�ÉÑ ��(z) ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÏÌØ× ÔÏÞËÁÈ a É a�, Á ÆÕË�ÉÑ ��+1(z) × ÔÏÞËÁÈ a É a�+1. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÑ ÓÏËÒÁÝÁÀÝÉÈÓÑÎÕÌÅÊ ÈÏÔÑ ÂÙ ÄÌÑ ÏÄÎÏÊ �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ � + k.ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ k ∈ N ÔÏÞËÁ a Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÕÌÅÍ ÆÕÎË-�ÉÉ ��+k(z). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ:limn→∞; n∈�( Qn(z)Qn+1(z) Qn+2(z)Qn+1(z)) == limn→∞; n∈�( �n(z)�n+1(z) �n+2(z)�n+1(z)) = ��(z)��+1(z) ��+2(z)��+1(z) :æÕÎË�ÉÑ, ÓÔÏÑÝÁÑ Ó�ÒÁ×Á, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÊ ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÏÊÆÕÎË�ÉÅÊ ÎÁ ÒÉÍÁÎÏ×ÏÊ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ℜ. éÚ×ÅÓÔÎÏ (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [4℄),ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÏÔÌÉÞÎÁÑ ÏÔ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎ-ÓÔ×ÅÎÎÙÊ �ÏÌÀÓ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ g ÎÁ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÊ ÒÉÍÁÎÏ×ÏÊ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉÒÏÄÁ g, ÔÏ ÜÔÏÔ �ÏÌÀÓ ÏÂÑÚÁÎ ÒÁÓ�ÏÌÁÇÁÔØÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÔÏÞÅË ÷ÅÊ-ÅÒÛÔÒÁÓÓÁ ÄÁÎÎÏÊ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ. éÚ×ÅÓÔÎÏ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÔÁËÉÈ ÔÏÞÅË ÎÁ�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ℜ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×ÏÚÍÏÖÎÙ ÓÌÅ-ÄÕÀÝÉÅ Ä×Á ÓÌÕÞÁÑ.



98 á. á. ëïîïîï÷áÁ) åÓÌÉ ÆÕÎË�ÉÑ ��(z)��+1(z) ��+2(z)��+1(z) �ÏÓÔÏÑÎÎÁ, ÔÏ ��(z)=��+1(z)=��+2(z); ÔÁË ËÁË ×ÓÅ ÎÕÌÉ ÜÔÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ. �ÏÇÄÁ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ ÒÉÍÁÎÏ×ÙÈ ËÏÎÓÔÁÎÔ, �ÏÌÕÞÁÅÍ:
−k� ≡

2
∑n=1 an

∫z0 d
�(�)−b�(�) ≡ 2
∑n=1 an

∫z0 d
�(�)−b�(�)+!�(∞) (mod 1);ÞÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÉÚ ÞÉÓÅÌ !�(∞)Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÍ.Â) åÓÌÉ ÆÕÎË�ÉÑ ��(z)��+1(z) ��+2(z)��+1(z) �ÏÓÔÏÑÎÎÏÊ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ, ÔÏ a�+1{ ÔÏÞËÁ ÷ÅÊÅÒÛÔÒÁÓÓÁ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÍÏÖÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ a�+k ÔÁËÖÅÑ×ÌÑÀÔÓÑ ÔÏÞËÁÍÉ ÷ÅÊÅÒÛÔÒÁÓÓÁ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÔÁËÉÈ ÔÏÞÅË ÌÉÛØ ËÏ-ÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÔÏ �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ k0 ÆÕÎË�ÉÉ ��+1(z) É��+k0(z) ÓÏ×�ÁÄÕÔ. îÏ ÔÏÇÄÁ, ÅÝÅ ÒÁÚ ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ ÒÉ-ÍÁÎÏ×ÙÈ ËÏÎÓÔÁÎÔ, �ÏÌÕÞÁÅÍ:
−k� ≡

2
∑n=1 an

∫z0 d
�(�)− b�(�) + !�(∞) ≡
≡

2
∑n=1 an

∫z0 d
�(�)− b�(�) + k0!�(∞) (mod 1):�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ Ï�ÑÔØ �ÏÌÕÞÁÅÍ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ Ó ÉÓÈÏÄÎÙÍ �ÒÅÄ-�ÏÌÏÖÅÎÉÅÍ ÏÂ ÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑ !�(∞).íÙ �ÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ��+k(z) ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ\ÓË×ÏÚÎÙÈ" ÎÕÌÅÊ. åÓÌÉ ÖÅ × ËÁËÏÍ-ÔÏ ÍÅÓÔÅ ÜÔÏÔ ÎÏÌØ ÎÅ ÓÏËÒÁ-ÝÁÅÔÓÑ (Ô.Å. ��+k(a) 6= 0 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ k), ÔÏ ÍÙ ÓÒÁÚÕ �ÏÌÕÞÉÍÓÏ×�ÁÄÅÎÉÅ ÅÇÏ Ó ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍ ÎÕÌÅÍ ÆÕÎË�ÉÉ �∗�+k(z), ÞÔÏ ÎÁÍÉ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ. üÔÏ ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ.ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒ A�∗ − A� ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÍ�ÁËÔÎÙÍ.ëÁË ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ ÷ÅÊÌÑ{ÆÏÎ îÅÊÍÁÎÁ, ÜÔÕ ÎÅËÏÍ�ÁËÔÎÏÓÔØÍÏÖÎÏ \ÉÓ�ÒÁ×ÉÔØ" ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÕÎÉÔÁÒÎÙÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÏÄÎÏÇÏÉÚ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ×. õÎÉÔÁÒÎÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÅ Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÙÅ ÍÅÒÙ. ðÏËÁÖÅÍ, ËÁË \ÉÓ�ÒÁ×ÉÔØ" Ó�ÅË-ÔÒÁÌØÎÕÀ ÍÅÒÕ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ A�∗ , ÞÔÏÂÙ �ÏÌÕÞÅÎÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÓÔÁÌ ËÏÍ-�ÁËÔÎÙÍ ×ÏÚÍÕÝÅÎÉÅÍ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ.



ï ëïíðáë�îùè ÷ïúíõýåîéñè 99óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 3.2. ðÕÓÔØ A� É A�∗ { Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ ñËÏÂÉ ÉÚ ËÌÁÓÓÁ S(E).òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒ A�0 , ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÍÅÒÅ �0 = ��∗, ÇÄÅÆÕÎË�ÉÑ � Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ �(x) = exp(�k); x ∈ Ek; Á ÞÉ-ÓÌÁ �k ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÉÚ ÓÉÓÔÅÍÙ14� p
∑k=1 �k�E� ~!k(z) = J�(�)− J�(�∗); p

∑k=1 �k = 0; � = 1; : : : ; p:�ÏÇÄÁ (A� −A�0) ∈ K.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ:V (z) = exp( p
∑k=1 �k(!k(z) + i~!k(z)));ÇÄÅ ÞÉÓÌÁ �k ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ (ÓÍ. [21℄) Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÉÚ ÓÉÓÔÅÍÙ14� p

∑k=1 �k�E� ~!k(z) = J�(�)− J�(�∗); p
∑k=1 �k = 0; � = 1; : : : ; p:üÔÁ ÆÕÎË�ÉÑ ÌÏËÁÌØÎÏ ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÁ × ÏÂÌÁÓÔÉ 
 É ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÎÁ ÎÅÊÎÕÌÅÊ É �ÏÌÀÓÏ×. îÁ ËÁÖÄÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ Ek ÍÏÄÕÌØ ÜÔÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ �Ï-ÓÔÏÑÎÅÎ É ÒÁ×ÅÎ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ, �ÒÉÞÅÍ �ÒÏÉÚ×Å-ÄÅÎÉÅ ×ÓÅÈ ÜÔÉÈ ÞÉÓÅÌ ÒÁ×ÎÏ ÅÄÉÎÉ�Å. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎË�ÉÀ �(x) =

|V (x)| = exp(�k); x ∈ Ek. åÓÌÉ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ f(x) ÕÄÏ×ÌÅÔ×Ï-ÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ óÅÇ£ ÎÁ E, ÔÏ É ÆÕÎË�ÉÑ �(z)f(z) ÔÁËÖÅ ÂÕÄÅÔ ÅÍÕÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÔØ. æÕÎË�ÉÑ R�(z) ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÆÕÎË�ÉÅÊ V (z), �ÒÉÞÅÍ14��E� argR�(z) = J�(�) − J�(�∗). ðÒÉÍÅÎÑÑ �ÕÎËÔ 1 ÔÅÏÒÅÍÙ 3.1 ËÏ�ÅÒÁÔÏÒÁÍ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍ ÍÅÒÁÍ � É ��∗, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ3.2.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3.3. ëÁÖÄÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ A� ∈ S(E) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÍ�ÁËÔÎÙÍ×ÏÚÍÕÝÅÎÉÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ A�0 ∈ S(E), ÍÅÒÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÁÂÓÏ-ÌÀÔÎÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ.üÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ: ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ × ËÁÞÅÓÔ×ÅA�∗ ×ÚÑÔØ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ Ó ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÍÅÒÏÊ.÷ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÉÍÅÒ, �ÏÑÓÎÑÀÝÉÊ, ËÁË ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅ-ÎÉÅ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÄÉÓËÒÅÔÎÙÈ ÍÁÓÓ ×ÌÉÑÅÔ ÎÁ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÓÔØ ÓÏ-ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ×ÏÚÍÕÝÅÎÉÑ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ñËÏÂÉ. ðÕÓÔØ Ó�ÅËÔÒ Ï�ÅÒÁ-ÔÏÒÁ ñËÏÂÉ A Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅÍ Ä×ÕÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎ-ÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏ× ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ: �(A) = [−�;−�℄ ∪ [�; �℄; 0 <



100 á. á. ëïîïîï÷á� < � < +∞; Á Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÍÅÒÁ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ, É ×ÅÓ ÅÅÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ óÅÇ£. äÏÂÁ×ÉÍ Ë ÍÅÒÅ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÄÉÓ-ËÒÅÔÎÙÈ ÍÁÓÓ, ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÎÙÈ × ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÎÙÈ ÔÏÞ-ËÁÈ ±z∗j ÎÁ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÊ ÏÓÉ ×ÎÅ �(A). åÓÌÉ ÞÉÓÌÏ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÎÙÈÍÁÓÓ ÞÅÔÎÏ, ÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ×ÏÚÍÕÝÅÎÉÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ A ÂÕÄÅÔ ËÏÍ-�ÁËÔÎÙÍ, ÔÁË ËÁË ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ ÏÔÒÅÚËÏ× ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ!k(z∗j ) + !k(−z∗j ) ≡ 0 (mod 1). ÷ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÄÏÂÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÞÅÔ-ÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÍÁÓÓ, ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ ÉÈ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÉÑÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÄÎÁ ÉÚ ÍÁÓÓ ÂÕÄÅÔ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÁ × ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ,ÄÌÑ ÎÅÅ !1(0) = !2(0) = 1=2, Á ÄÌÑ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË �Ï-�ÒÅÖÎÅÍÕ!k(z∗j )+!k(−z∗j ) ≡ 0 (mod 1), É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ×ÏÚ-ÍÕÝÅÎÉÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ A ÎÅ ÂÕÄÅÔ ËÏÍ�ÁËÔÎÙÍ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÎÅÔÒÕÄÎÏ�ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ × �ÏÓÌÅÄÎÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ×ÏÚÍÕÝÅÎÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÏËÁÚÙ×Á-ÅÔÓÑ ËÏÍ�ÁËÔÎÙÍ ×ÏÚÍÕÝÅÎÉÅÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ A(1), ÇÄÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒ A(1) ÓÏ-ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÍÁÔÒÉ�Å ñËÏÂÉ, ËÏÔÏÒÁÑ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÍÁÔÒÉ�Ù ñËÏÂÉÏ�ÅÒÁÔÏÒÁ A ×ÙÞÅÒËÉ×ÁÎÉÅÍ �ÅÒ×ÏÊ ÓÔÒÏËÉ É �ÅÒ×ÏÇÏ ÓÔÏÌÂ�Á.ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ1. á. é. á�ÔÅËÁÒÅ×, áÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈÎÁ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÎÔÕÒÏ×, É �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÅ Ä×ÉÖÅÎÉÑ �Å�ÏÞÅË �ÏÄÁ. | íÁÔÅÍ.ÓÂ. 125 (167), 2(10) (1984), 231{258.2. î. é. áÈÉÅÚÅÒ, ëÌÁÓÓÉÞÅÓËÁÑ �ÒÏÂÌÅÍÁ ÍÏÍÅÎÔÏ×. (1961).3. î. é. áÈÉÅÚÅÒ, ïÂ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÈ ÎÁ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁÈ. |äÏËÌ. áî óóóò 134, No. 1 (1960), 9{12.4. â. á. äÕÂÒÏ×ÉÎ, �ÜÔÁ-ÆÕÎË�ÉÉ É ÎÅÌÉÎÅÊÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ. | õíî 36, 2(218)(1981), 11{80.5. ÷. á. ëÁÌÑÇÉÎ, á. á. ëÏÎÏÎÏ×Á, ïÂ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈÎÁ ÓÉÓÔÅÍÅ ÄÕÇ, �Ï ÍÅÒÅ, ÉÍÅÀÝÅÊ ÄÉÓËÒÅÔÎÕÀ ÞÁÓÔØ. | áÌÇÅÂÒÁ É áÎÁÌÉÚ21, No. 2 (2009), 71{91.6. ÷. á. ëÁÌÑÇÉÎ, á. á. ëÏÎÏÎÏ×Á, ï ËÏÍ�ÁËÔÎÙÈ ×ÏÚÍÕÝÅÎÉÑÈ �ÒÅÄÅÌØÎÏ-�ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ñËÏÂÉ. | íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÍÅÔËÉ, �ÒÉÎÑÔÏ Ë �Õ-ÂÌÉËÁ�ÉÉ (2008).7. å. í. îÉËÉÛÉÎ, ÷. î. óÏÒÏËÉÎ, òÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÅ Á��ÒÏËÓÉÍÁ�ÉÉ É ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØ-ÎÏÓÔØ. îÁÕËÁ, í. (1988).8. E. A. òÁÈÍÁÎÏ×, ïÂ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×.| íÁÔÅÍ.ÓÂ. 103(145), No. 2(6) (1977), 237{252.9. í. òÉÄ, â. óÁÊÍÏÎ,íÅÔÏÄÙ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÉÚÉËÉ, Ô. 4: áÎÁ-ÌÉÚ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ×. íÉÒ, í. (1977).10. à. ñ. �ÏÍÞÕË, ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÎÁ ÓÉÓÔÅÍÅ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ× ÞÉÓÌÏ×ÏÊÏÓÉ. | úÁ�ÉÓËÉ ÍÅÈ.-ÍÁÔ. Æ-ÔÁ èÁÒØËÏ×ÓËÏÇÏ ÍÁÔÅÍ. ÏÂÝÅÓÔ×Á 29, No. 4 (1963),93{128.11. î. ç. þÅÂÏÔÁÒÅ×, �ÅÏÒÉÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ. çÏÓÔÅÈÉÚÄÁÔ, í. (1948).
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