
úÁ�ÉÓËÉ ÎÁÕÞÎÙÈÓÅÍÉÎÁÒÏ× ðïíé�ÏÍ 366, 2009 Ç.à. ó. ëÏÌÏÍÏÊ�Å×ï ðòéâìéöåîéé æõîëãéê�òéçïîïíå�òéþåóëéíé ðïìéîïíáíéó îåðïìîùí óðåë�òïí ÷ Lp, 0 < p < 1÷×ÅÄÅÎÉÅðÕÓÔØ T = (−�; �℄ { ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ LpÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ 2�-�ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ f ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ
‖f‖p := ( ∫

T

|f(x)|pdx) 1p < ∞:ðÕÓÔØ A { ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Z. �ÏÇÄÁ ÔÒÉÇÏÎÏ-ÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ {eikx}k∈A ÎÅ �ÏÌÎÁ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÉÎÔÅÇÒÉÒÕ-ÅÍÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ. óÏ×ÓÅÍ ÉÎÁÞÅ ÄÅÌÏ ÏÂÓÔÏÉÔ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Lp, ËÏÇÄÁ0 < p < 1. á. á. �ÁÌÁÌÑÎÏÍ × ÒÁÂÏÔÅ [1℄, �Ï-×ÉÄÉÍÏÍÕ, ×�ÅÒ×ÙÅ ÂÙÌÏ�ÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï B ⊂ Z ÔÁËÏÅ, ÞÔÏÓÉÓÔÅÍÁ {eikx}k∈Z\B ÂÕÄÅÔ �ÏÌÎÁ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Lp, 0 < p < 1. òÁÚ-ÌÉÞÎÙÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÅ É ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ �ÏÌÎÏÔÙ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉ-ÞÅÓËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ Ó �ÒÏ�ÕÓËÁÍÉ ÂÙÌÉ �ÏÌÕÞÅÎÙ × ÒÁÂÏÔÁÈ [2{5℄. ðÒÉ-×ÅÄÅÍ ÚÄÅÓØ ÏÄÉÎ ÉÚ �ÒÏÓÔÙÈ ËÒÉÔÅÒÉÅ× �ÏÌÎÏÔÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÈÓÉÓÔÅÍ [6℄.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ A. ðÕÓÔØ 0 < p < 1 É ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï B = {nk}k∈Z ⊂ ZÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ:nk+1 − 2nk + nk−1 > 0 É n−k = −nk �ÒÉ k ∈ N: (1)óÉÓÔÅÍÁ {eikx}k∈Z\B �ÏÌÎÁ × Lp ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁlimk→∞
(nk+1 − nk) =∞: (2)ëÌÀÞÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á : ÎÁÉÌÕÞÛÅÅ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅ, �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Lp, 0 < p < 1, ÔÒÉ-ÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ Ó �ÒÏ�ÕÓËÁÍÉ.67



68 à. ó. ëïìïíïêãå÷ãÅÌØ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÙ { �ÏÌÕÞÉÔØ Ï�ÅÎËÉ ÓËÏÒÏÓÔÉ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑÆÕÎË�ÉÉ �ÏÌÉÎÏÍÁÍÉ, ËÏÔÏÒÙÅ �ÏÓÔÒÏÅÎÙ �Ï ÓÉÓÔÅÍÅ {eikx}k∈Z\B ÄÌÑÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× B, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ (1) É (2).÷×ÅÄÅÍ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ f̂(k) := 12� ∫
T

f(x)e−ikxdx,k ∈ Z { ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ æÕÒØÅ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f ; ek =ek(x) := eikx; spe
 f := {k ∈ Z : f̂(k) 6= 0} { Ó�ÅËÔÒ ÆÕÎË�ÉÉ f ; Tn{ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ �ÏÌÉÎÏÍÏ× �ÏÒÑÄËÁ ÎÅ ×ÙÛÅ n. âÕ-Ë×ÏÊ C ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ, ÚÁ×ÉÓÑÝÉÅ ÏÔÕËÁÚÁÎÎÙÈ �ÁÒÁÍÅÔÒÏ×. ëÏÎÓÔÁÎÔÙ C ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ÄÁÖÅ× ÏÄÎÏÊ ÓÔÒÏËÅ.ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ×ÅÌÉÞÉÎÕ ÎÁÉÌÕÞÛÅÇÏ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ f ∈ Lp�ÏÌÉÎÏÍÁÍÉ ÓÏ Ó�ÅËÔÒÏÍ ×Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×Å A ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:En(f;A)p := infT∈Tn: spe
T⊂A ‖f − T‖p:ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÔÁËÖÅ En(f)p := En(f;Z)p.÷ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Lp, 0 < p < 1, �ÅÒ×ÙÅ Ï�ÅÎËÉ ×ÅÌÉÞÉÎÙ ÎÁÉÌÕÞÛÅÇÏ�ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ En(f)p (ÔÅÏÒÅÍÁ ÔÉ�Á äÖÅËÓÏÎÁ) ÞÅÒÅÚ ÍÏÄÕÌØ ÎÅ�ÒÅ-ÒÙ×ÎÏÓÔÉ ÆÕÎË�ÉÉ f ÂÙÌÉ �ÏÌÕÞÅÎÙ ü. á. óÔÏÒÏÖÅÎËÏ, ÷. ç. ëÒÏÔÏ-×ÙÍ É ð. ïÓ×ÁÌØÄÏÍ × ÒÁÂÏÔÅ [7℄ É ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÷. é. é×ÁÎÏ×ÙÍ × [8℄. ÷ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁA 6= Z, ×ÅÌÉÞÉÎÁ En(f;A)p × ÂÏÌØÛÅÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÎÅÏÔ ÇÌÁÄËÏÓÔÉ ÆÕÎË�ÉÉ f , Á ÏÔ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁA É Ó�ÅËÔÒÁ �ÒÉÂÌÉÖÁÅÍÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ, ÅÓÌÉ ÆÕÎË�ÉÑ f �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ L(ÓÍ. ÎÉÖÅ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1 É ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1). ÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÅ ÉÚÕ-ÞÁÅÔÓÑ �Ï×ÅÄÅÎÉÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ En(f;A)p ÄÌÑ ÍÎÏÖÅÓÔ× A, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÈÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍÉ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ.÷×ÅÄÅÍ ËÌÁÓÓ ÆÕÎË�ÉÊH�1;p := { f : ‖f‖1 + supn>1n�En−2(f)p 6 1};ÇÄÅ E−1(f)p := ‖f‖p.íÙ ÂÕÄÅÍ Ï�ÅÎÉ×ÁÔØ ×ÅÌÉÞÉÎÙEn(H�1;p; A)p := supf∈H�1;pEn(f;A)p× ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ:1) A = Z \ (−m;m), ÇÄÅ m ∈ N,2) A = {n ∈ Z : n 6= 0; |n| 6= qk; k ∈ Z+}, ÇÄÅ q ∈ N, q > 2,



ï ðòéâìéöåîéé æõîëãéê ÷ Lp, 0 < p < 1 693) A = {n ∈ Z : |n| 6= ks; k ∈ Z+}, ÇÄÅ s ∈ N, s > 2.÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, × ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÓÔÁÔØÅ �ÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ × ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÔÒÅÈÓÌÕÞÁÅ× �ÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ � > 0En(H�1;p; A)p ≍
1n� ;Ô. Å., ÓËÏÒÏÓÔØ ÎÁÉÌÕÞÛÅÇÏ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÊ �ÏÌÉÎÏÍÁÍÉ ÓÏÓ�ÅËÔÒÏÍ ×Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×Å A �Ï ÓÕÝÅÓÔ×Õ ÎÅ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÓËÏÒÏÓÔÉÎÁÉÌÕÞÛÅÇÏ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ �ÏÌÉÎÏÍÁÍÉ Ó �ÏÌÎÙÍ Ó�ÅËÔÒÏÍ. ðÒÉ ÄÏ-ÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ � ÓÉÔÕÁ�ÉÑ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÏÔÌÉÞÎÁ, ÎÁ-�ÒÉÍÅÒ, ×Ï ×ÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏEn(H�1;p; A)p ≍ n1− 1p(ÓÍ. ÔÅÏÒÅÍÙ 1, 2 É 3).÷ �ÅÒ×ÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÓÔÁÔØÉ ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ×Ó�ÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÅ ÒÅÚÕÌØ-ÔÁÔÙ, ÉÍÅÀÝÉÅ ÏÂÝÉÊ ÈÁÒÁËÔÅÒ. ÷Ï ×ÔÏÒÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ �ÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÒÅ-ÚÕÌØÔÁÔÙ ÂÕÄÕÔ �ÒÉÍÅÎÅÎÙ ÄÌÑ Ï�ÅÎËÉ ×ÅÌÉÞÉÎÙ En(f;A)p × ÓÌÕÞÁÅËÏÎËÒÅÔÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× A.

§1. ÷Ó�ÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙóÌÅÄÕÀÝÅÅ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÏÔÌÉÞÉÅ ÍÅÖÄÕ×ÅÌÉÞÉÎÁÍÉ En(f)p É En(f;A)p �ÒÉ A 6= Z.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. ðÕÓÔØ 0 < p < 1. �ÏÇÄÁ(i) ÅÓÌÉ A ⊂ Z \ {0}, ÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f ∈ L2 ÎÁÊÄÅÔÓÑn0 > 1 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏn 1p−1En(f;A)p > |f̂(0)|; n > n0;(ii) ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ � = {�k} ↑ ∞ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï B� ⊂ Z, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÅ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ (1) É (2) É ÔÁËÏÅ,ÞÔÏ limn→∞
�nEn(f;Z \B�)p = ∞ÄÌÑ ×ÓÅÈ f ∈ L2 ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ f̂(0) 6= 0.



70 à. ó. ëïìïíïêãå÷äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ f { ÆÕÎË�ÉÑ ÉÚ L2, Á T { �ÏÌÉÎÏÍ ÓÏ Ó�ÅË-ÔÒÏÍ × Z \ {qk}k∈Z, ÇÄÅ q ∈ N; q > 2. �ÏÇÄÁ
‖f − T‖pp = q−1∑s=0 2�(s+1)q∫2�sq |f(x)− T (x)|pdx >

>

2�q∫0 ∣∣∣∣
q−1∑s=0 {f (x+ 2�sq )

− T(x+ 2�sq )} ∣∣∣∣
pdx >

>

2�q∫0 ∣∣∣∣q ∞∑k=−∞

f̂(qk)eiqkx∣∣∣∣
pdx = qp−1∥∥∥∥ ∞∑k=−∞

f̂(qk)ek∥∥∥∥pp:ïÔÓÀÄÁ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ç£ÌØÄÅÒÁ É ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ðÁÒÓÅ×ÁÌÑ, �Ï-ÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ
‖f − T‖pp > 2�qp−1{|f̂(0)|p − ( ∑k 6=0 |f̂(qk)|2) p2 }: (3)äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ (i) ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ × ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Å (3)×ÚÑÔØ q = n É ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ ∑k 6=0 |f̂(nk)|2 → 0 �ÒÉ n → ∞.äÏËÁÖÅÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ (ii). äÌÑ ÄÁÎÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ � ÂÅ-ÒÅÍ B� = ∞⋃j=1{2jk}|k|62Nj , ÇÄÅ {Nj}∞j=1 { ÓÔÒÏÇÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ �ÏÓÌÅ-ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ �2Nj > 4j(1=p−1), j ∈ N.ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï B� ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ (1) É (2).ðÕÓÔØ n ∈ N { ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÅ ÞÉÓÌÏ. �ÏÇÄÁ ÎÁÊÄÅÔÓÑ jn ∈ NÔÁËÏÅ, ÞÔÏ 2Njn 6 n < 2Njn+1 . úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ (Z \ B�) ∩ (−n; n) ∩

{2jn+1k}k∈Z = ∅. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (3) �ÒÉ q = 2jn+1ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ�pnEn(f;Z \B�)pp > 2(jn−1)(1−p){|f̂(0)|p − ( ∑k 6=0 |f̂(2jn+1k)|2) p2 }ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f ∈ L2.



ï ðòéâìéöåîéé æõîëãéê ÷ Lp, 0 < p < 1 71ðÅÒÅÊÄÑ × �ÏÓÌÅÄÎÅÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Å Ë �ÒÅÄÅÌÕ �ÒÉ n→ ∞, ÕÞÉÔÙ×ÁÑ�ÒÉ ÜÔÏÍ, ÞÔÏ f̂(0) 6= 0, �ÏÌÕÞÉÍ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ �ðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÏÓÎÏ×ÎÕÀ (ÒÁÂÏÞÕÀ) ÌÅÍÍÕ ÓÔÁÔØÉ,××ÅÄÅÍ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A { ÜÔÏ Z \
{nk}k∈Z, ÇÄÅ nk ∈ Z, 0 = n0 < n1 < n2 < : : : É n−k = −nk �ÒÉ k ∈ N;�ÕÓÔØ N ∈ N É �ÕÓÔØ �N = �N (A) := 
ard{ k ∈ N \A : k < 2N }.âÕÄÅÍ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÉ ÄÁÎÎÏÍ ×ÙÂÏÒÅ N ÎÁÊÄÕÔÓÑ �ÅÌÏÅÞÉÓÌÏ �N ∈ [0; �N − 1℄ É �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ
{mk}�N+1k=0 , ÚÁ×ÉÓÑÝÉÈ ÏÔ N ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ:a) nl 6≡ ±nk (mod mk) ÄÌÑ ×ÓÅÈ k = 0; : : : ; �N É l = 0; : : : ; �N , l 6= k;b) nl 6≡ ±nk (mod m�N+1) ÄÌÑ ×ÓÅÈ k = �N + 1; : : : ; �N É l =0; : : : ; �N , l 6= k.ðÏÌÏÖÉÍ ÔÁËÖÅ m−k := mk, k ∈ Z+.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ xj;n = 2�j4n+1 Éf̃k;n(t) := 14n+ 1 4n∑j=0 f (xj;n + t) e−ik(xj;n+t):ìÅÍÍÁ 1. ðÕÓÔØ f ∈ Lp, 0 < p < 1. ðÒÉ ××ÅÄÅÎÎÙÈ ×ÙÛÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅ-ÎÉÑÈ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏE2N (f;A)p 6 C{EN (f)p + [ ∑

|k|6�N( mk2N − nk )1−p‖f̃nk;N‖pp+ ( m�N+12N − n�N )1−p∥∥∥∥ ∑�N<|k|6�N |f̃nk;N |

∥∥∥∥
pp] 1p}; (4)ÇÄÅ C { ËÏÎÓÔÁÎÔÁ, ÚÁ×ÉÓÑÝÁÑ ÔÏÌØËÏ ÏÔ p.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÑÄÒÏ ÔÉ�Á ÷ÁÌÌÅ{ðÕÓÓÅÎÁVn(x) := 2n∑k=−2n g(kn) eikx;ÇÄÅ g { ÆÕÎË�ÉÑ ÉÚ C∞(R), g(x) = 1 �ÒÉ |x| 6 1 É g(x) = 0 �ÒÉ |x| > 2.éÚ×ÅÓÔÎÏ (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [3℄), ÞÔÏ

‖Vn‖p 6 Cn1− 1p ; (5)



72 à. ó. ëïìïíïêãå÷ÇÄÅ C { ËÏÎÓÔÁÎÔÁ, ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÝÁÑ ÏÔ n.ðÏÌÏÖÉÍKnk;N (x):= 



einkxV[ 2N−nk2mk ](mkx); ÅÓÌÉ k ∈ [−�N ; �N ℄;einkxV[ 2N−n�N2m�N+1 ](m�N+1x); ÅÓÌÉ k ∈ [−�N ; �N ℄ \ [−�N ; �N ℄;ÇÄÅ [x℄ { �ÅÌÁÑ ÞÁÓÔØ ÞÉÓÌÁ x.éÚ ÕÓÌÏ×ÉÊ a) É b) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏspe
Knk;N ⊂ ((−2N; 2N) ∩A) ∪ {nk}: (6)äÁÌÅÅ ÎÁÍ �ÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÌÉÎÅÊÎÙÈ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ Ï�Å-ÒÁÔÏÒÏ× Wn(f ;x; t) := 14n+ 1 4n∑j=0 f(xj;n + t)Vn(x− xj;n − t);××ÅÄÅÎÎÙÈ ë. ÷. òÕÎÏ×ÓËÉÍ (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [9℄). éÚ×ÅÓÔÎÏ (ÓÍ. [9℄, [10,çÌ. 4℄), ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f ∈ Lp, 0 < p < 1,
∫

T

‖f −Wn(f ; ·; t)‖ppdt 6 CEn(f)pp; n ∈ N; (7)ÇÄÅ C { ËÏÎÓÔÁÎÔÁ, ÚÁ×ÉÓÑÝÁÑ ÔÏÌØËÏ ÏÔ p.ðÏÌÏÖÉÍTN (f ;x; t) :=WN (f ;x; t)− �N∑k=−�N g (nkN ) f̃nk;N(t)Knk;N (x):ðÏÓËÏÌØËÕ K̂nk;N (nk) = 1, ÉÚ (6) �ÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ spe
TN ⊂(−2N; 2N) ∩ A.äÁÌÅÅ,2�E2N (f;A)pp 6

∫

T

‖f − TN (f ; ·; t)‖ppdt 6

6

∫

T

‖f −WN (f ; ·; t)‖ppdt+ ∫

T

∥∥∥∥
∑

|k|6�N g (nkN ) f̃nk;N (t)Knk;N (·)∥∥∥∥ppdt:(8)



ï ðòéâìéöåîéé æõîëãéê ÷ Lp, 0 < p < 1 73éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (5), ÎÁÈÏÄÉÍ
∫

T

∥∥∥∥
∑

|k|6�N g (nkN ) f̃nk;N (t)Knk;N (·)∥∥∥∥ppdt 6

6
∑

|k|6�N ∥∥V[ 2N−nk2mk ]
∥∥pp‖f̃nk;N‖pp + ∥∥V[ 2N−n�N2m�N+1 ]

∥∥pp∥∥∥∥ ∑�N<|k|6�N |f̃nk;N |

∥∥∥∥
pp 6

6 C{ ∑

|k|6�N ( 2mk2N − nk)1−p
‖f̃nk;N‖pp++( 2m�N+12N − n�N )1−p ∥∥∥∥

∑�N<|k|6�N |f̃nk;N |

∥∥∥∥
pp}: (9)�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÚ (8), (7) É (9) �ÏÌÕÞÁÅÍ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï.

�óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1. ðÕÓÔØ f ∈ L É 0 < p < 1. ðÒÉ ××ÅÄÅÎÎÙÈ ×ÙÛÅ ÏÂÏ-ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏE2N (f;A)p 6 C{EN (f)p +HN;pEN (f)1++ [ ∑

|k|6�N ( mk2N − nk)1−p
|f̂(nk)|p++( m�N+12N − n�N )1−p ( ∑�N<|k|6�N |f̂(nk)|)p] 1p}; (10)ÇÄÅHN;p := [ ∑

|k|6�N ( mk2N − nk)1−p +( m�N+12N − n�N )1−p (�N − �N )p] 1p ;C { ËÏÎÓÔÁÎÔÁ, ÚÁ×ÉÓÑÝÁÑ ÔÏÌØËÏ ÏÔ p.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (10) ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 1 É ÕÔ×ÅÒÖÄÅ-ÎÉÑ (i) ÌÅÍÍÙ 2, �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÊ ÎÉÖÅ. �



74 à. ó. ëïìïíïêãå÷ìÅÍÍÁ 2. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ n ∈ N Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ:(i) ÅÓÌÉ f ∈ L, ÔÏ
‖f̃k;n‖1 6 |f̂(k)|+ CEn(f)1; |k| 6 n; (11)ÇÄÅ C { ÁÂÓÏÌÀÔÎÁÑ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ;(ii) ÅÓÌÉ 0 < p < 1, � > 0 É f ∈ H�1;p, ÔÏ

‖f̃k;n‖1 6 C(|k|+ 1)−(�+1− 1p )+ ; |k| 6 n; (12)ÇÄÅ x+ = x, ÅÓÌÉ x > 0, É x+ = 0, ÅÓÌÉ x < 0, Á C { ËÏÎÓÔÁÎÔÁ,ÚÁ×ÉÓÑÝÁÑ ÔÏÌØËÏ ÏÔ � É p.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØT2n−1(x) = 12� ∫

T

f(x− t)Vn(t)dt;ÇÄÅ Vn { ÑÄÒÏ ÔÉ�Á ÷ÁÌÌÅ{ðÕÓÓÅÎÁ, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÅÌÅÍÍÙ 1. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ‖f − T2n−1‖1 6 CEn(f)1, ÇÄÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ C ÎÅÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ f É n.éÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Áf̃k;n(t) = 14n+ 1 4n∑j=0 {f(xj;n + t)− T2n−1(xj;n + t)} e−ik(xj;n+t) + f̂(k)ÎÁÈÏÄÉÍ
‖f̃k;n‖1 6 ‖f − T2n−1‖1 + |f̂(k)| 6 CEn(f)1 + |f̂(k)|:äÏËÁÖÅÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ (ii). ðÒÉ � 6 1p−1 ÉÍÅÅÍ ‖f̃k;n‖1 6 ‖f‖1 6 1.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊ � > 1p − 1. äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎË-�ÉÉ f Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ×ÅÌÉÞÉÎÁÍÉ ÎÁÉ-ÌÕÞÛÅÇÏ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÄÁÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ:En(f)1 6 C{(n+ 1) 1p−1En(f)p + ∞∑k=n+1 k 1p−2Ek(f)p}; n ∈ N; (13)ÇÄÅ C { ËÏÎÓÔÁÎÔÁ, ÚÁ×ÉÓÑÝÁÑ ÔÏÌØËÏ ÏÔ p (ÓÍ. [11℄).éÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (13) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ En(f)1 6 Cn 1p−1−�. úÁÍÅÔÉÍ ÅÝÅ,ÞÔÏ |f̂(±k)| 6 Ek−1(f)1, k ∈ N. ðÒÉÍÅÎÉ× �ÏÌÕÞÅÎÎÙÅ Ï�ÅÎËÉ Ë ÎÅÒÁ-×ÅÎÓÔ×Õ (11), ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ (12). �



ï ðòéâìéöåîéé æõîëãéê ÷ Lp, 0 < p < 1 75ìÅÍÍÁ 3. ðÕÓÔØ f ∈ Lp, 0 < p < 1, A ⊂ Z, hn { �ÏÌÉÎÏÍ ÓÏ Ó�ÅËÔÒÏÍ× (Z \A) ∩ [−n; n℄ ÉHn(f; t) := 12n+ 1 2n∑j=0 f(t− xj;n)hn(xj;n); xj;n = 2�j2n+ 1 :�ÏÇÄÁ
‖Hn(f; ·)‖p 6 Cn 1p−1‖hn‖pEn(f;A)p; (14)ÇÄÅ C { ËÏÎÓÔÁÎÔÁ, ÚÁ×ÉÓÑÝÁÑ ÔÏÌØËÏ ÏÔ p.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ Tn { �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ �ÏÌÉÎÏÍ ÓÏ Ó�ÅËÔÒÏÍ ×A ∩ [−n; n℄. �ÏÇÄÁHn(f; t) = 12n+ 1 2n∑j=0{f(t− xj;n)− Tn(t− xj;n)}hn(xj;n): (15)éÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (15) �ÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ

‖Hn(f; ·)‖pp 6 (2n+ 1)−p‖f − Tn‖pp 2n∑j=0 |hn(xj;n)|p:ïÓÔÁÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ12n+ 1 2n∑j=0 |hn(xj;n)|p 6 C‖hn‖pp(ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [12℄). �ìÅÍÍÁ 4. ðÕÓÔØ 0 < p < 1 É � > 0. �ÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÆÕÎË�ÉÑf� ∈ H�1;p ÔÁËÁÑ, ÞÔÏEn(f�)p ≍
1n� �ÒÉ ×ÓÅÈ n ∈ N; (16)ÇÄÅ ≍ { Ä×ÕÓÔÏÒÏÎÎÅÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï Ó �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍÉ ËÏÎÓÔÁÎÔÁÍÉ,ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÝÉÍÉ ÏÔ n.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÆÕÎË�ÉÉ f� ×ÏÚØÍÅÍ ÆÕÎË�ÉÀf�(x) := 
� ∞∑k=1 2−�kei2kx:



76 à. ó. ëïìïíïêãå÷ï�ÅÎËÁ Ó×ÅÒÈÕ × (16) ÏÞÅ×ÉÄÎÁ. ëÏÎÓÔÁÎÔÕ 
� ×ÙÂÅÒÅÍ ÔÁË, ÞÔÏÂÙf ∈ H�1;p.äÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ �ÏÌÕÞÉÔØ Ï�ÅÎËÕ ÓÎÉÚÕ, ×ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÌÅÍÍÏÊ 3,× ËÏÔÏÒÏÊ �ÏÌÏÖÉÍ A = [−2n; 2n℄ ∩ Z É hN(t) = ei2n+1tV2n−1(t), ÇÄÅN = 3 · 2n, Á V2n−1 { ÑÄÒÏ ÔÉ�Á ÷ÁÌÌÅ-ðÕÓÓÅÎÁ (ÓÍ. ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÏÌÅÍÍÙ 1). äÌÑ ÆÕÎË�ÉÉ f� É ÄÁÎÎÏÇÏ �ÏÌÉÎÏÍÁ hN �ÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏHN (f�; t) = 
� ∞∑k=n+1 �k2−�kei2kt;ÇÄÅ �k = g ( l−2n+12n−1 ), ÅÓÌÉ 2k ≡ l (mod (2N + 1)) �ÒÉ 2n < l < 3 · 2n É�k = 0 × �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ.èÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ spe
 f ⊂ [0;∞), ÔÏ |f̂(0)| 6 ‖f‖p (ÓÍ.,ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [4℄). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,
‖HN (f�; ·)‖p = ‖e−2n+1HN (f�; ·)‖p > 
�2−�(n+1): (17)úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ E2n(f)p = EN (f;A)p. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×(14), (5) É (17) �ÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏE2n(f�)p > CN 1p−1‖hN‖pE2n(f�)p > C
�2−�(n+1):ìÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ. �

§2. ï�ÅÎËÉ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÄÌÑ ËÏÎËÒÅÔÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× A÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÂÕÄÕÔ �ÏÌÕÞÅÎÙ Ï�ÅÎËÉ ×ÅÌÉÞÉÎÙ En(f;A)pÄÌÑ ËÏÎËÒÅÔÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× A.2.1. ðÕÓÔØ m ∈ N. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï M = Z \ (−m;m).ìÅÍÍÁ 5. ðÕÓÔØ f ∈ Lp, 0 < p < 1, m;n ∈ N É m < n. �ÏÇÄÁE2n(f;M)p 6 C{En(f)p + (mn ) 1p−1 ∥∥∥∥
∑

|k|<m |f̃k;n|∥∥∥∥p}; (18)ÇÄÅ C { ËÏÎÓÔÁÎÔÁ, ÚÁ×ÉÓÑÝÁÑ ÔÏÌØËÏ ÏÔ p.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (18) ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ× ÌÅÍÍÅ 1 ×ÚÑÔØ N = n, �N = 0, Á m0 = m1 = 2m. �



ï ðòéâìéöåîéé æõîëãéê ÷ Lp, 0 < p < 1 77�ÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ 0 < p < 1, m;n ∈ N É m < n. �ÏÇÄÁ(i) ÅÓÌÉ 0 < � < 1p − 1 É m < n1−p−�p, ÔÏEn(H�1;p;M)p ≍
1n� ;(ii) ÅÓÌÉ 1p − 1 6 � 6 1p , ÔÏC1 (mn ) 1p−1

6 En(H�1;p;M)p 6 C2 (mn ) 1p−1 m∑k=1 k 1p−1−�;(iii) ÅÓÌÉ � > 1p , ÔÏEn(H�1;p;M)p ≍ (mn ) 1p−1 ;ÇÄÅ ≍ { Ä×ÕÓÔÏÒÏÎÎÅÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï Ó �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍÉ ËÏÎÓÔÁÎÔÁÍÉ,ÚÁ×ÉÓÑÝÉÍÉ ÔÏÌØËÏ ÏÔ p É �, Á C1 É C2 { �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ,ÚÁ×ÉÓÑÝÉÅ ÏÔ p É �.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ f { ÆÕÎË�ÉÑ ÉÚH�1;p. éÚ ÌÅÍÍÙ 5, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ç£ÌØÄÅÒÁ É ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (12), �ÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏE2n(f;M)p 6 C{En(f)p + (mn ) 1p−1 ∥∥∥∥
∑

|k|<m |f̃k;n|∥∥∥∥1} 6

6 C{n−� + (mn ) 1p−1 m∑k=1 k−(�+1− 1p )+}:ïÔÓÀÄÁ ÎÅÔÒÕÄÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ Ï�ÅÎËÉ Ó×ÅÒÈÕ × ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑÈ (i)-(iii).ï�ÅÎËÁ ÓÎÉÚÕ × ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÉ (i) ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 4. äÌÑ ÔÏÇÏ,ÞÔÏÂÙ �ÏÌÕÞÉÔØ Ï�ÅÎËÕ ÓÎÉÚÕ × (ii) É (iii), ×ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÌÅÍÍÏÊ 3.÷ÏÚØÍÅÍ × ÌÅÍÍÅ 3 f(x) ≡ 1, Á hn(x) = V[m2 ℄(x), ÇÄÅ V[m2 ℄ { ÑÄÒÏ ÔÉ�Á÷ÁÌÌÅ{ðÕÓÓÅÎÁ (ÓÍ. ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ 1). �ÏÇÄÁ ÉÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×(14) É (5) �ÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ
(mn ) 1p−1

6 CEn(1;M)p;ÇÄÅ C { ËÏÎÓÔÁÎÔÁ, ÚÁ×ÉÓÑÝÁÑ ÔÏÌØËÏ ÏÔ p. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÀÔ Ï�ÅÎËÉÓÎÉÚÕ × (ii) É (iii).�ÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ. �2.2. ðÕÓÔØ q { ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, q > 2, n(q)k = qk−1 �ÒÉ k ∈ N Én(q)−k = −n(q)k �ÒÉ k ∈ Z+. ðÏÌÏÖÉÍ Q = Z \ {n(q)k }k∈Z. äÌÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÄÁÎÎÏÇÏ ×ÉÄÁ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Á ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÌÅÍÍÁ.



78 à. ó. ëïìïíïêãå÷ìÅÍÍÁ 6. ðÕÓÔØ f ∈ Lp, 0 < p < 1, É n ∈ N. �ÏÇÄÁE2qn(f;Q)p 6 C {Eqn(f)p + q−n( 1p−1)Fq;n(f)p} ; (19)ÇÄÅ Fq;n(f)p := {
‖f̃0;qn‖pp + [logq n℄+∑k=0 q(1−p)k‖f̃±qk;qn‖pp+ n1−p∥∥∥∥ n∑k=[logq n℄++1 |f̃±qk;qn |∥∥∥∥pp} 1p ;([x℄+ | �ÅÌÁÑ ÞÁÓÔØ ÞÉÓÌÁ x, ÅÓÌÉ x > 0, É [x℄+ = 0, ÅÓÌÉ x 6 0), Á C{ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ, ÚÁ×ÉÓÑÝÁÑ ÔÏÌØËÏ ÏÔ p É q.úÄÅÓØ É ÄÁÌÅÅ ÚÁ�ÉÓØ ×ÉÄÁ ∑k a±k �ÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ËÁË ÓÕÍÍÁ ∑k {ak +a−k}.äÌÑ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ m É q ××ÅÄÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ×ÅÌÉÞÉÎÙ ord±m(q) := inf{ Æ ∈ N : qÆ ≡ ±1 (mod m) }:÷ÅÌÉÞÉÎÕ ord+m(q) ÎÁÚÙ×ÁÀÔ �ÏÒÑÄËÏÍ (�ÏËÁÚÁÔÅÌÅÍ) ÞÉÓÌÁ q �Ï ÍÏ-ÄÕÌÀ m.äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÌÅÍÍÙ 6 ÎÁÍ �ÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÌÅÍÍÁ.ìÅÍÍÁ 7. ðÕÓÔØ m { �ÒÏÓÔÏÅ ÎÅÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÏÅ Óq > 2. �ÏÇÄÁ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ k0 > 3 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏord±mk(q) > mk−k0 ; k = k0; k0 + 1; : : : :äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. þÉÓÌÏ k0 ×ÙÂÉÒÁÅÍ ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ qm−1 6≡ 1 (mod mk)�ÒÉ k > k0 > 3.äÏËÁÖÅÍ ÓÎÁÞÁÌÁ, ÞÔÏ �ÒÉ ÄÁÎÎÏÍ ×ÙÂÏÒÅ k0 Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÎÅÒÁ×ÅÎ-ÓÔ×Ï ord+mk(q) > mk−k0+1; k = k0 − 1; k0; : : : (20)îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (20) ÂÕÄÅÍ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÉÎÄÕË�ÉÅÊ �Ï k. ðÕÓÔØ ord+m� (q) >m�−k0+1 �ÒÉ ×ÓÅÈ k0 − 1 6 � 6 k. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ m′ > 1ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ord+mk+1(q) = mk+2−k0 −m′: (21)



ï ðòéâìéöåîéé æõîëãéê ÷ Lp, 0 < p < 1 79�ÏÇÄÁ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ üÊÌÅÒÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏmk(m−1) ≡ 0 (mod (mk+2−k0−m′)). üÔÏ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÍÏÖÅÔ ×Ù�ÏÌÎÑÔØÓÑ ÌÉÂÏ ÔÏÌØËÏ �ÒÉ m′ =mk+2−k0 −m+1, ÌÉÂÏ ÔÏÌØËÏ �ÒÉ m′ ≡ 0 (mod m). îÏ, × ÓÉÌÕ ×ÙÂÏÒÁk0, �ÅÒ×ÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÅÎ, �ÏÜÔÏÍÕ ÄÁÌÅÅ �ÏÌÁÇÁÅÍ m′ = mm0�ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ m0 ∈ N.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÚ (21) ×ÙÔÅËÁÅÔ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅ qm(mk−k0+1−m0) ≡ 1(mod mk+1) ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ,(qmk−k0+1−m0 − 1)m−1∑�=0 q�(mk−k0+1−m0) ≡ 0 (mod mk+1):éÚ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÑ ÉÎÄÕË�ÉÉ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ qmk−k0+1−m0 6≡ 1 (mod mk).ðÏÜÔÏÍÕ �ÏËÁÚÁ×, ÞÔÏm−1∑�=0 q�(mk−k0+1−m0) 6≡ 0 (mod m2); (22)ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ. îÏ (22) ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅf(x) := m−1∑�=0 x� ≡ 0 (mod m2) ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÊ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÅÄÉÎ-ÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ f(x) ≡ 0 (mod m) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÞÉÓÌÁx ≡ 1 (mod m) (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [13, 
.163℄). îÏ, �ÏÓËÏÌØËÕ f ′(1) ≡ 0(mod m), Á f(1) 6≡ 0 (mod m2), ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ÞÉÓÅÌ x ≡ 1(mod m) ÎÅÔ ÎÉ ÏÄÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÇÏ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÀ f(x) ≡ 0(mod m2) (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [13, 
.139℄).äÏËÁÖÅÍ ÔÅ�ÅÒØ, ÞÔÏord−mk(q) > mk−k0 ; k = k0; k0 + 1; : : : : (23)�ÒÅÂÕÅÍÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ (20). äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ �ÒÅÄ-�ÏÌÏÖÉÔØ, ÞÔÏ (23) ÎÅ×ÅÒÎÏ, ÔÏ ÍÙ ÓÍÏÖÅÍ ÎÁÊÔÉ m′′ > 1 ÔÁËÏÅ,ÞÔÏ qmk−k0−m′′

≡ −1 (mod mk) É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, q2(mk−k0−m′′) ≡ 1(mod mk). îÏ ÜÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ (20), ÔÁË ËÁË mk−k0+1 >2(mk−k0 −m′′).ìÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ. �äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ 6. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÌÅÍÍÙ ×ÏÓ�ÏÌØÚÕ-ÅÍÓÑ ÌÅÍÍÏÊ 1, × ËÏÔÏÒÏÊ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ �ÏÄÂÉÒÁÅÍ �N É�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {mk}�N+1k=0 . íÙ ÄÅÌÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ×ÙÂÏÒ:N = qn; �N = [logq n℄+;



80 à. ó. ëïìïíïêãå÷mk = qk �ÒÉ k = 1; : : : ; �N ;m0 = m; m�N+1 = mdn ;ÇÄÅm { �ÒÏÓÔÏÅ ÎÅÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÏÅ Ó q, dn = [logm n℄++k0 + 2, k0 { ÞÉÓÌÏ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 7 �ÒÉ ÄÁÎÎÏÍ ×ÙÂÏÒÅ m É q.ðÏÓËÏÌØËÕ ql 6≡ 0 (mod m) É ql 6≡ ±qk (mod qk+1) �ÒÉ l 6= k,ÍÙ ÓÒÁÚÕ �ÏÌÕÞÁÅÍ ×Ù�ÏÌÎÉÍÏÓÔØ ÕÓÌÏ×ÉÑ a) ÄÌÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ
{n(q)k }k∈Z.ðÒÏ×ÅÒÉÍ, ÞÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ b) ÔÁËÖÅ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ. ðÕÓÔØ l = 1; : : : ; n,Á k = 0; : : : ; l − 1. �ÏÇÄÁ ql 6≡ ±qk (mod mdn) �ÏÓËÏÌØËÕ, ÓÏÇÌÁÓÎÏÌÅÍÍÅ 7, ord±mdn (q) > mdn−k0 > l − k.ïÓÔÁÅÔÓÑ �ÏÄÓÔÁ×ÉÔØ ×ÙÂÒÁÎÎÙÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ × ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (4) É ×Ù-�ÏÌÎÉÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ Ï�ÅÎËÉ.ìÅÍÍÁ 6 ÄÏËÁÚÁÎÁ. ��ÅÏÒÅÍÁ 2. ðÕÓÔØ 0 < p < 1 É n ∈ N. �ÏÇÄÁ(i) ÅÓÌÉ 0 < � < 1p − 1, ÔÏEn(H�1;p; Q)p ≍

1n� ;(ii) ÅÓÌÉ 1p − 1 6 � 6 2p − 2, ÔÏC1n1− 1p 6 En(H�1;p; Q)p 6 C2 ln(n+ 1) 1pn1− 1p ;(iii) ÅÓÌÉ � > 2p − 2, ÔÏEn(H�1;p; Q)p ≍ n1− 1p ;ÇÄÅ ≍ { Ä×ÕÓÔÏÒÏÎÎÅÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï Ó �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍÉ ËÏÎÓÔÁÎÔÁÍÉ,ÚÁ×ÉÓÑÝÉÍÉ ÔÏÌØËÏ ÏÔ p, q É �, Á C1 É C2 { �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ,ËÏÔÏÒÙÅ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ p É q.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÌÑ ÆÕÎË�ÉÉ f ∈ H�1;p ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÅÌÉÞÉÎÕFq;n(f)p ÉÚ ÌÅÍÍÙ 6. éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ç£ÌØÄÅÒÁ É ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï(12) �ÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏFq;n(f)pp 6 C{1 + [logq n℄+∑k=0 qk(1−p−p(�+1− 1p )+)+ n1−p( n∑k=[logq n℄+ q−k(�+1− 1p )+)p};



ï ðòéâìéöåîéé æõîëãéê ÷ Lp, 0 < p < 1 81ÏÔËÕÄÁ ÎÁÊÄÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ Ï�ÅÎËÉ:Fq;n(f)p 6 C{ n 1p ; ÅÓÌÉ 0 < � 6 2p − 2;1; ÅÓÌÉ 2p − 2 < �: (24)éÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× (19) É (24) ÎÅÔÒÕÄÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ×ÅÒÈÎÉÅ Ï�ÅÎËÉ × ÕÔ×ÅÒ-ÖÄÅÎÉÑÈ (i){(iii).ï�ÅÎËÁ ÓÎÉÚÕ × ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÉ (i) ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 4, Á × ÕÔ×ÅÒÖÄÅ-ÎÉÑÈ (ii) É (iii) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ Ï�ÅÎËÕ ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ,ÉÚ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 1 (i). �2.3. ðÕÓÔØ s { ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, s > 2. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏS = Z \ {n(s)k }k∈Z, ÇÄÅ n(s)k = ks �ÒÉ k ∈ N É n(s)−k = −n(s)k �ÒÉ k ∈ Z+.ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Á ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÌÅÍÍÁ.ìÅÍÍÁ 8. ðÕÓÔØ f ∈ Lp, 0 < p < 1, É n ∈ N. �ÏÇÄÁE2ns(f; S)p 6 C{Ens(f)p + n(s−1)(1− 1p )∥∥∥∥ [21=sn℄∑k=0 |f̃±ks;ns |∥∥∥∥p};ÇÄÅ C { ËÏÎÓÔÁÎÔÁ, ÚÁ×ÉÓÑÝÁÑ ÔÏÌØËÏ ÏÔ p.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. íÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ s { ÎÅÞÅÔ-ÎÏÅ ÞÉÓÌÏ (ÄÌÑ ÞÅÔÎÙÈ s ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÕËÁÚÁÎÎÏÊ ÎÉÖÅÓÈÅÍÅ).ðÕÓÔØ � { �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ ×ÉÄÁ 2sk+s0, ÇÄÅ s0 { ÎÅÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ×ÚÁ-ÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÏÅ Ó s É ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ s0−1 ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙÍÓ s. �ÏÇÄÁ, �ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ as 6≡ 0 (mod �), ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅ xs ≡ as (mod �)ÉÍÅÅÔ ÏÄÎÏ ÒÅÛÅÎÉÅ x ≡ a (mod �) (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [13, Ó. 163℄).äÁÌÅÅ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÚÁËÏÎÕ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ �ÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ × ÁÒÉÆÍÅÔÉ-ÞÅÓËÉÈ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÑÈ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ �, ÚÁ×ÉÓÑÝÁÑ ÏÔ s, ÔÁËÁÑ,ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n ∈ N ÎÁÊÄÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ �n ÕËÁÚÁÎÎÏÇÏ ×ÙÛÅ×ÉÄÁ, ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ 3n 6 �n 6 �n.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ls 6≡ ks (mod �n) �ÒÉ l; k =
−[21=sn℄; : : : ; [21=sn℄ É k 6= l.�Å�ÅÒØ ÍÏÖÎÏ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÌÅÍÍÏÊ 1, × ËÏÔÏÒÏÊ ×ÏÚØÍÅÍ N =ns, �N = 0 É m0 = m1 = �n. �



82 à. ó. ëïìïíïêãå÷�ÅÏÒÅÍÁ 3. ðÕÓÔØ 0 < p < 1 É n ∈ N. �ÏÇÄÁ(i) ÅÓÌÉ 0 < � 6 1p − 1− 1sp , ÔÏEn(H�1;p; S)p ≍
1n� ;(ii) ÅÓÌÉ � > 1p − 1 + 1s , ÔÏC2n1− 1p 6 En(H�1;p; S)p 6 C2n(1− 1p )(1− 1s );ÇÄÅ ≍ { Ä×ÕÓÔÏÒÏÎÎÅÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï Ó �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍÉ ËÏÎÓÔÁÎÔÁÍÉ,ÚÁ×ÉÓÑÝÉÍÉ ÔÏÌØËÏ ÏÔ p, s É �, Á C1 É C2 { �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ,ËÏÔÏÒÙÅ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ p É s.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 3 ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÔÅÏÒÅÍ 1É 2. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á Ï�ÅÎÏË Ó×ÅÒÈÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑÌÅÍÍÏÊ 8 É ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ (12).ï�ÅÎËÁ ÓÎÉÚÕ × ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÉ (i) ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 4, Á × ÕÔ×ÅÒÖÄÅ-ÎÉÉ (ii) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ Ï�ÅÎËÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 1 (i). �úÁÍÅÞÁÎÉÅ. îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï Ó×ÅÒÈÕ × ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÉ (ii) ÔÅÏÒÅÍÙ 3 Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÔÏÞÎÙÍ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÉ gn;s(x) :=
os(n − 1)sx ÎÅÔÒÕÄÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Ens(gn;s; S)p ≍ n(1− 1p )(s−1) (ÓÍ.,ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [3℄). ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ1. á. á. �ÁÌÁÌÑÎ, ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÊ ËÌÁÓÓÏ× Lp[0; 1℄; 0 < p < 1, ÏÒÔÏÇÏ-ÎÁÌØÎÙÍÉ ÒÑÄÁÍÉ. | A
ta Math. A
adem. S
i. Hungar. 21 �1{2 (1970), 1{9.2. J. H. Shapiro, Subspa
es of Lp(G) spanned by 
hara
ters: 0 < p < 1. | Isr. J.Math. 29, �2{3 (1978), 248{264.3. ÷. é. é×ÁÎÏ×, ÷. á. àÄÉÎ, ï ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ × Lp; 0 < p < 1.| íÁÔ. ÚÁÍÅÔËÉ 28, �6 (1980), 859{868.4. á. ÷. Aleksandrov, Essays on non lo
ally 
onvex Hardy 
lasses. | Le
ture Notesin Math. 864 (1981), Springer-Verlag, 1{89.5. ÷. é. é×ÁÎÏ×, ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ËÒÁÔÎÙÍÉ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅ-ÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÒÑÄÁÍÉ. | �Ò. íéáî óóóò 164 (1983), 100{123.6. à. ó. ëÏÌÏÍÏÊ�Å×, ðÏÌÎÏÔÁ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ × ËÌÁÓÓÁÈ '(L).| íÁÔ. ÚÁÍÅÔËÉ 81, �5 (2007), 707{712.7. ü. á. óÔÏÒÏÖÅÎËÏ, ÷. ç. ëÒÏÔÏ×, ð. ïÓ×ÁÌØÄ, ðÒÑÍÙÅ É ÏÂÒÁÔÎÙÅ ÔÅÏÒÅÍÙÔÉ�Á äÖÅËÓÏÎÁ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ Lp, 0 < p < 1. | íÁÔÅÍ. ÓÂ. 98 (1975),395{415.



ï ðòéâìéöåîéé æõîëãéê ÷ Lp, 0 < p < 1 838. ÷. é. é×ÁÎÏ×, ðÒÑÍÙÅ É ÏÂÒÁÔÎÙÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÔÅÏÒÉÉ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ × ÍÅÔÒÉËÅLp ÄÌÑ 0 < p < 1. | íÁÔ. ÚÁÍÅÔËÉ 18, �5 (1975), 641-658.9. ë. ÷. òÕÎÏ×ÓËÉÊ, ï ÓÅÍÅÊÓÔ×Å ÌÉÎÅÊÎÙÈ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× × �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ Lp, 0 < p < 1. | íÁÔÅÍ. ÓÂ. 184, �2 (1993), 145{160.10. R. M. Trigub and E. S. Belinsky, Fourier Analysis and Approximation of Fun
tions.Kluwer (2004).11. ü. á. óÔÏÒÏÖÅÎËÏ, �ÅÏÒÅÍÙ ×ÌÏÖÅÎÉÑ É ÎÁÉÌÕÞÛÉÅ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ. | íÁÔÅÍ.ÓÂ. 97, �2 (1975), 230{241.12. ÷. ÷. ðÅÌÌÅÒ, ï�ÉÓÁÎÉÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× çÁÎËÅÌÑ ËÌÁÓÓÁ Sp �ÒÉ p > 0, ÉÓÓÌÅÄÏ×Á-ÎÉÅ ÓËÏÒÏÓÔÉ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÊ Á��ÒÏËÓÉÍÁ�ÉÉ É ÄÒÕÇÉÅ �ÒÉÌÏÖÅÎÉÑ. | íÁÔÅÍ.ÓÂ. 122, �4 (1983), 481{510.13. á. á. âÕÈÛÔÁÂ, �ÅÏÒÉÑ ÞÉÓÅÌ. | ðÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÅ, í. (1966).Kolomoitsev Yu. S. On approximation of fun
tions by trigonometri
polynomials with in
omplete spe
trum in Lp, 0 < p < 1.Suppose B is a subset of integers that possesses 
ertain arithmeti
properties. Estimates of the best approximation of fun
tions in the spa
eLp, 0 < p < 1, by trigonometri
 polynomials that are 
onstru
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