
úÁ�ÉÓËÉ ÎÁÕÞÎÙÈÓÅÍÉÎÁÒÏ× ðïíé�ÏÍ 365, 2009 Ç.å. ÷. æÅÒÅÎÓ-óÏÒÏ�ËÉÊï ðïó�òïåîéé æïòíáìøîùè çòõðð óúáäáîîùí ÷ùäåìåîîùí çïíïíïòæéúíïí1. ÷×ÅÄÅÎÉÅîÁÉÂÏÌÅÅ ÈÏÒÏÛÏ ÉÚÕÞÅÎÎÙÊ ×ÉÄ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÇÒÕ�� { ÆÏÒÍÁÌØ-ÎÙÅ ÇÒÕ��Ù ìÀÂÉÎÁ{�ÜÊÔÁ, ××ÅÄÅÎÎÙÅ äÖ. ìÀÂÉÎÏÍ É äÖ. �ÜÊÔÏÍ× ÓÔÁÔØÅ [1℄ (ÓÍ. ÔÁËÖÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ × [2, I.8℄). ïÎÉ ÔÅÓÎÏ Ó×ÑÚÁÎÙÓ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÔÅÏÒÉÅÊ �ÏÌÅÊ ËÌÁÓÓÏ×, ÓÉÍ×ÏÌÏÍ çÉÌØÂÅÒÔÁ (ÓÉÍ×ÏÌÏÍÎÏÒÍÅÎÎÏÇÏ ×ÙÞÅÔÁ) É ÚÁËÏÎÏÍ ×ÚÁÉÍÎÏÓÔÉ. ÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÅ ×ÒÅÍÑ ÁË-ÔÕÁÌØÎÙÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ìÀÂÉÎÁ É�ÜÊÔÁ ÎÁ ÂÏÌÅÅ ÛÉÒÏËÉÅ ËÌÁÓÓÙ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÇÒÕ�� { × ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ, ×Ó×ÑÚÉ Ó ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØÀ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÎÁ ÜÔÉÈ ÇÒÕ��ÁÈ ÓÉÍ×ÏÌ çÉÌØÂÅÒÔÁÉ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÚÁËÏÎ ×ÚÁÉÍÎÏÓÔÉ.ïÄÉÎ ÉÚ ÜÔÉÈ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ×, ÄÏËÁÚÁÎÎÙÈ × [1℄, ÆÏÒÍÕ-ÌÉÒÕÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ (ÓÍ. [3℄):�ÅÏÒÅÍÁ A. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÔÅ�ÅÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ f(x) Ó �ÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ-�ÉÅÎÔÁÍÉ, ÔÁËÏÇÏ, ÞÔÏ f ≡ �xmod deg 2 É f ≡ xq mod�, ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÆÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÇÒÕ��Á ìÀÂÉÎÁ{�ÅÊÔÁ F ÔÁËÁÑ, ÞÔÏf(x) = fF { ×ÙÄÅÌÅÎÎÁÑ ÉÚÏÇÅÎÉÑ F .áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÂÙÌ ÄÏËÁÚÁÎ ü. ÄÅ ûÁÌÉ × ÓÔÁÔØÅ [4℄ ÄÌÑÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÙÈ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÇÒÕ�� ìÀÂÉÎÁ{�ÜÊÔÁ (ÓÍ. ÔÁËÖÅ [3℄).�ÅÏÒÅÍÁ B. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÔÅ�ÅÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ f(x) Ó �ÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ-�ÉÅÎÔÁÍÉ, ÔÁËÏÇÏ, ÞÔÏ f ≡ �′xmod deg 2 É f ≡ xq mod�′, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÇÒÕ��Á ìÀÂÉÎÁ{�ÅÊÔÁ F ÔÁ-ËÁÑ, ÞÔÏ f(x) = fF { ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ F × F�.÷ Ó×ÏÅÊ ÓÔÁÔØÅ [3℄ (ÔÏÞÎÅÅ [3, ÔÅÏÒÅÍÁ 2℄) ï. ÷. äÅÍÞÅÎËÏ ÄÏËÁÚÁÌÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÄÌÑ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÇÒÕ�� èÏÎÄÙ.�ÅÏÒÅÍÁ C. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ \ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ" ÔÉ�Á u = � − a1N − · · · −ahNh É ÌÀÂÏÇÏ ÓÔÅ�ÅÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ f(x) Ó �ÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÔÁ-òÁÂÏÔÁ �ÏÄÄÅÒÖÁÎÁ ÇÒÁÎÔÏÍ òææé No. 08-01-00777-a .236



ï ðïó�òïåîéé æïòíáìøîùè çòõðð 237ËÏÇÏ, ÞÔÏ f ≡ �=ahxmod deg 2 É f ≡ xqh mod�, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎ-ÎÁÑ ÆÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÇÒÕ��Á èÏÎÄÙ F ÜÔÏÇÏ ÔÉ�Á ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ f(x) = fF {×ÙÄÅÌÅÎÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ F × AF .(ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÓÍ. × [3℄. ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈÇÒÕ�� èÏÎÄÙ { ÓÍ. [2, I.7℄.)÷ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÇÒÕ��Ù (× �ÅÒ×ÕÀÏÞÅÒÅÄØ, p-ÔÉ�ÉÞÅÓËÉÅ) × ÓÌÕÞÁÅ ÍÁÌÏÇÏ ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ. ïÎÉ ÎÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑÎÉ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÍÉ ÇÒÕ��ÁÍÉ ìÀÂÉÎÁ{�ÜÊÔÁ, ÎÉ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÍÉ ÇÒÕ�-�ÁÍÉ èÏÎÄÙ. äÌÑ ÎÉÈ ÄÏËÁÚÁÎÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÔÅÏÒÅÍÁÍA, B É C.�ÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ ÄÁÎ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÔÉ�u(�) = p− ah�h − ah+1�h+1 − · · ·É ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÊ p-ÔÉ�ÉÞÅÓËÉÊ ÏÓÔÏ× {fpk | k ≥ 0}. �ÏÇÄÁ ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÕÀÔ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÊ ÒÑÄ f(x) Ó ÔÁËÉÍ ÏÓÔÏ×ÏÍ É Ä×Åp-ÔÉ�ÉÞÅÓËÉÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÇÒÕ��Ù F É F1 ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ F ÉÍÅÅÔ ÔÉ�u(�) É f(x) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÉÚ F × F1.÷ ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ ÓÉÍ×ÏÌÁ çÉÌØÂÅÒÔÁ É ÚÁËÏÎÁ ×ÚÁÉÍÎÏÓÔÉ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊÉÎÔÅÒÅÓ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ f(x) { ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅ�ÅÎÉ ph (h{ ×ÙÓÏÔÁ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÇÒÕ��Ù). úÄÅÓØ ÄÏËÁÚÁÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅ-ÎÉÅ.�ÅÏÒÅÍÁ 2. ðÕÓÔØ × ÔÅÏÒÅÍÅ 1 p-ÔÉ�ÉÞÅÓËÉÊ ÏÓÔÏ× Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÓÔÏ×ÏÍÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÓÔÅ�ÅÎÉ ph, ÔÏ ÅÓÔØ fpk = 0 �ÒÉ k > h, Á ÔÁËÖÅ h >1. �ÏÇÄÁ ÎÉ �ÒÉ ËÁËÏÍ ÔÉ�Å u(�) ×ÙÓÏÔÙ h ÓÔÅ�ÅÎÎÏÊ ÒÑÄ f(x) ÎÅÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ.ïÓÎÏ×ÎÙÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÄÁÎÙ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ �ÁÒÁ-ÇÒÁÆÅ. 2. ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑK { ÌÏËÁÌØÎÏÅ �ÏÌÅ, ËÏÎÅÞÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ Qp (p �ÒÏÓÔÏÅ, p 6= 2).ó×ÏÊÓÔ×Á ÔÁËÉÈ �ÏÌÅÊ É Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ Ó ÎÉÍÉ �ÏÎÑÔÉÊ (× ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ, ÉÓ-�ÏÌØÚÕÅÍÙÈ ÎÉÖÅ) �ÏÄÒÏÂÎÏ Ï�ÉÓÁÎÙ × �ÅÒ×ÙÈ ÇÌÁ×ÁÈ ÍÏÎÏÇÒÁÆÉÉ [5℄.�(·) { ÄÉÓËÒÅÔÎÏÅ ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÎÁ K.�p(·) { p-ÁÄÉÞÅÓËÏÅ ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ, �ÒÏÄÏÌÖÅÎÎÏÅ Ó Q ÎÁ K.
oK ÉÌÉ �ÒÏÓÔÏ o { ËÏÌØ�Ï �ÅÌÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× �ÏÌÑ K.



238 å. ÷. æåòåîó-óïòïãëéêóÌÏ×Ï \�ÅÌÙÊ" ÏÂÙÞÎÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ \ÌÅÖÁÝÉÊ × o".� { ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ �ÒÏÓÔÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ o, ÔÏ ÅÓÔØ �(�) = 1.e { ÉÎÄÅËÓ ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑK=Qp, ÔÏ ÅÓÔØ �(p) = e, �(·) = e�p(·).éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÕÞÁÊ ÍÁÌÏÇÏ ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ: e < p. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÄÌÑ ÆÏÒ-ÍÁÌØÎÙÈ ÇÒÕ�� ÄÁÎÁ ÕÄÏÂÎÁÑ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÑ × ÓÔÁÔØÅ í. ÷. âÏÎÄÁÒËÏÉ ó. ÷. ÷ÏÓÔÏËÏ×Á [6, ÔÅÏÒÅÍÁ 6.3.1℄.T { �ÏÄ�ÏÌÅ ÉÎÅÒ�ÉÉ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ K=Qp, oT { ËÏÌØ�Ï �ÅÌÙÈ �ÏÌÑ T .� { Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ T=Qp.F É F1 { ÆÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÇÒÕ��Ù (Ô.Å. ÆÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÇÒÕ��Ï×ÙÅ ÚÁËÏÎÙ)ÎÁÄ o.h ∈ N { ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, Ñ×ÌÑÀÝÅÅÓÑ ×ÙÓÏÔÏÊ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÇÒÕ��Ù F(Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÍ. [2, I.3.2.11℄);ah { ÚÁÄÁÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ o
∗T .÷ÙÒÁÖÅÎÉÑ �(x) = x+ L2x2 + L3x3 + · · · ∈ K[[X ℄℄; (1)�1(x) = x+ L′2x2 + L′3x3 + · · · ∈ K[[X ℄℄ (2)ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ ÌÏÇÁÒÉÆÍÙ (Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÍ. × [2, I.5.4℄) ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈÇÒÕ�� F É F1 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ É ÉÈ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ. ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÌÏ-ÇÁÒÉÆÍÁ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÇÒÕ��Ù ÎÁÄ o ÄÏÌÖÎÁ ÉÍÅÔØ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ × o(�ÏÄÒÏÂÎÅÅ ÓÍ. [2℄). îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ �(x) ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ nLn ∈ o �ÒÉ ×ÓÅÈn (ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ nL′n ∈ o ÄÌÑ �1(x)). ëÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÅÜÔÉÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÍÉ.f(x) { ÓÔÅ�ÅÎÎÏÊ ÒÑÄ ÎÁÄ o, ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ f(0) = 0. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ËÏÜÆÆÉ-�ÉÅÎÔÙ f(x) = f1x+ f2x2 + f3x3 + · · · ; (3)f(x)k = f (k)1 x+ f (k)2 x2 + f (k)3 x3 + · · · : (4)ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ f (1)n = fn, f (n)n = fn1 É f (k)n = 0 �ÒÉ k > n. ÷ ÏÂÝÅÍÓÌÕÞÁÅ, f (k)n ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ f1, : : : , fn−1.âÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÓÔÅ�ÅÎÎÙÅ ÒÑÄÙ f(x) ÓÏ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ:1) f(x) ≡ (p=ah)xmod deg 2, Ô.Å. f1 = p=ah;2) f(x) ≡ xph mod p, Ô.Å. fph ≡ 1mod p, Á �ÒÉ n 6= ph, fn ≡ 0mod p.�ÁËÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÎÏÊ ÒÑÄ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÍ ÒÑÄÏÍ.



ï ðïó�òïåîéé æïòíáìøîùè çòõðð 239îÁÚÏ×ÅÍ p-ÔÉ�ÉÞÅÓËÉÍ ÏÓÔÏ×ÏÍ ÉÌÉ �ÒÏÓÔÏ ÏÓÔÏ×ÏÍ ÒÑÄÁ f(x)ÎÁÂÏÒ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× f1, fp, fp2 : : : (× ÎÅËÏÊ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ ÎÁÍ ÂÕÄÅÔÄÁÎ ÔÏÌØËÏ ÏÓÔÏ×, Á ÏÓÔÁÌØÎÏÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÄÏÓÔÒÁÉ×ÁÔØ). îÁÚÏ×ÅÍ ÏÓÔÏ×ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÏÂÌÁÄÁÅÔ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ:1) f1 = p=ah;2) fph ≡ 1mod p, Á �ÒÉ k 6= h, fpk ≡ 0mod p.ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÏÓÔÏ× ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏÇÏ ÒÑÄÁ { ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÊ ÏÓÔÏ×.îÁÚÏ×ÅÍ p-ÔÉ�ÉÞÅÓËÉÍÉ ÞÁÓÔÑÍÉ ÌÏÇÁÒÉÆÍÏ× �(x) É �1(x) ×ÙÒÁ-ÖÅÎÉÑ �p(x) = x+ Lpxp + Lp2xp2 + · · · ; (5)�p;1(x) = x+ L′pxp + L′p2xp2 + · · · : (6)óÏÇÌÁÓÎÏ [2, �ÅÏÒÅÍÁ 16.4.14℄, �p(x) É �p;1(x) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÌÏÇÁÒÉÆÍÁÍÉÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÇÒÕ�� Fp É Fp;1, ÓÔÒÏÇÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÈ F É F1 ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÅÎÎÏ.þÅÒÅÚ Ï�ÅÒÁÔÏÒ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ ��(∑ ixi) =∑ �i xpi; i ∈ T (7)ÚÁ�ÉÛÅÍ �p(x) = (�(�))(x) = (1 + Lp�+ Lp2�2 + · · · )(x): (8)óÏÇÌÁÓÎÏ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÏÎÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ [6, �ÅÏÒÅÍÁ 6.3.1℄, ÔÏ, ÞÔÏ ÒÑÄ�p(x) ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÏÇÁÒÉÆÍÏÍ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÇÒÕ��Ù, ÒÁ×-ÎÏÓÉÌØÎÏ ÎÁÌÉÞÉÀ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ�(�) = v(�)u−1(�); (9)v(�) = p+ b1�+ b2�2 + · · · ; bi ∈ �o; (10)u(�) = p−ah�hah+1�h+1−· · · ; ai∈oT ; ah∈o
∗T : (11)úÄÅÓØ h ÂÕÄÅÔ ×ÙÓÏÔÏÊ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÇÒÕ�� Fp É F , u(�) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑÔÉ�ÏÍ Fp É F , Á ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÒÑÄÏ× ÏÔ � { ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÅ, �Ï �ÒÁ-×ÉÌÕ b�i ∗ a�j = ba�i�i+j ; b ∈ K; a ∈ T: (12)ä×ÕÓÔÏÒÏÎÎÉÊ ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÄÌÑ u(�) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÓÕ-ÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ËÁË É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÒÑÄÁ ÉÚ T [[�℄℄ Ó ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍ Ó×ÏÂÏÄÎÙÍÞÌÅÎÏÍ R(�) = r0(1 + S(�)�) ∈ T [[�℄℄; (13)



240 å. ÷. æåòåîó-óïòïãëéêR−1(�)=(1−S(�)�+(S(�)�)2−(S(�)�)3+· · · )r−10 : (14)îÁËÏÎÅ�, ××ÅÄÅÍ ÕÄÏÂÎÏÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅB(�) = 1 + ah+1ah �+ ah+2ah �2 + · · ·= 1 +B1�+B2�2 + · · · ; Bk ∈ oT ; (15)ËÏÔÏÒÏÅ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÚÁ�ÉÓÁÔØ u(�) = p − ahB(�)�h. úÁÄÁÔØ ÔÉ� ÆÏÒ-ÍÁÌØÎÏÊ ÇÒÕ��Ù ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÚÁÄÁÔØ h, ah É ÎÁÂÏÒ {Bk}.áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÄÌÑ F1 É �p;1 ××ÅÄÅÍ �1(�) = v1(�)u−11 (�). îÁÚÏ×ÅÍF É F1 ×ÙÄÅÌÅÎÎÏÊ �ÁÒÏÊ, ÅÓÌÉv1(�) = a−1h v(�)ah; (16)u1(�) = u�h(�)B−1(�): (17)(óÔÅ�ÅÎØ �h ÏÚÎÁÞÁÅÔ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅ �h Ë ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍ u(�).)äÌÑ e = 1 É ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÇÒÕ�� èÏÎÄÙ ÜÔÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ �ÅÒÅÊÄÕÔ× �1(x) = B(�)(��h (x)) ÉÚ ÓÔÁÔØÉ [3℄, ÔÁË ÞÔÏ F É AF ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ C{ ×ÙÄÅÌÅÎÎÁÑ �ÁÒÁ.äÏ�ÕÓÔÉÍÙÊ ÓÔÅ�ÅÎÎÏÊ ÒÑÄ f(x) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÍ ÇÏÍÏÍÏÒ-ÆÉÚÍÏÍ, ÅÓÌÉ ÅÓÔØ ÔÁËÁÑ ×ÙÄÅÌÅÎÎÁÑ �ÁÒÁ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÇÒÕ�� F É F1,ÞÔÏ f(x) { ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ F × F1, Ô.Å.f(x) = [ pah ]F;F1 : (18)3. ïÓÎÏ×ÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ É ÆÏÒÍÕÌÁ Ó×ÑÚÉòÁÓ�ÉÛÅÍ ÆÏÒÍÕÌÕ (18) �ÏÄÒÏÂÎÅÅ (ÓÒ. Ó [2, I.1.4.1℄ É [2, I.5.4℄)�1(f(x)) = pah�(x); ∑k∈N

L′kf(x)k =∑n∈N

pahLnxn (L1 = L′1 = 1) (19)É �ÒÉÒÁ×ÎÑÅÍ ÄÌÑ ×ÓÅÈ n ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ �ÒÉ xn × ÌÅ×ÏÊ É �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ
∑k∈N

L′kf (k)n = fn + ∑1<k<nL′kf (k)n + L′n( pah)n = pahLn: (20)



ï ðïó�òïåîéé æïòíáìøîùè çòõðð 241÷×ÅÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ (ÏÔÓÀÄÁ É ÄÏ ËÏÎ�Á ÓÔÁÔØÉ)Sn = fn + ∑1<k<nL′kf (k)n : (21)éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÜÔÏ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ, �ÒÅÏÂÒÁÚÕÅÍ (20)Ln = ahp Sn +( pah)n−1 L′n: (22)æÏÒÍÕÌÕ (22) ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ. õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ \ÄÏ-�ÕÓÔÉÍÙÊ ÒÑÄ f(x) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÉÚ F × F1" ÏÚÎÁÞÁÅÔ ×ÔÏÞÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ ÏÓÎÏ×ÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ �ÒÉ ×ÓÅÈ n ∈ N.�Å�ÅÒØ ÒÁÓ�ÉÛÅÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó �ÏÎÑÔÉÅÍ ×ÙÄÅÌÅÎÎÏÊ�ÁÒÙ.ìÅÍÍÁ 1. éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏahB(�)(u�h (�))−1 = u−1(�)ahB(�):äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÚ �ÒÁ×ÉÌÁ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ (12) ÓÌÅÄÕÅÔ�hu(�) = u�h(�)�h. ðÏÌØÚÕÑÓØ ÜÔÉÍ É Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ B(�) (ÓÍ. (15)),ÎÁ�ÉÛÅÍahB(�)(u�h (�))−1�h = ahB(�)(u�h (�))−1�hu(�)u−1(�)= ahB(�)(u�h (�))−1u�h(�)�hu−1(�) = ahB(�)�hu−1(�)= (p− u(�))u−1(�) = pu−1(�)− u(�)u−1(�)= u−1(�)p− u−1(�)u(�) = u−1(�)(p− u(�))= u−1(�)ahB(�)�h: (23)
óÏËÒÁÔÉ× × ÎÁÞÁÌÅ É × ËÏÎ�Å �h, �ÏÌÕÞÉÍ ÉÓËÏÍÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï, Þ.Ô.Ä.éÓ�ÏÌØÚÕÅÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ×ÙÄÅÌÅÎÎÏÊ �ÁÒÙ (16), (17) É ÌÅÍÍÕ 1:�1(�) = v1(�)u−11 (�) = a−1h v(�)ah(u�h(�)B−1(�))−1= a−1h v(�)ahB(�)(u�h (�))−1 = a−1h v(�)u−1(�)ahB(�)= a−1h �(�)ahB(�): (24)



242 å. ÷. æåòåîó-óïòïãëéêó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ (8), ÉÍÅÅÍ�1(�) = 1 + L′p�+ L′p2�2 + · · · : (25)òÁÓËÒÏÅÍ �ÒÁ×ÕÀ ÞÁÓÔØ (24) × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó (8) É (15) É �ÒÉÒÁ×ÎÑÅÍ× ÆÏÒÍÕÌÁÈ (25) É (24) ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ �ÒÉ �k:L′pk = a�k−1h Lpk + a�k−1−1h Lpk−1B�k−11 + · · ·+ a�−1h LpB�k−1 +Bk: (26)÷×ÅÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ (Ï�ÑÔØ ÖÅ, ÏÔÓÀÄÁ É ÄÏ ËÏÎ�Á ÓÔÁÔØÉ)Zk = a�k−1−1h Lpk−1B�k−11 + · · ·+ a�−1h LpB�k−1 +Bk: (27)�ÏÇÄÁ (26) ÍÏÖÎÏ ÓÏËÒÁÝÅÎÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍL′pk = a�k−1h Lpk + Zk: (28)æÏÒÍÕÌÙ (26) É (28) ÍÙ ÎÁÚÏ×ÅÍ ÆÏÒÍÕÌÏÊ p-ÔÉ�ÉÞÅÓËÏÊ Ó×ÑÚÉ ÉÌÉ�ÒÏÓÔÏ ÆÏÒÍÕÌÏÊ Ó×ÑÚÉ. õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ \ÆÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÇÒÕ��Ù F É F1ÏÂÒÁÚÕÀÔ ×ÙÄÅÌÅÎÎÕÀ �ÁÒÕ" ÏÚÎÁÞÁÅÔ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ Ó×ÑÚÉÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ �ÒÉ ×ÓÅÈ k ∈ N (�ÒÉ k = 0 ÏÎÁ ×ÓÅÇÄÁ ×ÅÒÎÁ).4. ìÅÍÍÙ Ï ÄÅÌÉÍÏÓÔÉ÷ ÜÔÏÍ �ÁÒÁÇÒÁÆÅ ÂÕÄÕÔ ÄÏËÁÚÁÎÙ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÅ ÌÅÍÍÙÉ ×Ù×ÅÄÅÎÙ ×ÁÖÎÙÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ ÉÚ ÎÉÈ. ðÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ f(x) {ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÊ ÒÑÄ (ÓÍ. §2), Á ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÏÓÎÏ×ÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁÉ ÆÏÒÍÕÌÁ Ó×ÑÚÉ.ìÅÍÍÁ 2. ðÕÓÔØ j1, : : : jm ∈ N, k = j1 + · · · + jm, d { ÜÔÏ îïä (j1,: : : jm), s = �p(k), t = �p(d). �ÏÇÄÁ ÍÕÌØÔÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÊ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔC = Cj1;:::;jmk = k!j1! : : : jm! (29)ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ps−t (×ÏÚÍÏÖÎÏ, É ÎÁ ÂÏÌØÛÕÀ ÓÔÅ�ÅÎØ p).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ ×ÈÏÖÄÅÎÉÑ ÓÔÅ�ÅÎÉ �ÒÏ-ÓÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ × ÆÁËÔÏÒÉÁÌ, �ÏÌÕÞÁÅÍ�p(C) = ∞
∑r=1(⌊ kpr ⌋− ⌊ j1pr ⌋− · · · −

⌊ jmpr ⌋) : (30)



ï ðïó�òïåîéé æïòíáìøîùè çòõðð 243úÁÍÅÞÁÎÉÅ. äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ a, b É 
⌊a ⌋+ ⌊b⌋ ≤

⌊a+ b ⌋ : (31)éÚ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ × (30) ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙ.�ÁËÖÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ �ÒÉ r = t+1; : : : ; s ÓÔÒÏÇÏ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ, �ÏÓËÏÌØËÕ
⌊ kpr ⌋ = kpr = j1 + · · ·+ jmpr = j1pr + · · ·+ jmpr > ⌊ j1pr ⌋+ · · ·+⌊jmpr ⌋ : (32)�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �p(C) ≥ s− t, ÔÏ ÅÓÔØ ps−t | C. ìÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 2 × ÜÔÏÍ �ÁÒÁÇÒÁÆÅ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍ ÂÅÚ �ÏÑÓÎÅ-ÎÉÊ.ìÅÍÍÁ 3. ðÕÓÔØ n; k ∈ N, n 6= phk. �ÏÇÄÁ f (k)n ...ps+1.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ (ÓÍ. (4)), ÞÔÏ f (k)n { ÓÕÍÍÁ ×ÓÅ×ÏÚ-ÍÏÖÎÙÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ×ÉÄÁ Cj1;:::;jmk f j1i1 : : : f jmim ; (33)ÇÄÅ j1+ · · ·+jm = k É i1j1+ · · ·+ imjm = n (ÞÉÓÌÏ m ÎÅ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÏ!).ðÕÓÔØ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, im 6= ph. åÓÌÉ ÎÅÌØÚÑ ÔÁË ÓÄÅÌÁÔØ, ÔÏ m = 1 Éi1 = ph, ÔÁË ÞÔÏ k = j1 É n = phk { �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.�ÁË ËÁË f(x) ≡ xph mod p, ÔÏ p | fim (Ô.Å. fim ∈ po), É pjm | f jmim .�ÁËÖÅ d | jm É pt | d, ÏÔËÕÄÁ pt | jm É jm ≥ pt ≥ t + 1 { �ÏÌÕÞÁÅÍpt+1 | f jmim .ðÏ ÌÅÍÍÅ 2, ps−t | Cj1 ;:::;jmk , ÔÁË ÞÔÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ (33) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ps+1.óÕÍÍÁ ÜÔÉÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ, ÒÁ×ÎÁÑ f (k)n , ÔÏÇÄÁ ÔÏÖÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ps+1.ìÅÍÍÁ 3′. ðÕÓÔØ n = phk. �ÏÇÄÁ f (k)n ≡ 1mod ps+1.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÌÅÍÍÙ 3 { ÔÏÌØËÏ × ÓÌÁÇÁÅÍÏÍ fkph .�ÁË ËÁË fph ≡ 1mod p, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ a ∈ o ÔÁËÏÅ, ÞÔÏfkph = (1 + pa)k = 1 + k

∑r=1Crkprar: (34)ëÁÖÄÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ × �ÏÓÌÅÄÎÅÊ ÓÕÍÍÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ps+1: �ÕÓÔØ q = �p(r),ÔÏÇÄÁ ps−q | Crk �Ï ÌÅÍÍÅ 2; ÔÁËÖÅ r ≥ pq ≥ q + 1, ÔÁË ÞÔÏ pq+1 |pr. �ÏÇÄÁ fkph ≡ 1mod ps+1, Á ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, É f (k)n ÓÒÁ×ÎÉÍÏ Ó 1 �ÏÍÏÄÕÌÀ ps+1.



244 å. ÷. æåòåîó-óïòïãëéêóÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1. åÓÌÉ n 6= phk, ÔÏ p | L′kf (k)n �ÒÉ ÌÀÂÏÍ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏÍ L′k.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏ�ÕÓÔÉÍÏÓÔØ L′k ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ kL′k ∈ o, Ô.Å.psL′k ∈ o ((k=ps; p) = 1 ⇒ k=ps ∈ Z∗p ⊂ o
∗). ìÅÍÍÁ 3 ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏf (k)n ∈ ps+1o. ïÂßÅÄÉÎÑÑ ÜÔÉ ÆÁËÔÙ, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÎÕÖÎÕÀ ÄÅÌÉÍÏÓÔØ.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2. åÓÌÉ ph ∤ n, ÔÏ p | Sn �ÒÉ ÌÀÂÙÈ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÈ L′1, : : :L′n−1.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷Ó�ÏÍÎÉÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ (21). �ÁË ËÁË ph ∤ n, ÔÏ×ÅÚÄÅ n 6= phk, É �Ï ÓÌÅÄÓÔ×ÉÀ 1, p | L′kf (k)n . îÁËÏÎÅ�, p | fn, ÔÁË ËÁËn 6= ph. éÚ ÄÅÌÉÍÏÓÔÉ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÓÌÅÄÕÅÔ ÄÅÌÉÍÏÓÔØ ÓÕÍÍÙ.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1. åÓÌÉ n = phm, ÔÏ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÆÏÒÍÕÌÅ p | S′nSn = fn + ∑1<k<nL′kf (k)n = fn + ∑k 6=mL′kf (k)n + L′mf (m)n= S′n + L′mf (m)n : (35)üÔÏ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÁË ÖÅ, ËÁË ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2.õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 1. ðÒÉ ÌÀÂÙÈ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÈ L′1, : : : L′n, ÅÓÌÉ ph ∤ n,ÔÏ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ Ln ∈ o. åÓÌÉ ÖÅ �p(n) = r ≥ h, ÔÏ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏpr−h+1Ln ∈ o.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÌÏÖÉÍ r = �p(n). �ÏÇÄÁ n − 1 ≥ pr − 1 ≥ r Épr | pn−1, Á ÔÁËÖÅ pr | (p=ah)n−1. �ÁË ËÁË L′n { ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏÅ, ÔÏ prL′n ∈ o(ÓÍ. ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1). ðÏÜÔÏÍÕ (p=ah)n−1L′n ∈ o { ÓÍ. ÏÓÎÏ×ÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ(22).åÓÌÉ ph ∤ n, ÔÏ p | Sn �Ï ÓÌÅÄÓÔ×ÉÀ 2 ⇒ (ah=p)Sn ∈ o. �ÏÇÄÁ Ln ∈ oÉÚ (22).åÓÌÉ ÖÅ r ≥ h, ÔÏ p | S′n, ÔÁË ÞÔÏ (ah=p)S′n ∈ o (ÓÍ. ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ 1).ïÓÔÁÅÔÓÑ (ah=p)L′mf (m)n , ÇÄÅ m = n=ph. �ÁË ËÁË �p(m) = r− h, Á L′m {ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏÅ, ÔÏ pr−hL′m ∈ o. �ÏÇÄÁ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ pr−h+1(ah=p)L′mf (m)n ∈ o.ðÒÉÍÅÎÑÑ (22), �ÏÌÕÞÁÅÍ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ pr−h+1Ln ∈ o.ìÅÍÍÁ 4. pk−1Zk ∈ o (k ∈ N) �ÒÉ ÌÀÂÙÈ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÈ Lp, Lp2 , : : :Lpk−1 .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏÍÎÏÖÉÍ ÆÏÒÍÕÌÕ (27) ÎÁ pk−1 É ÓÇÒÕ��ÉÒÕÅÍÔÁË pk−1Zk = pk−1Bk + k−1

∑r=1 pk−1−ra�r−1h (prLpr)B�rk−r : (36)



ï ðïó�òïåîéé æïòíáìøîùè çòõðð 245�ÁË ËÁË ×ÓÅ Lpr ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÅ, ÔÏ prLpr ∈ o. ðÏÜÔÏÍÕ ×ÓÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ�ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ �ÅÌÙÅ (×Ó�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ B1, : : : , Bk ×ÓÅ �ÅÌÙÅ). á ÔÏÇÄÁÉ pk−1Zk �ÅÌÏÅ. 5. p-ÔÉ�ÉÞÅÓËÉÅ ÞÁÓÔÉ�Å�ÅÒØ ÍÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÏÄÒÏÂÎÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Ln É L′n ÄÌÑ n, Ñ×ÌÑÀ-ÝÅÇÏÓÑ ÓÔÅ�ÅÎØÀ p (× ÜÔÏÍ �ÁÒÁÇÒÁÆÅ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ n = pk). ðÒÅÄ�ÏÌÁ-ÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÏÓÎÏ×ÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ (22) É ÆÏÒÍÕÌÁ Ó×ÑÚÉ (28).óÎÁÞÁÌÁ �ÏÄÓÔÁ×ÉÍ ÆÏÒÍÕÌÕ Ó×ÑÚÉ × ÏÓÎÏ×ÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕLpk = ahp Spk +( pah)pk−1 L′pk= ahp Spk +( pah)pk−1 (a�k−1h Lpk + Zk): (37)òÁÓËÒÙ×ÁÑ, �ÏÌÕÞÉÍ �ÒÉ Lpk ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ 1−ppk−1a�k−pkh . ïÞÅ×ÉÄÎÏ,ÏÎ ÌÅÖÉÔ × o
∗; ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÏÂÒÁÔÎÙÊ Ë ÎÅÍÕ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ ek. ñÓÎÏ, ÞÔÏek ≡ 1mod ppk−1. �ÏÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØLpk = ahekp Spk +( pah)pk−1 ekZk: (38)�Å�ÅÒØ ÎÁÏÂÏÒÏÔ, �ÏÄÓÔÁ×ÉÍ ÏÓÎÏ×ÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ × ÆÏÒÍÕÌÕ Ó×ÑÚÉL′pk = a�k−1h Lpk + Zk = a�k−1h (ahp Spk +( pah)pk−1 L′pk)+ Zk: (39)áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, �ÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÆÏÒÍÕÌÅL′pk = a�kh ekp Spk + ekZk: (40)òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ (21) É (27), ÌÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ:ÅÓÌÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÙ f1, : : : , fpk , B1, : : : , Bk É ×ÓÅ Lm É L′m ÄÌÑ m < pk, ÔÏLpk É L′pk ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ �Ï ÆÏÒÍÕÌÁÍ (38) É (40) ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÅÎÎÏ.



246 å. ÷. æåòåîó-óïòïãëéêìÅÍÍÁ 5. ðÕÓÔØ ×ÓÅ Ln É L′n �ÒÉ n < pk { ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÅ. �ÏÇÄÁ Lpk ÉL′pk , Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ �Ï ÆÏÒÍÕÌÁÍ (38) É (40), ÔÏÖÅ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÅ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ pk−1Spk ∈ o. åÓÌÉ k < h, ÓÍ. ÓÌÅÄ-ÓÔ×ÉÅ 2. éÎÁÞÅ, pk−1S′pk ∈ o (É ÄÁÖÅ ∈ pko), ÓÍ. ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ 1. ïÓÔÁÅÔÓÑpk−1L′mf (m)n , ÇÄÅ m = pk−h { É ÏÎÏ �ÅÌÏÅ ÉÚ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏÓÔÉ L′m (Ô.Ë.k − 1 ≥ k − h).�ÁËÖÅ, �Ï ÌÅÍÍÅ 4, pk−1Zk ∈ o É ÔÅÍ ÂÏÌÅÅ pkZk ∈ o.äÏÍÎÏÖÉ× (38) É (40) ÎÁ pk É ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ×ÙÛÅÓËÁÚÁÎÎÏÅ, �ÏÌÕÞÁÅÍ,ÞÔÏ pkLpk ∈ o É pkL′pk ∈ o, Þ.Ô.Ä.ï�ÅÎËÁ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 5 ÏÞÅÎØ ÇÒÕÂÁÑ. óÅÊÞÁÓ ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÇÏÒÁÚÄÏ ÂÏÌÅÅÓÉÌØÎÕÀ Ï�ÅÎËÕ (ËÏÔÏÒÕÀ × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÂÕÄÅÍ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ).õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 2. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ k ∈ N É ÌÀÂÙÈ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÈ L′n �ÒÉn < pk, n { ÎÅ ÓÔÅ�ÅÎØ p, ÉÍÅÅÍ pqLpk ∈ o, pqL′pk ∈ o, ÇÄÅ q = ⌊k=h⌋.�ÁËÖÅ ÅÓÌÉ k = hq, ÔÏ pqLpk ; pqL′pk ∈ o
∗, ÔÏ ÅÓÔØ �(Lpk ) = �(L′pk ) =�(p−q) = −qe.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ h = 1, ÔÏ q = k É ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ Ó×ÏÄÉÔÓÑ ËÌÅÍÍÅ 5. äÁÌÅÅ ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ h ≥ 2. âÕÄÅÍ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÉÎÄÕË�ÉÅÊ �Ï k.âÁÚÁ ÉÎÄÕË�ÉÉ: k = 1. �ÏÇÄÁ k < h, ÔÁË ÞÔÏ q = 0, Á ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÓÌÅÄ-ÓÔ×ÉÑ 2, p | Sp = Spk . �ÁËÖÅ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ (27), Z1 = B1 ∈ o. òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÑ(38) É (40) �ÒÉ k = 1, ÌÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ Lp É L′p { �ÅÌÙÅ.éÎÄÕË�ÉÏÎÎÙÊ �ÅÒÅÈÏÄ: äÌÑ ×ÓÅÈ r < k ÉÍÅÅÍ ⌊r=h⌋ ≤ q, É �Ï�ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕË�ÉÉ, pqLpr ∈ o. ðÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (27) �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏpqZk { �ÅÌÏÅ.åÓÌÉ ÖÅ k = hq, ÔÏ ⌊r=h⌋ ≤ q − 1 �ÒÉ r < k, ÔÁË ÞÔÏ pq−1Lpr ∈ o, ÉpqZk ÎÅ �ÒÏÓÔÏ �ÅÌÏÅ, Á ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p (ÌÅÖÉÔ × po).�Å�ÅÒØ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ pq−1Spk ∈ o. ðÒÉ k < h ÜÔÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÔÁËËÁË q = 0, Á p | Spk ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÀ 2. ðÒÉ k ≥ h ÏÂÒÁÔÉÍÓÑË ÚÁÍÅÞÁÎÉÀ 1 É ÆÏÒÍÕÌÅ (35): Spk = S′pk + L′mf (m)pk , ÇÄÅ m = pk−h.ðÏÓËÏÌØËÕ p | S′pk , ÔÏ pq−1S′pk ∈ pqo ⊂ o. �ÁËÖÅ ⌊(k − h)=h⌋ = q − 1, É�Ï �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕË�ÉÉ, pq−1L′m ∈ o, ÔÁË ÞÔÏ É pq−1L′mf (m)pk ∈ o.óËÌÁÄÙ×ÁÑ, �ÏÌÕÞÁÅÍ pq−1Spk ∈ o.éÚ pqZk ∈ o, pq−1Spk ∈ o, (38) É (40) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ pqLpk ∈ o ÉpqL′pk ∈ o.



ï ðïó�òïåîéé æïòíáìøîùè çòõðð 247òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊ k = hq, ÔÏ ÅÓÔØ h | k. �ÏÇÄÁ (ÓÍ. ×ÙÛÅ) pqZk ∈po É pq−1S′pk ∈ pqo. ðÏÜÔÏÍÕ pqLpk ; pqL′pk ∈ o
∗ ⇔ pq−1L′mf (m)pk ∈ o

∗ (ÓÍ.(35), (38) É (40)). ðÏ ÌÅÍÍÅ 3′, f (m)pk ∈ o
∗, ÔÁË ÞÔÏ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔØpq−1L′m ∈ o

∗. îÏ ÜÔÏ ×ÅÒÎÏ �Ï �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕË�ÉÉ, Á �ÒÉ q = 1ÏÞÅ×ÉÄÎÏ (L′1 = 1).õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 2 �ÏÌÎÏÓÔØÀ ÄÏËÁÚÁÎÏ.6. ëÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ ÒÑÄÏ× v É v1õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 3. ðÒÉ ÌÀÂÙÈ ÎÁÂÏÒÁÈ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÈ Ln É L′n, ÒÑÄ v(�)(ÓÍ. ÆÏÒÍÕÌÕ (10)), ÉÍÅÅÔ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ bk ∈ po É, ÔÅÍ ÂÏÌÅÅ, bk ∈ �o.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÆÏÒÍÕÌÙ (9), (15) É (24), ÎÁÈÏÄÉÍv(�) = �(�)u(�) = �(�)(p− ahB(�)�h)= p�(�)− �(�)ahB(�)�h = p�(�)− ah�1(�)�h; (41)bk = { pLpk ; ÅÓÌÉ k < h;pLpk − ahL′pk−h ; ÅÓÌÉ k ≥ h: (42)åÓÌÉ k < h, ÔÏ Lpk ∈ o (ÓÍ. ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 1), ÔÁË ÞÔÏ bk = pLpk ∈ po.åÓÌÉ ÖÅ k ≥ h, ×Ó�ÏÍÎÉÍ ÆÏÒÍÕÌÕ (38), ÌÅÍÍÕ 4, É ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ 1pLpk = ahekSpk + ppkapk−1h ekZk ≡ ahekSpk
≡ ahekL′pk−hf (pk−h)pk mod p: (43)ðÏ ÌÅÍÍÅ 3′, f (pk−h)pk ≡ 1mod pk−h+1. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ËÁË ÍÙ ÚÁÍÅÔÉÌÉ,ek ≡ 1mod ppk−1 É ÔÅÍ ÂÏÌÅÅ, �Ï ÍÏÄÕÌÀ pk−h+1. ïÔÓÀÄÁ, ÉÚ (42) É (43)bk ≡ ahL′pk−h (ekf (pk−h)pk − 1) ∈ ahL′pk−hpk−h+1o ⊂ po: (44)ðÅÒ×ÏÅ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅ { �Ï ÍÏÄÕÌÀ p, �ÏÓÌÅÄÎÅÅ ×ËÌÀÞÅÎÉÅ { ÔÁË ËÁËpk−hL′pk−h ∈ o (L′pk−h ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏÅ). ðÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ É × ÜÔÏÍ ÓÌÕ-ÞÁÅ bk ∈ po.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2. ðÏÓËÏÌØËÕ (ÓÍ. (16)) v1 = a−1h vah, ÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 3×ÌÅÞÅÔ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÒÑÄÁ v(�), ÎÏ É ÒÑÄÁ v1(�) (Õ ÎÅÇÏbk;1 ∈ po).



248 å. ÷. æåòåîó-óïòïãëéê7. éÎÄÕË�ÉÏÎÎÙÊ �ÒÏ�ÅÓÓ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÒÅÛÅÎÉÑðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎ ÔÉ� u(�) (Ô.Å. h, ah É ÎÁÂÏÒ {Bk}) É ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÊ ÒÑÄf(x). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÇÒÕ�� F ÔÉ�Á u É F1 ÔÁËÉÈ,ÞÔÏ f(x) { ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ F × F1.îÁÞÉÎÁÑ Ó L1 = L′1 = 1, ÂÕÄÅÍ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ×ÙÞÉÓÌÑÔØ Ln, L′nÉ �Ï ÉÎÄÕË�ÉÉ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÉÈ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏÓÔØ (�ÅÒÅÈÏÄ ÏÔ ×ÓÅÈ m < nË n).ðÅÒÅÈÏÄ �ÅÒ×ÏÇÏ ÒÏÄÁ: n { ÎÅ ÓÔÅ�ÅÎØ p, �p(n) = r. ðÏ �ÒÅÄ�ÏÌÏ-ÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕË�ÉÉ, L′1, : : : L′n−1 ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙ. ðÒÉ ËÁËÏÍ ÕÇÏÄÎÏ ÄÏ�Õ-ÓÔÉÍÏÍ L′n, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÀ 1, pr−h+1Ln ∈ o ÉÌÉ (�ÒÉ r < h)Ln ∈ o, Á ÔÅÍ ÂÏÌÅÅ prLn ∈ o. úÎÁÞÉÔ, nLn ∈ o, Ô.Å. Ln { ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏÅ.ðÅÒÅÈÏÄ ×ÔÏÒÏÇÏ ÒÏÄÁ: n = pk. ðÏ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕË�ÉÉ, ×ÓÅLm É L′m �ÒÉ m < pk { ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÅ, Á Lpk É L′pk ×ÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚÎÉÈ �Ï ÆÏÒÍÕÌÁÍ (38) É (40). �ÏÇÄÁ Lpk É L′pk ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÅ, ÓÏÇÌÁÓÎÏÌÅÍÍÅ 5.ëÏÒÒÅËÔÎÙ É �ÏÌÕÞÁÀÝÉÅÓÑ ÒÑÄÙ v(�) É v1(�) (ÓÍ. ÕÔ×ÅÒÖÄÅ-ÎÉÅ 3 É ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ 2). �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÒÉ ÌÀÂÙÈ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÈ L′n(n { ÎÅ ÓÔÅ�ÅÎØ p), �p(x) É �p;1(x) { ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÌÏÇÁÒÉÆÍÙ p-ÔÉ�ÉÞÅÓËÉÈ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÇÒÕ��. ðÒÉ ÜÔÏÍ �(x) É �1(x) ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏÑ×ÌÑÀÔÓÑ ÌÏÇÁÒÉÆÍÁÍÉ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÇÒÕ��. ÷ÏÚÍÏÖÎÏ, ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÉÓ-�ÒÁ×ÉÔØ, ×ÙÂÒÁ× �ÏÄÈÏÄÑÝÉÅ L′n, ÎÏ × ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ ÍÙ ÏÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑp-ÔÉ�ÉÞÅÓËÉÍ ÓÌÕÞÁÅÍ: F = Fp, F1 = Fp;1.8. �ÅÏÒÅÍÁ ÄÌÑ p-ÔÉ�ÉÞÅÓËÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ÷ ÜÔÏÍ �ÁÒÁÇÒÁÆÅ ÍÙ, ÎÁËÏÎÅ�, ÄÏËÁÖÅÍ ÔÅÏÒÅÍÕ 1, ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ-×ÁÎÎÕÀ ×Ï ××ÅÄÅÎÉÉ. �Ï, ÞÔÏ F É F1 ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ p-ÔÉ�ÉÞÅÓËÉÍÉ,ÏÚÎÁÞÁÅÔ F = Fp, F1 = Fp;1, � = �p, �1 = �p;1, ÔÏ ÅÓÔØ Ln = L′n = 0,ÅÓÌÉ n { ÎÅ ÓÔÅ�ÅÎØ p.óÏÇÌÁÓÎÏ (21) É (22) ÄÌÑ ÔÁËÉÈ n ÂÕÄÅÍ ÉÍÅÔØfn = −
∑1<k<nL′kf (k)n = −

k=l
∑k=1L′pkf (pk)n ;l = ⌊logp n⌋; pl < n < pl+1: (45)�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, fn ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ fm, m < n É Lpk ,pk < n. ðÏÜÔÏÍÕ f(x) ÍÏÖÎÏ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØ �Ï p-ÔÉ�ÉÞÅÓËÏÍÕ ÏÓÔÏ×Õ.äÏËÁÖÅÍ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ f(x), ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÏÓÔÏ× ÄÏ�ÕÓÔÉÍ.



ï ðïó�òïåîéé æïòíáìøîùè çòõðð 249ìÅÍÍÁ 6. ðÕÓÔØ n { ÎÅ ÓÔÅ�ÅÎØ p, ×ÓÅ fm �ÒÉ m < n ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ p,ËÒÏÍÅ fph , Á ×ÓÅ L′pk �ÒÉ k ≤ l { ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÅ. �ÏÇÄÁ fn, �ÏÌÕÞÅÎÎÏÅ �ÏÆÏÒÍÕÌÅ (45), ÔÏÖÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. �ÁË ËÁË n 6= ph · pk, ÄÌÑ ×ÓÅÈ k ≤ l ÍÏÖÎÏ �ÒÉ-ÍÅÎÉÔØ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1; ×ÓÅ L′pkf (pk)n ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ p. �ÏÇÄÁ ÉÚ (45) ÓÌÅÄÕÅÔ,ÞÔÏ p | fn.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 1. îÁÞÉÎÁÑ Ó L1 = L′1 = 1, f1 = p=ah,ÂÕÄÅÍ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ×ÙÞÉÓÌÑÔØ fn, Ln É L′n É �Ï ÉÎÄÕË�ÉÉ ÄÏËÁÚÙ-×ÁÔØ ÉÈ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏÓÔØ (�ÅÒÅÈÏÄ ÏÔ ×ÓÅÈ m < n Ë n).ðÅÒÅÈÏÄ �ÅÒ×ÏÇÏ ÒÏÄÁ: n { ÎÅ ÓÔÅ�ÅÎØ p. ðÏÌÏÖÉÍ Ln = L′n = 0(ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÅ) É ×ÙÞÉÓÌÉÍ fn Ó �ÏÍÏÝØÀ (45). ðÏ ÌÅÍÍÅ 6,ÔÏÇÄÁ p | fn.ðÅÒÅÈÏÄ ×ÔÏÒÏÇÏ ÒÏÄÁ: n = pk. �ÏÇÄÁ fn ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏÅ �Ï ÕÓÌÏ×ÉÀ.îÁÊÄÅÍ Lpk É L′pk �Ï ÆÏÒÍÕÌÁÍ (38) É (40) { �Ï ÌÅÍÍÅ 5, ÏÎÉ ÂÕÄÕÔÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÍÉ.ðÒÉÍÅÎÉÍÏÓÔØ ÌÅÍÍ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ÓÓÙÌÁÅÍÓÑ, ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ �ÒÅÄ�Ï-ÌÏÖÅÎÉÑ ÉÎÄÕË�ÉÉ É ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔÉ v(�)É v1(�) ÏÓÔÁÅÔÓÑ × ÓÉÌÅ. ëÁË É × �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍ �ÁÒÁÇÒÁÆÅ, �p(x) É�p;1(x) { ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÌÏÇÁÒÉÆÍÙ p-ÔÉ�ÉÞÅÓËÉÈ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÇÒÕ��Fp É Fp;1. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, F = Fp, F1 = Fp;1. ðÏ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÀ, F ÉÍÅÅÔÔÉ� u(�) É f(x) { ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ F × F1. �ÅÏÒÅÍÁ 1�ÏÌÎÏÓÔØÀ ÄÏËÁÚÁÎÁ.9. ÷ÏÓÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ÷ ÔÅÏÒÅÍÅ 1 ÎÁÓ ÂÏÌØÛÅ ×ÓÅÇÏ ÉÎÔÅÒÅÓÕÅÔ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ÎÁÛ ÏÓÔÏ×{ ÏÓÔÏ× ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÓÔÅ�ÅÎÉ ph. âÕÄÅÔ ÌÉ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÎÙÊ ÉÚ ÏÓÔÏ×Áf(x) ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ? íÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÔÅÏÒÅÍÕ 2, ËÏÔÏÒÁÑ ÄÁÅÔ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØ-ÎÙÊ ÏÔ×ÅÔ ÎÁ ÜÔÏÔ ×Ï�ÒÏÓ.ìÅÍÍÁ 7. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ h ∈ N ÆÕÎË�ÉÑ �(k) = k−⌊k=h⌋ ÎÅÕÂÙ×ÁÀÝÁÑ,�ÒÉÞÅÍ �(k) = �(k + 1) ÔÏÌØËÏ �ÒÉ h | k + 1.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ�(k+1) = k+1− ⌊k + 1h ⌋

≥ k+1− ⌊kh⌋− 1 = k− ⌊kh⌋ = �(k); (46)�ÒÉÞÅÍ �ÏÎÑÔÎÏ, ÞÔÏ ÄÏÓÔÉÖÅÎÉÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ h |k + 1.



250 å. ÷. æåòåîó-óïòïãëéêúÁÍÅÞÁÎÉÅ 3. åÓÌÉ n 6= ph+k, ÔÏ p�(k)+1 | L′pkf (pk)n . äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ,pk+1 | f (pk)n �Ï ÌÅÍÍÅ 3, Á pqL′pk ∈ o �Ï ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÀ 2. ðÅÒÅÍÎÏÖÁÑ,�ÏÌÕÞÁÅÍ pk+1−q | L′pkf (pk)n . îÏ �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ËÁË ÒÁÚ �(k) + 1 =k + 1− q.ìÅÍÍÁ 8. ðÕÓÔØ n; k ∈ N, n > ph+k, M ∈ Z, M ≥ 0, É �(fm) ≥ e+MÄÌÑ ×ÓÅÈ m ≥ n=pk. �ÏÇÄÁ �(f (pk)n ) ≥ (k + 1)e+M .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÚÏÂØÅÍ f (pk)n ÎÁ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ (ÓÒ. Ó ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ-ÓÔ×ÏÍ ÌÅÍÍÙ 3) ×ÉÄÁ Cj1;:::;jmpk f j1i1 : : : f jmim ; (47)ÇÄÅ j1+ · · ·+jm = pk É i1j1+ · · ·+imjm = n (ÞÉÓÌÏm ÎÅ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÏ!).ðÕÓÔØ im = max(i1; : : : im) { ÔÏÇÄÁ n ≤ im(j1 + · · · + jm) = pkim, ÔÁËÞÔÏ im ≥ n=pk É �(fim) ≥ e +M . ïÂÏÚÎÁÞÉÍ d { îïä (j1, : : : , jm) Ét = �p(d). ëÁË × ÌÅÍÍÅ 3, jm ≥ t + 1, �ÏÜÔÏÍÕ pt+1�M(t+1) | f jmim . ðÏÌÅÍÍÅ 2, ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ × (47) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ pk−t, ÔÁË ÞÔÏ (47) ÄÅÌÉÔÓÑÎÁ pk+1�M . �ÏÇÄÁ É ÓÕÍÍÁ ÜÔÉÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ, ÒÁ×ÎÁÑ f (pk)n , ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁpk+1�M , ÔÏ ÅÓÔØ ÉÍÅÅÔ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ.õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 4. ðÕÓÔØ × ÔÅÏÒÅÍÅ 1 fpk = 0 �ÒÉ k > h (ÏÓÔÏ× ÍÎÏÇÏ-ÞÌÅÎÁ ÓÔÅ�ÅÎÉ ph). �ÏÇÄÁ �(fn) ≥ (�(k) + 1)e ÄÌÑ ph+k−1 < n < ph+k.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ h = 1, ÔÏ �(k) = 0 É ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ Ó×ÏÄÉÔÓÑË ÌÅÍÍÅ 6. äÁÌÅÅ ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ h ≥ 2. âÕÄÅÍ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÉÎÄÕË�ÉÅÊ�Ï k.�ÁË ËÁË n { ÎÅ ÓÔÅ�ÅÎØ p, ÔÏ �ÅÒÅ�ÉÛÅÍ ÄÌÑ ÎÅÇÏ (45) É ÄÏËÁÖÅÍ,ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p�(k)+1fn = −

r=h+k−1
∑r=1 L′prf (pr)n : (48)òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ Ó r ≥ k (�ÒÉ k = 1 ÏÎÉ ×ÓÅ ÔÁËÉÅ). ðÏ ÚÁÍÅ-ÞÁÎÉÀ 3, ÏÎÏ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p�(r)+1, Á ÔÅÍ ÂÏÌÅÅ ÎÁ p�(k)+1 (�(r) ≥ �(k)�Ï ÌÅÍÍÅ 7).òÁÚÂÅÒÅÍÓÑ ÓÏ ÓÌÁÇÁÅÍÙÍ, ÇÄÅ r < k. ðÏ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕË�ÉÉ,ÄÌÑ m < n É ph+l−1 < m < ph+l ÉÍÅÅÍ p�(l)+1 | fm. åÓÌÉ m ≥ n=pr, ÔÏl ≥ k − r É p�(k−r)+1 | fm (ÌÅÍÍÁ 7). ðÒÉÍÅÎÉ× ÌÅÍÍÕ 8 ÄÌÑ r ×ÍÅÓÔÏk É M = �(k − r)e, �ÏÌÕÞÉÍ pr+�(k−r)+1 | f (pr)n . ðÕÓÔØ �(r) = r − s:



ï ðïó�òïåîéé æïòíáìøîùè çòõðð 251ÉÚ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ 2 ÓÌÅÄÕÅÔ psL′pr ∈ o, Á ÔÏÇÄÁ p�(r)+�(k−r)+1 | L′prf (pr)n .îÁËÏÎÅ�, (31) ×ÌÅÞÅÔ �(r)+�(k−r) ≥ �(k), ÔÁË ÞÔÏ p�(k)+1 | L′prf (pr)n .õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 4 ÄÏËÁÚÁÎÏ.õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 5. åÓÌÉ h 6= 1, k = hq, n = ph(pk − 1) + 1, ÔÏ × ÎÅ-ÒÁ×ÅÎÓÔ×Å ÉÚ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ 4 ÄÌÑ fn ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (ÏÞÅ×ÉÄÎÏph+k−1 < n < ph+k).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏ ×ÆÏÒÍÕÌÅ (48). ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÉÚ ÌÅÍÍ 8 É 3 ÂÕÄÅÍ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÂÅÚ �Ï-ÑÓÎÅÎÉÊ.1. r > k. óÏÇÌÁÓÎÏ ÚÁÍÅÞÁÎÉÀ 3, �(L′prf (pr)n ) ≥ (�(r)+1)e. ðÏ ÌÅÍÍÅ7, �(r) ≥ �(k+1) É �(k+1) > �(k) (h | k, ÔÁË ÞÔÏ h ∤ k+1). ðÏÜÔÏÍÕ�(L′prf (pr)n ) > (�(k) + 1)e { ÓÔÒÏÇÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï.2. r < k. ï�ÅÎÉ×ÁÑ ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ, ÍÙ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌÉ �(r)+�(k−r) ≥�(k). ðÒÉ h | k, h ∤ r ÜÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÓÔÒÏÇÏÅ (ÓÍ. ×ÎÉÍÁÔÅÌØÎÏ (31)),ÔÁË ÞÔÏ ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ �(L′prf (pr)n ) > (�(k) + 1)e.åÓÌÉ h | r, r = hs, ÔÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ f (pr)n , ÒÁÚÌÏÖÉ× ÅÇÏ × ÓÕÍÍÕÓÌÁÇÁÅÍÙÈ (47) (Ó ÚÁÍÅÎÏÊ k ÎÁ r). ðÕÓÔØ × ÏÞÅÒÅÄÎÏÍ ÓÌÁÇÁÅÍÏÍ im =max(i1; : : : im), ÔÁË ÞÔÏ im ≥ n=pr É, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÀ 4, �(fim) ≥(�(k − r) + 1)e� (f j1i1 : : : f jmim ) ≥ jm�(fim) ≥ pt(�(k − r) + 1)e
≥ (t+ 1)(�(k − r) + 1)e ≥ (�(k − r) + t+ 1)e: (49)óÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ 2, ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ × (47) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ pr−t, ÔÁË ÞÔÏ ÎÏÒ-ÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ (47) ÎÅ ÍÅÎØÛÅ (�(k − r) + r + 1)e. òÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×ÏÚÍÏÖÎÏ,ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ × (49) ×ÅÚÄÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï, Ô.Å. �ÒÉ m = 2 (m = 1 ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ,Ô.Ë. ÔÏÇÄÁ j1 = pr É n = i1pr, Á Õ ÎÁÓ p ∤ n), i1 = ph, t = 0 É jm = pt = 1.üÔÏ ÂÙ×ÁÅÔ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑC1prfpr−1ph fi = prfpr−1ph fi: (50)îÏ ÔÏÇÄÁ Õ ÎÁÓ i = n − ph(pr − 1) = ph+k − ph+r + 1 > ph+k−1 (ÉÅÝÅ i < n < ph+k), �ÏÜÔÏÍÕ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 4 ×ÌÅÞÅÔ �(fi) ≥ (�(k) +1)e. îÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ (50) ÎÅ ÍÅÎØÛÅ (r+�(k) + 1)e, ÞÔÏ ÓÔÒÏÇÏ ÂÏÌØÛÅ(�(k − r) + r + 1)e (Ô.Ë. r ≥ 2, ÉÂÏ h | r). óËÌÁÄÙ×ÁÑ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ (47),�ÏÌÕÞÁÅÍ �(f (pr)n ) > (�(k − r) + r +1)e, Á ÏÔÓÀÄÁ (ÓÍ. ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÏÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ 4) ÓÌÅÄÕÅÔ �(L′prf (pr)n ) > (�(k) + 1)e.



252 å. ÷. æåòåîó-óïòïãëéê3. r = k. äÌÑ ÚÁ×ÅÒÛÅÎÉÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ 5, �ÏËÁÖÅÍ,ÞÔÏ �(L′pkf (pk)n ) = (�(k) + 1)e. üÔÏ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ �(f (pk)n ) = (k + 1)e,ÔÁË ËÁË �(L′pk) = −qe, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÀ 2. ëÁË É ×ÙÛÅ, m ≥ 2.åÓÌÉ ÓÒÅÄÉ i1, : : : , im ÅÓÔØ ph { �ÕÓÔØ ÜÔÏ ÂÕÄÅÔ i1, ÔÁË ÞÔÏ p | fi2 ,: : : , p | fim . �ÏÇÄÁ� (Cj1;:::;jmpk f j1i1 : : : f jmim )
≥ (k − t)e+ jm�(fim) ≥ (k − t+ jm)e ≥ (k + 1)e (51)(ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÍÕÌØÔÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÇÏ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁ Ï�ÅÎÉÌÉ �Ï ÌÅÍÍÅ2). òÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ × (51) ×ÅÚÄÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï: �ÒÉm = 2,i1 = ph, t = 0 É jm = pt = 1 É Ô.Ä. åÓÔØ ÏÄÎÏ �ÏÄÈÏÄÑÝÅÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅC1pkfpk−1ph f1 = pkfpk−1ph pah : (52)åÇÏ ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ (k + 1)e, Õ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÏÎÏÓÔÒÏÇÏ ÂÏÌØÛÅ, ÔÁË ÞÔÏ �(f (pk)n ) = (k+1)e. õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 5 �ÏÌÎÏÓÔØÀÄÏËÁÚÁÎÏ.�Å�ÅÒØ ÍÙ ÌÅÇËÏ ×Ù×ÅÄÅÍ ÉÚ �ÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ 5 ÔÅÏÒÅÍÕ2, ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ ×Ï ××ÅÄÅÎÉÉ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 2. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ f(x), �ÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ÓÏ-ÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 1. ÷ÏÚØÍÅÍ Nq = ph(phq − 1) + 1 ÄÌÑ ×ÓÅÈ q ∈ N. óÏ-ÇÌÁÓÎÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÀ 5, �(fNq ) = (�(Nq) + 1)e. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, fNq ÎÅÒÁ×ÎÏ ÎÕÌÀ. �ÁË ËÁË �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ Nq ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ, ÔÏ Õ f(x)ÅÓÔØ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÄÁÌÅËÉÅ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ. üÔÏ É ÏÚÎÁÞÁÅÔ,ÞÔÏ f(x) ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ. �ÅÏÒÅÍÁ 2 ÄÏËÁÚÁÎÁ.ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ1. J. Lubin, J. Tate, Formal omplex multipliation in loal �elds. | Ann. Math. (2)81 (1965), 380{387.2. M. Hazewinkel, Formal Groups and Appliations. New York, Aademi Press, 1978.3. ï. ÷. äÅÍÞÅÎËÏ, îÏ×ÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÍÉ ÇÒÕ��ÁÍÉ ìÀÂÉÎÁ{�ÅÊÔÁ É ÆÏÒÍÁÌØÎÙÍÉ ÇÒÕ��ÁÍÉ èÏÎÄÙ. | áÌÇÅÂÒÁ É ÁÎÁÌÉÚ 10, ×Ù�. 5 (1998),77{84.4. E. de Shalit, Relative Lubin-Tate groups. | Pro. Amer. Math. So. 95 (1985),1{4.5. I. Fesenko, S. V. Vostokov, Loal Fields and Their Extensions: A ConstrutiveApproah. | Translations of Mathematial Monographs 121, AMS (1993).
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